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UN TEOREMA IVESISTENZA DELLA SOLUZIONE
PER UN'EQUAZIONE ALLE DERIVATE PARZIALI
DEL 1° ORDINE

di E. BAa1apA E C. VINTI (Palermo)

INTRODUZIONE

Lo stato attuale della conoscenza dell’esistenza di almeno una soluzione
per un’equazione alle devivate parziali di tipo normale, che si scrive, nelle
notazioni di Monge:

p=f(x,y,z,q),

& ingoddisfacente ; cio e stato affermato da molti ed & stato illustrato altrove (%),

Fra i tentativi per riportare la situazione alla perfezione gia raggiunta
nella teoria delle equazioni alle derivate ordinarie, i pit cospicui sono stati
quelli di Maria Cinquini Cibrario e Silvio Cinquini (3), nonché quelli di
E. Baiada (3).

Noi c¢i ricollegheremo qui alle idee ed ai metodi di E. Baiada gia
esposti (*), essi consistono nell’ottenere direttamente la soluzione mediante
un metodo di approssimazioni, molto simile a quello adoperato per ottenere
la soluzione dei sistemi differenziali ordinari.

(1) Vedere Vintroduzione al seguente lavoro:
E. Ba1apa: Considerazioni sull’esistenza della soluzione per un’equazione alle derivate parziali
con i dali iniziali, nel campo reale. Aunali di Matematica pura ed applicata Serie IV Tomo
XXXIV (1953). In detto lavoro v’® anche una bibliografia breve, ma sufficiente per avere
un’idea della sitnazione.

(?) Vedi bibliografia citata in (1) nonchd una i1elazione al Congiesso Internazionale dei
Matematici di Amsterdam presentata da S. CINQUINI.

(3) Vedere lavoro citato in (%).

() Vedere E. Ba1apa: Sul teorema di esistenza per le equazioni alle derivate parziali del
primo ordine « Annali della Scuola Normale di Pisa» Serie II, vol. XII (1943) pp. 135-145,
vedere pure nota citata in (1).
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Questo metodo, da una parte fa a meno della teoria delle caratteri-
stiche e dei teoremi ad essa relative, dall’altra & in armonia con quanto si
fa in tutta la teoria delle equazioni funzionali.

B interessante osservare che il procedimento qui adoperato porta tra
Paltro anche alla soluzione in senso stretto (°) nel caso ormai classico del
teorema di Severini-Wazewski-Digel-Kamke-Baiada (5).

Ii pure da notare che il metodo e le considerazioni che saranno qui
svolte, si trasportano al caso dei sistemi di equazioni alle derivate parziali
del primo ordine del tipo iperbolico come gia e stato fatto per il caso clas-
sico da R. Conti (7).

Il teorema raggiunto, enunciato in fondo a questo lavoro, da, come
caso particolare, il teorema di E. Baiada della nota citata in (1), nonche
alcuni teoremi di continuitd e di derivazione rispetto ad un parametro della
soluzione di un’equazione alle derivate ordinarie.

Va fatta 1osservazione che, giusto quanto fatto rilevare nella nota citata
in (1), sono proprio questi teoremi di derivazione rispetto a un parametro
che richiedono la relativa onerositd delle condizioni da ammettere onde essere
gicuri dell’esistenza di almeno una soluzione.

11 teorema d’esistenza dimostrato in questa nota si differenzia da quello
clasgico in quanto che la ipotesi ammessa sulla funzione f(xr,y, 2, q) rela-
tivamente al suo comportamento rispetto a ¢, & notevolmente piu larga di
quelle che si ammettono relativamente al comportamento rispetto a (z, v, 2).

1. — 8ia f(r,y, 2, q) una funzione reale, di variabili reali, definita
per c<<w<c, y,%,q, qualunque, ed avente le seguenti proprieta:
1° f(®,y, 2, q & continua rispetto ad (x,y, 2, g¢) in tutto il campo
di definizione.
2 f(x,y,2,q) & Lipschitziana rispetto a ¢, uniformemente rispetto
ad #, y, 2 con costante @, in altri termini valga per tutti gli #,y, 2, con
¢c<<x<_c, e qualunque siano ¢, e ¢, la relazione

If(‘”;?/’zyqi)—f(“'yq’z7Q2)|£Q|Q1“'Q2|'

3° Esiste una costante M con la proprietd che per tutti gli z,y,2,q,
con c<<x<<c, Sia :

|/ @yy,2,9) <M.

(®) In contrapposto a soluzione in «senso lato » qui studiato.

(¢) Elencati in ordine di data.

[©) Vedel‘q R. ConTI: Snl problema iniziale per i sistemi di equazioni alle derivate parziali
della forma zg)=j(i) (x,y; D yaees z(k), %) «Rendiconti dell’Accademia Nazionale dei Lin-
cei » Serie VI1II, Vol. XII fase. 1-2 Gennaio-Febbraio 1952.
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4° f(®,y,2,q) ha le derivate parziali f,, /. limitate, esiste cio® una
costante L, con la proprieta:

|fy(w7y7z’4)|<L5 Ifa('”>?/,z’Q)|<L-

5° Le derivate parziali f, ed /, sono Lipschitziane rispetto ad y, z,q
con costante R .
Sia data inoltre una funzione w (y), reale, di variabile reale, definita
per tutti gli y, che sia: :
I) continua con derivata o' (y) continua e limitata, in altri termini
qualunque sia y, esista una costante N con la proprietad:

II) Esista una funzione M (y) sommabile in ogni intervallo finito,
tale che

o' (y+h)— o (y—h)
qualunque siano y ed h.

D’ora in avanti indicheremo con K il maggiore dei numeri @, L, B, e
supporremo inoltre che sia soddisfatta la relazione

b+(e—c)
0 K[b—a)+(e— o)+ 1] 2+N+(e—c)+[<e—c>+1]fM<y>dy§2s%,

a—(e—o¢)

per un certo numero ¢ compreso tra ¢ e ;3_, cid pud sempre farsi cambiando
opportunamente 'unitd di misura sull’asse x, riducendo eventualmente ’am-
piezza dell’intervallo (¢ — ¢) (8). Osserviamo che da questa relazione si ottiene,

come conseguenza, che K < -

Ci occuperemo nel seguito, dell’esistenza di una soluzione z (v, y) defi-
nita in un opporturno campo, dell’equazione alle derivate parziali:

) ‘;—Z=f[w,y,z,az],

FE;

(8) Vedere nota citata in (¢) pag 138,
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la quale soddisfi al dato di Cauchy w (y) per # = ¢, ossia tale che si abbia

identicamente
(2) z(c,y)=w(y).
Preciseremo, nel seguito, in quale senso diremo che 2@, y) é soluzione
di (1).
2. — Poniamo
_|_".'i_;c
N 1 r—c ,
3 V@ ,y)—— +?w y——5— )+ |fle,m, wn), o ()]dy.
ax—C
e

. ¢—¢ . . .
per ogni e<<x<c¢c-+d, con d=-—— dove, m & un intero arbitrario e po-

2m

sitivo. La funzione ¢ (x,y) risulta definita e continua per tutti gli y.
Inoltre per teoremi noti sulla derivazione di un integrale, la funzione
@O (x , y) ammette derivate parziali, sia rispetto ad x che rispetto ad y, e
queste derivate sono date dalle espressioni:

@ e =o (N'”) 1w'<«—””“’>+ 3ot
L= ( ) ( . )]_l_%f[c,y_w-;c,
w(-””;”)’w'(y—”;“)}’

R R e e e L

o T =5 b b5

Osserviamo che, tanto ¢ (z,y), quanto (Péll) (#,y) sono continue
rispetto ad (r,y), ed inoltre che:

(6) PP (e, y)=fle,y,0®),0 @),

dove ¢ (c,y) indica solo la derivata a destra, e

@ PP (0,y) =o' @),
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ciod la funzione ¢ (x,y) soddisfa all’equazione (1) sulla ordinata =c e
soddisfa alla condizione iniziale (2).
Dalla (5') abbiamo:

P @,y + B =5 o (y+h+””'2“’)+%w'(z}+h—””;")+
+f[c,y+h+””'2‘°,w(y+h+”‘2“’),w'(y+h+“’"2"’)]—

—f[e,y+h—-”;“',w(y+h—“;°),w'(y+h—”;’”)],

T e e R el i &
+f[c,y—h+””‘2"’,w(y—h+”;"),w'(y—h+”;")
)

Da cui otteniamo, per differenza, dopo avere aggiunto e tolto una stessa
quantitd, Pespressione seguente :

8) ‘P;,l)(wyy-Fh)—<p§})(w,y—h)=-;—[w’(y-|—h—|—w_2'c>_
B

T L R I Rt | o

st e (a5 (= S
+§f[c,y+h+”‘2’“,w(y—h+”’2'“),w'(y—h+“;°)]—
—f[c,y—h+w;c,w(y—h+w;c ,w’(y—'—h—kw;c)]

_§f["”’+"—x’2_”,w(y+h—”;">,w'(y+h_”"2—c)

S =
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r—2c

UL A B

T

xr—2c

Hrlo,u a3 ,w(y+h+“;”),w'(y—h’+”;”)]—

—f[e,y+h+“~—;°,w(y—h+%,w'(y—h+”;")]}—

r—c r—2c

(G ST

r—c

SR R )

Si ha intanto :

r—c

9) f[o,y+h+”%°,w(y—h+ - ),w'(y_h+“’;0)]_

oo o= 259 -
r — ¢

R R e N

xr—c —¢

—f["’?/_'h‘f' P ,w(y—h"l‘w

4

v+t 220
r—c¢ , x—¢
=ffy[c,t,w(y—h+ 3 ),a}(y—h—l— 3 )]dt—-
y—ht 2=
2
y+w—w;°
r—c , r—c¢
—ffy[c,t,w(y—h—- 5 ),w(y—h— 2 )]dt=
xr—C

Yy—h—

y+h 2
=[fy[o,t+“;",w(y—h+”;"),w'(y—h+”;”)]dt—

y—h
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— e t—2"% o y—h—w_c g y——h—x—o dt =
vl 2 2 2

y—h
y+h

xr— ¢ x—c , x—c

== %fy["’t%“ 2 ,(A)(y h+ 2 )7(0 (y-- h’+ 2 ):I_
y—h

_fy[c,t 2G,w(y—h—wzc),w’(y—h*w—‘})udt

Inoltre :

e A R B (R e

xr —C

—flosr 423 ,w(y—h+”;’“),w'(y—h+””;”)]—

¢°(y+h+ “’%”)
x—c

— [lesrr 42500 (= h et 2 4o

oy -n+ 222

oy+1—222)
[

_]leo,y—l—h——-w—;—,t,w’(y—h ——w;c)]dt.
x—cC

a)(y—h— T '

xr —cC

) p=o(yHr+25,

7=w<y—h—'£;—c),6=w<y+h—m——c), operiamo nel primo degli

Posto per semplicitd: « = w (y —h+

2
integrali a secondo membro della (10) la sostituzione

(e—pt—ad+tBy
y—0

r=y ()=

’
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e supponiamo y 3= ¢, o 3= (Esamineremo in seguito il caso che queste
due ultime ipotesi non siano soddisfatte). Come risultato otteniamo che
la (10) si scrive nel seguente modo :

(10) f[o,y+h+”; ,w(y+h+ 2”),w'(y_;,+“‘;°)]_
R T ey
R e

e e SR

oy+h— 22
=f§fz[c7y+"+x-2—07W(t)) w’(?/-h"‘w;c);f:g_
w(y—h—w;c

ﬁkw+w—f%ﬁ¢¢d@—h—w;vyu

La (8) diventa :

)l s
o o ki e et i
T A

|

®) ¢ @y+h)— g,y —h)= [ (

Flewtit 252 oy

i
“+

L ettt e P

0| =
|

O R
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+£ff’ T Rt
B R (el il Gy |
oy+n—2=2

+f(§fs[c,y)+h+m—g—o,w(t),w’<y—h+w;c>]:f—§—
o(y—n—2=2

_fz[ c,y+n—2T—° t.w (y—h—”'z"’mdt.

Poiche le prime due espressioni che compaiono nelle graffe a secondo
membro di quest’ultima relazione, in virti della osservazione fatta a seguito
della ipotesi ILI, non sono mai negative, possiamo scrivere, usando ovvie
maggiorazioni,

(8”) |0 @,y + B — oD @,y — B)| =

Slw’(@/

— — 1
e i |

f c,y+h—l—"’%—9,w(y +h+w%c),w’(y+h +?;;£)]—flc,y+h+w—;—c,w(@/-l-h-l-iz—c),w’ (y—h—l-w—;—o)]

g

T e

o= 5o vpnt)

J [ ,y+h———§—,w<y+h——_2_) (y—l—h———)J—j [c,y—i—h-——2_,w(y+h__

ol

+

Y-
vt x —C xr —cC
(= DN N

at4

r—2c x—c
_.fy[c,t - ,w(y—h-—~—-—2 ) ,w’(

- c)]
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ra-259 |
S R e =
oly—h— 2=

2

_fz[o,y—|—h—wT_c,t,w’(y—lt—w;(})]}dtl.

Per la ipotesi 5°% il primo degli integrali a secondo‘ membro della (8”) pud
maggiorarsi nel seguente modo:

it [ &x x
\ — ——c —
I | O R e I =) -
y—h

x—c x—e¢ , x—ec
_.fy[c,t— 3 ,w(y—h— 5 ),co(y—h— 3 )]

sth[lw—c|+|w<y—h+“’;°)— w(y—h—”;‘”)|'+

dt <

elpr 55w,

mentre il sécondo degli integrali a secondo membro si pud scrivere succes-
sivamente, maggiorandolo:

w(y+h—""%°)
(107) f{f [c,y+h+”—;°,¢(¢),w'(y_h+“;"’)} ;‘:g_
w(y—h-1’2:°
—'/;[O,y-l-h—w;c,t,w’(y—h—w;(})]}dt)5
w(y+h—°l’;—°
S T =Y.
a(y—h— 2=

2
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o(y+1—2)
+ ::g\—l\.‘fﬁlo,y+l¢—£-;;",t,w’(y——h—ﬁg—c)]dt‘s
w(y—h—""c
w(y-}-h—x—;c
s|§—:—§\.'ﬂﬁ[o,y+h+” R P e |
m(y—h—‘”Lc
_f;[c,y—l—lo—ﬁ—g—f,t,w'(y-—h—m—z_c)]gdtl—l—
w(y+h—22°
i e [ e
ofy—h—2=*

2

Adoperando il fatto che f, & Lipschitziana rispetto ai suoi argomenti con
costante B, e che:

w(y+h_m—c
U[w(t)—t]dfs—; y—08|le—y|+|B—108],
w(y—h—a-,—_—c

il primo membro della (10”) viene ancora maggiorato dalla:

L e

gty —8llla— 7| +p - oI+

R s

+
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Ricordando ora il significato di «, 8, y,d , abbiamo:

s T T
o—f—(y—08) = /w (tdt—-—/ Hdt=
e
y—h
, r—c , xr — ¢
— [w (t—l— - )—w(t— _ )]dt,
y+h
da cui
y+h
sy mon= o 55 -5
y—h

e quindi, in definitiva, il primo membro della (10”) viene maggiorato dalla:

ST

(10%) R } w(

y+h
xr—ec r—c
L ' — o' [t —
ot o (=25
y—h
Nell’operare la sostituzione z = v (t) abbiamo supposto y == 8, a 3= 8.

Nella ipotesi y = 6, ricordando il significato di y e di 6 si ha:
y+h

xr —
jw’ ( 3 6) dt=0, ed il secondo membro della (10) viene maggiorato
y—h
dalla

xr —c

R




+

2
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= offeler ez [l g5

e quest’ultima espressione non supera in valore l’espressione dataci dalle
(10%). Analoga considerazione & valida nella ipotesi « = B e si ottiene una

at,

formula che & caso particolare della (10%), quindi possiamo tener conto solo

della (10%).
La (8"), tenendo presente la (9') e (10*) si scrive :

|¢;‘>(w,y+h)—¢;}>(w,y——h)l£|w’(y+h+?)—w’(y

x—c
2

2+

Aotk ot 2 o (st 25 ﬂ%ww%%@w%ﬁﬂkw%ﬂ

@+w+fif}ﬂ»@—w+”‘ﬂ

e e e

B e e T e O i [

_.|_

)

xr—2C xr—C

7 )ol—="5")
x—c , h 8¢
2 oY=t T

o e

+ 20k |lo—c|+ |0y

w’ (y

+RM@+;

_l_

|+

e e

e L[ aa e =

|+
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Integrando ora ambo i membri di quest’ultima relazione tra a e b ri-
spetto ad y, comunque si scelgano « e b, con la condizione a < b, si deduce:

b b
an f |y ) — Py —h)dy=< f ’wr(y+h+ ””_;f)_wr (y_h_w_;;c)

D e L e | e O e L (|
o (gt 5o (=15

R

a

+ dy+

B e e e e e

2 w'(y+h— a%—())—a)’(y—h-— w_—-c)

2

Flofr—1+ 55 —oly—1 =73

—|—2hbe[|x—c

Holmrt o759

+x|

a

1
+?[
b yth

Holort el ot o+ 5ol =)

a y—h

Y

t.
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Osserviamo ora che:
bt
dr<2h f dt,
a—h

b +h 5 B
0 fofbler sl o o)

basta per sincerarsene fare un cambiamento d’ordine d’integrazione e contem-
poraneamente un opportuno ampliaumento del campo d’integrazione.

La (9) allora, quando nel primo degli integrali a secondo membro si
operi la sostituzione

nel secondo degli integrali a secondo membro si operi invece la sostituzione

xr —C
2 )

y=7Y+

il terzo e quarto integrale a secondo membro si maggiori tenendo presente

@+ h)2——hw b —h < N, e per lultimo termine a seondo membro

che

si applichi la (*), si scrive:

xrx—c

b4 22°

b 2
1) i+ —gp e,y —nlay=[lo' (70— o' (T=BI{§ +
a a+aL2—_c
flos Yoty (T ), (VW] —fle, Y4 by o (Y ), 0 (F—R)]) -
+ o' (Y+h)— o' (Y—h) 2 +
+ [0 (04— (=D 5 —

——

2

floy Y by (Y1), 0 (¥4 W] — /1, Vb by (P4 B0 (V=)
- ' (Y +1)— o' (Y —h)

9. Annali della Scuola Norm. Sup. Pisa.
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+2I¢R|w—~c|j;1_|_ N)2dy-+2hR(1-+N) f I')w<y—h—|- w_;c)_ w(y—h—wg c) ay+

b+h
ooy 5o
a—h

Operando nel quarto degll integrali a secondo membro della (11') la
sostituzione

dy

Y=y—n,

ed aumentando ulteriormente l’iitervallo d’integrazione, la (11’), quando al
posto di B ed L si Bostituisce lé costante non minore K, si scrive:

b T
(12) fltpg})(w,y-l-h)—w;})(w,y—h)ldyﬁflw'(lf-k h)—w’(Y—h)lgé +
a a+w_;_f
Jle, Y+ h,o(Y41), 0 (Y4B)] —fle, Y+h, 0 (Y4 h), 0" (Y — b))
+ o' (Y+h)— o' (Y—h) ’ %dy"“

[ "

2
+f|w'(Y-|—h)—w'(Y—h)| %—

B=-c

W e

2

fle, Y4, ( Y+ 1), 0 (Y4 B)] — f[e, Y4 b, 0 (Y 1), ' (Y — b)) .
o' (Y+h)— o' (Y—h) +

bt

b h
+21K lw——clf(1+N)2dy+ MEK(1+N) f a,/< Y4 w_;_c)_w( v a%c)

a—h

v+

ayY.

b-+-H
an (v 25) ol (125
a-—ﬂ

Maggioreremo ulteriormente il secondo membro della (12), se nel primo

r—2c

degli integrali che i esso compare, mettinmo al posto di a 4 la
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quantitd a 2 _2— 0, che & minore, quale limite inferiore dell’intervallo d’in-
tegrazione, nel secondo degli integrali mettiamo al posto del secondo estremo
dell’intervallo d’integrazione invece di b—af—;—c, la quantitd maggiore

b +w—2— ¢. Con queste modifiche apportate alla (12) otteniamo:

—e
27
02) [l —epiey—nlty= [lo (740 —o (T—n|a T+
a u_a_c_—_q
2
b b4+h
. , x—c , x—c
+2hK|w—c|j(1—|—N)2dy—|-2hK(2+N)fw (Y+ 3 )——w(Y—- 5 )dY.
a a—h
Se poniamo # = ¢ -+ d, la (12') diventa:
b
(12 flopeta,ytn—gpeti,y—nlays
:
S]Iw’(Y—l— ) — o' (Y — )| d Y—{—2thf(1—|—N)2dy+
d ) a
7
b4h
+2hK(2—|—l\')ﬂw’ (Y-|--fj—>—w'(¥_%) iY.
3. — Riprendiamo in esame Despressione dataci dalla (3). Supposto

Yy > Yy AVIemo:

1 — — ¢
(13) (p(l)(m,y‘)._qo(l)(w,yz):7lw<y1—|—x 2 0)_w(y2+L2—)]+

R R

y1+£'2——‘0 ys+¥
+ [tesmro 0,0 lan— [l 00,0 mld .

v v
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Mediante la sostituzione

Y — Y

il primo degli integrali a secondo membro diventa :

a+c
yx—T
ff[c,n,w<n>,w'<n>1dn=
ax—c
!/1—2—
s | =
Eu
=f/'[c, Y+ 8% (Y+ h—9 ;%), w'(Y—{— g ‘2‘-”2)]d Y,
ntys _ x—c .
2 2

mentre mediante la sostituzione

Yy1—Y

=¥ —
K 2

il secondo degli integrali a secondo membro della (13) diventa :

?h+m%c
ff[c,n,w(n>,w'<n>1dn=
?h—w;c
yl-;ys_i_w%c :
=fj[c,Y y"‘"-”z,w(y—yi y”),w'(y Y y”)]dY.
ntys _x—c
2 2

Di conseguenza la (13) si trasforma nella seguente :

(14) o @,0) — 9 @, 3) =5 [“’ [+ ) (oot =5 c)] i

e 2ol 25

o AR e I

hitys  x—c
2 2

. Y —Y Yy —Y Yy—Y
—f[c,Y——‘——g—‘—z,(D(Y—-—‘—z—2),w,(Y—-‘—2—2)J}dY.
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Aggiungendo e togliendo delle stesse quantitd questa espressione si pud
scrivere sotto la forma seguente:

2

1 =t =+ ploct Y=o

htys | o—c
2 T3

R

Yrtys  o—c
2 2

_f[c’Y+y1-;y2,w(I’_|_yi_2—y2> ’wl (Y—yi_;yz)]}d Y_I__
I+’ —
e e

e ) ()

2
Yriys _ x—c
2 2

_f[c’Y+?/1'2_3/2,w(Y_Z'/izyz),w,(y_?/i;?/z)hdY+
+ —
i

+f%f[”’ PR Tl Y (Y_yi ;%),W’ (Y_y.;yz)]_

.
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Osserviamo che il terzo degli integrali a secondo membro della (14') pud
seriversi:

Yitys , x—c
s T3

[l ngm o (gt 252 -

Yitys  w—c
2 2

__flo’ Y__y1_2"y2,w<17_y1;y2\),w,(y__ :‘/1;?/2)}ng=

Yrtys | @—c
2 + 2

Y+ yl;yi .

— Ufy[c,t,w(y—y—izly-‘é>,w'(y—-"—112"l2>]d¢ %d Y.

Y— Ntys

2

ptys  x—ec
2 2

Per Dipotesi 4% del n. 1, avremo pertanto la maggiorazione seguente:

thtys , x—c
2 + 2

o [l v 22 o (rn)
htys _ @
2 2

—-f[c, Y_?/l;.’lz’w(y__?h;-?/z)’w, (y_%;'yz)];dyis

ELIyl—yzl [w—o[

Quanto al secondo degli integrali al secondo membro della (14') per esso
vale la maggiorazione

Yty | w—c

2 2
(15" f

f[o, Y—I—yl—yz,a)(Y—i- 2'/1—3/2>,w, (Y_.'ll—illz)]_
2 2 2

thtys _ w—c

2 2

. Y1— Y Vi — ¥ ’ Y1—Y
_f[(},Y—l— 12 2,(0(1’————12 2),w(Y-—————12 2)]

<LN|zx—c| |yg— 9]

aY=<
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Dalla (14'), sfruttando la Lipschitzianitd di f, la relazione (15) e (15'),
il fatto che 0 <x — ¢<d, e sostituendo ad L la costante non minore K,
avremo : .

(16) W +d,y)—eWe+d,y)| <
1 d d d
5—2-{w(.’/l+—2—>—‘0(?/2+—2‘>’+%!w(3/1——2“)"w(-%""Z’)I"i‘
+ ;] w’(y+”1—'2‘—-"2->_w'(y—yl—_—-"3> AY - dE|y—y|(1+N).
2
yty_ @
2 2

4. Operando a partire dalla curva a =c¢—+4d, y=¢® (¢ -+ d,y) come
abbiamo operato a partire dalla curva # =¢, y = w (y), definiremo sulla
striscia ¢ +d<wx<c¢ -+ 2d, la funzione :

xr—c'

1 1 z—c
(2) =—oeW|c,y+ 4+ — M|y — +
(p (w, y) 2 <p (0 ) y 2 ) 2 (p (c > y 2 )

.yt w;c’
+ ]f[c', 7,9 (), ‘Pg) (¢mldq,
y— ax—c’

2

dove si & posto per semplificare le notazioni: ¢’ =c¢ - d.
Se si ripete questa operazione 2" volte, sino ad arrivare alla striscia
e —d<w<e, per la r-esima striscia viene definita una funzione:

1 — ¢r—1) 1
(169 90 @,9) = - gr=3(or 1,y 4+ T

x — cr—1
+ ? w(r—l)(c(r—l)’ y —_ ______)

2 2
x—e(r—1)
v+
+ f Sler=D, 5, @r=D (=), 1), Q=1 (6D, )] d 7 ,
w—e(r—D
03

dove abbiamo indicato con ¢ il valore ¢ {rd.
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Sulla funzione ¢® (r,y) si possono fare le stesse osservazioni circa
Desistenza e la continuita delle proprie derivate parziali rispetto ad x e a y
che si sono fatte a proposito della funzione @@ (x,y). Inoltre:
@) (etr—D), y) = @1 (c(f‘—l), y) ed anche, (pg‘)(c("—l) ,Y) =
=/ [0(r_1),?/"p(r—l)(c(r—l)yy)"Pg; (e, y)],

dove naturalmente ¢ (¢, y) indica solo la derivata a destra.

5. Dimostriamo ora che in generale abbiamo :

d
amn qu(”(c—}—rd,yi)—qﬂ')(c-i—Vd,yg)ls%'w (y.—i-r?)——w(yz +

1I1+Ih+r_d_
2 2
d 1 a4 .4 1 v y1—?/2\)_
trg)[tglolrg) ol )|+ o3
wtys 4
2 2
k= 5

— , d

——w'(Y—g'———é—ﬂ) ay+r yl—ysz(Y+-2—)—

y—(r—1) 5
, d
—o(¥=)|a v+ raln—ul,
a condizione che

a) K[b—a)d (e—ec)+ 1][N(3)—|—2]25%, per 8=0,1,2,..,r—1,

dove N® =N ed N() & la costante di Lipschitz relativa a ¢()(c+jd,y).
Osserviamo che, poichd:

ntys 4
2 + 2

[[o (w25t —or (= 2gtar=[ofo+2) -

ntys 4
2 2
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la (14') pensata scritta per # =¢ +d , pud esprimersi nei due modi diveis:

geguenti
(18) <P“><0+",yo—¢<1><c+d,y2>=[“’(% -%)—“’(?/2—;—)]‘}'
'l'f.w'(Y—{- ﬂ;_?/z)__ o’ (Y _Hh—% ;yz)]
ntys 4
. 2 2
L A s o S, o (e MU v P o v 252 (- B
2 w,<Y+?Lglg)_w,(Y_y1;y2)
I e e R e
yty_ @
2 2

B e s

ntys 4
2 + 2

i

nty: 4
2 2

2

—flo ¥t (Y_y. ;:‘/2) ’w,(y_?h _%)de'

(18) PV (e+d,y,)— V(e d,y) = [w (:'/1 + %) —w(yﬁ + %)]-l_

+ya, d
y12y1+?
' _yi_y2 o Y1—Y%
ntys_ a
2 2

f[c,YJr e w(Y+y';y2), o (Y—i-?/i—;lz')] —f [aJﬁ’?”, w(r+y1;y2), m'(y—__-'“;”%)]l
+ av+

w.(Y+y1_2'?/2)_w,(Y_?/1—2'?/2)

!/

1
12

v
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1
‘12

f
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ity , 4
“‘Q‘J'I'E
. y _y - Yy _y;', ’ y —Y
S LSRRt Sy I oy | B

Nty 4
2 2

_f[c,y_i_yi ;yg’w(y_w;yz)’w,(y_ y1;ygmdy+

ity + a

2 2
+f§f'[c. y 4 hd ;yg,w(Y————y’;‘%),w’ (Y—y——‘ ;‘%)]_
tys @
vty 4

_f[o’Ir_yl';-y2’w(y__yl;y2)’w/ (Y—y‘;y2>J}dY-

Intanto il secondo e terzo integrale a secondo membro della (14') ven-
gono rispettivamente maggiorati dai secondi membri delle (15'), (15) e
quindi, dopo ovvie maggiorazioni, la (18) e (18') ci danno rispettivamente :

d
(18*) |‘P(1)(c+da?/i) - qo(l)(c—l—d,yz)lslw(y,-—?)—
d
—o(n—g)l+abln—nla+ N+
_|_/ wl(y+y|:y2)_w'<Y_y1;—y2) .
ntys 4
2 2

2

L
-+

@' (Y+ yi‘;y2)_wr (Y_yl';yﬁ)
a
(18**) I¢(1)(0+d,y1)—?’(l)(0+da?/2)|5|w(?/1+?)_"

ot +g) | +aLIn—ml0+ 2+

N+
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Supposto ora che sia vera la relazione
b)) K[b—a)+(e—ec) —|—1]2[N(’)—|-2]2S% per s=0,1,2,..,7.

possiamo applicare la (17), partendo dalla curva z = g0 (¢, y), ove ¢'=c-+} d,
invece che dalla z =0 (), facendo solo r operazioni del tipo indicato al
numero 2. Avremo :

prto(o- 4 1, 30) — 9430+ 1, 95) | < - | 000,45 ) —

— oot d, o g )| +5lv0 (e am—r ) — o (o —rg)| +

yx-;-ya_'_rg
1 - —
+?f‘¢;1)(0+d,Y—I—%T-yg)_(p;l)(c_l_d’y_yi - yg) I an
wtys_ - d .
2 2
y;+(r—1\;
d d
trin—sl[|op (o, v+ 5 oot a, =G [a v L raln—ul.
y:“(f‘—l)g

In quest’ultima relazione, al posto del primo termine a secondo mem-
bro sostituiamo la sua espressione data dalla (18**), mentre al secondo ter-
mine sostituiamo 1’espressione data dalla (18*), quanto al primo degli inte-
grali che compaiono a secondo membro lo trasformiamo adoperando la (12),
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ed al secondo applichiamo la (12”). Otteniamo cosi:

|¢<r+1)(c-+-(r—|—1)d,yi) —¢(r+1>(c—|—(r+ 1) d,yg)ls
—2._’50(%—}—(7‘4—1)%)—0)(?/24—(7"}‘1)%)"*‘

+|o =+ ng)—o(n—e+ng)| +asln—nlo+m+

yn-le +(r+l)

|l - e )

yitys d
B ey 3

; ) = -

B ey e e R L e

Y1tys a
= tr-n 5

3 o) (o)

yx+y: (r+1)

o s -25)

—= — =2ld Y
wl(y_l_yiz 2_wl(Y_yl2y2)

yl'Hh +(r+1)

3 [0 (4 25 o (r— 252

ntys . d
g U3

/

il s e G I, a9
e e g

1
A5+
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yl'Hh

+r— 1)—
4+ j’ ( +?/1 ) w,<Y_?!I;?/2).
yrl'l‘n (r+l) a

e e e o

2 ’ Yi— Y , Yy — Y
W(Y—l‘——z ) w(Y—___2
+ys |, d
) B
+—2—|%—yg\de(1+zv)2dy+
titys  d
2 2
y;+r%
! , a\_ ay
+_2_IC'/1—?/2|K(1+N) | Y-—|—7 —w Y—T ay +
!h—ri
2
d
| 1h+f—2- ;
Tl —?lleﬂ (¥+ )——w’(Y—?)ldY—l— N
y’—r—i
y|+r§
| d , a
+rlv—y, |°’ Y—l“? — Y——2-— ay+
ya—"g
y1+r—g
+rin—v | @K [0+ NRay +
!Ir—r—z—
yx+"§

+r|y1—y,|dK(2+N)f|co’ (Y—|— —‘21—)—-(0' (Y—%)\d Y +4rd|y—y,|.

Y=o
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Y1+
2

Spezzando il terzo integrale in due integrali, uno con i limiti (
a\ (v, +9, d , s (Y Ys d
— (r— 1)?) ,( 3 —|—(r—1)? e P’altro con i limiti -2——|-(1'—1)—2— ,
d

(%—_gﬁ-k(r-}- 1) —), e spezzando il quarto in due integrali, uno con i
limiti (”I‘H” 0 + 1)~ (”1 Ty —) e Daltro con i limiti
(ﬂ%‘% —(r—1) ? @_‘l‘ Y2 + ( —1) i) , operando le opportune ridu-
zioni e tenendo presente che LLK,rd<e—c, e che y, e y, variano in
(a,b), si ottiene :

|<p('+1)(c+(r+l)d’?/i)"‘q’(r+1)(0+(r+1)d’y2)ls

<g|o(m+o+ng)—o(ntetng)|+5|o(n—r+vg)-

nty: d
= +r+1) &

—03(?/2—(7'4‘1)%)’-]-%[ m’(Y+yi_;gl‘ﬁ’>_m'(y_?/1;?/2) iY+
oty 2
+dly, —y; [ KL+ N)+ K1+ NPe—o)+rd(L+NPFb—ate—c)+r)+

el
19— s | KON+ 5 Boprak-34) /y m'2(Y +g)—w (v g) v

Ya—r 5

e osservando che le parentesi graffe contengono quantitd maggiorabili con
Despressione K [(b —a) 4 (¢ —¢)+ 1] (N + 22+, il primo membro di
queste disuguaglianze risulta ancora minore di:

Flo(nto+ng)—olnterng) |45 o(n—0+vg)-

ity a
St 5

L e e SR

1’/1+.% —(r1) ‘;

+dly, — 9, [{E[b—a)+ (e —o) +12[N 42+ ) + |y, — 9, | (K[
d

Yitr

@)+ (e— )+ 1] (N 4 2)? r}f '(217 ) (Y——%)‘dY.

ys—" iy
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Ed in virth della relazione b) scritta per s = 0 si ottiene:

-~

[grrife 0+ 0, 0)— g (e 0, ) 1< 5 Lo (10 +ng)—

—ofs+ 0 +15)

+yfom—r+ng)—o (p—e+ng)|+

ity d
o tetn5

+_(]T w/(y_i_y1'2_y2)_wl<Y__y1_2'y2)dy+
yl'Hh (r+1) !
yl‘l"'g“
+(r+41) l?/i—?lﬂlf’ ( ?) (Y—“’) \d Y+ (r+1)dly,—y,.
:’h—’_

2

Questa relazione non & altro che la (17) quando si sostituisca ad r,
r 4+ 1. In definitiva, tenendo presente la III del numero 1, possiamo diré

che la (17) & vera per *y =1 poiche (14+N)L< K [(b—a)t(e—c)+1]*(24-N )2<—1—;
come s8i verifica subito dalla (16). D’altra parte ¢V (¢ 4 d,y) & Lipschitziana,
infatti dalla (16) si ottiene che esiste una costante di Lipschitz N@ rela-
b+-(e—e)
tiva a @O (c+ d, y) che soddisfa alla NO<N-+|+d} (M@)dt, da cui
a—(e—¢)
b+(e—c)
K{0—a)-He—oHH1 2+ NOP<K[b—arHe—a)HI2-+ N-ha-+ a1,
N a—(e—c)
sempre in virtu della III, e percid & verificata la b) per s =10, 1. Allora
& vera la (17) per r = 2, e quindi ¢® (¢4 2d,y) & Lipschitziana, con co-
b+(e—e)
costante di Lipschitz N@, con N® < N+2d-+(¢e—c+ 1)/M tyde, e
a—(e—ce)
cosl procedendo concludiamo col dire che la (17) & vera per qualunque 7.
Osserviamo che dalla (17) discende che in generale

b+(e—c)
N < N+ (e —c¢) -} ( e—-c—l—lfM(t ydt=N,
a—(e—e)
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e quindi

a7) |o®(e4rd,y,)— ‘P(r)("‘l"'dﬂ/zﬂéﬁlﬁ‘h_yzly

cio® tutte le funzioni ¢ (¢ 4 rd,y) sono uniformemente Lipschitziane.

6. — Prendiamo ora in considerazione il modo di variare, rispetto ad
y, di qo(y') (®,y), e dimostriamo precisamente che in generale abbiamo:
d
b btrs
(19) fl¢§;>(c<f>,y+h)—qog><e<f>,y—h>|d Y< f | (Y1) — o' (Y —h)|d ¥+
a d

a—_pl
"3

b+h+(r—l)%

+rhﬂw'(y+%)—w'(Y—%);dY-HM,

a—h—(r—1) )

ove per semplicita §’® posto ¢ =¢ - rd, a condizione che

a) K[(b—a)+(e—c)+]]2[N<’>—l—2]2<% per s—0,1,2,...,r—1.
Se supponiamo

1
b) K[b—a)4 (e —c)+ 1]2[N(3‘—|—2]2<-2— per s=0,1,2,...,r,
possiamo applicare la (19) partendo, invece che dalla curva z = w (y), dalla
curva z = ¢\ (¢’, y), facendo solo r operazioni del tipo indicato al numero

2. Avremo

d
b btr 5
fl%’"‘l’(c(’""”,3/+’L)—<P§,'+D(0(’+”,y-h)ldys @Ao', Y +-h)—D(e', Y —h)|d Y+
a
a—r —

2
bthHr—1) &
d d
o | — MNe' y——
—|—rhj <p(yl)(o,y—|- 2) <p§/1 (c,y 2)ldY—}—rhd.

a—h—(r—1) Y
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E questa, in virtd della (12”) applicata ai due integrali che compaiono
a secondo membro, si scrive:

b .
f |40,y - By — e,y — B A Y=
a

bt 2 bbrd
5/|w'(Y—|—h)——w’(Y—h)|d Y-|—2th/(1—|—N)2dy—|—
a—(r+1)2— a—r—
b+h+r§ b+h+r§
, d , d , d , d
+2hK(2+4N)| |w Y—{—?)—w Y——2— AY—+rh w(Y—|—? —w Y—;)dY—l—
a—h-—r?d 0;,—h—r—2-
bthtr bt
d
+rh¢i2Kﬁ1+N)2dY+1'lbdK(2—|-N)f a)'(Y—}—?)—w'(Y—-%)‘dY—l—rhd
d

—h—r — —h—p —
ahr2 a r2

1
e tenendo presente che rd <<e — ¢ e supposto k < o5 cosa questa che si pud

sempre ammettere, il secondo membro di quest’ultima relazione viene mag-
giorato dalla:

b1

flw’(Y—|—h)—w'(Y——h)[dY+

a—(r+41) ?d

FRA{KQ A+ NP —a)+ (e — 0] +rdK(L+ NP[b—a+e—o+1]+r)+

bthtr g

+h[2K(2—|—N)+rdK(2—|—N)+r}f w’(Y—I—%—)—w’(Y—%)‘d Y<

a—h—r E‘

10. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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b)) &
S/|w'(Y—|—b)—-w’(Y——h)]dY—|—hd{2K(2—|—N)2[(b—a)—|—(e—o)+1]2—|—7'H—
a—(r+l)';i
b+h+rg
da d
—|—h{2K(2—i—N)2[(b——a)—]—(e—c)—]—1]2—|—r}/ w’(Y—]—?)—w’(Y—?)’dY.
a—h—r?
Ed in virti della relazione a) scritta per s = 0 si ottiene:
\ b)) 3
[l sy n—gtery il ay<fjo 40 —o =17+
@ a—(r-l—l)g
b+h+rg
(|
+(r+1)hf w'(y+:7)_w'(y_—g’-)'dY+(r+1)hd.
a—h—r?

In definitiva, tenendo presente la (*) del numero 1, si conclude col
dire che la (19) & vera per r =1, poiche 2K (14 NP2 (b —a)<
<2K@+NP[b—a)Fe—0)+1P<l o 2E@4N)<2K@+NP[(b—a)+
4+ (¢—e¢)+ 1P <1, come si verifica subito dalla (12”). Essendo inoltre

b4(e—c)
NO< N+ d —i—]M (Hdt, e quindi K[(b — a) 4 (e — ¢) ++ 1]2(2 -+ N2 <
a—(e—c)
b+(e—c) 1
<K[b—a)+(e—c)+ 1224 N d —|—/]li(t)dt]2§—9—, ¢ verificata la
a—(e—c)

b) per s=0,1, allora & vera la (19) per » =2, e cosl procedendo possia-
mo dire clie la (19) & vera qualunque sia 7. )

Applichiamo ora la (12) a partire da ¢ (¢ ,y), avremo, se ¢ <z
Sc("‘l'l),

a
’/l(p<yr+1)(x’y+h)_(p(y,.+1)(w,y—h)| dy<
b

x—ae()
2

= || (p(y’) (e, Y4 h) — (p(y”) (e, Y —h)|d Y+

a—c(1)
T

b+
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b
+ 20K |x— cWIJ(l 4+ NORay 4

ol o o™ o — o®
r2nr et [op 0,0+ E55) = o en,0 = T |,
a—h

ricordando che N® <N e adoperando per il primo e terzo integrale a se-
condo membro di quest’ultima relazione la (19) avremo :

b
j\gv(y""l)(w,y—}—h)—(pg""l)(w,y—h)ld?/f

—c(?)
e I

= |(o (Y4+h) —o' (Y—h)|dY 4

a—e(r)
a—r — — ——

2

—c(™
bHhO—1) o LA =

ooy ) s

o)
a—h—(r—1) % — “_”_2-”

trdh+2hK|e—d”|(1 4+ N2(b—a)+

bhtr d
+2rK[2+ N fl Y = )> — (Y—w_‘;c(”)l\d Y4
a—h—r 3
btht( r—l)— ”"”m
+2hK[2+N}1 U‘ Y+ )
a—h—(r—l)-— —“’—cm

2

N (Y—%—)'ldY—l—2hK[2 + N] + rdllw—zcw




148 E. Barapa & C. ViNTi : Un teorema desistenza della solusione

ossia adoperando Vipotesi I1 del numero 1 e tenendo presente che |z — ¢ |<d

. b1 2

fl gyt @,y +h) — it (@, y — h)ld.@/stM @dy -+

a d

a—(r+1)-§
b+h+r§
+ 1 {[r+2K (24 N) <1+cd>]d}fM @Wdy+hi{rd+2Ka(l+N32b—a)+
a—h—r% .
+2ra®hK[2+ N]).

Siccome tutte le quantitd scritte al secondo membro rimangono unifor-
memente limitate per » — oo, risulta

b
(20) [iey+0 =g e y—nlay=2ra,
a

qualunque sia r=10,1,2,.. e qualunque sia x, purché ¢ <z <cr+D),
ove A & una opportuna costante.

7. Definiamo adesso la funzione 8™ (x,y), dipendente esclusivamente
dalla suddivisione in 2™ parti dell’intervallo (c,e), prendendola uguale a
@V (x,y) sulla striscia ¢e<ax<ec-d, uguale a ¢® (r,y) sulla striscia
¢c+d<x<c-+ 2de cosl di seguito. A causa della continuita delle ¢ (z,y),
Stm) (x , y) risulta continua rispetto a (x,y), essa ammette, inoltre, ovnnque
derivate rispetto alla x (derivate solo a destra per # = ¢() ed ovunque de-
rivate rispetto alla y, continua in virth della (7) ed analoghe.

Inoltre la funzione 8™ (x,y) soddisfa alla equazione (1), su ogni ordi-
nata del tipo ¥ =c¢ 4 rd, dove perd per derivata parziale rispetto alla z,
g’intenda solo la derivata destra. Avremo ancora per la (20):

b
(21) ﬁs},"‘)(x,y-;-h)—-S;'“(m,y--h)]dygzhA.
a

Conviene ricordare che :
8 (@, y) = @) (x,y)
(21) Sg") (,y) = ‘P;ﬂ (*,9)
e—e¢ e—¢
S?(lm)(x,y)=¢g)(w,y), se c—l—W—(r—l)SwSo + -

r.
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8. Studiamo ora il modo di variare di ¢® (#,y) rispetto alle x.
Se «, e x, sono due numeri appartenenti all’intervallo (¢, ¢ - d), avremo:

(22) ¢‘1’(w“y)—-¢“)(a’2’m=%[w(y+%;c>_m(y+w2‘;c)}+

2R

y+""—;—£ . +w'2_°
+ff[°,n,m,(v),w’(n)ld i —ff[o,mw(n),w'(n)] dg.

In generale se x; e ¥, appartengono allo stesso intervallo chiuso (¢ |- 7rd,
¢+ (r+ 1)d, ricordando che per comodita scriviamo ¢ al posto di o | rd,
AVremo :

(22) Pt (y , y) — @D (25, y) =

|~

[po (et ra,y+ 22 — ot ra,y 4257 4

— — ¢
—}-—;—[Qp(')(c—|—-1‘d,y—-"£1—20——>-—(p(")(o+rd,y—a}2 20 >]+
gt 20
2
-|—/f[c—-|-—Vd,n,tp(’)(c—{-rd,n),tp;")(c—l—rd,'r])]dn——
2—c(")
e
il
—[flotra,nanetra,n,opetraman.
av.—c(”)
—a
— ™
Possiamo sempre supporre x, = ,, di modo che intervallo (y 4 3 c—~,

— ™
y +w_,2_c) di integrazione del primo degli integrali del secondo membro

2y — M

risulta contenere mnel suo interno I’intervallo concentrico ( — 5

’
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—c™
Y +@_3L)’ che & Dlintervallo d’integrazione del secondo degli integrali al
gecondo membro della (22'). Di conseguenza la differenza dei due integrali
considerati & uguale alla somma dei due integrali, uno sull’intervallo
x, — ¢ 2, — ¢ — ™ x, — ¢

( —= ) ' y— z 5 9 'Y ! B} )7
e siccome per la ipotesi 3° la funzione integrante si & supposta in modulo
minore di M, questi due integrali, complessivamente, sono in valore asso-
luto inferiori w M |x, — x,|. Pertanto la (22'), facendo uso della (17'), for-
nisce con ovvi passaggi, la relazione:

)
), e I’altro sull’intervallo (y -+ T2

23) | gD (@, y) — @D (@, 9) | < (M + N) |2, — @, |.

9. — Siano adesso P, = (x,,y,) ¢ Py = (%,,y,) due punti che suppor-
remo per adesso ancora appartenenti alla stessa striscia chiusa (¢, ¢+0).
Abbiamo evidentemente, identicamente

8O (@, y,) — S (2, yy) = @) (2, , y,) — P (y, ¥,) = ¢ (x, ) Yy) —
— @ (e, Y+ @ (¢, Yy) — P (0(”7 Yo + @ (e, Yo) — (P(r) @5, Ya) -

Da quest’ultima relazione, prendendo i valori assoluti dei due membri
e maggiorando ancora in modo ovvio si ottiene:

| 8¢ (@, yy) — 8¢ (wy, y5) | <| ¢ (2, , 9)) - P (e, y,) |+
+ | @ (™, y,) — @) (), y5) | + | 9T (¢, yp) — ¢ (w5, 95) |
e questa, facendo uso delle (17’) e (23), diventa:
(24) |8 (w,y,)— S(m>(w2,y2)|s(M—|—lT7)|w1——0(’)|—|—ﬁ|y,—y2|+

+ M+ N) |2y — o |<(M+N)2d+N|y, —y,].

Nel caso invece che P, e P, appartengono a striscie diverse e precisa-
mente

c("):s X< clr+1) ; c® =Xy < ¢+ H con s<r,
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avremo:
8w (w yy,) — 8 (25, 45) = ¢ (®,,y,) — ¢ (%, ¥p) = ¢ (@, , y;) —
— (P(') (e, ¥) + o™ (e, y,) — @) (¢, Ys) + o™ (omy Yo) — =1 ("'(r_l)7 Yo) + -

coe T @Y (D, o) — ) (6, ) + @9 (69, 9y) — ¢ (@5, Ug) s

ed applicando ripetutamente la (24), avremo:

(25) |8 (@, ,y,)— B (@y, yo) | << (M 4 N)|@, — 25| 4+ 2(M +N)d+N|y,—y,|.

La relazione precedente porta alla seguente conseguenza: comunque si
fissi un numero positivo ¢, 8i pudo determinare un numero positivo d tale
che, se Vindice m ® sufficientemente grande, e quindi il numero d & suffi-
cientemente piccolo, l’oscillazione delle funzioni S (x,y) risulta sempre
minore di ¢ in ogni cerchio di raggio é, ogni qualvolta sia m > m. Siamo
pertanto, cosi, sicuri che la successione { S0 (x,y)}, (m=1,2,...) soddisfa
alla condizione di equi — oscillazione infinitesima dell’Arzela,

D’altra parte, se nella (25) facciamo x, = ¢, si ottiene subito che, am-
messo sempre che y, ed y, appartengano all’intervallo (a, b), la successione
delle funzioni {S™)(x,y)} & anche equilimitata quando c<z<e.

10. — Ricordiamo la (17') stabilita alla fine del numero 5:

7 |‘P(r)(o+"'d’yi)—"P(r)(c"i"'d,?/z)lgl—v-lyi—3/2| y

qualunque siano r, d (e quindi anche m). In altri termini le sezioni della su-
perficie z= 8™ (x,y), che si proiettano sulle ordinate z=c-}rd(r=1,2,...)
sono tutte curve uniformemente Lipschitziane ed inoltre:

(26) |85 (c+rd,y)|=|¢) c+rd,y|<N,

qualunque siano y, r, m.
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Studiamo il comportamento di S (¢, y). Osserviamo a questo propo-
sito, che, dalla (16*) abbiamo

J— s —(r—1
(27) (p(é‘)(g;ﬁ/):—i—- (pg;'—l) (c("—l),y_l_ w) 1 x_c___—(’))

—_— =D etr—1) 4y
2 4 (py (c 7y 2

g—c(r—D —clr—1)

! (r—1) (r—1) ¢(r—1) ol (r—1) p(r—1) x—c\r—D
+?f 4 7y+ —2— P [ ’y—i— -———E‘)— ’(py c ,y+ ____2___ +

z—cr—1 z—c(r—1

14— (r—1) glr—1) (e ey oy T
+?f 4 W i K 7.'/’———2_ Py ¢ Y —g P
quando ¢ D=g<d".

Dalle (36) e ricordando I’ipotesi 3* del numero 2, abbiamo: | p® (z, y)| <

5%—17 -+ M, qualunque siano (x,y) ed m, e di conseguenza:

m 1 =
(28) |85 @, 9) |=5 N+ M,
qualunque siano (r, y) ed m.

11. Riprendiamo in considerazione la (21) del numero 7.

b
(21) flb'i,'”’<w,y+h>—S;’”’w,y—h)ldyszhA-
a

Per quanto & stato osservato alla fine del numero 9, la successione
delle funzioni 8™ (x,y) soddisfa alle condizioni del noto teorema di com-
pattezza dell’Arzeld, sappiamo allora che & possibile estrarre dalla succes-
sione (8™ (x,y)}, un’altra successione, che sard indicata, per comodita,
ancora con {S™)(x,y)}, la quale converge uniformemente ad una funziane
continua S(x,y), definita nel rettangolo (¢,e; a,b). Inoltre per ogni fun-
zione S™) (x,y) di questa successione vale la relazione (25), qui riportata :

(25) IS(m) (“’1791)—8('")(“29?/2”5(‘"+ﬁ)|x1—"”2|+
+2M 4 Nd+N|y, —y,|

—¢C A
dove ricordiamo che &: d = ez—m; per tanto passando al limite per m — oo,

avremo :

(29) |S(w1yy1)—s(w29y2)|S(M+ﬁ)|w1"‘“'2"+‘2(M‘I‘N—)d‘!'l\?'?/i"'%l’
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in altre parole la funzione limite S(x,y) & Lipschitziana nel suo campo di
definizione.

Sappiamo cost che le funzioni 8 (E,y) per ogni ;, sono assoluta-
mente continue, mentre le S (50_,3/) convergono uniformemente a S(x,y) ,
cosicche, 1a (21) ci assicura che sono soddisfatte le condizioni di un teorema
di derivazione per serie in modo approssimativo di E. Baiada (%), otteniamo
il risultato seguente: per tutti gli x di (¢,e), la successione delle derivate
{S;”') (x, )}, converge in misura alla derivata §,(x,y),la quale esiste qua-
si dappertutto.

In altre parole, comunque presi due numeri positlvi e e §, si pud deter-
minare in corrispondenza ad essi un intero 17@, tale che per ogni intero m
maggiore di m, si pud ottenere un insieme K, di misura minore di 4,
con la proprieta che:

| 85" @, y)— 8y (@, 9| <e,

per ogni y non appartenente ad .E, . Di conseguenza, avremo, sfruttando
la (26),

b
(30) f | 8™ (¢, y) — 8y (¢, y) | dy < / edy 4+
a (a,b)—E,,
+[Vay<eo—a+7s,
E,, )

per ogni m >>m e per ogni ¢". Possiamo allora scrivere :

b b
ﬁ 8y (yy 4 ) — 8y (¢, y—h)|dy < f| 8y (¢, y 4 h) — s;"” (e y+n)|dy+
a a

b b
+ ﬁ 8y (6™, y — By — 85 (¢, y — h) | dy + f | 85"(c®,y 4+ h)— S5 (e, y— h)| dy,

(%) E. BAIADA Un oriterio di convergenza in lunghezza e la derivazione per serie, « Annali
della Scuola Normale Superiore di Pisa» Vol I-11 (1952) pp. 81-90,
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e passando al limite per m — co, sfruttando le (21) e (30), avremo

b
(31) f|;8’y(c(”),y—{—h)—Sy(c(”,g/—h)[dySZhA,
a

e cido uniformemente rispetto a (.

Se consideriamo una successione qualunque di valori c(”), (t=1,2,..)
convergente ad un valore x, di (¢,¢) ad una successione di numeri positivi
hi,(t¢=1,2,..), con la condizione che :

avremo dalle (21):

b
S8 (Thy k) — 8y — Ry | dy <243 h;=2hA,
=1

=1
@

comunque 8i scelgano i ¢, Pertanto, preso un numero positivo 5, si pud
trovare un intero n pure positivo, tale che

2h<n
=1
e quindi :
b
® @ ( () NG S
,2” | 8y (€™, y 4 ki) — 8 (¢, y hz)ldyS2A.2hw_<_2A’77
1= i=n

a

ciod comunque si prende un numero positivo &, se indichiamo con E,
I’insieme dei valori y per cui:

|8 @y +h)— 8, ",y —h) | 2 ¢,
per un qualche ¢ >n, esso sara tale che:

mis E,,ng-’:—.
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B dunque possibile, comunque siano fissati ¢ > 0, 6 > 0, trovare un intero
positivo n, e in corrispondenza a questo un insieme F, , di misura minore
di 6 tale che:

)

l st") (0 (1‘@-):’/ + ht) . S.;;) (0(7";)’ y— hz) I Ss,

per ogni i > n e per tutti gli ¥ non appartenenti all’insieme H, .

1
Fissiamo allora un intero !> 0 e diamo ad ¢ i valori §(3= 1,2,..)

3 .11 . . . .
ed a 0 i valori T (8=1,2,..), otteniamo in corrispondenza ad essi una
successione (che possiamo pensare crescente) di interi =, positivi, e una
successione di insiemi #, ,(8=1,2,..), e se indichiamo con E;, Pinsie-

me di questi insiemi avremo :

o 1
mis £; < 3 mis B, <-—.
Ts=—1 s— 1
Se y & un numero non appartenente ad E;, comunque preso un numero
. — . 1
positivo ¢ si trovi il primo s, sia esso s, per cui & > > e sard allora per
t > ng
(32) |8y (g h) — 8 (g —h)| <,
In altre parole, la quantitd espressa al primo membro della (32), con-
verge a zero quasi-dappertutto rispetto ad y.

Con analogo calcolo ed analogo ragionamento, avremo che anche le
quantita :

(33) | 85 ("7 y 4+ n) — 8 (", 9) |,
(34) | 85 ("9, y) — 85 (7, y — |,

convergono a zero quasi dappertutto riIspetto ad y, fissato che sia stato un

x, tale che lim P = x,. D’altra parte, dall’espressione generale di <p(y’)(w,y)
1—00
ciod da:

. 1 2 — ¢r—1)
(85) @) (@, y) = > [?{5} =D (0(”1) Y+ —T_) +

& — =1
+ ¢$‘1)(0('_1) 'Y — ——2—‘—“)] +
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2 — c(r—1)

_I_j‘ [c(z—l) Y _I_ 5 —, (plr—n (0(1‘—1) , Y _|_

x — =1

£ — c(r—1
+ P) _) ’ ‘P;;_n (G(T—l) 'Y + 9 _>] -

. x — or—D
__.f[c(r—ll y Y — 2 —, (p(r—l) (c(r—l) yY —

x — 0(7‘—1) . P — 0(1—1)
s |

dove ¢ < x < ¢, abbiamo di conseguenza :

: Y (ol 1]
@y @, 9) — @) (00, 4) = —- [v’g;-” (c”—” Y+

x — e(r—1
2

) — gy (Y ,y>] +

1 — ¢r—1)
+5 [ng‘” (N—” y—= ; —) — @ (e, y)} +
& — ¢

y Y (0(7_1) Y+
x — er—1 x — ¢
FE ) e,y 2

x — =1
_.f elr—1) yy— 5 — (p("—l) cr—1) 'y —

£ — =D x — er—D
2= e g0,y — 22T,
ricordando che:
(77;; ) (e, y) = ¢g-]) (et ' ¥

e sempre ammettendo che lim ¢ = x, sfruttando la continunita della fun-

r—00
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zione f rispetto al complesso dei propri argomenti, nonche il comportamento
delle quantita (32), (33), (34), avremo :

(36) lim ¢ @, 9) — ¢ ("0, y) | =
— elr—1
= 31]]:0 ‘P(J) (c("—l) Y + .’L_‘__?c—_) — (p(r) (w y y) ‘ =
x — 1)
— Nl @) [ p(r—1) AN ISPY () =
e e It

= lim

r—00

x — ¢r—1) x — o1
2= o) o,

<P§,"(e<"—" ¥+ ——3——) — ¢y (c“‘” -

se lim ¢ =g, per quasi-tutti gli y.

r—o00
Di conseguenza per un teorema di FUBINI-TONELLI, avremo le rela-
zioni :

(36) Tim | 8§60 (@ 9) — 8 (o=, )| =

= lim I’S;'") (c(’—l) y Y+

r—00

) xz — cr—1)
= hnoloi S;'") (c("l) 'Y — —'—2—> - S;m) @,9) !=
7> !
_ @ — ¢r—1) C g — -1
= lim SI(;") (c(r—l) Y+ 2 ) — S@(,m) (c(f'—l) y Y — —) =0,
r—00

se lim ¢ =, per quasi tutti (#,y) nel rettangolo (¢,e;a,b) e dove m &
r—oo

e—c¢
legato ad r dalla relazione ¢ = ¢ 4 rd,d = — In altro modo, si pud

dire che, per quasi tutti gli y di (e, d) i punti # in cui la (36) non vale for-
mano un insieme di misura nulla. Indichiamo con y uno di quei valori di y
per cui la (36') vale per quasi tutti gli x. Dalla (27) del numero 10 pos-
siamo scrivere :

1 — x— D
(37) Wy @, 9) = oy e, T+ T ) —

—  x — ¢r—1
— ‘P;,'_D (0('—1) 'Y — ‘-—'2‘——)] +



158 E. Baiapa & C. Vinrt: Un teorema d’esistenza della soluzioné

— r — c("—-])

1 —
+ > % J [0(’._1) ¥+ 5 @i ("("_1) Y+

x — or—1) — z— D
t —r—) 7y (c("” = —T—)] -

—f[m,_y—,qa(") (‘”7.;/—)797(2;> (Ty—)]}‘l'

1 — x— D -
+ -—2—§flc("—1) W ‘P(r—l)(c(r—l), y—

2 — ¢r—1) —  x— D
- (r—1) [ g(r—1) N | R
2 ) ’ (py (0 ) y 2 - )]

“"f[w’f’77‘P(r)(wyi)"}’g)(w’?;)]}"l‘f[w’?;yq?(r)(w,:‘?)’?’(;) (w’?/—)] .

12. In virth dell’espressione generale di ¢§;) (2, y) riportata nella formula
(35) e della relazione (26), si ottiene che le b'ﬁy"') (¢, y) sono equilimitate, sia
rispetto ad m che rispetto ad (z,y). Possiamo allora applicare un lemma
dovuto ad E. Baiada (19), il quale ci permette di affermare che Sfy'”) (®,9),
per quasi tutti gli y, converge in misura ad S, (x,y).

Siccome la (37) si pud scrivere nella forma:

B7) 83,y =%[S_§,"'>(c<r_1)’§ + 9;‘;;(_"_'_1_)) _ S(y.m) (c(,‘_l)’.?;_ gﬁ—_——;—(i_—l)ﬂ N
+ é‘? j’[c(r—l)’ ;—I— “ﬁ___;(r_—i)’ S('”)((:('—l)’; w_—_;_(_f_—i)), S(ym)< c(r—1)’§ 4 w__;(;_r_—_l))]_
1o, 87,51, 557 9+
+%{f [ér—l),g_ x__—;z_“‘-i)’ S(mﬁ(c(r_n’ y— ‘%('_D)’ S(y”‘)( oD %&—Dﬂ_

—f[w,i,S‘"“ch),Si,"'><w,37>1}+f[w,§,s<'”’<w,5>,s;’”’w,in,

(1% Vedi E. Barapa. Nota citata in (1), paragrafo 8 (pp. 22-23 della nota).
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8i otterra, integrando ambo i membri di questa uguaglianza, rispetto ad «,
ed operando semplici passaggi e maggiorazioni ovvie, la relazione seguente:

, \
(38) fs;'”><w,s7>dw—jf[w,§, 8™ (@, 5, 85" @, )l da| <
; :
. 1
= |8 (g T ) — (o =) |ae 4
;
e

+1 j f[c“-”,ﬂ“__g("”,mm(e@-”,ﬂ””———“;("—”),s;""(c“—”,ﬂ””———“;“_’”)]—

c

—flz,y, 8™ @,9), 85" (x,y)]

dx -+

+%f

= @—0 D oyl o= @— 0D\ Gy gy = @—er D
f[cr W— 8" Ty — 8y Ty ———— || —

—flz,y, 8" @,y), 85" (x,y)|d.

Per quanto & stato osservato alla fine del numero 10, nonché per il
fatto che:

x

ng”)(x,y)dae=S("‘)(w,y)—w(?/)’

c

passando al limite per m — co nella (38), e ricordando che S:(;”) (2, ;) con-
verge in misura a 8, (x, y) nell’ipotesi che y appartenga ad un opportuno
insieme, che sappiamo esistere, di misura b — a, abbiamo la relazione:

S(w,i)=w@)+ff[w,§, S@,y),8, =,y de.

Poiche sappiamo gia che §(x,y) & Lipschitziana, quindi assolutamente
continua rispetto ad «, si ottiene, derivando la relazione precedente ri-
spetto ad x:

Se@,9) =flz,y,8@,9),8 @,y)]
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per tutti gli y_d’un opportuno insieme di misura b — a, e per ognuno di
questi ;;, per quasi tutti gli « di (¢, e€).
I chiaro inoltre che la funzione S(x,y) soddisfa alla condizione ini-
ziale (2) identicamente rispetto ad y.
Si ottiene cosi il teorema:

4

Se f(x,y,2,q) é definita per cgwsz,y, z,q qualunque, continua, Lip-
schitziana rispetto a q, con derivate parziali f, e f, Lipschitziane rispetto ad
Y,%,q, ed esiste una costante M tale che: |f(x,y,2,q | <M; inoltre se
o (y) é definita per ogni y, continua, e soddisfa alle:

oY+h—oly—nh
2 h

=

dove N ¢ costante mentre M (y) & integrabile in ogni intervallo finito; allora,
comunque si fissa un intervallo (a,b) esiste un numero e, con ¢ <e < ¢ tale
che, nel campo rettangolare (¢, e; a,b), una funzione z(x,y) Lipschitziana
soddisfa quasi dappertutto alla equazione (1) e soddisfa identicamente alla
condizione iniziale z (c,y)y=w().
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