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DETERMINAZIONE DEGLI STATI
DI TENSIONE PIANA IN UN CILINDRO ELASTICO
" A SEZIONI ELLITTICHE (¥

di LESKY PETER (Roma)

1. — A. GHIZZETTI dimostra nel suo lavoro « Sugli stati di tensione
piana in un corpo elastico » (1) che il problema elastico piano, nel quale le
componenti degli sforzi verificano le

(1) loe =ty = 1,, = 0; lynty, ty indipendenti da 2z
& piu elementare di quello delle deformazioni piane e dipende soltanto dalla

determinazione di una funzione armonica e di tre costanti arbitrarie.
Tenendo conto della (1) le componenti u,v,w dello spostamento sono

U= ocz*—ocwz—{—2—§-wy——3—y2-{—

Ll—o o lde g
+— yw—i—l———E——— 3y Py —¢@y);
(2) v:ﬁz2——§—x2+2_f:_xy_ﬂy2 -
1—o0 1—0o 9
+ Y2 5, @R+ v@y);

w=—2z@w+py-+7)

R (*) Lavoro eseguito presso 1’Istituto Nazionale per le Applicazioni del Caleolo —
oma.

(*) Annali di Matematica pura e applicata 1949, Vol. I, Serie IV.
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e i corrispondenti sforzi sono dati dalle formule:

_ B * D E b9
__E 80 B a9
(3) tyy——a—‘(2“w+7’) 28w6y+ 1+ ox

LD PO E d¢
W9y da® 140 oy

Perche il sistema degli sforzi (3) sia in equilibrio, deve essere, per le
componenti delle forze di massa X(xy), Y(xy),Z(xy),

0 F(xy) ¥ — oF (xy)

X= oy ' T gz

Z=0.

Nelle formule (2) (3) « 8y sono costanti arbitrarie, @ (¥ y) & una qual-
siagi soluzione dell’equazione

4, ®=F(xy)

e ¢ + iy & una arbitraria funzione analitica di # -} iy, o & il coefficiente
di PoissoN e I designa il modulo di Youna.

Facendo seguito al lavoro di M. G. PLATONE « Sugli stati di tensione
piana in un corpo cilindrico elastico» (3) nel quale si trova la soluzione di
un problema particolare di tensione piana in un cilindro retto elastico le
cui sezioni con i piani 2 — cost. (0 =<2 < h) sono cerchi, mi propongo di
risolvers il problema per il caso, ove queste sezioni sono ellissi.

D sia il dominio piano sezione del cilindro coi piani 2 — const., F D la
sua frontiera, s Pascissa curvilinea su F D e n la normale interna su F D).
Calcoliamo in tutto il cilindro I’espressione degli sforzi sotto 1’ipotesi che .
gia assegnata in ogni punto di FD la componente normale dello sforzo

(4) tan =1, (8) .
In virtua della nota formula

0
N

tun = b COSZ (n &) - 2 tyy, COS (0 2) COS (1Y) + 1, CO8% (R Y)
—_———e———

(®) Annali della Scuola Norniale Superiore di Pisa 1951, Vol. V, Serie III,
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ponendo
d 9 o 4
iy = 7a cos..(nw)-{--a—y—sen2(nw)
d 3 L
v = s sen2(nw)—|——ﬁcosz(na:)

si ottiene, usando le (3)

tunz—f—[2awsen2(nw)+2ﬁycos2(nw)+y]—]—

d o9 d §d E dg
+dv 3y+dv' ax 140 dv ’

Sulla frontiera F D & data t,,— T(s), ne segue quindi

Z‘f = 1;';0 Ij [2 & 2 sen? (v o) 4 2 By cos? (n @) + y] |

i 00 4 o0 o
+ 3, 7y t a5 — LEN=S6);

cioé il problema & ridotto alla costruzione di una funzione armonica ¢ in
D, la cui derivata obliqua su F D secondo la direzione » & data dalla (5).

2. — Fra le coordinate confocali ellittiche sussistono le relazioni

x

Il

14-¢ 1—g 1
i - <0<
( 2 Q+ 2 0 cos 0 QO—_—Q_—_‘I-/

Il

1 1—q 1
y= (it 1

——)senG 0=<0=<2nm.
2 e

Per o =1 si ottiene Dlellisse F D il cui asse maggiore ¢ uno e ’asse
minore & ¢. Il valore

=t
= V14
corrisponde all’ellisse degenerato nel segmento focale F F'. Ponendo
_1+44¢ 1—q 1 _14¢ 1—q 1 -
U= 2 Q + 2 9 ’ V= 2 Q 2 . Q b
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si trova, tenuto conto delle (6)

)
0

deo 1
dy ~ 12cos?0 + u2sen?f

<

iK'Z
cos ) —— -} usen6
ov 70 + usen

[S-)

Infine si pone
(7 F (6) = 1 (0) [¢® cos? 6 4 sen? 6]

e il problema in coordinate ellittiche confocali si presenta nella forma

0% @ 1 59 | 1 ¢ .
(8)
gcose—g—g——f—sene%:lﬂ(m (per o =1),

ove F(0) & una data funzione che supponiamo continua ed a variazione
limitata in (0,2 @) con I’ulteriore condizione F (0) = F (2 n).

Le (8) non sono sufficiente per determinare univocamente la soluzione.
Come ha indicato A. GHIZZE1TI nel lavoro « Sui problemi di DIRICHLET e
di NEUMANN per Dellisse » (3) la ¢ deve soddisfare alle ulteriori condizioni

per o = gy ln @ (o 6) deve essere una funzione pari di 6
9)

per g = g, la a_t;t;%_(-))_ deve essere una funzione dispari di 6.

Inoltre la F'(0) deve soddisfare a delle condizioni di compatibilita, che
saranno indicate in seguito, le quali porteranno a fissare i valori di a,f8 e y
delle formule (5).

3. — Proponiamoci di determinare i coefficienti di FoURIER della
@ (¢ 6) come funzione di ©. Tali coefficienti di FOURIER sono

2%
ak(g)z—il;—jw(QB)coschdO k=0,1,2,...

0

127:
b,,(g):—n—fq)(ge)senkOdG k=1,2,3,...

0

(®) Rendiconti del Sem. Mat. dell’Univ. di Padova, Vol. XX (1951).
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e soddisfano alle equazioni differenziali
” 1 ’ k2
ak(e)+—9—ak(e)——egak(e)=0 k=0,1,2,...
" 1., k?
bk(@)‘F?bk(e)——Q;bk(Q):O k=1,2,3,...

le cui soluzioni sono

)

ax (@) = Ax 0¥ + Br o™
ao (@) = 4o+ By log ¢ k=1,2,3,...
bi (@) = O @* + Do

Per determinare le costanti arbitrarie Ay By C; e Dj osserviamo che le
(9) si traducono nelle ag (go) = 0; by (go) == 0; aj (go) = 0, vale a dire nelle

(10) BOIO; Bk:Angk; Dk:_okggk.

Rimane la determinazione delle costanti A, e Oy in base alla condizione
per o —=1. Posto per p—1

27

1 8@ cos k 0 .

n/[qcose —|—sen9 89 senkede_

1 (e)cosk g k=0,1,2,...
senk(—) Tk E=1,2,3,.

si ottiene

@041 (1) + ahy (O] = (6 + 1) tgogs (1) — (F — Do ()] =29 k=0,1,2,
§ s (1) 4 Biema (D] — [(k + 1) biys (1) — (& — 1) by (V] = 2h k=1,2, 3,...

e 8i trova per

- : == - go k = H T e 91
R ek b A T—a+e)’
—_ hy .

L g yr—
(11)

(U 0) (b — 1) Ay — (1 — @) (b 1) Agopy = —2 25

1+ off

k=2

: 2 Iy
L+ —1) Cpy — (1 —q)(k+1) ok+1:1___5§,

0

8. Annali della Seuola Norm. Sup. - Pisa.
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Si ricava facilmente

A — 1 2’- Jox—1 )
" lu+mhlﬁ%ﬁa+wba’

_ 1 92k

Aoy = — @l4+1)(1+q 2 921+2 + 2 2l—-2k+2 (1 + Q4k
(12) L .
— 2k—1 .
021 —_— 1 (l + q) kEI le—2k+2 (1 _ ng—z) ’
2 : hog

C = 1 — =z .
TR IF N T @1+ 1) (L @) s 02 FFE(1 — ofF)
Osserviamo ora che per i coefficienti di FOURIER devono valere

lim ay (o) — 0; lim by(g) — 0

k— oo k—oco
per ogni ¢ di (0,1). Siccome si ha ay (o) = 4y (¢* 4 % ¢7%), by (0) =
= O (¢* — o 0%) si vede che le predette condizioni sono verificate per
o = 1 soltanto se lim A, == lim (;, = 0 e questo da le seguenti quattro

k—oo k—oo0
condizioni
X Jor—1 ng_.g —0: + 9 2 g2k sz —0:
K 1 4 ofF—2 =0 ’ o 1+ o ’
(13)
2 Bl ll2k

fad Toge—
> 21 %—2 —=0; C, —

%k—2 — () .
, 1 — o2 @ e

TFaim 1—oF @

Le prime tre sono condizioni di compatibilita del nostro problema;
Pultima assegna il valore della costante C,. Tenendo conto delle (13) si
ottengono per le altre costanti le espressioni

2 o Jor
A ek 2k—21—2
Bh = @214+ 1D 4 @) k=141 1+ of* % ’

1 b 9or—1

A2l — . 2k—21—2 ,
LU+ @) kmtn 14 @F 2 70
14
(14) 0 - o
02’+1 — 3 —_— 2k—21—2 ,
Cl4+1)1 4 @) gt 1 — ofF =0
1 5 hok—1 2k—2l—2

C —
2 11+ @ k=1 1 — ofF? %
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e la soluzione del problema ha la forma

© @ (40 o0, cos 1 6 h sen 10
0) — 4 > 5 0 I++2k—1 H2k—1

® (0 6) o+ 2 1=1{ T+ g [ 1+ gl + 1— grto—?
(15)

4 g~ g2H2R—2
e
1+ 9

G1yon— cOS 1 O hiyor 1 8en 10
1+ 9(2)1+4k—2 Ty = le+4k-—2

e con una trasformazione formale

(99)—-A0—|——[F(z 5
k=l

101
20! g2h—2
.g(l + 9 lQ(lo— i8h—4) [COS 2k =17+ 1(@—0)]—
0

(16)

2 Q_l Q2l+2k—2
- Q%l+4k—2 cos [(22k—1) T —'i_ l(‘[ + 9)]} + (l. _|_ q) 1 (1 L Qél+8k—4) *

. [cos (@k— 141+ 0)] — Qg’+4’°—2 cos [k — 1T+ 1(x— 0)]}} d

ove la serie doppia rappresenta la funzione di GREEN @ (¢ 6 7) del proble
ma. Scriviamo ancora le condizioni di compatibilita nella forma

27
© 4co82kt
Fr)| 2 ——p?* L 1|dr =
0/ ()L_1 T @ -I—}

27t

(17) j F(x) L? °—°sl(2, kgmfz) ©(1+ 0 ¥ + cos ] dr=0,
= 0
0

/F [wsen (2k+1)7

94""’2 (1 02) 0% 4 sent|{dz =0

4. — Percid se il nostro problema, con le tre condizioni di compatibi

lita, ammette soluzione, tale soluzione & necessariamente unica e non puo
che essere data dalla formula (15) o (16). Stabiliamo ora il teorema d’esi-
stenza verificando che effettivamente la (15) o (16) soddisfano a tutte le

261
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condizioni del problema, nell’ipotesi che valgano le (17). A tale scopo dob-
biamo dapprima dimostrare che la serie che rappresenta ¢ (o 6) converge
uniformemente in D e su F D e che le sue derivate parziali del primo e
del secondo ordine convergono uniformemente in ogni insieme chiuso in
terno a D.

Consideriamo 1’espressione (15). Facendo l’ipotesi che F (0) sia a varia-
zione limitata, per i suoi coefficienti di FOURIER si hanno le maggiorazioni

0 C
|9l'<_1§ |hl‘<"l‘,

ove C & una costante positiva. Ne segue

4 22 ggl ["1+2k _,coslb n My o SEN 10O (_gﬂ)lﬂl) [91+2k—1 cosl@
11gq 1 g2 I — gtk l 1 4 gfitk—2
(18)
hH_% - senlf

o 2, o
g, ll(l—}—&k )+() +2k-1)]

ove D & una costante positiva opportuna. Si vede immediatamente che la

serie (18) converge per py = ¢ = 1. Ma questo significa, che la serie (15)

converge assolutamente e quindi anche nniformemente in D e su F D.
Per le derivate parziali rispetto ¢ si ottiene

1 — 2l+4k—2

4 g2k—2

0
3-——-—-—-—1+q {} » 91_1 &l+l 96—1 ‘.
4o < z+2k—1Jr 0 L+ 2k—1|’
O2k—2
o ——1{..} o\
1 0
D e

ove I e F sono costanti positive. Analoghe formule si trovano per le de-
rivate rispetto a 6. Per gy < o = ¢* <1 sono convergenti anche queste
maggioranti. Su F D invece (p =—1) la maggiorante per le prime derivate
non & convergente,

Per verificare le condizioni sul contorno esistono due possibilita. Si
suppone F (0) derivabile per O =< 6 < 2x, allora per i coefficienti di Fou-
RIER valgono le maggiorazioni

C C
}Gt|<l_2§ IH11<F
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che assicurano ovviamente la convergenza uniforme delle serie che rappre-
sentano le derivate prime anche sul contorno.

Ma si pud fare a meno di questa ipotesi aggiuntiva, ragionando
come segue.

Ponendo

27
u (o 9)7:%/F(1)%G(991)dt
0

si deve mostrare che vale la

(19) n u(P)= F(Q)

li1
P—~Q

ove P indica un punto qualsiasi di D e @ un punto qualsiasi su ¥ D. La
derivata della funzione di GREEN rispetto a » in D @

cos (2k—1-+Nreos(l+1)0

G S 41 ,2k—2
—_— =3 X Y Qo—[ l+Q§l+4k—2 +

dy k=1 1=1

sen(2k—1-4+ Yrcos(l-+1)0
+ 1 — giiee—s }

il gl [eos(Zk——l +Yreos(l—1)0  sen(2k—1 + l)rsen(l—l)e]
0 14 g 1 — gt

1 ok cos(2k—1—|—l)tcos(l—1)ﬂ_sen(2k-—1+l)zsen(l—1)9
—QeT g 1 4 ook 1 — galraR—2

1y iy | €08(2k—1+Drcos(i4-1)0  sen(2k—14-l)rsen(l41)6
+e~ e 1 F g2reh— - 1 — it .

Introducendo le condizioni di compatibilita (17) si trova

25
u (o 9)_—:51; {F(r)dt —+
0

27

1 ® coskrcos kO senkrsenkO
- k
42 _[kaglge [ e ]

0

coskzcos kO senktsenk0
—k 52k - d
e 0"{ 1+ 1—eff ]% "
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ma questa formula da la soluzione del problema di DIRICHLET nel caso
dell’ellisse, ove sono dati i valori della funzione F () sulla frontiera FD (%).
Questo significa che la condizione (19) & ovunqne soddisfatta.

5. — Individuata in D la funzione armonica ¢ (o 6) a meno di una
costante additiva procediamo al calcolo delle tre costanti « y. Consideria-
mo il caso di forze di massa nulle. Si puo porre (vedi 1).

F(ry)=0; D(xry) =0,

in tale ipotesi per (5) si ha

F () = + 0{sen29(ﬂq3cos9—|—asen 0) + y (g% cos? 0 - sen? 6)}

-1 —1'; ¢ T (0) (g2 cos? B -} sen? 0) .
Applicando le tre condizioni della compatibilita si ottiene

2
_9 (14342 /‘ Tlf;) (q2cos2z—|—sen21)[ 39 cos(2k -+ v

02 (14 2) -+ cos ‘l] dr

2 q2 JT Pl W—z‘—
= 2 et sontq| 3 FREEL T
= 2 qa f §7 (q cos®7 | sen’r [k_ 1 ng+2 (1—90)+sen1 dz

o(1+ ¢ —_— o] 2 4cos2kT
4q p qCOS 1+Sen1) ki‘l—'l—‘{—-—gaTQO Jr‘l dr

e la ¢ (o 0) diventa
2

. .
o (o 9):A0+_I:—,Jr—° T (7) (% cos? 7 + sen? 7).
Tt
0

[cos (2% -+ 1) 'c

® s29
.g—— kZI -—1—_L_?k+2 + Q —|_ [{0R) T}
—1 | 1 o

[@*(1 4 ¢%) + o * (L — )]+

© [sen (2k 41 20
T2 §1—(—Ikrr+2—)’-e§’“< 2)+senr} Tt aP— et — P
=1 L _"00 q

© [4cos2k (1 — g% cos6 _
—2Z T+ o 0§k+1]——@2——[9(1+q)f9 11 —q)] — G(e67)ldr

(#) M. PICONE « Analisi superiore » pag. 361 e, 8. or nota (3).
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Dalle espressioni delle

© o
G 1 S 5.

e (1+q 2, (1—aP 1, _ k=1 =1
(——2 9)—!—( 29) 2(l ¢®) cos 20

11 2k—2 008(2k—1—l—l)tcos(l—])9+sen(2k_1+l)1sen(l_1)g
¢ % L o2 tih—2 — o2
1 + QO 1 90

141 abbo—2 cos(2k—1-1)zcos(l41)6 sen(2k—1-}l)rsen(l4-1)6
—e @ Gy - T olrak—2
1+ 05 1— ¢}

—1 ok cos(2k—1-+41l)rcos(l41)0 sen(2k—1-+zsen(l41)6
—e 0 1 4 a2 + 1 — o2

11 aitok cos(2k—1+1l)reos(l—1)0 sen(2k— 1 l)rsen(l— 1)0
+e o 1 2 1 — guti—
a G 1 o 0o
e z Z.
—_a\2
o (lqu>+(129q)—_12_(l_q2)00820 e

b1 s sen(zk—-l+z)wos(z—l)o_cos(2k-1+l)zsen(l'_-1)o
S L' 1 — Qe 1 gutoes

141 aktek—1 sen(2k—1-l)rcos(l+41)0 cos(2k—1-1)zsen(l+41)0
—Q 2, o4k + 21 ak—2
1—¢g 1+4¢}

%k sen(2lc—1-{—l)rcos(l—l—])e_cos(2k—1+l)rsen(l+1)9
e g 1 — giitek—2 11 gotoe—s
0 0

sen(2k—1-41U)zcos(l—1)0 | cos(2k— 14 )zsen(l—1)0
1— Qzl+4k—2 + 1+ le+4k—2

+ Q——l—l le+2k [

si ottengono le espressioni degli sforzi :
1
b — — [T(‘t) (¢® cos? T + sen? 7).

[93(l+q)3+9'3 l—9)3]0089—(l—q’)le(l—i—q)+9‘1(1—-q\100539
oo o (T oo
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[30' cos(2k+1)t

P S Bt AP 2
1 1 + 93k+2 QQ (l + Qo) + CcOoS I] +

+3[Q3(l +9°— o *(1—gf]senbd —3(1 —¢*)[e(L +9) —9_1(1—4)]891139‘
8¢*[...]

® sen(2k 41
.[2 —X(ngt_ﬁzlgg’“(l—gﬁ)—}-senz]-f-

=1
1 {2 4cos2kn oG
i T 2k -
+2q2lk=l 1_{_93]‘; 90 +ll+ 3w§dt,

27
1
tyy — - / T (z) (¢ cos® v 4 sen? 7).
0

g 3[e*(14-9)* + 0=*(1—9)*| cos 6—3 (1—¢*) [o (L +¢) + ¢~ (1—g)]cos 36

R e

< 2k
.[151 %21 ¥ (L + @) + cos 1] +

+[93(1+q)3+e‘3(1—q)“] sen® — (1 — g% [o (1 + ¢ — o~ '(1—g)sen36
8¢q[...] '

[§ sen(2k-+4 1)t i

g 0% (1 — 02) - sen 7
0

Fom=1

1] L 4cos2kr oG
L ok o
+3 Lfl 1+ otk % +1] ax}d”
27
toy = %/T(r) (¢2 cos? T -} sen? 7).
0

(lel+9—o'(1—q](1—g*sen36 —[o%(1 4 ¢)®— o7 (1 —¢)°|sen 6
2 —_—a\2
qu[(%—qg)-(—(1—2%)—%(1—q2)cos29
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@ 2k

el +aq)+ ot (1l —g)(1l—g)cos36—[e° (1 +9°+ e 3 (1L —gP]eosb

8q[..-]

+

o G
.{2 Mi]_)_tegk“ _Q‘é)+seln 1] +%§ dr.

p—1 1 —fFt?

1 immediato constatare, che per ¢ =1, o= 0 tutte le formule prece-
denti si riducono a quelle date da M. G. PLATONE nel caso del cilindro a

gezioni circolari (vedi op. cit. in ().



