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ANCORA SOPRA UNA FORMA PIÚ AMPIA

DEL PROBLEMA DI CAUCHY PER L’EQUAZIONE

p = f(x , y , z , q).

di MARIA CINQUINI CIBRARIO e di SILVIO CINQUINI (Pavia).

In una nostra recente Memoria (1) abbiamo stabilito per l’equazione a

derivate parziali

un teorema di esistenza e due teoremi di unicità, realizzando la prima ef-

fettiva estensione della classe delle funzioni, nella quale venivano collside-

rate le soluzioni della (I) : anteriormente a noi tale classe era, tradizional-

mente, costituita di funzioni z (x, y) continue insieme con le loro derivate

parziali z’ X5 z’ y (2). Nel? intento di estendere alla (I) l’ordine di idee svilup-
pato da C. CARATHÉODORY per le equazioni differenziali ordinarie, noi

abbiamo supposto che la funzione f (x , y , z , q) sia definita per ogni x del-
1’ e per ogni terna di numeri reali y , z ~ q e che sia

quasi-continua rispetto a x e continua in (y,z,q), e abbiamo considerato

come soluzione della (I) ogni funzione z (x, y) [continua assieme alla propria
derivata parziale z~ (x , y) e tale che, per ogni y fissato, z (x, y) sia assolu-
tamente continua in xJ, la quale, in corrispondenza a ogni y fissato, soddisfa
per quasi tutti gli x all’equazione (I).

Nel presente lavoro, che è diviso in due capitoli, attenendoci aucora

ai vari procedimenti sviluppati nella Memoria A. M,, riprendiamo il pro-

(1) M. CINQUINI CIBRARIO-S. CINQUINI. Sopra una forma ampia del problema di

Cauchy per l’equazione p = f (x, y, z, q). (Annali di Matematica pura e applicata ’r. XXXII

(1951), pp. 121-155). Tale lavoro verrà indicato nel seguito con Memoria A. M.

(2) Non abbiamo avuto modo di prendere visione delle Note di J. SzARSKI pubblicate
nei T. XXI e XXII degli Annales de la Societé Polonaise, e dai sunti apparsi nel Zen-
tralblatt für Mathematik e nella Mathematical Reviews non risulta quale classe di funzioni
abbia considerato tale autore.
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blema di CAUCHY per l ’equazione (I) supponendo che la funzione f (x , y , z ~ q)
sia definita nel campo (3) .

dove g[11 (X), g[2] (x) sono d ne funzioni continue in (o 1), mentre co, Yo 00
sono quattro costanti.

In tali condizioni diamo nel § 1 un teorema di esistenza della soluzione
della (I) che soddisfa alla condizione (di CAUCHY)

ove q (y) è una funzione prefissata : basandoci sulla nostra estensione del

metodo delle caratteristiche, perveniamo a costruire la soluzione della (I) in
un opportuno campo, il quale è costituito dalle proiezioni sul piano (x, y)
di archi delle curve caratteristiche della superficie integrale, uscenti dalla

curva

nel n. 2 si mostra come, sotto qualelie ulteriore ipotesi [cui.. i capoversi
b) e e)], tale campo esistenziale è costituito da tutti i punti (x, y) per cui è

ove a" è un opportuno valore con 0  a" C cr .

L’unicità della soluzione, di cui abbiamo provata l’esistenza nel § 1,
è stabilita, sempre con il metodo delle caratteristiche, nel § 2 mediante

considerazioni, le quali mostrano chiaramente che il canpo, in cui viene

dimostrata 1’uuicità, dipende per solito, oltrechè dalla funzione f (x , y, z, q),
anche dalla p (y).

Soggiungiamo che, dal complesso dei risultati del Cap. I (che è costi-

tuito dai §§ 1 e 2) segue che, ogni qual volta è possibile scrivere (sia pur

soltanto nella forma integrale, chè noi consideriamo) le equazioni delle ca-

ratteristiche, l’integrazione di tali equazioni permette sia di costruire la

soluzione della (I) soddisfacente alla (II), sia di determinare il campo, in cui

essa è definita in modo unico dalla funzione p (y).

(3) Facciamo presente, anche per il seguito, che tra le notazioni, usate in questa
introdnzione, nel Cap. 1, nel Cap. I1, si possono trovare delle varianti dovute a opportu-
nità di redazione, .
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Al problema dell’ unicità (e soltanto ad esso) è dedicato il Cap. II : il

teorema del § 3 ha già formato oggetto di una Nota preventiva (4) e la sua
dimostrazione, allora omessa per insufficenza di spazio, viene pubblicata
nella presente Memoria. Tale teorema di unicità è valido sotto ipotesi più
ampie di quelle del § 2 e la sua dimostrazione fa appello a considerazioni
di natura completamente diversa da quelle del Cap. I, perchè, raffinando il

procedimento approssimativo sviluppato nel n. 7 del- § 3 della nostra Me-
moria A. M.9 si perviene a una ulteriore estensione di un noto lemma di

A. HAAR, la quale forma oggetto del n, 7 del § 3 ; da questa estensione
segue, in poche righe, il teorema di unicità (5).

A conferma di quanto dicevamo verso la fine dell’ introduzione alla

nostra Nota lincea [cit. in (4)]~ rileviamo, a titolo di esempio; come il pro-
cedimento del § 3, opportunamente adattato, conduce a un altro teorema di
unicità che forma oggetto del § 4 e che è valido sotto ipotesi un po’ diverse
da quelle del § 3. Tale teorema viene stabilito inizialmente (n. 10) nell’ipo-
tesi che il campo .D (6) sia un rettangolo a lati paralleli agli assi coordinati,
e da questo caso particolare si deduce, con un elementare cambiamento di

variabile, il caso generale : ciò permette sia di formulare~ nel caso partico-
lare del rettangolo, ipotesi più semplici, sia di lanciare un po’ di luce
sulle condizioni più complicate che si presentano nel caso generale (7).

(4) S. CINQUINI. unicità (in f o r m a generalizzata) per l’equazione
p = f (x , y , z , q). (Rend. Aocademia nazionale dei Linoei, vol. XI (1951)~ pp. 255-259).

Come è stato fatto presente in (2) di tale Nota lincea, il contenuto del § 3 (e cos

pure quello del ~ 4) della presente Meinoria è dovuto a S. CINQUINI. Tale dimostrazione

viene pubblicata soltanto ora, a qualche mese di distanza dalla Nota preventiva, perchè
la redazione del Cap. I, il quale è dovuto precipuamente a M. CINQUINI CIBRARIO, è stata

ritardata, oltre il previsto, da ragioni varie.
(5) Come risultava già dall’enunciato dato nella nostra Nota lincea cit. in (4) :

a) non c’è ragione di supporre che la funzione f (x, y, z , q) sia, in valore assoluto,
minore di una funzione della sola x integrabile (secondo I,EBESGUE) ;

b) nemmeno c’è ragione di considerare soltanto solnzioni z (x , y), la cui derivata

parziale ’ (x , y) sia,, in valore assoluto, minore di una funzione M (x) integrabile (secondo
LEBESGUE), ove M (x) può anche dipendere da z (x, y);

c) per le funzioni (x), (x), che definiaaono il campo

viene supposta la sola continuità.
Inoltre :

d) si possono eliminare le ipotesi di quasi continuità (rispetto a x) e di continuità
(rispetto a (y , z , q)) della perchè non richieste dalla dimostrazione.

(6) Di cui alla nota (5).
(7) Anche qui non o’è alcuna ragione di fare l’ ipotesi a) citata in (5), e vale quanto

è detto in d).
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Chiudiamo queste righe introduttive facendo presente che, mentre il

complesso delle nostre ricerche, rivolte ad estendere all’equazione (I) l’ordine
di idee di C. CARATHÉODORY, utilizza soltanto ben noti concetti della teoria
delle funzioni di variabile reale, successivamente alla composizione della
nostra Memoria A. M. (8) sono ahparse alcune pubblicazioni relative a ri-

cerche di natura più ampia (9). Oltre alla breve interessante osservazione di
M. PAGNI, citiamo ancora (1°), in modo particolare, a inotivo di qualche a-

nalogia di ipotesi, le ricerche di M. VOLPATO, soggi ungeudo che, siccome i

procedimenti da noi seguiti sono di natura diversa da quelli a cui si sono

attenuti gli autori citati in (9), la presente Memoria offre un proprio inte-

resse anche se, sotto qualche punto di vista, i nostri risultati non raggiun-
gono quella massima generalità che, come abbiamo già fatto presente fin
dalla Memoria A. M., non è nei nostri obbiettivi.

CAPITOLO I

§1

1. TEOREMA DI ESISTIINZA. - Siano g (x) , I4 (x) due funzioni continue
nell’interrallo (

Inoltre, nel caso particolare in cui D è nn rettangolo a lati lraralleli agli assi coor-
’ 

dinati non c’è nemmeno ragione di fare l’ipotesi b).
(8) Essa era, già composta ai primissimi di settembre 1951, e ad alcuni autori noi

consentimno di prendere immediata visione del relativo testo.

(9) E. BAIADA. l’eorema d’unicità per un’ equazione differenziale alle derivate parziali del p1’imo
ordine con i dati di Cauchy. (Rend. A ocademia nazionale dei Lincei, vol. XI (1951), pp. 158-164).

G. SCORZA DRAGONI-M. VOLPATO. Un teorerrta di unicità 1)e,. le soluzioni di una equa-
zione alle derivate parziali del primo ordine. (Rend. Seminârio matem. Università di Padova,
A. XX (195 1), pp. 446-461). _

M. PAGNI. Un’osservazione aull’unicitit della 8oluzione del problema di Cauchy per l’equa-
zione p = f (x , y , z , q), (ibidem pp. 470-174).

E. BAIADA. L’equazione p =f(x, y, z, q) e l’unicità. (Rend. Aocademia nazionale dei

Lincei, vol. XII (1952), pp. 163-167).
Vedi anche G. SCORZA DRAGONI. Una applicazione della quasi continuità semiregolare

delle funzioni misurabili rispetto ad una e continue rispetto a ui lallra variabile. (ibidem pp.
55-61), n. 5.

Alla vigilia della revisione delle bozze di stampa abbiamo preso visione dei seguenti
lavori :

M. VOLPATO. Úra criterio di confronto per le soluzioni di urza equazione alle derivate par-
ziali del primo ordine. (Annali dell’Università di Ferrara, I (1952) pp. 127-133).

E. BAIADA. Considerazioni sull’esistenza della soluzione per un’equazione alle derivate par-
ziali, con i dati iniziali, nel campo reale. (Annali di matematica pura e applicata T.
XXXIV (1953).

(so) Cfr. nota (3) a piè della pag. 256 della nostra Nota lincea cit. in (4).
(ii) Vale a dire per x = ao è g (ao) 
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e sia f (x , y, z, q) una funzione de, finita x in (0 , (io) e per ogni terna
(y , z, q) del campo

la quale, assieme alle sue derivate parziali fy, fz , fq, sia quasi-continua ri-

spetto a x per ogni terna (y, z, q) fissata, mentre, per ogni x fissato, sia, con-
tinua in (y , z, q), e si supponga che esistano otto Mi, (x), Li i (x), .
(i = 0 , 1, 2, 3) quasi-continue, integrabili (12) e non negative in (0 , ao) in modo

per quasi tutti gli x di (0 ~ I 0,0) sia

per tutti gli i

ogni coppia appartenente a A. Posto

sia 99 (y) una litiizioite continua, assicme alla propria derivata (p’ (y), 
vallo (go si supponga che sia,

ao  a  f3o, yo  y c ~  ~o, e che esista una costante k2 &#x3E; 0 in
miodo che per ogni coppia di valo’ri y1, y2 appartenenti all’intei.vallo (g. ho)
sia ve rificata la d isuguag lia 11 za

Sotto queste ipotesi i si possono determinare un positivo a"’  ao
e due funzioni continue

(12) In tntta la presente Memoria l’integrabilità va intesa nel senso di LEBESGUE.
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[quindi non si esclude che possa. essere Ug (a"’) == Uh (a"’)], in modo che nel campo

esista -almeno una funzione z (x, y), la quale :
1 °) in Q è continua assieme alla sua derivata parziale z~ (x, y) ;
2°) su ogni segmento del campo Q pa/fallelo all’asse x è assolutamente

continua in x ;

3°) in quasi tutti i punti di ogni segmento indicato in 2°) soddisfa
l’equazione

ove

4°) verifica la condizione

Inoltre q (x, y) risulta (assieme a z (x , y)) in tutto Q lipschitziana rispetto
a y con costante di LIPSCHITZ indipendente da x, e assolutamente continua

ri’spetto a x su ogni segmento indicato in 20).
a) Indichiamo con .K il maggiore dei numeri I Yo I , 1 , rilevando

che in virtù della seconda delle (3) risulta in tutto (c, d)

Consideriamo il sistema di equazioni differenziali ordinarie (equazioui
delle caratteristiche poste sotto forma integrale) (13)

(~3) Vedi Memoria A. M. n. 2, a), formule (14).
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dove

e quindi le F2 (x ~ Y , Z , (~) sono definite per x in (0, e per ogni terna

(Y, Z, Q) di A.
Nel campo

definiamo le funzioni ponendo per ogni x di (0 ~ ao)

Le funzioni risultano, per ogni x fissato
di i (0, a0), continue in (Y, Z, Q) e, per ogni terna (Y, Z, Q) fissata, quasi-
continue rispetto a r in (0, a0) . Inoltre, tenuto conto delle (12) e (11), in
virtù delle (1) e (2) valgono, per quasi tutti gli x di (0 , a~o) ~ le disuguaglianze

per ogni terna Y ~ Z, Q, e le

per ogni coppia (
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Completiamo la definizione della fuvzione p (y) in tutto (- oo , + 00)
ponendo

pertanto in tutto (- oo, + 00) risultano verificate la seconda delle (3) e la (4).
Allora al sistema di equazioni differenziali (ordinarie)

possiamo applicare il teorema di esistenza di C. CARATHÉODORY (14) che
assicura, per ogi-ii q fissato, l’esistenza di almeno una terna di funzioni

Y(x ~ ~), Z(x,r¡), continue nel campo i
tali funzioni, per ogni ii fissato, sono in (0, ao) assolutamente continue ri-

spetto a x, e inoltre in virtù di un nostro lemma (15), per ogni x fissato,
risultano~ come funzioni della sola ii, y a rapporto incrementale limitato con
costante di LIPSCHITZ indipendente da x.

b) In virtù delle considefazioni del § 1, n. 2 c), d) della nostra Me-

moria A. M. si può determinare un numero a’ (con 0  a’  ao) in modo
che, per ogni x fissato di (0 , a’), la funzione

sia funzione crescente in (- oo , + oo) . Allora, in corrispondenza a
ogni x di (0, ~c’) , esiste in la funzione inversa

(14) C. CARA1’HÉODORY, Vorlesungen iiber 1’eelle Funktionen (Tenbner, Leipzig, 1918),
Cap. XI, n. 582, pag. 672.

(i5) Vedi Memoria A. M. ~ 1, n. 1, pp. 123-124.
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la quale, come funzione della sola y, è in (- oo , + oo) a rapporto incre-
mentale limitato con costante di LIPSOHl1.’Z indipendente da ae, mentre,
per ogni i y fissato, risulta nell’intervallo (0x  a’) funzione assolutamente
continua. 

~

Per ogni x di (0 , a’) e per ogni valore reale di y si definiscono (come
nella nostra Memoria A. M. (1g)) le funzioni

e si prova che esse, per ogni x fissato di (0, a’), y risultano in (- oo , + 00)
funzioni di y a rapporto incrementale limitato con costante di LIPSCHITZ

indipendente da x , mentre, per ogni y fissato, sono funzioni di x assoluta-
mente continue in (0 , a’) (17).

c) Indicata con al la più piccola delle differenze Po - p, a - ao , e
con a, la più piccola delle differenze 80 - a , y 9 sia a" il massimo va-

lore positivo con a"  a’, per il quale risulta,

Allora in virtù delle ultime due delle (13), dalle ultime due delle (15)
segue che, per ogni x di (0, a") e per ogni q di (go, ho), le funzioni Z (x , r~), y
Q (x , 1]) soddisfano alte disnguaglianze

Ciò premesso, per ogni q di (go ~ ho) ~ consideriamo di ogni curva

y = Y (x , -q) quei punti (x~ ~ y~) con 0  xi :~~- a" tali che sia

e chiamiamo S~ l’insieme chiuso costituito dai punti (x,,, yi) e dai loro punti
di accumulazione (18). Sia a"’ la massima ascissa dei punti di Q e in corri-

(16) Vedi Memoria A. M. § 1, n. 2 e), pag. 130.

(i7) Vedi Memoria A. M, § 1, n. 2 f), pag. 131.
(18) In altri termini possiamo dire che il campo Q é costituito dai punti (;’1’ ap-

partenenti alle curve

con 90  ~ ~ h , tali che sia

4. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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spondenza a ogni x di (0~ a"’) siano ug (x) e Uh (x) la minima e la massima

ascissa dei punti di Q; il campo è dunque costituito dai punti (x ~ y)
soddisfacenti alle disuguaglianze

ove la curva composta di aichi, ognuno dei quali, se non ap-
partiene alla curva = g (x) , appartiene a una delle curve caratteristiche

e una ogamente per lar curva y = zih (x) .
Si ha inoltre

intendendosi che, se è a"’ C a", nella (20’) deve valere l’ugua,glianza.
Per ogni q di (go ~ chiamiamo x la massima ascissa dei punti

della curva y - che appartengono al cainpo Q . A questo campo la
(17) fa corrispondere, biunivocamente, nel piano (x, q) il campo

facciamo presente clie in 4 è verificata la doppia disugualianza

e quindi, a maggior ragione, la

Siccome nel campo 4 valgono le (20) e (21) è

e pertanto le funzioni 1’(X,~), Z(~~)~ soddisfano anche al sistema (10).

con le seguenti eccezioni : se, per Hbsare le idee, è

i pnnti della curva y = Y(x, ii) con x ) x" non appartengono a {~.
Vale la stessa eccezione scambiando tra loro le funzioni g (x) e h (x).
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d) Nel campo L1 si possono rifare i calcoli sviluppati nella nostra

Memoria [§ 1, n. 2 g), h)], dai qnali segue che, per le funzioni z (x, y),
q (x, y) definite dalle (18), risulta

e che inoltre in quasi tutti i punti del campo S~ è

Sia

un segmento tutto costituito di punti di Q; allora esiste un intervallo (yo, yl)
di ampiezza positiva, con yo  (19), in modo che tutto il rettangolo

appartenga al campo D. Dalle (23) in virtù della
prima delle (1) segue per quasi tutti gli y di (Yo, Yt) e per ogni x di (x’ ~ x")

e siccome entrambi i membri della (24) sono funzioni continue di y in 
la (24) stessa risulta verificata per ogni y di (Yo, Y.) e per ogni x di 
Di conseguenza la (23) è soddisfatta in quasi tutti i punti di ogni segmento
appartenente al campo Q e parallelo all’asse x. 

. Inoltre, in virtù della seconda delle (10), la definita
dalla prima delle (18) soddisfa a,lla (8), e quindi il teorema. enunciato è com-
pletamente dimostrato. 

’ ° 

~ _ 

2. UN OOMPLEMENi’O AL TEOREMA DEL N. 1. ESEMPIO. - a) Suppo-
che per valore q dell’intervallo gp c n  h0 lcc funzione Y(x, 

definita dalla (16) presenti uno dei seguenti casi (2°) :

(19) Pertanto non si esclude che possa essere y = y0’ 9 oppnre y = Fa eccezione il ’
caso in cui è Ug (a"’) = uh (a"’) e inoltre Iii questo caso,
considerata una successione di numeri xJ, ( j = 1, 2, ...) interni a (x’, x") , crescenti e tali
che sia lim xj’ = x", in base al ragionamento che facciamo nel testo, si prova ohe, ,per ,

.

y = y, ’la (24) è verificata per ogni x di (x’, x7), e quindi essa risulta verificata anche

per ogni x di (x’, x"), perchè entrambi i membri della (24) sono fnnzioni continue 
(2°) È evidente che i casi (ii) e (iii) si escludono a vicenda ; infatti se è verificata la

(27), la (28) potrebbe aver luogo soltanto per x = a". 
,
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è il minimo valore di x, il quale è

. 

risulta

è il minimo valore di x per il quale è

risulta

A llo1.a il campo D, in cui esiste almeno una 8oluzione dell’equazioiie (7)
soddisfacente alla condizione (8), è costituito dai punti (x, y) , i quali è

ove a" é il numero indicato all’inizio del 19 c).
Infatti per n _-__ ho e per n = go , in virtù delle (27) e (29), abbiamo

rispettivamente .

Pertanto, se (x ~ y) è un punto qualunque interno all campo definito dalle
(30), in virtù delle considerazioni fatte al n. 1, b), per il punto (.v~y) passa
una e una sola curva

per la quale è necessariamente go [ ~  ho; e inoltre, sempre in virtù delle
(27) e (29), tutti i punti della, curva (31) con 0  x  x sono iuterni al

campo (30) : vale a dire tutti i punti soddisfacenti alle (30) appartengono
al campo Q , come volevamo dimostrare.

b) Le ipotesi fatte all’inizio del capoverso a) sono 8iCùY°a,Yn6ht6 ve1.i.ficate,
se esiste un numero o&#x3E;0 in modo che, per ogni coppia x’,x" con 
sono soddisftttte le seguenti disuguaglianxe :
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per ogni terna (y, z, q) del A con

per ogni terna (y , z , q) del A con q (x) ~~- y  g (x) + o .
Infatti, considerata la. funzione Y (x , r~) , ove g4 ’~ ~~ ~ j~o , se non vale

la (25), supponiamo che Xt sia il minimo valore di x per il quale ha luogo
la (26) ; y allora chiamato xí (con il massimo valore di x tale che

la disuguaglianza (27) sia verificata in tutto (x, 2 xl’) , se non è X’1 = a" (nel °

qual caso il nostro asserto è già provato), si ha necessariamente

In tal caso per la continuità delle funzioni h (x) , Y (x , í) possiamo tro-
vare un valore x" con x~ C x1 ~ c~" ~ y in modo che sia

e tale inoltre che in tutto (xí ~ x~ ) sia verificata la disuguaglianza

Allora, siccome dalla prima delle (15) si trae

per le (34) e (35) ne segue,

ma questa disuguaglianza, in virtù della (36) e del modo in cui è stata

definita .~1, ~ in contrasto con la (32). ,
La (27) è cos  stabilita, e in modo analogo si prova che, se ha luogo

la (28), dalla (33) segue la (29).
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c) Supponiamo, nel presente capoverso, che la derivata parziale
fq (x , y ? z, q) sia continua nel complesso delle variabili (x, y , z , q), quando x
appartiene all’intervallo (0, a") e (y, z ~ q) al campo A, e che per ogni x di

(0 ~ a") esistano finite le derivate g’ (x) , h’ (x). Sotto queste condizioni, le ipotesi
fatte all’inizio del capoverso a) sono sicuramente verificate, se, per tutti gli x
ài (o a") e per ogni coppia z , q con , sono verifi-
cate le disugualianze

Infatti, se per la funzione Y(x , n), (ove go C ~ S ho) non vale la (25),
supponiamo che sia Xt il minimo valore di x per il quale ha luogo la (26);
allora, per il modo in cui è stata definita la funzione F1, dalla prima delle

(15) in virtù della (37) segue ; pertanto, tenuto an-

cora presente che per x _-_ x~ vale la (26), per e sufficiente-

mente prossimo a x1 è

Affermiamo che questa ultima disuguaglianza è verificata in tutto l’ in-

tervallo x1  x a". Infatti, in caso contrario, sia x1 il minimo valore di

x con x1 ~ x~ , per il quale è allora dovrebbe essere

e ciò, per il nodo in cui è stata definita la fun-

zione Ft , è in contrasto con la (37).
La (27) è cos  provata e in modo analogo si verifica che, se ha luogo

la (28), dalla (38) segue la (29), @

d) ESEMPIO. Sia

e nel campo

si consideri la funzione

intendendosi che sia
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Inoltre sia

Tenuto conto che nel campo, in cui è definita la funzione f, è sempre
I y i ~ 2 , si verifica immediatamente che sono soddisfatte le (1) e (2) per

Tenuto conto delle (14), la funzione G (w), che figura all’inizio di pag.

129 della nostra Memoria A. M. è nel presente caso (2i) i

quindi 
. ’~

Sempre procedendo coine nella nostra Memoria ~~.. M. [n. 2 c), pag. 129]
tenuto presente che~ essendo 99’(y) ! 1, è k1 = 1 ~ k2 ; 0), deterlniniamo a’
con 0 ~ ~c’ c 1, in modo che sia .

vale a dire

Inoltre, siccome la prima delle (19) del n. 1 è automaticamente sod-

disfatta, dobbiamo determinare a", con in modo che sia

cioè

(2l) Si tenga presente che in virtù della terza delle (39), basta prendere per Q (a,)
il numero 5

2
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Quindi, essendo evidentemente issiamo per a" un

numero positivo tale che

ed affermiamo che nel campo

esiste almeno un integrale dell’equazione

soddisfacente alla condizione

Infatti, essendo

risulta fq &#x3E; O 0 , e quindi preso o == 1 2013 ~~ è evidentemente
soddisfatta la (33).

D’altra parte essendo h (x) &#x3E; 1, per ogni è verificata la

(37). Inoltre, siccome dalla (10) si trae

il prodotto

è maggiore di 1 per x - 0 ~ e quindi per la continuità delle funzioni

Y (x ~ 1), Q (x ~ 1) esiste un intervallo (0 , xo) in cui il prodotto (43) è sempre
maggiore di 1 ; onde dalla prima delle (10) segue per 0  x s xo

Affermiamo che la disuguaglianza Y (x 1) &#x3E; h (x) è soddisfatta in tutto
12 intervallo 0 C x :5 a"; infatti, in caso contrario, ragionando come alla fine
del capoverso c) si arriverebbe a un assurdo.
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Pertanto, in base a quanto abbiamo visto nei precedenti capoversi del
presente n.O, è cos  provato che in tutto il i campo (40) esiste almeno un

integrale della (41) soddisfacente alla condizione (42).
’ 

3. OSSBRVAZIONI. a) Se è (a"’) = uh (a"’) non è possibile prolungare
per x &#x3E; a"’ rinterrale z = z (x, y) dell’equazione (7) [soddisfacente alla con-
dizione (8)] che abbiamo costruito nel n. 1. Invece se è

e inoltre

ripetendo le considerazioni del n. 1 a partire dal segmento ,

possiamo prolungare, a"’, l’ integrale delle (7) costruito al n. 1.

Si può presentare il caso che tale procedimento si possa ripetere più
volte. In tal modo si può giungere, al massimo, a definire una soluzione

della (7), che soddisfa alla condizione iniziale (8), in tutti quei punti del campo

che appartengono a una qualunque delle curve

con go ~ ~ ~ ho, ove Y (x ~ j) soddisfa alla prima delle (15) ; però non è
detto che tutti questi punti appartengano effettivamente al campo in cui è

possibile costruire tale soluzione. 
,

b) Supponiamo, nel presente capoverso, che siano soddisfatte le ipo-
tesi del teorema di esistenza del § 19 n. 2 della nostra Memoria A. M. e

siano date neir intervallo - oo  y  + oo due funzioni P, (y) , 1 P2 (y) sod-

disfacenti alle stesse ipotesi fatte, nel luogo citato, per la funzione q (y).
Inoltre siano go, ho , con go [ ho, due numeri reali tali che sia 

’

In virtù del teorema citato esistono nel campo 
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due iiitegrali zi (x, y), (i .-r 1, 2) dell’equazione [13] (z~) soddisfacenti rispet-
tivamente alla condizione iniziale

Siccome per il teorema di unicità di C. CARATHÉODORY (23), il sistema [14]
ammette, in virtù della (44), per ogni q di h,o) la stessa (unica) solu-
zione, possiamo affermare che è .

in tutto il campo

costituito da quella parte di che è ricoperta dalle proiezioni sul piano
(x, y) delle curve caratteristiche uscenti d* quell’arco

che, in virtù della (44), è comune alle due curve iniziali.

Mentre facciamo presente che questo risulta,to è indipendente dal teorema
di unicità che forma oggetto del successivo § 2, soggiungiamo che esso si

traduce nella seguente osservazione: seinp1-e nella ipotesi che siano soddi-
sfatte tutte le altre condizioni del teorema del § 15 n. 2 della nostra Me-

moria A. M., se la funzione g (y) è definita soltanto nell’ intervallo (go, ho) , y
comunque essa venga definita per tutti gli altri valori reali di y (in modo
che, bene inteso, siano soddisfatte le e [L2]) si perviene a una solu- 

°

zione z (x , y) della [ 131, la quale nel campo (45) risulta indipendente dal
modo in cui q (y) è stata definita per gli y che non appartengono a (go , ho).

c) Siano soddisfatte tutte le altre ipotesi del teorema del § 1, n. 2

della nostra Memoria A. M., ma supponiamo che le disuguaglianze [9] e [10]
siano soddisfatte nella seguente forma : in corrispondenza a ogni sestupla
di numeri reali 7:1’ 7:1, (j = 1 , 2 , 3) con zj  Ti’ esistono otto funzioni

Mi (x) ~ Li (x), (i == O , 1 , 2 , 3) quasi continue, integrabili e non negative in
(O ao) in modo che le [9] e [10] abbiano luogo per quasi tutti gli x di (0 , ao)
e, rispettivamente per tutte le terne (y, z , 5 q) ; (y~ , Z1 , Q1)’ (y2 , x2 , q2) 
tenenti al campo

(22) In tutto il presente n.° i numeri delle formule relative alla Memoria A. M. ven-

gono indicati con parentesi quadra.
(23) Vedi C, CARATHAODORY opera cit. in (14) u, 583, pag. 674,
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Allora, fissato comunque un intervallo in virtù del teorema

del n. 1 della presente Memoria esiste un integrale z (x, y) della (7) sod-
disfacente alla (8) e definito nel campo

ove naturalmente il numero ai~ dipende dall’intervallo che è stato

scelto.

Inoltre, per quanto abbiamo rilevato in b), è evidente che, se si pren-
dono due intervalli (go, ,h0) , (g0* , h0*) aventi una parte in comune, gli inte-

grali della (7) z (x, y) , z* (x, y), che soddisfano alla (8) nei rispettivi inter-

valli, coincidono nella parte comune dei loro campi di esistenza.

§2. 

4. TEOREMA DI UNI011.’À. Supponiamo che siano verificate tutte le ipotesi
del teorema di esistenza del § 1,1 n. 1, e consideriamo la classe C delle funzioni
~ (x , y) definite nel ,

e soddisfacenti alle seguenti condizioni:
1~) ~ (,x ~ y) è continua in D asgieiíte alla, propria derivata parziale i-i-

spetto a y, e ogni. (x ~ y) di D è .

2°) su ogni segmento di D parallelo alL’asse consi-

derate come funzioni della sola x, sono assolutamente continue, mentre su ogni
segmento g (x) «:::::-- y ~ h (x) sono, rispetto a y, a rapporto incrementale limitato
con costante di indipendente da x.

Allora se z (x , y) è una funzione della classe C, che, in quasi tutti i

punti di ogni segmento di D parallelo all’asse x, soddisfa all’equazione (7)
e che inoltre verifica la condizione iniziale (8), esiste un campo Qo (24) che è

(24) ]1 campo Qo verrà definito durante la dimostrazione ; vedi capoverso c),
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costituito di punti di D, appartenenti alle curve u = 1[, (x , ,q) soluzioni dell’e-

quazione differenziale ordinaria

ove -q varia (go, ho), in 1nodo che per ogni .funzione z* (x, y)
della classe 0, che in quasi tutti i punti di ogni segmento di D para llelo al-

l’asse x, soddisfa alla (7) e che verifica la condizione iniziale (8), risulta

in tutto Do

a) Infatti tenuto presente che [n. 1 o)] è stato indicato con K Il mag-
giore dei numeri I 7’0 I , i i e chiamata T la costante di LiPSCIIITz rela-
tiva alla derivata parziale (rispetto a y) q (x, y) della soluzione z (x, y), per
ogni coppia di punti (x, y’) J (x ~ y") appartenenti a D sono verificate le di-

suguaglianze

Sia ~rt ~ x ~ n un segmento della retta y = y tutto costituito di punti
di D (25) ; come nel § 1, n. 1 d) possiamo determinare un intervallo (!li’ y2)
in modo che tutto il rettangolo

appartenga a D. Allora in ogni punto di p è

(25) (ao) = h (ao), per il momento si esclude che possa essere
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e quindi, ragionando come nella nostra Memoria A. M. [§ 2, n0. 5 b)J, si ot-

tiene per quasi tutti gli y di (Y1’ y2)

pertanto, se x’ , x" sonp due valori qualunque di* (w ~i), in virtù delle (1) e
(48) ne segue per quasi tutti gli y di (Yt, y2)

Ma, siccome q (x , y) è funzione continua di y e il secondo membro non

dipende da y, questa ultima disuguaglianza è valida per ogni coppia (x’, y),
(~ y), purchè il segmento avente questi punti come estremi sia tutto co-

stituito di punti di D (26).
b) Definiamo in tutto il campo

ponendo per y  g (x)

e per y &#x3E; h (x)

Posto

(2~) Anche qui si tenga presente l’eccezione fatta in (25).
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definiamo, come nel § 1, n. 1 a), la funzione .~1 (x , y , z , q) per 
e per ogni terna di numeri reali (y, z, q) e consideriamo l’equazione 
renziale ordinaria 

’

ove u (x , rl) è la funzione incognita uns qualunque numero reale.

Tenuto conto della prima delle (13), della prima delle (14) e delle (48)
(le quali risultano verificate in tutto il cainpo iu virtù di noti teoremi di

CARATHÉODORY (27) la (54) ammette [per ogni n fissato, con - oo  n  + oo i
una e una sola soluzione

In quale è assolutamente continua rispetto a x in (0 , Inoltre, siccome,
in virtù del teorema di unicità ora citato, 1" (X, q) risulta funzione crescente
di 11, l’equazione (55), per ogni x fissato di (0 , ao), defiuisce 11 come funzione
inversa di y 

’

Infine, tenuto presente che, in virtù della priua delle (14) e delle (48),
per ogni x di (0 , (lo) e per ogni coppia di numeri reali 5 U2 5 è

si prova facilmente che, per ogni x di (0 , ao) e per ogni coppia di numeri

reali ’~1t , valgono le disuguaglianze (28)

(27) Vedi C. CARATHÉODORY, opeTa cit. in (14) n. 582 pag. 672 e n. 583 pag. 675.
(28) Infatti dalla (54) abbiamo in modo evidente
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ove s  è posto

Vale a dire la funzione u (x ~ ~) è, rispetto a 11, a rapporto incremen-
tale limitato con costante di L1PSOHITZ indipendente e inoltre della

stessa proprietà gode, rispetto a y, la funzione U (x , y).
Facciamo ancora presente [cfr. Memoria A. M. n. 2, d)] che, per ogni y

fissato, U (x, y) risulta assolutamente continua rispetto a x iii (0 , ao).
c) In corrispondenza a ciaxcun q di (go, ho) consideriamo della curva

(55) quei punti (x7j, Y7j) tali che, per 0  x ~ x~ , sia

e chiamiamo Q0 l’insieme chiuso costituito da tutti i punti (xn ,yn) e dai

loro punti di accumulazione : è qnesto il campo di cui si parla nell’enunciato
e nel quale dimostriamo F unicità della soluzione (29).

Se aó ~ (con massima ascissa dei punti di Do, questo
campo è costituito dai punti (x ~ y) soddisfacenti alle disuguaglianze

e quindi, posto segue per quasi tutti gli x di (0 , a0)

ed anche nsufruendo della (57) e tenendo presente che è v (x) &#x3E; 0

Pertanto in modo ovvio si qttiene, sempre per quasi tutti gli x di (0 , ao),

e quindi, siccorne v (0) = 1, integrando e passando dai logaritmi ai nnmeri, la (58) risulta
provata per tutti gli x di (0, a.).

(29) La definizione di Qo é analoga a quella dell’insieme il del u. 1 c); vedi anche

nota (18). , ,
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ove la curva y = u[901 (x) è costituita di archi ognuno dei quali~ se non ap-

partiene alla curva y ~ g (x) , appartiene a una delle curve caratteristiche

e la curva gode di un’analoga
proprietà. Si ha inoltre

e anche

intendendo che, se è aó  ao , nella (59) deve valere 1’ uguaglianza.
d) Per ogni q di (go, ho) indichiamo con x la massima ascissa dei

punti della curva y = 2c (x , che appartengono a Qo (3~)~ e osserviamo che
nell’ intervallo 0 = x = x (q) la funzione è soluzione anche dell’e-

quazione (46).
Al campo Qo la (56) fa corrispondere nel piano (x, q) il campo

nel quale consideriamo le funzioni

Vogliamo dimostrare che, per ogni q fissato di (go, esse risultano asso-

lutamente continue rispetto tutto (0, x (’~1)).
A tal uopo per un qualunque n0 con go  C ho cominciamo a pro-

vare l’assoluta continuità, rispetto a x , y di tali funzioni in ogni intervallo

~i ~ x ~ ~~ nel quale sia

Infatti se x é un valore qualsiasi di (i~ , possiamo determinare un
rettangolo tutto costituito di punti di D

con~ in modo che l’arco di curva y ~ u (x, ~),

(30) PUÒ essere x (ti) = 0, soltanto per n = go o per n = ho.



211

sia tutto contenuto in tale rettangolo ; allora essendo

ne segue per

Pertanto, ragionando come nella nostra Memoria A. M. n. 5 al) per quanto
riguarda la funzione z (x, u (x ~ e come nel n. 5 e) per quanto riguarda
q (x, u (x, 11Q)) [ove si tenga presente la (51)], si prova che esse sono funzioni
di x assolutamente continue in (x’, x"), e quindi, in virtù del lemma di

PINCHIKP.LIR-BOIP.F,L, anche in tutto (~1 , ~2).
Supponiamo ora che ~ sia un numero positivo tale che la (61) abbia

luogo per 0~~; allora si-può determinare un intervallo (’11t, ’112) con

S ri2 in modo che per tutti gli q di 1 -q2) sia

per O ~ x  ~ . Siccome nel campo

si possono ripetere le considerazioni fatte nella nostra Memoria A. M.

n. 5 d), e), f), possiamo senz’altro affermare che per ogni 11 di 1 T12) le

funzioni u (x , n) , z (x , u (x, ’11)), q (x, u (x, ~)) soddisfano in tutto 1’ inter-

vallo (o i) al sistema

5. Annali della Scuoda Norm. Sup. - Pisa,



212

Sia qi un valore di q ho tale che la curva

abbia punti a comune o con una o con entrambe le curve

Dapprima supponiamo che la curva (64) abbia punti a comune con una
sola delle curve (65) ; per esempio, per fissare le idee, con la y ‘ h (x) .
In tal caso si può determinare 0 in modo che per ogni n con
q§ -  q§ sia verificata la (62) per 0 5 x 5 x (nó) ; evidentemente per
tali valori di q valgono le (63) nell’intervallo (0 , x (~ó)) e quindi facendo

tendere q a r~ó , in virtù delle (1), (2), (48), e (58) possiamo concludere che

le (63) sono verificate anche in tutto (0 , r (~ó)) .
Se poi la curva (64) ha punti a comune con entrambe le curve (65)

(ove, bene inteso, con uns, di tali curve può averne a comune soltanto uno)
si può ripetere il ragionamento ora sviluppato in ogni intervallo (0, xó) con
xó  x (,qó) e prossimo quanto si vuole a esso e con un immediato passaggio
al limite si conclude che le (63) sono verificate in tutto 

. 

Abbiamo cos  provato, per ogni q ho, 1’assoluta continuità
rispetto a x delle funzioni (60) in tutto (0 , x (r~)) e al tempo stesso abbiamo
stabilito che in questo intervallo sono soddisfatte le (63) (3’).

e) Procedendo come nei precedenti capoversi anche per la soluzione

z* (x , y) della (7) soddisfacente alla (8), si pervieoe ad analoghi risultati, de-
termirlando, 9 assieme al campo del piano (x , y) , tre funzioni 1t* (x , 

che soddisfano alle (63) in un campo

Tenuto presente quanto abbiamo rilevato in (30), per il teorema di

CARA1’HÉODORY più volte citato, possiamo affermare che, per di

(~o ? ho) e per x variabile nel più piccolo dei due intervalli (0 , x (11», (0, x* (,q» è
J

(3i) È evidente che, ponendo z (x , Il (x , ~)) = zo (x , ~) , q (x , u (ac ~)) = qo (x , ~) , le

(63) costituiscono un sistema di equazioni differeniiali ordinarie (posto sotto forma. inte-

grale) nelle funzioni incognite M(~~ 
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Vogliamo provare che per ogni q di (go, è

A tal uopo osserviamo che: 
,

, (I) per un dato ~ o è x (q) = ao, oppure il punto (x (~) , u (,x (1]) , 1]))
appartien~e a nna delle due curve (65), e analogamente e per il

punto
(II) sia sia x un valore con 0 r=r (q) tale che per

abbia luogo la (62). Allora è necessariamente , perchè
se fosse r* (q)  x per la prirna delle (66) sarebbe u (x, ~) = u* (x , ~) per

, e quindi il punto apparterrebbe a una
delle curve (65) contrariamente alla (62).

Ciò premesso, passiamo a stabilire la (67). Infatti se per un valore
di ho) fosse, per fissare le idee,

essendo risulterebbe x’~ (~1) ~ ao , Quindi, per quanto abbiamo

osservato in (I) il punto (x* (171) , u* (x* (r~1) ~ 171)) appartiene a una- delle curve
(65) : supponiamo, per esempio, che si trovi e distinguiamo
due casi :

(i) per tutti gli x con

(ii) esiste almeno un XO con

Nel caso (i) si possono fissare un valore a con ae* (tlt) C a ~ x (ri1) e

un numero positivo 31 C ho-- ~1 in modo che per ogni 71 con 
sia verificata la (62) per e quindi, in virtù di quanto abbiamo
osservato in (II), per ogni il con 111 r~ r~ 111 + ó, è valida in tutto (0 , a)
la prima delle (66). Per la continuità rispetto a 11 delle 

u~ (x , ~) ne segue

e quindi i punti (x , u~ (x , ~i)) con x* (’~1~)  x ~ c(, t quali punti di accumu-
lazione di punti interni a appartengono a cioè a dire non può
essere x* (T  1) a - ·
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Se poi ci troviamo nel caso (ii) iu tutto

inentie per x &#x3E; x* (T ,) i puiiti della curva non possono appar-
tenere al campo Q o (32), e quindi non può essere verificata la (68).

La (67) è cos  provata ; vale a dire i campi 40 e dó coincidono e in

tutto do valgono le (66). Quindi nel che nel piano (.y y y) corri-

sponde biunivocamente a è soddisfatta, la (47), vale a dire è provata
l’unicità.

5. OSSERVAZIONI. - a) Dalla (63) segue che per ogni punto della su-

perficie integrale ~:=2’(.r~) della (7), il l quale abbia come proiezione sul

piano (x , y) un punto di Do, passa m’unica curva della superficie stessa,
nei punti della quale valgono le (63) [curva caratteristica della superficie,
uscente da uno dei punti della curva x - 0 , 9 z _-__ ~ (y) (33)~.

b) Supponiamo che le ipotesi del n. 2 a) siano soddisfatte quando si

sostituisca a" con ao e Y (.v , 11) con u (x , n) . In tal caso le considerazioni

del n. 2 a,) assicurano che il campo Do coincide con D ; vale a dire si ha

in tutto D l’unicità della soluzione. 
"

In particolare ciò ha luogo se valgono le (32) e (33), oppure rispetti-
vamente le (37) e (38) (ove si sostituisca a" con ao).

c) Assumiamo come campo D il campo S~ , definito nella dimostra-

zione del teorema di esistenza (n. 1 c)), Ad SZ si possono applicare le con-
siderazioni sviluppate in b) e quindi in tutto ~~ è assicurata l’unicità del-

l’integrale di cui abbiamo provato l’esistenza nel n. 1.

Cos  l’unicità è stabilità anche nei campi in cui, nel n. 3 b), c), abbiamo
dimostrato l’esistenza.

d) Dati nel campo D due integrali della (7) z (x, y) e z* (x, y) , sod-
disfacenti entrambi alla (8), essi coincidono nella parte Do del campo D già
definita, ma possono non coincidere in quella parte di D che non appartiene
a Q0 (cfr. l’esempio del n. 6 a)) : vale a dire, per l’equazione non lineare (7)
il campo di unicità dipende, in generale, oltrechè dalla (7), anche dalla fun-
zione g (y) , cioè dal particolare integrale che si considera (34).

(32) Si tenga presente qnanto abbiamo rilevato in (29).
(33) Come complemento al n. 6 della nostra Memoria A. M., si fa presente che il ri-

sultato raggiunto nel lnogo citato vale non soltanto in ma in tutto D .
(34) È ben noto che se l’equazione (7) è del tipo 

~ 

il campo Qo dipende soltanto dall’eqnazione e non dalla funzione 9 (y) (cioè dal partico-
lare integrale considerato)..
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6. ESEMPIO. - a) Considerato il campo

per ogni (x, y) di D con ~ i sia

e per x = 0

Consideriamo l’equazione

e, fino ad avviso contrario, i valori iniziali siano dati dalla funzione

ove k è un qualunque numero reale con 
*

Il sistema (10) assume la forma

Inoltre facciamo presente che le condizioni del § 1, n. 2, ove si ponga f~ (x , y , x , q) =
= a (x, y) e ove b (x, y , z) sia definita per ogni valore reale di z e soddisfi a condizioni
che si deducono dal oaso generale, assicurano l’esistenza e l’unicità in tutto il campo D

dell’integrale della (7’), che assume valori assegnati per x = 0 , (si ha cioè per
la (7’) un teorema di esistenza e di unicità in grande). 1
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quindi dall’ultima e dalla prima si deduce

e con calcoli elementari che tralasciamo si ricava che

è un integrale della (69) soddisfacente alla condizione

A questo punto fissiamo hattenzione sulla condizione iniziale

e consideriamo nel campo D il corrispondente integrale della (69)

rilevando che la soluzione individuata dalla condizione iniziale (71) è unica
soltanto nel campo (35)

Infatti, rileviamo che per y ~ 1- )I x risulta, per qualunque valore
reale di k soddisfacente alla (70), in tutto 0 * .r ~ 1

pertanto nel campo .D liquazione (69) ammette, oltre all’integrale (72), gli

(35) Nel presente esempio S~o è proprio il campo definito nel teorema di unicità del

n. 4 ; cf~’. anche la nota (29).



217

infiniti iiitegrali , [soddisfacenti alla condizione

iniziale (71)], definiti nel seguente modo 
’

Ciò è conforme alle proprietà di cui godono, anche nella teoria classica,
le curve caratteristiche di una superficie integrale.

b) È superfluo osservare che se è g (0) = h (0) il teorema di unicità

del n. 4 non è più valido.
Infatti l’equazione (69) ammette gli infiniti integrali Z=Zk(X,Y) ove

0  k  1 soddisfacenti alla condizione iniziale5

~ 

CAPI1.’OLO II

§ 3 

7. LEMMA. - (X) 1 (i= 1 , 2) due funzioni continue in (0, a),
e sia z (x , y) funzione continua, assieme

alla propria derivata parziale z~ (x ~ y) , nel campo

e tale che, per ogni y fissato, sia assolutamente continua rispetto a x ; e si abbia

Si supponga che esistano un numero o ~ 0 e due funzioni H (x) ~ L Jx)
quasi continue, non negative e integrabili in (0, a), in modo che, su ogni in-
tersezione di D con una parallela all’asse x, sia verificata, per quasi tutti gli
x nei quali è z (x, y) ~ 0 , la disuguaglianza

mentre si abbia
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per quelli tra gli (x, y) sopra indicati per i quali è

per quelli tra gli (x, y) sopra indicati per i quali è

ove Gli] (x), (i ~ 1, 2) sono due funzioni qua,si continue e integrabili in (0, a),
le quali, per ogni coppia di valori x’, x" con 0 ~ x’  x" ~~- a , veri, ficano, ri-

spettivamente le disuguaglianze

Sotto queste ipotesi risulta in tutto il cantpo D

a) Infatti cominciamo a rilevare che, per semplicità, possiamo sup-
porre che sia in quasi tutto (0 , a)

e che il numero 2 a sia minore del minimo della differenza g121 (x) - glil (x) -
(0  x  a). Considerato un numero A &#x3E; 0 e indicato con DA il campo co,
stituito da tutti i punti (x, y) di D e da quelli del rettangolo 2013 ~ ~ x  0 , 7

(0)  y  g121 (0), definiamo

in tutto il rettangolo ora indicato, facendo presente che

risultano continue in tutto DA, e che per x C 0 è

Sia (n == 1 , 2 , ...) una successione di numeri reali positivi, decre-
scenti e tendenti a zero, con
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e sia An, 9 (n = 1 2 , ...), (con 2A1  A) tinlaltra successione di numeri reali
positivi, decrescenti, tendenti a zero e tali che :

I) l’integrale definito di .L (x) ~ esteso a un qualsiasi intervallo di (0, a)
avente ampiezza non superiore a Â.n, sia non superiore a pn ;

II) su ogni intervallo parziale di (0 , a) avente ampiezza III l’oscilla-

zione di ciascuna delle funzioni (i = 1 , 2) sia non superiore a p,, : 2;
III) su ogni intervallo tutto costituito di punti di D, y parallelo al-

l’asse x e avente ampiezza ~,,a, l’oscillazione di ciascuna delle funzioni z (x, y),
z§§ (x, y) risulti non superiore a 

Posto per i=1,2

definiamo in (O, a) le successioni di funzioni continue

osservando che, per la condizione II), su ogni intervallo parziale di (0 , a)
avente ampiezza An , l’oscillazione di ciascuna delle funzioni gli] (x) , (i = 1 , 2)
è non superiore a ,u" : 2 . Facciamo presente che, per quanto abbiamo con-

venuto all’inizio della dimostrazione e per la (9), dalle (10) e (11) si trae

in tutto (0 ~ a)

e che dalle identità
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in virtù della condizione II) si deduce per ogni x di (0 , a)

pertanto i 1 campo

D,z : ò

è tutto costituito di punti di D, e inoltre, siccome dalle (12) e (13) segue
[sempre per la condizione 11)] in tutto (0 ~ a)

tenendo presente che è lim ,un -- 0 , si conclude che, per n - + oo , y il
"-+00

campo Dn tende a D .

Inoltre, se (x, y) è un punto di Du, tutto il segmento avente come

estremi i punti (x - 2 2,,, y), (x, y) è costituito di punti di DA - lnfatti , usu-
fruendo ancora della condizione II), dalle (14) e (15) si trae per ogni u di

(x - 2 ~,n , x) rispettivamente

e quindi siccome, se (x, y) appartiene a Dn ~ e risulta

quanto abbiamo asserito è cos  provato.
Ciò premesso, consideriamo la successione di funzioni



221

rilevando (x , y) risulta definita e continua in tutto il campo D,~ as-

sieme alle proprie derivate parziali (36)

e che per le i

Inoltre essendo, in virtù della condizione III), in ogni punto (x, y) di Dn

per n - oo zn (x, y) tende a z (x, y) in ogni punto interno a D . 
Posto

definiamo le seguenti funzioni : per ogni x di (0 ~ a)

e per ogni (x, y) di Dn e per ogni t di (- ~~ , 0)

(36) Cfr. la nostra Memoria. ,A, M., n. 7 a).
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facendo presente che, in virtù del primo teorema della media e di quanto
abbiamo affermato in I11), risulta

b) Se (x ~ y) è un puiito di i Dn tale che ~n  u  x 
procedendo in modo quasi identico a quello seguito al n. 7 della nostra Me-

moria A. M. [cfr. la (50)] dalla prima delle (19) in virtù della (2) segue

Inoltre, se in più della condizione ora indicata è

per

con procedimento analogo a quello ora riclliamato, tenendo conto tra l’altro
delle (4), (24), (8) e infine delle (25) e (22) risulta

Allo stesso modo, se, oltre alla condizione indicata all’inizio del presente
capoverso, è

basandosi sulla (3) si ottiene
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D’altra parte, se (x, y) è un punto di Dn tale che per x - ~n  u  x
sia z (u , y)  0, con considerazioni analoghe a quelle fatte finora risulta

e anche

se ha luogo la (27) ; e cos  pure

se ha luogo la (29).
c) Considerata per x &#x3E; 0 l’equazione differenziale ordinaria

ove v. (x) è la funzione incognita, l’integrale della (34) che si ottiene attri-

buendo alla costante arbitraria il valore vale a dire

soddisfa alla disuguaglianza

pertanto per la (20) è

Affermiamo che è in tutto D~

Infatti, in caso contrario, sia xn il minimo valore di x con 0  xn  (t 9 ̂
per il quale esiste almeno un Yn, con yn) appartenente a .Dn , tale che sia
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evidentemente è

(39)

Ne segue

infatti se per un x~~ di tale intervallo fosse z (x~, ~ yn)  0 , in virtù di quanto
abbiamo affermato in III) sarebbe z (x, yn)  fln in tutto l’intervallo in que-

stione, con almeno in un suo intervallo parziale, e quindi non

potrebbe aver luogo la (39).
Provata, cos , la (40) distinguiamo tre casi :

(i) tra i punti (xn , y,,), per i quali è verificata la (38) ce n’è almeno
uno con

(ii) la (38) ha luogo per .

ma non per

(iii) la (38) è verificata soltanto per y~ = GIII (xn). 
ab-Nel caso (i), per il modo in cui è stato definito il punto (xn, Yt,), ab-

biamo necessariainente, sia, per y &#x3E; y,1 . sia per y 

e quindi risulta

pertanto dalla (26) abbiamo

D’altra parte, essendo per x  rn

per la (38) è
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e usufruendo delle (42) e (34) ne segue, tenendo ancora presente la (38),

contrariamente all’ipotesi ~u~ &#x3E; 0 .
Passiamo al caso (ii) (37). Dalla (6) si trae per ogni x di - Ån , x~)

e per ogni t di (- ~n ~ 0)

da cui evidentemente

e quindi, siccome G121 (u + t), considerata come funzione delle due variabili
u, t, risulta superficialmente integrabile nel rettango o i

(37) In questo caso si può rilevare che è , (e suffi-

cientemente prossimo a e quindi risnlta,

(38) Ciò è ovvio : infatti siccome

è funzione continua di t, esiste finito l’integrale d t ; pertanto per il

teorema di FUBINI-TONELLI è saperficialn eiite integrabile nel rettangolo in

questione, e perciò della stessa proprietà gode anche i
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in virtù del teorema di FUBINI sugli integrali multipli e tenendo presente
la (11) e la (23) (per i= 2) si ottiene 

’

vale a dire per la (41) la curva

appartiene al campo D,, (39). Allora per ogni x con

e quindi, in virtù della (38), deve essere

ossia

Rilevat,o che, siccome dalla seconda delle (16), in virtù di quanto ab-
biamo convenuto in II) e della (9), si trae per ogni u di - ~.,, ~ xn)

e tenuto conto della seconda delle (17), possiamo affermare che nel punto
(X. , Yn) è verificata la (28). Pertanto, usufruendo anche delle (34) e (38),
dalla (43) segue

contrariamente al modo in cui è stato scelto 

(39) In virtù della (8), di quanto abbiamo affermato in I) e del fatto che, in ogni
intervallo parziale di (0, a), avente anipiezza À , l’oscillazione di (x) risulta  lzn: 2 ,

la disuguaglianza è conseguenza imme-

diata della (11’). ,
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Infine se è verificato il caso (iii) (40), muovendo dalla (5) e procedendo
in modo del tutto analogo si perviene allo stesso assurdo.

Possiamo dunque concludere che la (37) è verificata in tutto il campo Dn.
d) D’altra parte consideriamo quell’integrale dell’equazione differen-

ziale ordinaria

(ove Yn (x) è la funzione incognita) che si ottiene attribuendo alla costante

arbitraria il valore vale a dire

rilevando che è

Procedendo come in c) e utilizzando rispettivamente le (31), (32), (33)
si conclude che in tutto il campo Dn è

e) Teniamo presente che, in virtù delle (21) e (22), siccome è

H(x)=L(x)=0 per abbiamo per ogni x con 0  x  a

(~°) In analogia a quanto abbiamo rilevato in (3~), in questo caso risulta

6. Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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e anche per

Allora dalle (37) e (45), tenendo conto delle (35) e (44), si ottiene per ogni
(x, y) del campo Dn

ove

è un numero fisso.

f ) Dalla (46) si deduce immediatamente che in tutto D è verificata
la (7). Infatti, ragionando per assurdo, supponiamo che esista un punto
(X0, yo) interno a D con z (xo, yo) # 0. Sia n0 il minimo intero positivo tale
che appartenga al campo Dt10 e che sia verificata la disuguaglianza

Allora, siccome la successione (n -1 , 2 , ...) è decresee te, dalla
(46) segue per ogni n &#x3E; ito

contrariamente al fatto che, pei, n - + oc , la successione zn (x , y), (n -

==1~2~...) converge a z (x, y) in ogni punto interno a D .
Pertanto la (7) è cos  stabilita in ogni punto interno a D , e siccome

ogni punto della frontiera di D è punto di accumulazione di punti interni
a D, per la continuità di z (x, y) si conclude che la (7) è verificata in tutto
il campo D.

OSSERVAZIONE.

il lemma del presente n°. è ancora pienamente valido.
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Infatti, considerata una successione di numeri positivi crescenti a~1~,

(m == ~ , 2, ...) con lim ang = c~ ~ possiamo applicare il lemma del presente
m ~ + ~

n° ad ogni campo

e quindi risulta in tutto D~

Pertanto è evidente che in ogni punto (x , y) di D con xa è z (x , y) = o ,
e per la continuità di z (,x , y) ne segue z (x , y) = 0 in tutto D.

. 8. TEOREMA DI UNICITÀ. - Siano gli] (x), (i = 1 2 , ...) due funzioni
continue in ~0 , o) [ove a ~ 0] con (x)  g[21 (x) , sia f (x , y, z, q) fun-
zione definita per ogni (x , y) del campo

e per ogni coppia di numeri 1’eali z, q, e sia cp (y) una funzione continua
assieme alla propria derivata 99’(y) nell’intervallo (y[l]’(O), g[21 (0)) .

Supponiamo che esistano un o &#x3E; (I e due fun, zioni H (x), L (x)
quasi continue, non negative e integrtfbili in (0, a) in che, su ogni inter-
sezione di D con unn parallela all’asse x sia verificata, per quasi tutti gli x
e per ogni coppia q,) 9 (Z2, q2) con Z2 &#x3E; z1, 1 la disuguaglianza

mentre si abbia,

quando è anche

quando è anche g[21 (x) - a  y  g[21 (x) ; ove Glíl (x), (i = 1 , 2) sono due ¡un..
zioni quasi continue e integrabili in (0 , 1,) , le qucrlz, per ogni coppia x’, x"
con 0  x’  x"  a verificano rispettivamente le disuguaglianze
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Sotto queste ipotelii esiste al più una funzione z (x , y) -continua, assie1ne

alla derivata parziale e tale che, su ogni in-

tersezione di D con una all’asse x, sia assolutamente continua ri-

spetto a x, la qUltle ,su ogn,i di D con una all’asse x
. 

soddisfa,, per quasi tutti gli x, all’equazione

e inoltre verifica la condizione iniziale

Infatti, se e sono due integrali della (52) soddisfa-

centi a tutte le condizioni indicate nell’enuciato del teorema, posto
z (x ~ y) (x , y) - zi (x ~ y) e considerata rispettivamente la differenza

in quei punti (x, y) nei quali è z (x, y) &#x3E; 0, e la sua contraria lll quei punti
(x, y) nei quali è z (x, y)  0, si verifica immediatamente che la funzione

z (,x , y) soddisfa, per z (x, y) ~ 0 , alle condizioni del lernma del n. 7. Per-

tanto risulta, in tutto D, z (x , y) = 0 , 2 ossia zi (x , y) - z2 (x , y).

OSSERVAZIONE I (41). Il teorema di unicità del presente 1Jlantiene la

propria validità anche se è ~ i
Ciò è conseguenza immediata dell’os8ervazione del D. 7.

OSSERVAZIONE II. Il teoreina del presente n.O continua a essere vatido,
se esiste un 0 in modo che la (48) abbia luogo soltanto lJer quelle
coppie q2 per le quali è q2 - q1 .s 11, e lcr (49) abbia luogo soltanto i)er

quelle coppie q1’ q2 per le quali è q2 - q1 &#x3E; - 11 .

(4i) Un esempio relativo al teorema del presente n.O è indicato al n. 4 della nostra

Nota lincea citata in (4), alla quale rinviamo,
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Quanto abbiamo affermato si prova arrecando qualche variante alla di,
mostrazione (42). 

1 
9. UN COMPLEMENTO AL 1’EOREMA DEL N. 8. funzione f (x, y, z, q)

è definita nel campo

ove b 1 b2 , bí , b’1sono 2 quattro í-eali con b,  b 2 ,  bl , 2 e se le disú-

guagliauze (47), (48), (49) sono veri ficate qitando z2 appartengono all’ iiiter-
vitllo il teorema di unicità del n. 8 è ancora pie-
namente va lido.

Ciò è evidente ;, infatti se Zl (x , y) , z2 (x ~ y) -4oiio due integrali della
(52), necessariamente in ogni punto (x, y) di D è

Pertanto considerata la funzione z (x, y) (x , y) - Zi (x, y) , 1 dalle

(47), (48) (49) segue che essa soddisfa alle condizioni del lemna del n. 7,
e quindi risulta Z1 (~, y) -- z2 (x, y) in tutto D.

OSSERVAZIONE. Le osservazioni fatte alla fine del n. 8 sono ancora

valide. 
’

’ 

§ 4.

10. TEOREMA DI UNICITL. Sia f (x, y, z , q) una ficnzione definita per
ogni (x, y) del rettangolo

(ove o  ci  C2) e per ogni coppia di numeri reltli z , q ; e supponiamo
che esistano un numero’ 11 &#x3E; 0 e quattro funzioni H (x) &#x3E; 0 ~ L (x) 2: O ,
Ti (x) 2: 0 , T2 (x) SO, quasi continue e integríybili in (0 ~ a) in modo che,
per quasi tu~ti gli x di (0 ; a) e per ogni coppia (Z1’ q~) ~ 1 (Z2 con z2 &#x3E; z1, 2
risulti

(4°) In particolare si tenga conto di quanto abbiamo rilevato in (37) e in (~°); cfr.

anche le dimostrazioni del § 4.
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per ~ e anche

per

per
Inoltre -sia P (y), 1 (c~  C2) una funzione continua assieme alla propria

derivata del primo ordine.

Sotto queste ipotesi esiste al una funzione z (x, y), la quale :
10) nel rettangolo R è continua assieme a-lla _propria derivata parziale

z’y (x , y) ;
20) per ogni y fissato di C2) , z (x, y), considerata come funzione

della sola x, è assolzctamente continua in (0 ~ a) ;
3°) su ogni segmento di R parallelo all’asse x soddisfa per quasi tutti

gli x all’equazione

4°) verifica la condizione iniziale

a) Infatti, se z, (x, y) , z2 (’~ ? y) sono due funzioni soddisfacenti alle

condizioni ~ °), 2°), 3°) , 4°), poniamo per ogni (x, y) di R

rilevando che : m (x ~ y) è continua in tutto R ; per ogni y fissato è funzione
assolutamente continua della sola x; in ogni punto (x, y) di .R in cui è

co (x , y) &#x3E; 0 ~ 7 la deri vata parziale c~y (x ~ y) esiste finita e continua ; è

Inoltre in virtù della (~6), Sl1 ogni segmento di ~i, parallelo all’asse a.

e tutto costituito di punti nei quali è u~ (x , y) &#x3E; 0 , dalle (53), (54), (55)
segue rispettivamente per quasi tutti gli .,x di (0, a)
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per c1 C y C c2 ; e anche

se è

se è u~y (x , °2) &#x3E; - tl.
Facciamo pure presente che, per semplicità, potremo sempre supporre

che, per quasi tutti gli x di (0 , a), sia .

b) Sia ~, un numero positivo tale che l’ integrale di L (.*), esteso a un
qualunque intervallo parziale di (o , c~) avente ainpiezza Â, risulti non su-

periore a c2 Indicato con RA il rettangolo 

definiamo

per - Â ~ x  0 , I ci  y  rilevando che, in virtù della (57), col (x , y)
risulta continua in tutto R~ . 

°

Sia, (~ == 1 ? 2 ... ) (con ,u~  q) una successione di numeri reali

positivi, decrescenti e tendenti a zero, e sia Ân, (n ~ 1 , 2 , ...)~ (con Ât  Â)
un’altra successione di numeri reali positiva decrescanti, tendenti a zero e

tali che :

I) l’ integrale definito di L (x), esteso a un qualsiasi intervallo parziale
di (0 , a) avente ampiezza non superiore a Ân, sia non superiore a 

II) su ogni segmento rettilineo di .R parallelo all’asse x e avente am-

piezza non superiore a 1,, risultino minori di pn sia l’oscillazione di w (x, y)

sia quella della derivata parziale 
Definiamo nel rettangolo R la successione di funzioni continue

rilevando che in virtù delle (57) e (62) risulta
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che la derivata parziale

risulta finita e continua in tutto il rettangolo R, 9 e che anche la derivata

parziale

esiste finita in ogni punto (x ~ y) di R tale che sia

1

c) Posto

definiamo per ogni x di (0 , a) le seguenti funzioni

ed osserviamo che, se (x~ , y) è un punto di R per il quale ha luogo la (66),
dalla (65), tenuto presente quanto abbiamo affermato in II), in virtù della

(58) segue in modo ben noto
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d) Dell’equazione dinerenziale ordinaria (34) [vedi n. 7 c)] consideriamo
l’integrale (35), osservando che esso verifica la (36), e pertanto per la (64) è

Affermiamo che in tutto il rettangolo è

Infatti, in caso contrario,, sia xn il minimo valore di x con 

per il quale esiste almeno un yn con  c2 , 9 tale che

onde, in virtù della (36) e della condizione II),

Come al n. 7 c), distinguiamo tre casi :

(i) tra i punti yn), per i quali è verificata la (71), ce n’è almeno uno
con ci  yn  c2 ;

(ii) la (71) ha luogo per y = c~ , ma non  yn  C2 ;

(iii) la (71) ha luogo soltanto per y. = e, .
Nel caso (i) risulta come al n. 7 c)

e quindi, siccome nel punto (~ ? yn) la (67) diviene
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procedendo come al citato n. 7 c), tenendo conto delle (71) e (34) ne segue

contrariamente all’ipotesi pn &#x3E; 0 .

Se ha luogo ,il caso (ii), essendo

per e,  y  c2’ risulta

e quindi per l~ (72) e per In condizione II) nell’ intervallo

D’altra parte, siccome dall’ ipotesi F2 (x) segue

la curva

appartiene al rettangolo R e pertanto per ogni x cou

e quindi in virtù della (71) deve essere

ossia
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Allora, tenendo conto della (69), dalla (34) in virtù della (73) segue

in contrasto con la scelta di ..

Infine, se è verificato il caso (iii), tenendo presente che, siccome risulta
, la curva

appartiene al rettangolo R, usufruendo della (68) si arriva allo stesso

assurdo.

Possiamo dunque concludere che la (70) è verificata in tutto il ret-

tangolo R. ,

e) Per il modo in cui sono state definite le funzioni Hn (x), Ln (x), dalla
(70) tenendo ancora conto della (35) si ottiene, in modo analogo al n. 7 e),
per ogni (x ~ y) del rettangolo R

ove ~ è il numero fisso indicato al luogo citato.
, Ne segue in tutto R (in modo identico al n. 7 f ))

cioè a dire per ogni (x, y) di R.

11. TEOREMA DI UNIGITÀ. --- Siano gli] (x), (i == 1 , 2) due funzioni as-

solutamente continue iit (0, a), (ove a &#x3E; 0) con glll (x)  g[21 (x) ~ (0  x  a) ;
sia f (x ~ y , z , q) una funzione de, finita per ogni (x, y) del 1 campo

e per ogni, coppia di numeri reali z, q ; e sia 99 (y) una funzione continua, in-
con la sua derivata del primo ordine, nell’intervallo °2)’ 9 ove si è

posto gli] (0) = Ci, (i = 1 , 2) .
Supponiamo che esistano due funzioni H (x) ~ L (x) quasi continue, non ne-

gative e integrabili in (0 , a) in modo che, su ogni intersezione di D con una
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parallela all’asse x, per quasi tutti gli x e per ogni coppia q1)’ 9 (Z2’ q2)
con z~ &#x3E; zl sia verificata la disuguaglianza

e inoltre si abbia per quasi tutti gli x di (0 , a) e per ogni coppia (z, , q1), 9
(z2 , q2) con z2 &#x3E; Zi

s’e e

se è q2 - q &#x3E; - rlo ; ove qo è u~a nuinero positivo e Gli] (x), (i = 1 , 2) sono

due funzioni quasi continue e integrabili in (0 , a), le quali, per quasi tutti

gli x di (o a) verificano le disuguaglianze

considerata la classe K delle funzioni z (x, y), soddisfacenti alle
seguenti condizioni :

10) z (x , y) è continua in D assieme alla propria derivata parziale
z’y (x y) ; J

20) su ogni intersezione di D con una parallela all’asse x z (x , y) è fun-
zione assolutamente continua rispetto a x ; J 

,

3°) in corrispondenza a ogni funzione z (x, y) esiste una funzione M (x)
quasi continua,, non negativa e in (0 , a) in naodo che, per quasi
tutti gli x di (0, a) e per ogni y con g[11 (x)  y  g[21 (x) ~ sia verificata la di-

suguaglianza

4°) le funzioni z (x , gli] (x)) , (i = 1 , 2) sono assaolutamente continue in

(0 , a) e per quasi tutti gli x di (U ~ a) è

esiste al più una funzione z (x , y) della classe K, 9 la, quale, su ogni intersezione
di D con una parallela all’asse x , 9 soddisfa per quasi tutti gli x l’equazione
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e verifica la condizione iniziale

a) La dimostrazione del teorema del presente n. si riconduce facil-

mente a quella del teoreina del n. 10 con un seinplice canbiamento della
variabile y. Infatti, posto

se z (x, y) è una funzione della classe K la funzione

risulta definita e continua in tutto il rettangolo

insieme con la propria derivata parziale

inoltre, se è veriRcata la (80), risulta

Affermiamo che, su ogni segmento di R parallelo all’asse x, Z (x , Y)
rixulta funzione assolutamente continua di x : per Y= c; , (i =1, 2) questa
affermazione è contenuta nella condizione 4°), perchè

mentre per tale proprietà si verifica in modo elementare (43).

(43) Infatti definita z (x, y) in tutto il campo 0 _ x  c~, ponendo
z (x, y) = z (x, g111 (x», per (x) i z (a? y) = z (x ~ (x)), per (X)  ~ ~ @ osserviamo

che, in virtù delle condizioni 3°) e 4°), risulta per quasi tutti gli x di (0, a) e per qua-
lunqtie valore di y

ove
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Inoltre, tenuto presente che, indicato con o il minimo della differenza
g121 (x) - 9111 (x) in (0 ~ a) , dalla (81) segue

mentre, indicato con N] 0 il massimo valore assoluto di z’y (x, y) nel campo D, per ogni
x di (0, a) e per ogni coppia con

Pertanto, considerato un nnmero finito qualunque di intervalli i (ocr 1 flr) (r=1,2,...,~rj
appartenenti all’intervallo (0, a) e a due a due distinti, si ottiene in iiiodo ovvio

e quindi per l’assoluta continuità delle funzioni ) il nostro asserto

è evidente.
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a ogni insieme di punti (x, y) del campo D , y avente misura superficiale nulla
corrisponde oel piano (x, Y) un insieme di punti del rettangolo R avente
misura superficiale nulla, e quindi, fatta eccezione per un insieme E’~ avente
nisura lineare nulla, di valori Y dell’intervallo (ci , °2)’ su ogni altra paral-
lela all’asse x, risulta per quasi tutti gli x di (O a)

b) Ciò premesso, se 1 sono due integrali della (79)
appartenenti alla classe .g e soddisfacenti alla (80), e se Y) , Zz (x ~ Y)
sono le funzioni che la (81) fa loro corrispondere, posto

onde

per la (83) è evidentemente

In virtù della (78) per quasi tutti gli x di (O a) è

e quindi, tenendo conto delle (79), (75) e (82), per quasi tutti gli ,x di ogni
segmento Y - ci , tutto costituito di punti nei quali è il (x ~ Ct) &#x3E; 0 , risulta

per ~ i ossia
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per ; e cos  pure per quasi tutti gli x di ogni seg-

mento tutto costituito di punti nei quali è S~ ~x , c~) &#x3E; 0~ risulta

I usufruendo della, (76)] 
.

per

Tenute presenti le (77), le (85) e (86) non differiscono, se non per la

forma,’ dalle (59) e (60) del n. 10, a), ove

Inoltre, fatta eccezione per quei valori di Y che appartengono all’in-

sieme E’, su ogni altro segmento parallelo all’asse x, con e,  Y ~ C2 e
tutto costituito di punti nei quali è S~ (,x , Y) ~ 0 , 9 dalla (84) tenendo conto
della (79) e della (74) si ottiene

ed per la (82)

Pertanto, posto

e procedendo in modo identico al n. 10 b), c) possiamo dire [cfr. la (67)]
che, fatta eccezione per gli Y di E’, la disuguaglianza
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è verificata in ogni punto (x Y) tale che sia

Allora riprendendo le considerazioni del n. 10 d), con l’avvertenza di sosti-
tuire, nelle (34) e (35) del n. 7 c)~ 2 ~un al posto di in virtù dell’ana-

loga della (71) [vale a dire Dn (xn , Yn) = v. (x,,)] possiamo dire che esiste
ten numero in modo che la disuguaglianza Y) &#x3E; 0 è verificata
per ogni (x , Y) con

Vale a dire la (88) ha luogo e per quasi tutti gli Y di

(Yn - hn , Yn + hn) , e quindi anche per tutti gli Y di tale intervallo, per-
chè i due membri della (88) sono, nell’intervallo indicato, funzioni continue
di Y. In particolare la (88) è verificata per x = x,, e per Y ~ Yn, e tutto
il resto della dimostrazione procede in modo identico al n. 10, salvo qual-
che evidente particolare.

. 12. OSSERVAZIONI. li) - A entrambi i teoremi di unicità de  nn. 10 e

11 si può arrecare il complemento analogo a quello che ha formato oggetto
del n. 9 del § 3.

b) Inoltre il unicità del n. 11 (e cos  pure il relativo com.

plemento indicato nelllty) del presente no.) è valido anche se è (x)  g[21 (x),
0  x  a , con

Ciò è conseguenza immediata di considerazioni del tutto analoghe a
quelle dell’osservazione del n. 7.

fi. Annali della Scuola 


