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SOPRA 1L PROBLEMA DELI’APPROSSIMAZIONE
DELLE FUNZIONI QUASI-PERIODICHE

di SiLvio CINQUINI (a Pavia).

In una Nota (1) di qualche anno fa abbiamo stabilito due risultati rela-
tivi al problema dell’approssimazione, mediante polinomi di BOCHNER-FEJER,
delle funzioni quasi-periodiche secondo STEPANOFF; il secondo dei risultati
contenuti in tale nostra Nota fornisce un’estensione del ben noto teorema
di BOOHNER: Per ogni successione di Bochner B, (@), (p=1,2,...) rela-
tiva a una funzione f (x) quasi-periodica - N &

a+1

lim lim sup. f!f(w)—aB () |de=0.
p—>+o00 —oo<la<l+oo P

Allo stesso problema & dedicato il § I della presente Memoria, nel quale
diamo ulteriori proprieta dei polinomi in questione, sempre nell’ipotesi che
la funzione da approssimare sia quasi-periodica secondo STEPANOFF ; tali
proprietd vengono stabilite sotto forma molto ampia (nella quale finora non
sono stale rilevate nemmeno le analoghe proprieta per il caso particolare
delle funzioni periodiche, ma abbiamo cura di rilevare qualche caso parti-
colare che si presenta maggiormente espressivo. ‘

A un ordine di idee un po’ diverso appartiene il § II, nel quale si con-
siderano funzioni quasi-periodiche secondo BoHR. Ricordato che il problema
dell’approssimazione delle funzioni della classe ora citata & risolto in modo
definitivo da un brillante teorema di BOCHNER, il quale afferma che per
ogni funzione F (xr) quasi-periodica (secondo BOHR) esiste almeno una succes-
sione di polinomi di BOCHNER-FEJER, la quale converge in modo uniforme
in tutto (— oo , + co) verso F(x), noi enunciamo alcune proprietd delle de-
rivate dei polinomi di BOCHNER-FEJER relativi a F(r), quando si supponga,

5

(Y) 8. CINQUINI. Sopra i polinomi di Bochner-Féjer e le funzioni quasi-periodiche secondo
Stepanoff. (Rend. Istituto Lombardo di Scienze e lettere, Vol LXXVIII (1944-45), pp.
391-400).
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in pit, che F (x) sia assolutamente continua su ogni inteivallo finito. Queste
proprieta sono basate sul fatto, da noi posto in luce (n. 8), che la derivata
del polinomio di BOCHNER-FEJER relativo a F(x) coincide con il polinomio
di BooHNER-FEJER relativo a I ().

Infine sorge il problema se alle derivate delle funzioni che stiamo con-
siderando si possa estendere il teorema di BOOHNER riportato nelle nostre
primissime righe (noncheé quelle sue generalizzazioni che noi abbiamo dato):
¢id in generale non & vero, come mostrano le considerazioni che concludono
la nostra ricerca e dalle quali si ottiene (n. 12) una condizione necessaria
e sufficiente, affinché F’'(x) sia quasi periodica secondo STEPANOFF; d’altra
parte, se & verificata questa ultima ipotesi, la validita di tali estensioni
& ovvia,

$ L

1. GENERALITA. &) Per comodita del lettore ricordiamo la seguente de-
finizione di STEPANOFF (?):

Una funzione f(x),(— oo < x < - 00), la quale su ogni intervallo finito
sia quasi-continua (secondo TONELLL) e integrabile (nel senso di LEBESGUE)
insieme con |f(x) |, ove pu é un numero reale =1, si chiama quasi-periodica
- 8~ se, in corrispondenza « ogni ¢ >0, si puo determinare un 1> 0 in
modo che in ogni intercallo dellasse x avente ampiezza 1 & contenuto almeno
un numero t, per il quale risulta

a+1 i
[Vu+ﬂ—ﬂmwméa

3

qualunque sia il numero reale o.

In particolare, per u —1, si usa scrivere § in luogo di S

B) Rinviando per le altre generalitd al luogo citato per ultimo in (?),
ci limitiamo a richiamare quanto segue.

(3) W. STEPANOFF Uber einige Verallgemeinerungen der fast periodischen Funktionen
(Math. Ann., Bd 95 (1926), pp. 473-498), §} 2; 3.

N. WIENER. On the representation of functions by trigonometrical integrals (Math. Zeit-
schrift, Bd 24 (1926), pp. 576-616).

A. 8. BusicovircH. H. BoHR. Almost periodicity and general trigonometrical series (Acta
Math. Bd 57 (1931), pp. 203 292), Cap. 111

A. S. BesicovircH Almost periodic functions. (Cambridge, Univ. press, 1932), Cap II,

S. CINQUINI. Funzioni quasi periodiche. (Quaderni matematici della Scuola normale
superiore di Pisa, n, 4; Litografia Tacchi, Pisa, 1949), Cap. 1l.
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Se (a,,a5,...) & una base (3) dell’insieme (4,, 4,,.:.) degli esponenti
di Fourikr della funzione f(x) supposta quasi-periodica - 8¢, (4 =1),
Pespressione

(1) op, @)=

Y %p
o\ (bl [ @ ap\ it +7oxt)e

- 2 “o 17 vee l—._p , it . _i 1! !
z (l ni) ( ny) A\ w1 ,

'Vpa—’np
ove ny,...,mp;N,,..., N, sono numeri interi positivi e si intende che sia

o
A (71 ﬁ;—! + .ot ﬁa;)-v) — 0 quando », —l%—' T ) 7;% non & un espo-
! ! \! !

nente di FOURIER di f(r), si chiama polinomio di Bochner-Féjer di ordine
p relativo « f(x).
Tenendo presente che &

T , * “p
% &\ __ oo L[ “’(’1F+ +'PFT)t
(2) A (1'1 ij +... 4 v ﬁﬁ) s T]llﬂw ﬁj j (t) € ! 4 dt 3
-

si perviene all’espressione definitiva di og, (®), la quale, ecome & noto, &

T
’ — . 1 . oy ap
(1 ) on (-’lz') —TEI_Y'I_OO E—Tf'/ (-’v *I'-' f) Hn‘(ﬁﬁ t ) . e an (l—v;i t ) at ’
ove
2
sen v —
y k —i 1 2
3) e = 2 (1*M)e o L
= ” Y\ sen 2
2
& il nucleo di FBEIJER ; inoltre vale Inguaglianza
T
. 1/ a, o
— == t). .. ——tldt=1.
o e mlem ()

(®) Vedi, per esempio, S. CINQUINI luogo cit. in (%), Cap. I, n. 25, pag. 55.

-

7 Aunali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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y) Si chiama successione di DBochner ogni successione di polinomi di
BoCHNER-FEJER o8, (@), (p=1,2,...) tale che, per p — - co, sia anche

n n
N1%+OO,N2‘>+OO,oQ-; ‘lv.—i'—*—‘}‘oo’ —N—z’—b-‘{—oo,o.o(4)o
1° 2°

2. TEOREMA A. Niano @ (u), Q2 (u), h(u) tre funzioni definite per v >0
con @ (0)="~n(0)=—0, continue e non negative ¢ supponiamo che D (u) sia
convessa secondo JENSEN, che sia

Q (u)

= -} oo,

u— 00

(5) lim

e che h(u) sia crescente; sia Ik (n) la funzione inversa di h(u), e poniamo

(6) H (u) :fh(v)dv, K (u) =/k (v)dv .
0 0

Sia f(x) una funzione quasi-periodica - 8, sia g (x), (— oo < & < - co)
una funzione quasi continua e integrabile (5) su ogni intervallo finito insieme
con H[P2|f(x)|)], K[Q(|g(x)|)] ¢ si supponga che sia finito il

a1 a+1

(7 . lim sup ng[d5u2|f(w)|)]dw+fK[Q(|g(w)[)]dw$
—ooLa<l4o

e che inoltre la funzione @ (2| [ (x)|) sia uniformemente integrabile (°).
Allora se oy {x),(p=1,2,...) é una 8successiore di Bochner relativa

a f(x), risulta

a+1
(8) lim lim sup / g @) | D(|fl@)— 9B, () )dxe=0.
P — 400 —ocoLal+400

a) Per stabilire il teorema enunciato cominciamo a rilevare che ciascuno
dei prodotti
9) lg@)| P(|f(@)—op, (@], (p=1,2,...)

& integrabile su ogni intervallo finito.

(*) In particolare si pud prendere Ny =Ny, =...=Np =p;n, =ng=...=np = (p!)%

(5) Nella presente Memoria V'integrabilita va intesa nel senso di LEBESGUE.

(6) Per questo concetto vedi, per esempio, S. CINQUINI, lnogo cit. in (%), Cap, II, n.
4, a), pag. 73.
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Infalti, tenuto presente che @ (u) risulta non decrescente, in virta della
convessitd secondo JENSEN abbiamo

(10) D (|f(@)—op,(@)]) < @

(2 F @) +22 | o5, (2) l) _

1
S*g’% D2|f()]) + ¢(2|03p(w)|)§;
da cui

(1) |g@)| D (f (@) — og, @) |>s—;—§ D2\ f@))]g@)|+ di(zloup(w)l)lg(w»g.

D’altra parte, siccome in virti della (5) possiamo determinare un nu-
mero u, > 0 in modo che, per ogni w = w,, sia << Q2 (u), risulta

(12) PE2[f@])]g@)|<u P2/ @)+ Q(lgw@)|) P2|f@)]);

rileviamo che ciascuna delle funzioni che figura al secondo membro della (12)
& integrabile su ogni intervallo finito:

1% per @ (2|f(x)|) cid & contenuto nell’ipotesi che tale funzione sia
uniformemente integrabile ;

2% per Q(|g@) |) D (2| f(x)|) basta tener presente che per la di-
suguaglianza di Youne (7) &

(13) P2 @) R(g@))<H|P2[f(@)N+ K[R]g@])],

ove le funzioni che figurano al secondo membro sono integrabili per
ipotesi.

Pertanto la funzione che figura al primo membro della (12) risulta in-
tegrabile su ogni intervallo finito, e dalla (11) si conclude immediatamente
che anche ciascuno dei prodotti (9) gode di tale proprieta.

b) Le ipotes: fatte sulla funzione £ (x) permettono, in base a un nostro
risultato(8), di determinare un numero u,>0 e una funzione £, (u),(0<<u<-}oo0)

(") Vedi, per esempio, HARDY LITTLEWOOD-POLYA. Inequalities (Cambridge, Univ.
Press., 1934) n. 156, pag. 111.

(8) Vedi 8. CiNQUINI. L’estremo assoluto degli integrali doppi dipendenti dalle derivate di
ordime superiore (Annali R. Scuola normale superiore di P18a, Vol. X (1941), pp. 215-248),
n 4 e osservazione.
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continua, non negativa, crescente e convessa secondo JENSEN con

(14) im0
u—+oo U
in modo che sia
Qe () <2 (u)+41, per 0 <u <wu;
8, (u) << 2 (u), per u, <<u.

Quindi, indieato con Q, il massimo di £ (u) in (0,u,), siccome K (u)
risulta crescente, abbiamo

K[Q*Hg(‘”)l)]SK[.Q(|g(x‘)])]+]{[g'+1]

pertanto dalle ipotesi fatte si deduce che K [Q,(|g(x)|)] & integrabile su
ogni intervallo finito e che é finito il

a1
lim sup /K[Q*(lg(x) Ndea.
—coLal+4oo

Allora, in modo analogo alla deduzione tratta dalla (13), si conclude

che il prodotto D (2 |f(x)|) L2, (|g(x)|) risulta integrabile su ogni intervallo
finito. Inoltre, posto

a+1 o/;‘+1 )
(15 A= lim sup /H[¢(2I/'(w)l)]dx+/K[Q*(lg(w)!)]dws,

—ooL a4

possiamo affermare che il numero A4 & finito
¢) Sia v = w, (v), (0 << v <-} o) la funzione inversa di v = Q, (u); w, (v)
risulta continua, non negativa, crescente e dalla (14) segue

.

lim
0~»-|-oo v

Pertanto, preso ad arbitrio un numero & > 0, possiamo determinare un
7 > 0 in modo che, per ogni numero positivo w con w <y, sia

(16) o, (%) < % )
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Per ogni numero reale « poniamo

a+1
(17) 4 (a):f (£ (@) — op, @) | d 2

[

e ricordiamo che in virti di un nostro precedente risultato (%) &

lim  limsup 4dp(x)=0;
p-+—+o0 —oolal+t00

quindi possianmo determinare un numero p’ = 0 in modo che per ogni intero
p > p’ e per qualunque a reale sia

dp (@) < 7

allora in virtu della (16) per ogni intero p > p’ e per qualunque « reale con

(18) p (@) = 0
risulta

A P
(19) by @) o (375) < 5 -

d) Supposto p > p’, per ogni « reale per cui ha luogo la (18), in virti
della disuguaglianza di JENSEN si ottiene (19)
a1
[ ®U1r@ = an, @) g @) s
‘Q* B at1 <
[ @176 —os, @)tz

a+1
[ @(r@—on, w2, (lg@has

N

a+1 )
f (| /@) — o5, @)|) d

a

(®) Vedi 8. CiNquinNIi luogo cit. in (1), n 4, pag. 398,

(1%) B superfluo far presente che, se fosse @ (| f(x) — UBP () | )=10 in un pseudoin-
tervallo Eu p di punti di (a, o + 1) avente misura positiva, per applicare la disugua
glianza di JENSEN basterebbe sostituire, a ciascuno degli integrali estesi all’intervallo
(@, 0 + 1), il egrrispondente integrale esteso al complementare di Eq,p rispetto a o, + 1)
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e da questa disuguaghauza, siccome w, (v) & crescente, segue immediata-
mente tenendo presente la (17)

a1
(20) fdi(lf(w—oa,,(w) D19 | de <

a1
gA,;(a)w,(Z:@—)[@(|f<w>—oB,,<w>|>9*(1g<w>|)dw>.

Osserviamo che dalla disuguaglianza

a+1
P(|f@)—op, @) ])2(lg@]|)dr<

a-1 a+1
1 A
s—z—fd)(z |/ 1) 2u(] g @) | )dw+—;—] (2|0, @) Qg e

che si trae in modo ovvio dalla (10), segue, usufruendo ancora della disn-
guaglianza di Young,

a1 a+1
P10 —ony (@) 1) 90 (| g0) o= - [ (@ /) 1)

a+1 a+41
+og [ 9@ om0 Dot [ K219 )]s

Siccome H [P (2u)] & una funzione di » non negativa, non decrescente
e convessa secondo JENSEN, per ogni intero positivo p e per ogni « reale & (11)

(1) Cid d oaso particolare del seguente teorema, oche, essenzialmente, figura gia in
S. CiNQuiNI luogo cit. in (?), Cap. II, n. 27, pag. 131,

TroREMA III, Sia f(x) una funzione quasi-periodica - §, sia ¥ (u), (0 <<u < + oo) una
funzione non negativa, non decrescente e convessa secondo Jensen, e 8i supponga che la funzione

a1

Y( | f(x)|) sia integrabile su ogni intervallo finito ¢ che sia finito il lim sup j.’l’( | f(x) | )dx.
—ooL a0
[
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a1 a1 '
fH[¢(2 | og, (x) | )] dxe << Tlim sup fH[tb(Z | f(®) | )] de.
—ooLaltoo

Pertanto, tenuta presente la (15), risulta per ogni intero p > p’ e per
qualunque « reale
a+1
D(|fl@)—op,@) | )2 (9@ |)dz<A4.
a
Allora dalla (20), in virta della (19), abbiamo per ogni intero positivo
p > p' e per qualunque o reale per cui & verificata la (18)
a+1
@) [P0 = o0 D) | g | de < dp @ (775) <5
a

D’altra parte, se &« & un numero reale per cui non & verificata la disu-
guaglianza (18), dalla (17) segue in quasi tutto (a,o -+ 1)

(@) —op @ )=0,
e pertanto risulta
a+1
/45( | @) — o5, (@) 1) | 9(@) | do=0.

a

-

Quindi dalla (21) e da questa ultima si conclude che per ogni p > p' e
a1

. &
tim sup [ @ (17 @)—on, @) ) | ofe) | dx = G <o,
—oo<La<l+}o00
e il teorema enunciato & cosi completamente stabilito. .

Allora per ogni polinomio di Bochner-Féjer GBp (x), (p=1,2,...) relativo a f (x) vale la disu-

guaglianza
a+1 a+1
lim sap f!l’(loB (x) | ) de << limsup /Y’(lf(w)l)dz.
—coLal oo 14 —ocola<l}oo
a a

Soggiungiamo che il teorema III & valido anche guando si sostituisca all’ ipotesi ‘che
la funzione f(x) sia quasi-periodica - § la seguente (pitt ampia): f(x), (— oo <z < + ©0)
s1a quasi continua e integrabile su ogni intervallo finito e sviluppabile in serie di FourIirg
(generalizzata). (Vedi 8. CiNQUINI, luogo oit. in (!), n. 1, ), pag. 393).
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OSSERVAZIONE. Se & @ (u) = w”, con m=>1, le due ipotesi che
@ (2| f(x)| ) sia uniformemente integrabile e che /f(x) sia quasi-periodica
- 8 sono equivalenti allunica ipotesi che f(x) sia quasi-periodica — 87 (12).
Inoltre, in questo caso, nell’enunciato del presente mn. alla funzione
H[® (2| f(x)])] va sostituita ovunque H[ | f(x) |™].

Infatti, ricordando che per m =1 &

(22) (1Dl Dy [ m2m 2| D™ | Dy,
si pud sostituire alla (10) la disuguaglianza
| /(@) — op, @) [» < 27=1( | f(@) [ + | o5, (@) |},

semplificando convenientemente alcuni particolari del seguito della dimo-
strazione.

3. UN NOTEVOLE CASO PARTICOLARE DEL TEOREMA A. Tra i casi par-
ticolari del teorema generale del n. 2 rileviamo il seguente. Se & @ (u)—=u",
con m=>1, H(uy=u#, con u> 1, basta prendere 2 (u)= w, K (u)=—u"

1 1 - . .\ .
con — + — = 1, e il teorema A assume la seguente forma piu semplice
§2 v
e pitt espressiva:
\e . L 1 1 ,
Siano p, v duwe numeri positivi con 7+_v =1, e si supponga che

f(x) sia una funzione quasi-periodica — 8¢ ¢ che g (x), (— oo < & < + o) sia
una funzione quasi continua e integrabile su ogni intervallo finito insieme con
a+1
|g (x)|” e tale che sia finito il lim sup | g (@[ de .
—oo<lal 400

Allora per ogni successione di Bochuer 0B, (®),ip=1,2,...) relativa
a f(x) risulta
a+1

(23) lim lim sup / lg@ | |f(@) —op (®|"de=0.
p—>to0 —colaltoo p

a

La dimostrazione del presente caso particolare assume una forma sem-
a+1

plicissima, perche basta applicare all’integrale / | g@) | | f(x)—on(w)['“dw

(1?) Cid ? ben noto; vedi, per esempio, § CINQUINI, luogo cit. in ®, n. 5,¢) pag. 76
e n. 4, b), pag T3.
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la disuguaglianza di SCHWARZ-HOLDER e usufruive di un risultato di

BusicoviToH-BoHR (13) che & contenuto come caso particolare in quanto
abbiamo stabilito nel nostro lavoro eit. in ().

OSSERVAZIONE. La funzione g (x) soddisfa sicuramente alle ipotesi del
presente n.% se & quasi-periodica - S,

4. UN COMPLEMENTO AL TEOREMA A. Ferme restando tutte le ipotesi
del teorema A, supponiamo che anche g(x) sia una funzione quasi-periodica
-8 (%). Allora se T8, (®),(¢=1,2,...) ¢ il polinomio di Bochner-Féjer di
ordine q relativo a g (x), risulta per quulunque intero positivo q

a+1
(24) lim lim sup |z, (&) | D (| f(@)—op (x)|)dx=0.
p—++oo —oco<al+oo “ P

a

Per stabilire la proposizione ora enunciata basta riprendere la dimo-
strazione del n. 2 a partire dal capoverso d) sostituendo | B, (%) | al posto
di | g ()] In luogo della (20) abbiamo

a-+1
/45( | f (@) —op, @ |) |75, (@ | de<

a+1
sAm)w*(;,;%)/ O (17 — on, @ 1) 2 (|78, @ ) da).

Procedendo come al luogo citato si ottiene

a+1
f@( | £ @) — o5, ) 1 )2( | 5,@) | ) do<

a+1
5 [me e e e+

1 a1 a+1
g (T2 @ Vo, @) e £ [KI2L1 0 1) e,

(13) Vedi BesicovircH Bonr luogo cit, in (2), Cap IV, § 13, Teorema II, pp. 262-3;
oppure A. S BesicoviTcH opera cit. in (2, Cap. 1I, § & pp. 106-7.

(%) 11 teorema del presente n.° & valido anche quando la g¢(x), in lnogo di essere
quasi periodica - S, soddisfa alle condizioni indicate nelle ultime righe di ().
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e quindi, siccome K [Q, (v)] & una funzione di » non negativa, crescente e
convessa secondo JENSEN, usufruendo del nostro teorema III (15) e tenendo
presente la (15) risulta per ogni intero p > p’, per qualunque intero ¢ e per
ogni numero reale o

a1

fm | F@) — 08, @) |) (| 15, @) | )do < A .

a

Infine la (24) si ottiene in modo identico al n. 2.

OSSERVAZIONE I. Se alle ipotesi del presente n°. relative alla funzione
K {Q(] g(»)|)] sostituiamo le seguenti: n & un numero > 1 tale che la fun-
zione K [Q2( | g (#) )] & integrabile su ogni intervallo finito e che & finito il

a+1

lim sup fK[Q( | g () [")de,
—oo<al+}00

a

allora per qualunque intero positivo ¢ ¢

a+1

lim  lim sup | 7, (®) |* D (| f(®)—o0p, (®)|)de=0.
p—+oo —co<a<+too 1 b

a

¥ OSSERVAZIONE 1I. L’osservazione che figura alla fine del n. 2 & valida
anche per il teorema del presente n.% nonché per la sua estensione indicata
nell’osservazione I.

OsSERVAZIONE III. Anche per la proposizione del presente n.°, nonche
per la sua estensione che forma oggetto dell’osservazione I, si puo rilevare
un caso particolare analogo a quello del n. 3.

5. TEOREMA B. Siano Q(u), H (u), K (u) le funzioni considerate al n. 2,
Siano f, (x), f (%) due funzioni quasi-periodiche - 8™ con m=1, e 8i sup-
ponga che le funzioni H [Q( | f, (@) ™)), K[Q(|/fy®)|™)] siano integrabili su
ogni intervallo finito e che sia finito il

—oo<lal4o0

a1 a1
lim sup /H [Q(]/ (®)|™)] de + [K[Q( | f2 (@) |™)] de

(15) Vedi ().
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Allora, se 0531,( ), (p=1,2,...); GB] (@), (g=1,2,...) sono due suc-
cessioni di Bochner, la prima relativa a fl( r), la seconrlw relativa a f, (v),

risulta
a+1

(25) lim  lim sup f | fi(®) 2 (@) — o), (@) of) (v) [ dx = 0.
Pyq—+ o0 —co<a<l+ a

a

Infatti, determinato u, > 0 in modo che. per ogni u = u,, sia u<"Q(w),
siccome I/ (u) e K (u) sono funzioni crescenti, abbiamo per ogni x reale

H[|f(») ‘"‘]—<—H[Q( | fi (@) {"’)]'FH('“'O),

K[| /@< K[Q(]| L]+ K,

e quindi H[ | f, (®)|"], K[| f; (@) |™] risultano integrabili su ogni intervallo
finito e sono finiti entrambi i

a1 a
lim sup fH[ | £y @) |™] da lim sup /K[ | f3 (@) | ] de .
—oo<a<l+0

—ooLa<ltoo
a

D’altra parte, essendo in virtu della (22) per ogni x reale e per qua
lunque coppia di numeri interi positivi p,q

(26) | £ (2)fs (@) — o, @) 0] (@) [m<2m—1{ | fy(a) ™ | £, (@ — o), (@) | +-

+ | o, @ [ | /o @) — o, @) [},
abbiamo per ogni a reale (16)

a+t1
(27) [l S @) 1, @) — ol (@) o) | do <

a+1 a+
=2m / | @) | £y ) — ol (@) \Mda-+[ so‘” I”‘lfz(w)—-ogl )" de

(46) In virth della (26) I’integrabil t& su ogni intervallo finito della funzione
| f1(x) fo (x)—a%] (x) a%] (x) " & contenuta implicitamente in quanto segne, perche la pos-
sibilitd di applicare i risultati dei nn. 2 e 4 implica che esistanc finiti ambedune gli inte-
grali che figurano al secondo membro della (27).
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Teniamo presente sia le ipotesi fatte, sia quanto abbiamo rilevato all’i-
nizio della dimostrazione : allora per Vosservazione del n. 2 &

a+1

lim lim sup | fo (o) ™ | fy () — o%;, (@) | de =0,
p—+ o0 —oolal+oo

a

e in virtl delle osservazioni I e II del n. 4 risulta (!7) per qualunque
intero positivo p

a+1
lim  lim sup | o) (@) ™| £y (2)— o (@) [mdr=0.
q-—>—+o00 —oola<<+oo p q

[}

Pertanto dalla (27) segue immediatamente la (25).

OSSERVAZIONE. Nel caso particolare in cui sia H (u)=wu* con u>1,
1 I ’ .
basta prendere Q(w)=u,K () =u" con — 4 — =1, e il teorema del
y2 v
presente n®. assume la seguente forma semplicissima:
Sia m=1; se f,(x) ¢ quusi periodica - 8™« ¢ se f,(x) é quasi-periodica

. e 1 1
-8mY ove u e v sono due numeri positivi con — - — =1, ha luogo
) v

la (25).
Infatti in questo caso particolare basta tener presente la proposizione
del n. 3 e losservazione III del n. 4.

6. TEOREMA C. Siano H (u), K (u) le funzioni considerate al n. 2, e siano
S1(@), fo(x) due funzioni, la prima quasi-periodica - 8", la seconda quasi-
periodica = 8%, ove m =1, n=>1, e si supponga che le funzioni H[|f (x)|™],
K[| fy(x)|"] sitno integrabili su ogni intervallo finito e anche uniformemente
integrabili. Allora risulta

a+1
(28) lim lim sup | | f, (@) — 05;; @) ™ | f, (@) — o[B'q @ rde =0,
Pyg—+o0 —cola<ltoo

{7y Per usufruire dei risultati del n. 4 si prende g (x)=/f, (x), f(®) =f, (x),n=m,
e si tiene conto dell’integrabilitd su oguni intervallo finito delle funzioni H [2 (] f, () | m)],
K[| fa(x)] m] e del fatto che & finito il

a+1 a1

limsup / H(Q(| fi(r) | m)] do +/ K[ /s (x)] m]ds

a o
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ove o%i, @, (p=1,2,..., 0[531 @,(@g=1,2,...) sono due successiont di
Bochner relative rispettivamente a f, (x) e a f,(x).

Infatti, usufruendo in modo opportuno della disuguaglianza di Younag,

risulta per ogni « reale e per ogni coppia di numeri interi positivi p,q ('8)

a1
[ 12w = oy ) 1 1) — ol 0 e =

a+1 a+1
<4 fﬂ[% | 7y (@) — ol () |m] dx +f1c[% |f2(m)—o%{1 (@) || de{

e pertanto la (28) & conseguenza immediata di un nostro precedente ri-
sultato (19).

OSSERVAZIONE. Se H (u) = u” con u > 1, in analogia a quanto abbiamo
visto nell’osservazione del n. 5 il teorema del presente n.° si enuncia nei
seguenti termini :

Sie m=1, n=1; se f; x) & quasi-periodica - 8"+ ¢ se f,(xr) é quasi-

Lo . L 1 1
periodica = 8", ove u e v sono due numeri positivi con — 4 —=1, ha
2 v
luogo la (28).

§ IL.

7. GENERALITA. a) Nel presente paragrafo consideriamo funzioni quasi-
periodiche secondo BOHR e, in vista del problema dell’approssimazione delle
loro derivate del primo ordine, supponiamo che esse siano assolutamente
continue su ogni intervallo finito. Per la definizione di BOHR rinviamo al-
Vopera di J. Favarp (*%), soggiungendo che per funzione quasi-periodica
intenderemo sempre una funzione quasi-periodica secondo BOHR.

Infine ricordiamo che i richiami fatti, a proposito delle funzioni quasi-
periodiche - 8, nei capoversi ) e y) del n. 1 sono validi a fortiori per le
funzioni quasi periodiche secondo BOHR. '

?

(18) Vale una considerazione analoga a quella fatta in (16).

(Y9) 8. CinquiNi, luogo cit. in (1), n. 4, pag. 398

(20) J. FAVARD, Legons sur les fonctions presque-périodiques. (Paris, Gaunthier Villars,
1933), oppure S. CiNQUINI luogo eit. in (%), Cap. L

Vedi anche: H. BoHR, Zur Theorie des fast periodischen Funktionen 1 (Acta Mathema-
tica T, 45 (1925), pp. 29-127),
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B) Facciamo presente che se la funzione quasi-periodica [f(x) & assolu-
tamente continua su ogni intervallo finito, il valor medio della sua derivata
del primo ordine esiste finito ed & nullo.

Infatti, siccome dall’ipotesi che f(x) & quasi-petiodica segue che essa &
limitata in (— oo, 4 oo), si ottiene

T
1 1
(29) lim —— [ ff@de—= lim ——[f(T)—f(0)]=0,
Todoo 1 Todtoo 1
0
e analogamente
0
(30) lim 1 ff’ () dx =10,
T—+4 o0 —T—
—T

Inolire, integrando per parti prendendo f(x) come fattore finito, abbiamo
per ogni numero reale A=F0

T T
lim 1 f (@) e dg = lim 1 l 7'(x) o + 1 m/" (@)e—i* qx
T »+ o0 T —T»+m T oY il 0 il ’ ‘ ’
0 o
e quindi, siccome per ogni x reale & | ¢~ | —= 1, ne segue
T T
1 . 1 .
31 lim —— [/ @e™dr—14 lim — [ f(x)e " dx,
T—+ -+ T . T ~+ o 1 .
0 0

e in modo analogo si ottiene

0

0 .
(32) lim —17 S (x) e~ dr—11 lim 1 S () e~ dg s
71—+ co 1 T4 oo T
T —r

e tenendo presenti le (29) e (30), possiamo dire che le (31) e (32) sono veri.
ficate per ogni valore reale di A.

Siccome f(x) & quasi-periodica, i secondi membri delle (31) e (32) sono
finiti per ogni valore di 1 e inoltre sono diversi da zero al pit per un’infi-
nitd numerabile di valori di 1; pertanto di tali proprieta godono anche i
primi membri.
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Possiamo quindi concludere (1) che, sotto Vipotesi che f(x) sia quasi-perio-
dica e inoltre assolutamente continua su ogni intervallo finito, la sua derivata
S (®) é sviluppabile in serie di Fourier (generalizzala) e la successione de-
gli esponenti di Fourier di f'(x) coincide con quella relativa a f(x) (« pre-
scindere, al piw, da A=—20 che, in ogni caso, non é esponente di Fourier

di f(x)).

8. LEMMA. Se la funzione quasi-periodica f(x) é assolutamente continua
su ogni intervallo finito, allora la derivata del polinomio di Bochner- Féjer di
ordine p relativo a f(x) & uguale al polinomio di Bochner-Féjer di ordine p
relativo a f (x).

Infatti, derivando ambo i membri dell’espressione (1) del polinemio di
BoCHNER-FEJER relativo a f(x), si ottiene

(33) o, () = 3.3 (1__|_”_1_‘>(1_|}’L|>><

n=—m vp=—Hy ny "p

[ @ ap
i\ + +vp N—i)w

. ap ai ap ( M P’
> (1'1 A‘,—‘!-{—-..—*—VP-N'E)A(’Vi —1\71—3 +-..+ ’l’pl\l—,p—i>6 .

Supposto

(34) 2 {;1 g L0,

sostituendo a A(v, ¥, ’—l— e N, ) la sua espressione (2), ripetendo un

noto procedimento (??) e infine integrando per parti prendendo f (z + u)
come fattore finito, abbiamo

a, ap
@ x (‘m+ "+V"'1§')”
. p A
’t(‘}'l 'ﬁ:‘i—i—... +ypﬁp_i)A( N' +Vp ) ==
1 3 ( 2+ ap)u
. X 1 WRI_; . va; .
_TE$m2T <’N'+ —-{—vp )/(w—i—u)e du —
—r
('N + . +vap')uu=T
= lim 2T[ S+ ue b ] +
T—++co u=—"T

(®) Vedi 8. Cinquint, luogo eit. in (1), n. 1, f), pag 393
(??) Vedi, per esempio, 8 CINQUINI, luogo cit. in (%), Cap, I, n. 28 b), pag 61 e segg.
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T a «
R 1 (4
— =+ .-+~ ——)u
+ff'(-’t‘+u)e (‘Nl! PN au (=
—T

( . 2
—i{n—=—4...+» u
N PN, v)

P/ du,
T+

T
. 1 ; ’

— lim ET/f (@ -+ ue
—T

ove abbiamo tenuto presente che, per ogni wu reale, &

( T
— "y e vp-—-i>”
e che f(z), quale funzione quasi periodica, & limitata in (— oo 4- c0).

Allora tenendo presente che, siccome la successione o, , 0, ,...,05,...
¢ linearmente indipendente, se non ha lnogo la (34) deve essere necessa-
riamente

la (33) diviene

0B, (¥) = 3.3 (1.—.|_"L‘)__.(1_1_”g_|)><
v

yp=——m vp=—n

T

3 1 ’ !

— TllT_oo Z—T_/f (x + u) du,
—7

e infine, usufruendo della (3) e tenendo presente che, siccome f(x) e limi-
tata in (— co, 4 oo), risulta

T
. 1 , o | . . .
TB]-:-]oo —2-7,/‘]” (® + u) du = TEIEW27‘[‘I('L+T>—j(x—-T)]——0’
—T
si ottiene
T
b= lim —— [ @t I (2 w). T (22 ) du
(35) 0B, “‘T‘++m21"f(‘ u) Ily, w1 Ty
—T

Pertanto, per il n. 7, f8), il nostro asserto & cosi provato.
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9. TEOREMA I'. Sia f(r) una funzione quasi-periodica, la quule & asso-
lutumente continua su ogni intervallo finito, sia D (u), (0 < u < 4 o) una
Sfunzione non negativa e convessa secondo Jensen, ¢ si supponga che D (| f'(x)|)
sia integrabile su ogni intervallo finito e anche uniformemente integrabile.

Allora se op, (¥),(p=1,2,...) ¢ il polinomio di Bochner-Féjer di
ordine p relativo a f(x), gli integrali

[® (1 oh, @ 1), (p=1,2,..)

sono equiassolutamente continui in modo uniforme (3).
In virtd della (35) la dimostrazione del teorema enunciato non diffe-
risce da quella di un altro nostro teorema (%4),

10, TEOREMA IIT'. Sia f(x) una funzione quasi-periodica, la quale é asso-
lutamente continua su ogni intervallo finito, sia D (u),(0 <u < 4 o) una
Junzione non nmegativa, non decrescente ¢ convessa secondo Jensen, e 8i sup-
* ponga che D (| f (x)]|) sia integrabile su ogni intervallo finito e che sia finito
a+1

il limsup | @ (| S (®)]|)dx.
—ooLal+oo
~ Allora per ogni intero positivo p vale lg disuguaglianza
j
a+1 ( a1
lim sup , @ (| op (&) |)dw = limsap | ®(|f (x)])dx,
—oo<a<+oo. P —ooLlal+4oo

ove op, (@) ¢ il polinomio di Bochner-Féjer di ordine p relativo a f(x).
In virth della (35) anche la dimostrazione del presente teorema si ri-
duce a quella di altra nostra proposizione (?%).

11. EsgmPI. A prescindere dal noto teorema di BOCHNER, il quale af-
ferma che, se f(x) ¢ una funzione quasi-periodica avente derivata del primo
ordine f’ (#) uniformemente continua in (— oo, 4 co), anche f’(x) risulta

quasi-periodica, si presenta, d’altra parte, la ricerca delle proprietd di f (),

(28) Per questa definizione vedi S. CINQUINI, lmogo cit. in (!), nota (?) a pid di
pag. 394,

(24) 8. CiNQUINI, luogo cit. in (), n. 2, pag. 394,

(%) Vedi ().

8 Anmnali della Scuola Norm. Sup - Pisa.
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se si suppone che la funzione quasi-periodica f(x) sia assolutamente con-
tinua su ogni intervallo finito. Si hanno due casi:

1% I evidente, innanzi tutto, che c¢i sono funzioni quasi-periodiche, as-
solutamente continue su ogni intervallo finito, la cui derivata del primo
ordine & quasi-periodica~ §.

Infatti se g (x) & quasi-periodica — 8§, e G (x) & una primitiva di g (»),
ogni funzione G, ()= G (x + v) — @ (»), ove v 5= 0 & un numero reale qua-
lunque, & quasi-periodica (?6) e la sua derivata G1(x) =g (x + v) —g(2) @,
evidentemente, quasi-periodica — 8.

29) D’altra parte esistono funzioni quasi-periodiche, assolutamente con-
tinue su ogni intervallo finito, la cui derivata del primo ordine non @
quasi-periodica — §: c¢id risulta dal seguente esempio.

Cominciamo a definire, per ogni intero positivo », una funzione f,, (x)
come segue: considerata la successione di intervalli

1 1
I.,= 2n+2n+11’_7, on 2n+1'r+-n—, r=0,&1,+2,...),

e suddiviso ogni I, ,,(r=20,2+1,+ 2,..) in n parti uguali (ognuna delle
2
quali risulta di ampiezza 70;), in ogni I, definiamo f,(2), tracciando

una poligonale costituita dai lati di » triangoli isosceli (situati nel semi-
piano y = 0), ognuno dei quali ha come base una delle parti in cui ab-

. 1 . .
biamo suddiviso I, , e altezza ) e assumendo per ogni « di I,,,, come

valore di f, (x) la corrispondente ordinata della poligonale; poi per ogni =
non appartenente ad alcuno degli intervalli I, , ,(r=0,4+1,+2,...) as-
sumiamo f, (x) =0.

Evidentemente la funzione f, (#) risulta continua e periodica di periodo
27+l inoltre &

1
(36) | @) | =, (— o0 <& < + o)
e per quasi tutti gli @ di Ip,,,(0r=0,4+1,422,...)
(387) | fo (@) | = .
Cid premesso, consideriamo la successione f, (),(n=1,2,...), e ri-

leviamo che, siccome due qualunque intervalli I, ,, (r=0,41,742,...;n=1,2,...)

(26) Vedi, per esempio, 8. CINQUINI lnogo cit. in (?), Cap. 1I, n. 15, pag. 99.
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non hanno mai alecun punto a comune, per ogni x reale al pilt una sola
delle funzioni f, (x),(n =1, 2,...) & diversa da zero.

o] .
Pertanto la serie X f, () & uniformemente convergente in (— co, 4 o)
Nn=1
e quindi, posto
20
(38) F(x) = 21 o (@)
n=

lIa funzione F (x) risulta quasi-periodica (*7).
Inoltre in qualunque intervallo finito (', "), F (x) & assolutamente con-
vinna. Infatti siccome al pit un numero finito di intervalli

Ii,, (r=0,4+1,+2,...;50=1,2,..)

ha punti a comune con (', 2"), se n, & il massimo dei primi indici degli
intervalli T, , contenuti (completamente o parzialmente) in (', 2"), in virtn
della (37) risulta in quasi tutto («', ")

| F' () | <<mg;

e DPassoluta continuitd di F(x) in (2, ") & cosi provata.

Ma la sua derivata F'(z) non & quasi-periodica — 8, perché non risulta
uniformemente integrabile (%), Infatti se E & un pseudointervallo tutto co-
stitnito di punti appartenenti a un unico intervallo I, ,,(r=0,41, +2....),
in virtt della (37) risulta

(39) j | I (%) | de=mn.m (E),
E

ove n pud assumere tutti i valori interi positivi. Quindi. preso & ad arbi-
trio econ 0 << e < 2, non & possibile determinare un 6 >> 0 in modo che il
primo membco della (39) risulti <&, ogniqualvolta B & un pseudointer-
vallo avente misura < § e tutto contenuto in un intervallo di ampiezza
unitaria.

Dunque la funzione F (x) definita dalla (38) & quasi-periodica, & assolu-
tamente continua su ogni intervallo finito, ma la sua derivata del primo
ordine non & quasi-periodica — 8§ (29).

(27) Vedi, per esempio, 8. CINQUINI, luogo cit. in (%), Cap, I, n. 8, b), pag. 22.
(?8) Vedi, per esempio, S. CiNQUINI, luogo cit. in (%), Cap. 1I, n. 4, b), pag. 73.
(?%) Soggiungiamo che per la funzione F(x) definita dalla (38) @
a1
lim snp fl F(r)|de=2.

—oo<la<l+4oo
a
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12. OSSERVAZIONE. Sorge ora la domanda se per la derivata del primo
ordine di una funzione quasi-periodica f(x', la quale sia assolutamente con-
tinua su ogni intervallo finito, sussista 'analogo di quel teorema di BOOHNER
per le funzioni quasi-periodiche — 8, che abbiamo riportato all’inizio della
presente Memoria.

B superfluo far presente che, se s’ (x) risulta quasi-periodica — 8, con-
siderata una successione di BOCHNER B, (x), (p=1, 2,...), la quale appros-
gimi f () in modo uniforme in tutto (— oo, o), non solo vale I’ ugua-
glianza

+1

(40) lim lim sup | | /S'(®) — o, (¥) | dz =0,
P —+4 00 —co<Lal+00 p

ma susgistono proprieta analoghe al nostro teorema II della Nota citata
in (1) e ai nostri teoremi A, B, C del § I della presente Memoria.

Invece se f'(x) non risulta quasi periodica — 8, non pud valere la (40),
perche dalla (40) segue che f'(x) & quasi-periodica — 8. Infatti, se & verifi-
cata la (40), preso ¢ > 0 ad arbitrio, possiamo determinare un p’ >0 in
modo che, per ogni intero p > p’ e per qualunque « reale, si abbia

a+1
(a1) f | f (@) — o (1 | dw =

a

o:{ee

D’altra parte, fissato p > p’, siccome o};p (%) & quasi-periodica (39), esiste
un ! > 0 in modo che in ogni intervallo di ampiezza | & contenuto almeno
un 7 tale che, per tutti gli x reali, &

4 ’ £
| o, @ +7) — 0B, (2) | <.
Pertanto, tenendo conto della (41), ne segue per qualunque « reale

ot
/!f'(w+t)——f'(w) | de <

]

a1 a:l—l
éflf’(fv+t)—0%,,(w+f)| dw+/ | o, (@ -+ ¥) — o, (@) | da +

() Cid @ evidente per il risultato del n. 8.
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at1
[ 17 @)=y 01 = =,

vale a dire /' (¢) & quasi-periodica — §.

Possiamo dunque concludere che la (40) fornisce una condizione neces-
saria e sufficiente, affinché la derivata di una funzione f(x) quasi-periodica e
inoltre assolutamente econtinua su ogni intervallo finito, risulti quasi-pe-
riodica — 8.



