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OBERFLACHENWELLEN VON FLUSSIGKEITEN

von W. GROBNER (Innsbruck)

1. — Das Problem der Oberflichenwellen einer Fliissigkeit wird in den
bekannten Lehrbiichern der Hydrodynamik (!) nach einer klassischen Methode,
ausgehend von den Eulerschen Grundgleichungen der Hydrodynamik, gelost.
Dabei ist es, um zu einer mathematisch losbaren Differentialgleichung zu
gelangen, unvermeidlich, einige Vernachlissigungen und vereinfachende
Voraussetzungen zu machen, deren Auswirkung jedoch nicht in allen
Fillen leicht zu kontrollieren ist. Es scheint auch nach dieser Methode
kaum moglich zu sein, die Losungen durch teilweise Beriicksichtigung der
vernachlissigten Glieder weiter zu verbessern, um einen der Wirklichkeit
besser entsprechenden Genauigkeitsgrad zu erreichen.

Im folgenden soll daher eine neue Ableitung fiir die Losung dieses
Problems dargeboten werden, welche sehr einfach und iibersichtich ist, und
ausserdem gestattet, die mathematische Liésung des Problems bis zu einer
beliebig vorgeschriebenen Genauigkeit zu steigern. Der hier eingeschlagene
Weg nimmt seinen Ausgang von einer grundsiitzlichen Feststellung, die
R. CouraNT und D. HILBERT (%) ihren fiir die Losung der Probleme der
mathematischen Physik richtunggebenden Entwicklungen vorangestellt haben:
« Bei der Aufstellung und Behandlung der meisten Differentialgleichungen
der mathematischen Physik erweist sich die Variationsrechnung als zuver-
ldssiger Fiihrer. Handelt es sich um Probleme des — stabilen — Gleich-
gewichts, so kann man das Variationsprinzip vom Minimum der potentiellen
Energie zum Ausgangspunkt nehmen, wihrend die Gesetze der Bewegungs-

(*) Vgl. etwa HoRACE LamB, Lehrbuch der Hydrodynamik, Leipzig 1907; ARNOLD
SOMMERFELD, Vorlesungen iiber theoretische Physik II, Mechanik der deformierbaren Me-
dien, Leipzig 1949.

(®) R. CouranTt und D, HiLBERT, Methoden der mathematischen Physik I, Berlin 1931,
Kap. 1V, § 10, 8. 210.
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vorgiinge ihre einfachste Formulierung an Hand des Variationsprinzips von
Hamilton finden ».

Es ist in der Tat fiir die mathematische Behandlung eines physikalischen
Problems viel vorteilhafter, von dem zugehorigen Variationsprinzip auszu-
gehen, als von den Euler-Lagrangeschen Gleichungen desselben. Denn die
der Mathematik zur Verfiigung stehenden Losungsmethoden lassen sich
immer besonders einfach und ohne Kunstgriffe auf ein Variationsproblem
anwenden, aber nicht so leicht und unmittelbar auf eine irgendwie vorgelegte
Differentialgleichung. Es ist sogar oft notwendig, eine vorgelegte Differential-
gleichung neuerdings in ein Variationsproblem umzuwandeln, um sie einer
Losung zufiihren zu konnen. Auf dem Wege dieser Umwandlungen werden
gewohnlich noch einige Vernachlissigungen und Vereinfachungen eingefiihrt,
die fallweise begriindet sein mdgen, die aber doch das endgiiltige Resultat
mit einer schwer kontrollierbaren Unsicherheit belasten.

Da nun die Differentialgleichungen der Hydrodynamik bereits als Euler-
Lagrangesche Gleichungen aus dem Variationsprinzip von Hamilton gewonnen
werden konnen (3), so diirfte grossere Einfachheit und Sicherheit damit
gewonnen werden, wenn man das Hamiltonsche Prinzip zum Ausgangspunkt
wihlt und nicht die Differentialgleichungen, sondern das Variationsprinzip
dem vorliegenden physikalischen Problem anpasst.

2. — Wir nehmen eine zweidimensionale Bewegung einer nur der
Schwerkraft als dusseren Kraft ausgesetzten Fliissigkeit an, so dass alle
Bewegungsvorgiinge in der vertikalen « y-Ebene beschrieben werden konnen.
Die z-Achse sei in die ungestirte Oberfliche der Fliissigkeit gelegt, die
vertikal nach abwérts gerichtete y-Achse falle in die erste senkrechte Be-
grenzungswand der Fliissigkeit (siehe Figur 1). Am Boden werde die Fliis-

(3) Vgl. etwa SOMMERFELD, 1. c. 8. 86 f.
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sigkeit durch eine beliebig gestaltete Fliche, entsprechend der Funktion
S(x), und sodann durch eine zweite in der Entfernung a von der ersten
gelegene vertikale Wand begrenzt. Die Oberfliiche der Fliissigkeit ist eine
von der Koordinate x und der Zeit ¢ abhingige Funktion 7 (x,t), die
eigentliche Unbekannte unseres Problems. Da die Fliissigkeit inkompressibel
und daher ibr Volumen konstant ist, muss gelten:

a

@) fn(w,t)dm-_-:o.

0

Da die Fliissigkeit nur der Einwirkung der Schwerkraft ausgesetzt
sein soll, lisst sich ihre potentielle Energie U leicht berechnen; wenn o
die Dichte der Fliissigkeit bedeutet und die Breite der Fliissigkeit senkreckt
zur z y-Ebene gleich 1 angenommen wird, so gilt

U=—ge[5+nU—nds,

0

oder, weil eine additive Konstante keine Bedeutung besitzt, einfacher:

a

1 5
(2) U:ngfn*(w,t)dw

0

Um auch die kinetische Energie unseres Fliissigkeitsvolumens berechnen
zu konnen, miissen wir eine Annahme iiber die horizontale Komponente der
Geschwindigkeit machen, die den tatsiichlichen Verhiltnissen Rechnung
triigt. Die einfach-te Annahme, die bei nicht allzn grossen Tiefen der
Wirklichkeit sehr nahe kommt (¢), ist die folgende: Voraussetzung A : Die
horizontale Komponente » der Geschwindigkeit der Fliissigkeit an einer
Stelle x,y zur Zeit ¢ sei eine von y unabhiingige Funktion u (x,?).

Unter dieser Voraussetz. ng lisst sich diese Geschwindigkeit u (z, 1)
nun leicht in Abhiingigkeit von # (x,t) berechnen; denn die Berechnung
des wihrend eines Zeitelementes d¢ durch die Anderung der Oberfliche
verdringten Volumens d V ergibt:

dV=][n(f,t-l-dt)—W(Eat)]d§=“(w,t)[f(x)—n(w,t)]d‘>
0

(*) Vgl. etwa SOMMERFELD, 1. ¢. 8. 173,
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also
X

fﬂt(é t)d¢

®) Y= e

Die vertikale Komponente v der Geschwindigkeit ldsst sich nun ]eicht be-
rechnen; denn einerseits ist v zufolge der Kontmmtatqg]elchung ou —|— 5—?; =0
eine lineare Funktion von y, andererseits liefert die dxrekte Berechnung
von v am Boden und an der Oberfliche :

v:__f(w—l—uddtt)_f(w) ::.'(w)u(x,t) fiir y:f,
v:n(x—i-udt,t;;dt)—’?(w,t) n(x t)u(x +77t("" t) fiir Yy=1n;
daraus folgt nun:

(4) v(w,y,t):f/"(-"_")Jr(’““+’7‘)(f_3’).

S—n

Eine leichte Rechnung liefert nun die gesamte kinetische Energie der
Fliissigkeit :

:%f(f—n)[3u2+f’2u2—I—f’u(nwu+m)—|-(17ac“+’7t)2]dx'

0

Die Anwendung des Hamiltonsche Prinzips auf unser Problem zeigt
nun, dass die Funktion % (x , t), deren Berechnung wir anstreben, so beschaffen
sein muss, dass fiir sie der Werte des Integrals
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gegeniiber allen Variationen von 7, welche die Bedingung (1) erfiillen und
fiir ¢, und ¢, verschwinden, einen extremen Wert besitzt. Setzt man (2) und
(5) in £ ein, so folgt zunichst:

tg a
Q= %fdtf{(f—n)[3%2+f'2“2+f'u(nwu+m)+(nmu—l—m)2]—3yn2}dw'
tl 0

Hier ist noch « nach (3) durch 5 auszudriicken. Fiir diesen Zweck em-
pfiehlt es sich, an Stelle von 5 die neue unbekannte Funktion

@

©) wuu0=fn@nms

0

einzufiihren, sodass unter den iiblichen Voraussetzungen iiber die Stetigkeit
von 5 und seiner Ableitungen gilt:

wy (@ 4 1)

(63) n(w’t)::’w”(x,t)y u(w7t):m.

So umgerechnet erhiilt das Integral £ die Gestalt:

ts a
(B4 g 4 S w0
Q:%fdtfg ¢ f__u:: ¢ e t+f/wtw«'t+2wtwmw’wwt—‘—
t 0

(7
+(f—w)wl, —3gw) dw;

gemiigs (1) und (6) ist w (v, ¢) der Bedingung unterworfen :
(8) w0,t)=w(,t)=20.

3. — Um einen besonders einfachen Fall herauszugreifen, nehmen wir
die Bodenfliiche eben an, also

Sf@)=H, [f(@)=0.

Setzen wir ferner voraus, dass die Wellen sehr niedrig und flach sind,
d. h. dass w und seine Ableitungen dem absoluten Betrag nach klein blei-
ben, so diirfen wir im Integranden von £ alle hoheren als zweiten Potenzen
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von w vernachlidssigen und konnen schreiben :
ty a
, e [ 3 - 2 2 2
(7 Q:F dat ?wt—kﬂwm—3gwan dr.
th 0

Aus der Bedingug, dass w (r,?) diesem Ausdruck einen extremen Wert
verleihen soll, folgt in bekannter Weise durch Variation die Eulersche
Differentialgleichung fiir w (x,?):

3
9) I Wyt — H Wagtt — 3 § Wy =0 .

Ausserdem muss w(x,t) der Bedingung (8) geniigen. Daher wird man
zweckentsprechend w (¢,¢) nach dem orthogonalen Funktionensystem

sin 27 ¥ entwickeln und erhilt nach leichter Rechnung die Losung

%} . @

w(x,t)= 2 ¢, sin Y2 T cos k,(t—1),

v=1

mit
y7 3gH
k= — /o555 5 =1,2,...
v a Vd + H?2v*n%/a?’ ¥ !

Die noch unbestimmten Grossen ¢, und #, sind frei, um einen beliebigen
Anfangszustand w (¢, 0) und w(xr,0) herzustellen. Durch Differentiation
nach x erhiilt man die entsprechende Entwicklung fiir #:

Yax

(10) 7, t)= > ¢, cos cosk, (t—1t,).
y=1

a

Die einzelnen Glieder dieser Reihe stellen reine Sinuswellen dar, deren

92 '3 72 2 72
Wellenliinge 4 — @’ deren Schwingungsdauer = b ]/M
v k, 3gH

und deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit daher

v— K3 V 3gHI
Tt V3R +4aH?
ist.
Nimmt man an, dass die Fliissigkeit verhiltnisméissig seicht ist, sodass
bei niedrigem Wellengang die vertikale Komponente der Geschwindigkeit
klein gegeniiber der horizontalen ist, so darf man in (7') das von der
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ersteren herriihrende Glied H w2, vernachlissigen, wodurch sich die Diffe-
rentialgleichung (9) in folgender Weise vereinfacht:

wtt—gme,,:O.‘
Die Losung ist:

/
(o] . x —_—
w(x,t)—= 2 ¢, sin L cosE—VgH(t—tv),
r=1 a @
x— Yy Y
N@,t) = 1wy (x,t) = 2 ¢, co8 cos — Vg H(t —t,);
r==1 a a
. . . . " 2a
sie setzt sich aus reinen Sinuswellen zusammen, deren Wellenlinge 4 ——,
v
2a
deren Schwingungsdauer v — —V:?l— und deren Fortpflanzungsgeschwindig-
vig

keit V:—%— = Vg_H ist. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist hier von der

Wellenliinge unabhingig. Das steht genau in ﬁbereinstimmuug mit dem
Ergebnis der klagssischen Theorie, doch ist bei der obigen Ableitung auch
genau ersichtlich, welche Voraussetzungen eingefiihrt und welche Vernach-
lassigungen gefacht wurden, sodass man in konkreten Iillen ihre Zuldssig-
keit leicht nachpriifen kanmn.

Eine #hnliche Vereinfachung findet man, wenn man im Falle « missig
tiefen » Wassers die Horizontalkomponente der Geschwindigkeit gegeniiber
ihrer Vertikalkomponeunte vernachlissigt; es kommt das darauf hinaus, dass
man im Integranden von (8') und in der Differentialgleichung (9) den ersten
Term weglisst. Man erhiilt dann die allgemeine Losung durch Superponierung

2 .
von reinen Sinuswellen der Wellenlinge l:—a, der Schwingungsdauer
v

R VET]

H o
t=2ax ]/ 5— und der Fortpflanzungsgeschwindigkeit V.._ o T

4, — Beriicksichtigung der Oberflichenspannung. Das Potential der Ober.
fliichenspannung der Iliissigkeit kann proportional der Dehnung der Ober-
fliiche, also genan genug gleich

a
(11) U,:pfngdm
0

mit einer passenden Materialkonstanten D angenommen werden. Diese
Grosse muss zu dem Ausdruck (2) fiir die potentielle Energie hinzugefiigt
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werden, was zum Ergebnis hat, dass im Integranden von £ in (7) das

6D .
Glied — wzw hinzukommt. Berechnet man unter denselben Vorausset-

zungen wie in Nr. 3 die Eulersche Differentialgleichung, so erhilt man:

3 6D
(12) o e — H Wast +-

Waoggawsy — 3 9 Ware = 0.

Die Losung dieser Differentialgleichung unter Beriicksichtigung der
Randbedingungen (8) ldsst sich in gleicher Art wie in den vorausgehenden
Fiillen entwickeln. Man findet schliesslich :

5 (x,t) =2 ¢, co8 vry cos k, (t —t,),
r=1
mit
2D v a?
su(o+* 7757

| /1
k, = — y—1,2,...
v ’ ) ’
a

22 72
S+

Diese Wellenbewegung setzt sich also aus reinen Sinuswellen der Wellen-

2 313447 H?
linge A — _a’ der Schwingungsdauer z— t 4 oD und
Y 3H(g/12—|—4n27)
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit
8 2
A 3 H(g pyp 87D )
V="= 3P4 H2
zusammen.
5. — Fall einer geneigten Bodenfliche. Wir wollen das Variationsprinzip

(7) noch auf den Fall einer schrig geneigten Bodenfliiche spezialisieren, also
(13) fo)y=H—ax, «>0, H—aa>0

zugrundelegen, im iibrigen aber wieder die vereinfachenden Voraussetzungen
von Nr. 3 gelten lassen, d. h. alle Potenzprodukte hdoherer als zweiter
Ordnung vernachlissigen. Wir erhalten dann aus (7)

ts a
0 3+ o?
Q:-F/dtf;—ﬁ—i—a—;w%-l—(fl—aw)wit—:%gwi da,
tl 0
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woraus durch Variation die Differentialgleichung

2
(14) Eg:_l__‘g—w Wy — (H — o @) Wapn + 0 Wepp — 3 g Wy =10
mit der Bedingung (8) folgt. Auf diese Differentialgleichung scheint die
klassische Methode der Entwicklung nach Eigenfunktionen nicht mehr an-
wendbar zu sein; es wird sich daher empfehlen, statt von der Differential-
gleichung (14) vom Variationsproblem £ auszugehen und dessen Lisung
mit Hilfe einer direkten Methode der Variationsrechnung zu suchen.

Wenn wir aber #dhunlich wie in Nr. 3 voraussetzen, dass der Beitrag
der Vertikalgeschwindigkeit zur Gesamtenergie vernachlissigt werden darf
(« seichtes Wasser »), so konnen wir das mittlere Glied in £ unterdriicken
und erhalten die Differentialgleichung

(14') B+ oad)wy—3g(H—az)w,=0,

deren Losung wir nach den Eigenfunktionen des Sturm-Liouvilleschen Eig-
enwertproblems

(15) (H—oax)p, @+ 4o, (@) =0, ¢,(0)=¢,(a)=0

entwickeln konnen. Diese Eigenfunktionen sind Besselfunktionen 1.0rd-
nung (%) : )

(p,,(m):»ozc—l/lv(H— o x) Ni(%—“,—ﬂ-)J,(—i——Vl,,(H—aw))—

—J, (i Vﬁ) W, (—j- vm)} .

o

Die Eigenwerte sind durch die Bedingung ¢, (a) = 0 zu berechnen und
geniigen der asymptotischen Formel

l'\’[ Yo _30{. ( 1 —L)r”
" leVH —VH—aa 16va\\H_aa VH/’

=12,...

H
(5) Durch die Transformation’s = - % 2,9 () =7zv(z) geht die Differential-
1
gleichung (H — a x) ¢"' (x) + 4 ¢ (x) = 0 in die Besselsche Differentialgleichung v+ -—z—v’+
1
+ (1 — —)v=0 iiber.
2?

3 Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Daraus folgt nach leichter Reclinung fiir w (x,?) die Entwicklung

394,
3 4 o

aus welcher man durch Differentiation nach » die Entwicklung von 4 (x,1)
erhilt :

o]
w (@, 1) = ¢, , () cos] (t—t,),
v=1

N )= 3 e, ¢l om]/

r=1

.3+2—1')

mit

s (2) = 2:" gJi (—i— V}T—ﬁ)l\T(,(—:—V}., (H—a x)) —

— (——Vz H) (——VA ;a—z‘))

Die noech freien Koeffizienten ¢, und ¢, konnen dazu beniitzt werden,
um einen beliebig vorgegebenen Anfangszustand herzustellen.

6. — Die bisher berechneten Losungen beruben alle auf der Vorausset-
zung, dass die Horizontalgeschwindigkeit von y nicht abhiingt, d.h. in allen
Punkten eines vertikalen Schnittes dieselbe ist. Diese Voraussetzung wird
sicher nicht immer zutreffen, besonders bei grossen Tiefen. Daher mochte
ich die Losung unseres Problems noch unter zwei anderen Voraussetzungen
berechnen ; es wird sich zeigen, dass die Losungen dadurch nicht wesentlich
kowmplizierter werden. Zuniichst soll die folgende Voraussetzung zugrunde
gelegt werden :

Voraussetzung B; Die horizontale Komponente u der Geschwindigkeit sei
eine lineare Funktion von y, die am Boden verschwindet:

S@)—y

(15) wie,y, 0 =""0

uy (@, ).
Wie in Nr. 2 kann wu,(x,t) in Abhingigkeit von # (z, t) berechnet werden :

27 ()

(16) Y@ )= = @,

N [ﬂt(f,t)déy

und die vertikale Geschwindigkeitskomponente v:

_Sy—=mn +"7w —y)u+(.f—y)2
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Die potentielle Energie U ist wieder durch die Tormel (2) gegeben,
wiithrend man fiir die kinetische Energie den Ausdruck findet:,

a f
! —n)? 1 1
T:u%jdw/uh%ﬁdy~"—ju %gﬁgﬁ“d§”+ﬁﬁjh+

0 7

1
o ek ) A U S mn o

Damit ist der Ausdruck fiir das Hamiltonsche Prinzip

ta
Q:fw—th

h

gefunden, den wir gleich gemiiss Formel (6) auf die Funktion w (z,%) um
rechnen wollen, wobei jetzt

gesetzt werden muss. Wir erhalten so:

-9
(18) 9@2 dt%

t 0

4 'w?

I — Wy

(4 3672+ g e+ )

1, 1
g U 4 o)t — e e, — g,

welche' Tormel sich nur in den Zahlenkoeffizienten von (7) unterscheidet.
Wenn wir das Problem wieder linearisieren, indem wir alle hoheren Poten-
zen von i vernachliissigen, und ferner

S@=H, S (®)=0
setzen, so erhalten wir:

tg a

— 2 4 — g w?
9_2'/0”/%31{@0—}— Huw2, —gw? daw.

t 0



186 W. GrOBNER : Oberflichenweilen von Fliissigheiten

Soll die Funktion w (x,t), die wieder den Bedingungen (8) geniigen
wuss, dieses Fanktional zu einem Extremum machen, so muss w der Euler-
schen Differentialgleichung geniigen:

4

(19) SH Wyt

1
——E—H'wmu—gwm::(),

algo durch die folgende Reihe dargestellt werden :

e 2]
wr,t)—2 c,,sin”ﬂm cos k, (t—t,),
r=1
mit
v a 159 H
_ra ‘ =1,2,...
y a V20—|—3sz’zn2/a'”v 12,

Die Wellenbewegung selbst wird wieder durch die partielle Ableitung
von w nach x geliefert:

@ x
n(x,t)= chcoswl

v=]

cosk,(t—t,).

Sie setzt sich aus einzelnen Sinuswellen zusammen, deren Wellenlinge
5i2 -+ 3n2 H?

2
A= gﬂ, deren Schwingungsdauer 7 — k—n =2 l/ , und deren
¥4 v

169gH
Fortpflanzungsgeschwindigkeit
v — Ak V 169 H
Tt 2 )52+ 3a*H?
ist.
7. — Eine noch allgemeinere Voraussetzung, die wir machen konnen,

ist die folgende:
Voraussetzung C: Die horizontale Komponente u der Geschwindigkeit
sei eine mit y exponentiell abnehmende Funktion :

(20) w(e,y,t)=e"u,(x,t?)

mit einer nicht nidher bestimmten positiven Konstanten k.
Wir konnen wieder leicht #, in Abhingigkeit von % berechnen :

k x
(21) uo(w,t)_—_mfm(é,t)dé,

0
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und

(TR — ) (g - 6= g ) - (e~ — 6=Y) o=H £
(22) v (w ) y ) t) - e_k: . e_kf

Die potentielle Energie der Fliissigkeit ist wieder durch (2) gegeben,
wihrend wir fiir die kinetische Energie nach Ausfiihrung der Integration
hinsichtlich y den Ausdruck finden:

a
T:—g—fdw/[(uz-}-v")dy
0 ”

a

e "( e—2kn — g—2kf . e—kn + e—kf B ~ ,
T2 j% 2k % 2k(8—k17__6—kf)(7]t+6 o g thg — €75 f ug)? —
2 e—kf , ,
= —p— (e 6 gy g — €=HF f ) (7 + 6= 1 g — 61 F7 ) -

e~ (f — 1)

dx.

e O Mty — 671

Mit diesen Ausdriicken kann man nun das Hamiltonsche Prinzip

ta
Q:[(T-— U)dt
h

bilden und die Funktion 7 (x,f) so bestimmen, dass £ einen extremen Wert
annimmt. Wir wollen diese Rechnung unter den vereinfachenden Vorausse-
tzungen weiterfiihren, dass die Tiefe der TFliissigkeit so gross sei, das
e ¥ — 0 gesetzt werden darf, und dass die Wellenbewegung # so klein sei,
dass e~ — | gesetzt werden darf. Fiihren wir dann wieder die Funktion
w (x,t) nach Formel (6) ein, woraus u, =" w, folgt, so erhalten wir

2
0

a
k 1 5 \
(23) =2 f%—z—wﬁ—}—ﬁ(wm—l—kwmwt)z—gwi dw.

Um die Losung in erster Anniherung zu berechnen, konnen wir hier
die hoheren Potenzen vernachlidssigen, und finden so fiir w (x,t) die Euler-
sche Differentialgleichung

(24) k? wn—wmu—Zkgwm.zo.
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Auch diese Differentialgleichung unterscheidet sich nur in den Zahlen-
koeffizienten von den entsprechenden Differentialgleichungen (9) und (19),
die wir unter den Voraussetzungen A und B ermittelt haben ; die Losung ist

® x
w(x,t)::Z'ovsiuvn cos m, (t —t,)
v=1
mit
v 2kyg .
”l,,:—‘;—]/mé, V:l,z,..‘

und entsprechend

o= yaw
n{v,t)=—2 ¢,cos z

r=1

cos m, (t —t,).

Sie setzt sich aus einzelnen Sinuswellen zusammen, deren Wellenlinge

2 k222 4 4 7*
A:Ta, deren Schwingunsdauer 7 == Vﬁ;‘c—_gﬂ-’ und deren Fortpflan-

zungsgeschwindigkeit
v — / 2kgi®
TV B2 4
ist.

Fiir genauere Berechnungen ist es notwendig, vom Variationsproblem
fiir ©Q auszugehen und Q mit Hilfe direkter Methoden der Variationsrechnung

zu einem Extremam zu machen.

D e

!
I

8. — Ringwellen. Ohne besondere Schwierigkeit lisst sich dieselbe Me-
thode auch auf Oberflichenwellen mit Zentralsymmetrie, sogenannte Ring-
wellen, anwenden. Wir verwenden hier zweckmiissig Zylinderkoordinaten
und legen die z-Achse des Koordinatensystems senkrecht nach tnten in die
Symmetrieachse der Fliissigkeit, die a y-Ebene (x =—=1r cos ¢, y = rsin¢) in
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die Oberfliche der ungestorten Fliissigkeit. Die Bewegung und alle Zustands-
grossen hiingen dann voraussetzungsgemiiss nur von den Koordinaten », 2
und von der Zeit ¢t ab. Der Boden der Fliissigkeit (Fig. 2), der beliebig ge-
staltet sein kann, aber ebenfalls die geforderte Symmetrie zur 2-Achse auf-
weisen muss, ist durch eine Funktion f(r) gegeben. Die Oberfliiche des
Fliissigkeit ist eine Funktion #(r,t), die eigentliche Unbekannte unseres
Problems. '

Bei Voraussetzung konstanter Dichte o der Fliissigkeit wird dann die
potentielle Energie durch das Integral

R

—-ngef(f——n)(f-i-n)rdr,

0

gegeben sein, und da eine additive Konstante ohne Einfluss ist, diirfen
wir setzen :

B
(25) U:gn@frng(r,t)dr.

0

Fiir die Berechnung der kinetischen Energie machen wir wieder die
Voraussetzung A, dass die horizontale Komponente der Geschwindigkeit
eine nur von r und ¢ abhiingige Funktion w (r,t) ist. Diese ldsst sich analog
den Entwicklungen in Nr. 2 als Funktion von % (r,t) berechnen :

T
[ﬂt(é,t)édﬁ
-0
(26) 1(1(7’,0—-—— ———}—(j—,:-n)—'.

Fiir die vertikale Kompouente der Geschwindigkeit finden wir auf Grund
der Kontinuititsgleichung

ou u ov
T L7
or + r + 0z

nach leichter Rechnung :

(27) ) (,- ) t) — (f_ z) (nt 'I" ;r-"-lf-)’;i— (z — u)f’ m

.
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Die Berechnung der kinetischen FEnergie lisst sich nun durchfiihren
und liefert nach Ausfiihrung der Integration beziiglich 2z den Awusdruck:

B f

(28) T:ngf’i‘d?‘f(u2—|—v2)dz:

0 7
’

R

= [(r—

0

War e Lreae 4 L pui b+ = Gt ppaplrar.
3 3 3

Setzen wir (25) und (27) in das Hamiltonsche Prinzip ein und rechnen
auf die neue unbekannte Funktion

p

(29) ‘W(r,t)zfén(é,t)dé,

0

. 1 wy . .
wobei 7 = - o und % = ———— zu setzen ist, um, so erhalten wir:

rf—w,

1 ;
wz 1 + f’2+ 37 2f (r wyp — wy) + 3,4 (r 10y — ;)
-—-ﬂQ dt/ rf— w, T

(30)

wrt

+””’”"['+‘(rwm wr>]+ LS —w0)—Lwlrdr.

Setzen wir konstante Tiefe der Fiissigkeit:

foy=4, [f(=0

und niedere Wellen voraus, soduss mit geniigender Anniherung in (30) alle
Potenzprodukte hoheren als zweiten Grades vernachlidssigt werden diirfen,
so vereinfacht sich das Funktional (30) auf die Gestalt
Fofe H d
w r
(30 ) Q:ng'/‘dtf%ﬁt-—l——g-w%—gwi —
t 0

ausserdem folgen aus (29) noch die Bedingungen

(31) w(0,f)=wR,t)=0.
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Da die gesuchte TFunktion w (r,¢) den Ausdruck (30 a) zu einem Mi-
nimum machen muss, folgt, dass w(r,t) der Eulerschen Gleichung

1 H H w
(32) Ewlt"?wmtt—l_Ta’r_wrtt—gwrr+g—;:0

geniigt. Die Losung dieser Differentialgleichung kann nach Besselfunktionen
entwickelt werden, und zwar erhilt man

(33) wr,t)= b5 e, v J, (1, 7) cos &, (t —t,),
r=1

(33 a) n(r,)—chJ(Vl1 cosk, (t—1,),
v=1

mit den Eigenwerten

— 1(n 3
. bl r\_}_ o _— —
(34) VA"(\’R(4+1,” 2(47—{—1)”)’1’_1’2"”
und den Koeffizienten
391, H
(35) _V3+H21, r=1,2,

Colle Isarco, 12 novembre 1950 Gribner



