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SUI COEFFICIENTI DI FOURIER DI UNA FUNZIONE

LIMITATA, COMPRESA FRA LIMITI ASSEGNATI(*)

. di 1 ALDO GHIZZETTI (Roma) 
.

§ 1. - Introduzione

In questo lavoro viene risolto il problema di dare le condizioni neces-

sarie e sufficient a,ffinchè un’assegnata snccessione di numeri a0, 7 al , i

... sia la successione dei coefficienti di FOURIER di una funzione
reale (x) i cui valori siano compresi fra due numeri assegnati a, fl (con
a  ~) (~)’ Nel seguito sarà supposto a = =1, caso a cui ci si può
ovviamente ridurre; saranno inoltre rigi ardat  come coefficienti di FOURIER
della j’(x) i numeri Ck = (a,x -+- i bk)/2 , (lc = o ,1, 2 , ...) . 

’ 

,

Cominciamo con 1’eshorre a cuni preliminari necessari per poter enun-
ciare le predette ’condizioni necessarie e sufficienti. 

’

Sia f’(x) una funzione reale, periodica di periodo 2 n, sommabile in

(0 ,203C0) . Considerati i suoi coefficienti di FOURIER

(*) Lavoro esegnito nell’Istituto 1B azionale per le Applicazioni del Calcolo.
(i) Questo problema e quello analogo per i momenti hanno già dato luogo aí seguenti

lavori: ÀCHYÉSER e KREIN [1], [2], (,i), [4], [5], [6], FRIEDMAN [1], GHIZZETTI [1], [2], [3],
[4], [ó], VERBLUNSKY [1], [2], [3] (i numeri fra ( si riferiscono alla Bibliograf a posta
lll fine).

In ACHYÈSER e KUEIN, VERBLUNSKY sono date le condizioni necessarie e sufficienti

perché 7z numeri assegnati siano ’n coeff cienti di Fourier di una verificante

la 1 f(x) (  G . Tali condizioni sono poste sotto una forma simile al nostro teor. B, senza,

però mettere in evidenza l’uffic:o delle funzioni rettangolari. Inoltre tali Autori si valgono
di metodi del tutto diversi da quello qui usato. Essi si servono di precedenti risultati di
analisi funzionale; invece in questo lavoro è applicato il metodo del tutto elementace

usato per la prima volta in GUIZZETTI [1] (1940) (in casi particolari del problema relativo
ai ooefficiénti di Fourier) e successivamente in GHIZZETTI [2], [3], [4] (in generale per il

problema relativo ai momenti). ‘1’ale metodo fu poi ritrovato dal FRIEDMAN [1] (1941) che
ha dato, con tutt,’a,tro lirocedimento, un teorema simile al nostro teor. A. Per la dimostra

, 

zione della sufficienza delle condizioni trovate per tutti i coefficienti di Fourier è qui
usato lo stesso metodo dato in GH1ZZE’1’TI [5].
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chiameremo funzione associatn alla f (x) la funzione

che i z ~ i  1 risulta evidentemente olomorfa e quindi dotata di uno
sviluppo in serie di potenze di z, che scriveremo nel modo seguente

Aggregando ai numeri S1’ 82 s~ , ... , cos  defiuiti, il numero reale

so = 2 co , 5 otteiiiamo nna successione q , s1, .~2 , 9 83 ... i cni i elementi

saranno chiamati i coefficienti della f’(x) . Possiamo dire che essi
sono definiti dalle

è inoltre opportuno considerare anche dei coefficienti di FOURIER e dei

coefficienti esponenziali con indice negativo, ponendo per definizione

I coefficienti esponenziali s1 , a9 , a3 , 9 - - - si possono calcolare per ricor-

renza valendosi delle formule segueitti :

che seguorio facilmente dalla (1,5) prendendo le derivate loguritrniclle di

ambo i menibri. Viceversa., dati i coefficienti esponenziali 82 , ... (con
so reale, i i --- 2) e fissato il valore di co che si vuol assumere l ei- soddi-

sfare la, (1,4), restano completamente deterininati gli altri coefficienti di

FOURIER i C2 c3 , ... per mezzo delle

(1) Qni, e sempre nel seguito indichiamo cuu z il eoningtttu di un numero conplesso z.
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Introdotti cos  i coeff cienti esponeziali, prendiamo ora in considera-

zione i seguenti determinanti

osservando per la (1,6), Dk è un determinante hermitiano (e quindi
con valore reale) di ordine lc -~- 1 ~ mentre Fk è di ordine k ed ha in generale
un valore complesso. Notiamo anche che ciascuno dei determinanti Dk Fk
è ben deterfminata funzione d ei + 1 coefficîenti di FOURIER
~0?~~2?’"?~ 

Introduciamo un’ultima locuzione. Dati, sull’asse ae; 2 n punti (con
~ &#x3E; 1) ~1’ É2 ’ ° ° ° ’ É" ’ ?~1 ~ ~2 ? " - ? modo che sia

chiameremo funzione ’rettangolare di ordine n, con gli estremi sinistri

; t , ~2 ~ ... ~ ~,t e con gli esti-egni d estri 5 2 la funzione 99 (x) che
vale 1 negli intervalli (e1,n1 ) , (e2 , n2) , ... , 9 (en,nn che vale 0 negli’ inter-
valli (~i ~ ~2) , (ri~ , ~3)’..., ;1 + 2 n) e che fuori di (;1’;1 + 2 n) è definita
in modo da risultare periodica di periodo 2 n.

Ciò premesso, fonderemo il nostro studio sul seguente :

TEOREMA A. - hati n &#x3E;1 numieri  c , ... , c"_1 (°0 reale ; ... , 

reali o complessi), in che sia 0  co  1 (e quindi Do &#x3E; 0) ed inoltre

-D, &#x3E; 0 , Dz &#x3E; 0 , ... , Dn-1 &#x3E; 0 (se n &#x3E; 1), e ad arbitrio un nu-

reale 1 
ed una solo funzioue 99 (x), reltangolare di ordine n,

la quale come n coefficienti di FOURIER i numeri assegnati
1 Cn- 1 ed i cui estremi sinistri; 1 , ;2 , ... ~~ abbiano come 

il L dato 
’ 

° 

’

Dopo ciò, potremo agevolmente dimostrare il seguente nltro teorema,
conclusivo della nostra ricerca : 

° 
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TEOREMA B . -- I)ttttt una successione di CO, Ci , e2 , .... (CO 
1 C2 ... reali o condizione npcessorin e sufficiente affiiichè essi

i coefficienti di FOURIER di ui y, fitnzio ie f (x) verificante ovurv-

que la limitazione 0 ---f (x) C 1, è clre, ,osti-ititi i corrispondenti determinanti
.(k = 0, 1 ~ ~ a ...), Hi ver(fichi uuo di questi tre casi : .

10) sia co = 0 01)-Pure co = 1 (quindi Do = 0) ed i d termínanti 1)1, D2 ? 9
D3 , ... tutti nulli ~1) ;

2°) .5‘ia 0  co  1 (quindi ])0 &#x3E; 0) ed intero n &#x3E; 1 i7a modo

elce i determinanti 1)1, D2 , .- .. , -D,,-, siano positivi ed i D~a ~ 9 D.+,
Dn+2 , ... tutti nulli (2) ;

3°) ,sia 0  co  1 (quindi 0) ed i determinanti  D 1 _I) 2 .D3, ...
tutti positivi..

1° caso la f (.v) è quasi ovunque uguale a O, oppure a 1. Nel 2° 
risulta certamente Fn =f: 0 e la f (x) coincide quasi ovunque con ben de-

terminata funzione rettangolare di ordine n che ha ... , e" _1 come 

n coefficienti eli FOURIER ed ha arg Fn degli Nel 3° ,
caso la ,f (x) 110n può coincidere quasi ovunque con alcuna yitnzione retttangolare
di qualsiasi 

Nei due teoremi precedenti hanno un ruolo speciale gli estremi sinzstri
delle funzioni rettangolari. È naturalmente possibile modificare tali i teoremi i

in modo da farvi figurare gli estremi destri ; basta definire degli altri coef-

ficienti esponenziali dk mediante le

ma ciò non introduce sostanzialmente nulla di nuovo perchè è subito visto
che equi vale a consideiélre, in luogo la funzione 1 - f (x~ .

(1) È facile vedere che dalle

coefficienti cy~+2, c~+~, .. , sono univocamente determinati non appena siano dati

(in modo che valgano le D~ ~ ~ , ... , Dn_~ j 0 , 7~ == 0). Ed
infatti dalle ] 0 ,, Dn = 0 segne che esistono n -f- 1 numeri ..., xn tali dn

a-, ersi i

ed allora si vede facilmente che dalle =... = 0 deriva che le (*) valgono
per tutti i valori interi (positivi e negativi) dell’indice h . Ciò permette di ricavare per
ricorrenza en+2, ... e quindi Cn+2’ .’t..
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§ 2. - Alcuni teoremi di algebra.

In questo § diamo tre teoremi di alg~ebra che ci saranno utili nel seguito.
I. - Dota una qualsiasi successione di rea-li o complessi

aversi

allora,, fatte le posizioni (1,9), (1,10), sussiste 

Dm, - Per k = 1 la (‘~,1 ) è evidente. La dimostreremo ora per k ~ 2
e, per brevità~~ ci limiteremo a farlo nell’ipotesi che sia 7~-2 =!= ~ ? anche

perchè la (2,1) sarà applicata soltanto in casi in cui tale ipotesi è verificata.
Poichè Dk-2 =F O restano ben determinati k - 1 numeri xo ~ x~ , , .. ~ 
tali da aversi

1 È allora subito visto che, posto

~i può scrivere

Ne segue

(i) Per k = 1 la (2,1) sussiste quando si convenga che sia 
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II. - Siano dati 2 7z + 1 1tu1neri reali o complessi

tali da aversi

Se, con le posizioni (1,9) per k = 0 ,1 ~ ..., n, risulta

allora la seguente equazione algebrica di grado n :

ha le sue n radici tutte di ’1nodulo 1 e tutte semplici. (1)

DIM. - Scriviamo la (2,3) sotto la forma

notando che si tratta di un’equazione effettivamente di grado n perchè
An = (- 1),, D,.-~. Osserviamo che è anche 0 giacchè, ricordando la

posizione (1,10), si vede che risulta Ao = d’altra parte, essendo Dn = 0,
la (2,1) fornisce i = ·

I coefficienti Ao , Ai , ..., An devono evidentemente verificare le seguenti
n equazioni lineari omogenee

(1) Questo teorema è analogo ad uno di M. RIESZ [1] secondo cni dalle 

O ~... ~ &#x3E; 0, Dn &#x3E; 0 segue che la (2,3) ha tutte le radici di modulo minore di

1 (potendovi però essere delle radici multiple). La prima parte della dimostrazione che qui
è data è appunto ispirata a quella di M. Riesz. Va pure ricordato che in CARATHÉODORY

[1] è dato un teorema che ha molte analogie con questo nostro teor. 1I. Vedi anche

PÓLYA-SZEGÖ [1].

,
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da queste e dal fatto che j~ == 0 , F,~ =)= 0 segue immediatamente che è

pure verificata la 
.

cosicchè possiamo dire che valgono le

Osserviamo in secondo luogo che dalle ipotesi (2,2) deriva che le due
forme hermitiane, rispettivamente in n ed in n + J variabili,

sono la prima definita positiva, la seconda semidefinita positiva. La ~1 si

annulla quando si pone Zh = Ah, giacchè dalle (2,5) segue

Ciò premesso, detta a una qualsiasi radice della nostra equazione (2,4),
possiamo porre

con che risulta

Introduciamo le seguenti quantità

notando che risulta 0 (essendo la H definita positiva)
consideriamo quest’altra forma hermitiana in due variabili
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1’er le (2,9) è subito visto che si può anche scrivere

onde, ricordando che la forma H1 è semidefinita positiva, si deduce che

Possiamo dunque dire che la è definita o seinidefinita positiva, ma
possiamo. aggiungere che si verifica certamente la seconda eventualità perchè

avendo tenuto conto successivamente di
= 0 ossia

Ciò posto, osserviamo che dalle (2,5), (2,8) segue

ossia

si ba perciò

ovvero, ricordando le (2,9), (2,10) :

Resta cos  provato che una qualsiasi radice della (2,4) ha necessaria-

mente modulo 1.

Dimostriamo ora (supponendo 7a &#x3E; 2) che le radici della (2,4) sono tutte
semplici. Infatti, se la, radice a di cui sopra fosse multipla, si potrebbe porre



139

risultando quiudi

con la convenzione di ritenere che sia C_2 = G’_1= On = 0. Intro-

ducendo le quantità

’ 

per il numero 1)1 definito dalla seconda delle (2,9) risulterebbe, in virtù delle
(2,11) e del fatto i = 1: 

’ 

-

cosicchè si potrebbe concludere che

D’altra parte per le (2,5), (2,1J) si avrebbe anché

ossia

ne seguirebbe
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vale a dire

. la quale contraddice la (2,14). Perciò è assurdo supporre che la (2,4) abbia
una radice multipla e il teorema è dimostrato.

III. - stesse condizioni del teor. II, dette ~X2 , ... , le ra-

dici dell’equazione (2,3), il seguente sistema di 2 n - 1 equazioni lineari nelle

n incognite ,u2 , ... , 2 A,, :

è compatibile ed ammette una e una sola soluzione costituita da reali

e positivi. ,

DiM. - Se delle (2,15) consideriamo soltanto quelle corrispondenti a
1r = 09 15 ... ~ n - 1 otteniamo un sistema di n equazioni lineari in ii incognite
avente come determinante dei coefficienti il determinante di Vandermonde

delle o&#x26;, , 22 ,..., xn; esiste perciò iiiio ed un solo sistema di numeri u1 , 
che verifichino tali equazioni. Facciaino vedere che questi numeri soddisfano
anche alle rimanenti, tenendo presente che ai, az , ... ~ sono radici della

(274) i cui coefficienti verificano le (2,5).
; Dalle

segue

ossia

da cui, essendo Ao =f= 0, la (2,15) per lc = - l.

Dopo ciò, dalle

segue

ossia

da cui la (2,15) per /r==20132.
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E cos  di seguito. Dunque il sistema (2,15) ammet,te ulla ed una sola
soluzione ,u2 , ... , 

Dimostriamo che #1 , ,u2 ~ .... sono reali e positivi. Indichiamo con x
una qualsiasi delle radici a , x2 ~ .. , a,, e con p quella fra le ~2 ? 9 - - - 
che le corrisponde. Poniamo, come nella dimostrazione del teor. II:

con

Dalle (2,15) si ricava la

che si trasforma successi vamente cone segue

ne deri va

ovvero, dato clie a-1 = a e ricordando la prima delle (2, 9),

il che prova la tesi.

§ 3. - Proprietà delle fuuzioni rettangolari.

Sia uua funzione rettangolare cli i ordine n, con gli estremi sinistri

~i’ ~2, ... , ~" e con gli estremi destri ’71 ~2 ~ ... ~ r¡n verincanti la (1,11).
Indichiamo con 7k i suoi coefficienti di FOURIER, la funzione ana-

litica associatu, con crk i coefficienti esponenziali ed infine con i

determinati analoghi a quelli definiti dalle (1,9), (1,10).
Si ha

risultando
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Applicando la (1.2) è ben facile riconoscere clie la funzione analitica

associata ø (z) è una funzione razionale espressa dalla

ciò segue che i coefficienti esponenziali sono definiti dalle

risultando

Ciò preinesso, dimostriamo il seguente teorema : 
’ 

’

I. - Agli estremi sinistri e1 e2’ ... , en ciella funzione rettangolare
g (x) si in ed un n reali e

positivi P2 ... ~ ,u,z guisa che, le 2 flu

rispettivamente nei pu tti e’ie2 ,........,eie della, circonferenza I z I == 1, si

ottenga un sistema di, i coefficienti esponenziali
della g~ (x) ; in 1ltodo cioè che si abbia

DIM. - Infatti, amnesso che esistano dei numeri ,u2 ... un per i
quali vHlguno le (3,6), iii virtù della seconda delle (3,4), essi devono ue-

cessariamente essere tali da far sussistere l’identità

che equivale n 

Moltiplicando ambo i membri di quest’ultima (s=1,2,,..,n)
e ponendo si dednce che tali numeri ,ui , u2,.........un
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non possono essere che quelli fonniti 

viceversa con questi numeri sussiste la (3 , 8), quindi l~ (3 , 7~ e di conse-

guenza anche la (3 , 6) con k == 1 . 2 , 3 , .... 
Rimane da far vedere che i numeri (3 . 9) sono reali e positivi e che

con essi la (3 , 6) sussiste anche per k intero negativo o 
, Notiamo intanto che nella (3, J) compaiono espressioni dei tipo 

con a  f)  a ) 2 n . Esseido 
’

s  deduce che è 

(3 , 9) segue

Tenuto conto ~ii i ciò, dalla

onde, ricordando la prima delle (3, j), si conclude arg ~CJ = 0, il L che prova
è reale e positivo.

Dopo ciò, dalla (3 , 8) passando al limite per z - x si ricava

e quindi per la primn delle (3,1) e la prima delle (3,4)

che è la (3, 6) per le = O . Infine, poicllè le ftr sono la (3 . 6) per

le  O segue immediatatmente da O prendendo i couingati di
,

Invertianmo ora il teor. I col seguente enunciato: 
’

IL. - ] z I = 1, un di 
’

,~l ~ ,u~ , .... nei ,..., 
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essendo Allora, il 1 

r o in modo che 2 ,son esiste una ed una sola f1tn-
zione rettangolare q~ (x) di vrdine n che abbia gli sinistri ~1 ~ ~2 , ... , ~n ~ 5

1 
il valor medio ed i coefficienti esponenziali lgk (uguali ai momenti del dato

sistema di masse:

Dim. - Infatti, se una tale esiste, i suoi estremi destri ~~2?...)~
devono essere tali da far sussistere, con le assegnate, l’identità (3,8)

1
che qui riscriviamo cambiando z in - : :

s

cosicchè i numeri e~~l, e~~2 , ... , e~~~~ non possono essere altro che le radici

-della seguente equazione algebrica di 

Proviamo che qnest’equazione ha effettivamente n radici distinte, tutte
di modulo 1 e tali che le loro immagini sulla circonferenza i e i = 1 sepa-

rano gli n punti dati eie2 , , , , , eien , .
A tale scopo poniamo nella (3,11) e poi moltiplichiamo i due

membri dell’equazione stessa per

otteniamo cos  la seguente equazione nell’incognita 0

(1) Il simbolo sta ad indicare che si devo omettere il fattore corrispondente a 8=r.
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e si tratta di dimostrare che esistono ~n valori reali di 0 , rispettivamente
interni agli intervalli ($~ , 1 ~2) 1 (~2 1 ~3) ... , 5 (~,, , ~~ + 2 n), che la verificano.

Osserviamo intanto che la (3,12) si trasforma immediatamente nella

il cui primo membro G (9) assume valori reali quando 0 è reale ; si ha’infatti

Si inoltre G (0 + 2 ~) _ + G (9) ~ seconda che n è pari o dispari,
mentre sussistono le formule , 

~

dalle quali segue

Perciò se &#x3E;i è pari risulta

e se n è dispa~ri . , "

onde, al variare di 0 in (~~-{-2:7r)~ la ó(0) si annulla precisamente in 
°

n punti n2, ..., nn rispettivamente, situati all’interno degli i intervalli

(~1 , ~2)’ (~21 ~3)’ ... , (8,a , ~1 + 2 ~) . 
’

Dunqne, se esiste una funzione rettangolare cp (x) di ordine n, nelle con-

dizioni volute, essa deve necessariamente coincidere con quella che ha gli
estremi sinistri assegnati ;1 , ~2’...’ ~" e che ha gli estremi destri ~~1, 112 5 -..9 
calcolati nel modo ora detto. Rimane da verificare che questa funzione ret-

tangolare ha eftéttivamente il valor medio 70 ed i coefficienti esponenziali
dati dalla (3,10). 

10. della Scriola Nonn. Sup. - ’Pisa.
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Poichè i numeri ein2 , ... , einn sono radici del1a (3,11) il cui termine

noto vale

il loro prodotto risulta uguale -,i, si ha cioè

Tenuto conto che si deduce

=2y!-~y ossia che la g (x) lia proprio il valor meedio ro -

Ne deriva ao == 2 y~ ossia che sussiste la (3~10) per k = o .

Inoltre, poiché per costruzione vale l’identità (3,8), varrà pure la (3,7) che,
confrontata con la secoud’a delle (3,4), mostra che i coefficienti esponenziali
6k con k ] 0 sono espressi dalla (.;,10). Quest’ultima sussiste poi ovvia-
mente anche per k  0 , c. d. d.

OSSERVAZIONE. 2013 I)ai II risulta che una funzione rettangolare
(p (,x) di ordine n si può individuare coii due metodi i diversi :

t°) dando gli estremi e gli estremi i destri

’~lt , 1]2 , .... , 1]" in modo dire sia

2°) dando gli estremi sin ... , en, le masse ft1 , u2, ..., un,
il valor medio 7’0 in modo che sia



147

La relazione fra i dne metodi è la segnente : i momenti delle masse

u1, ... , u,, IL t nei punti eie1 ,......., e’ien coincidono con i coefficienti

esponeuziali della 9)(x).

Passiamo a dimostriire qaest’altro teorema :
111. - Per ogni reltangolare di oi-di te n si ha, con le notazioni

int’rodotte al principio di questo § 3 :

i numeri eie1 , eie2 ... ,eien sono radici della seguente equazione
di grado n :

DiM. 2013 Il determinante (in = 0, 1, 2 , ...), è il discriminante

della forma hermitiana

cbe per le (3,6) può anche scriversi

avendo posto Si h~ perciò H ~ 0 , col segno = solo se

le ah verificano il sistema di equazioni lineari omogenee

Si vede subito che la matrice dei coefficienti delle (3,18) l  a caratteri-
stica uguale al più piccolo fra i due numeri n, m + 1. Perciò se m -+1 c n
il sistema (3,18) non ha autosolllzioni, la H è definita positiva e si ha quindi
An ] 0 ; se -m +1 &#x3E; n , tale sistema ha delle autosoluzioni, la H è semide-
finita positiva e quindi risulta Am = 0 . Sono cos  provate le (3,15). 

’
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Si ha poi, sernpre in conseguenza delle (3,6)

e ciò prova che e i~i , ... , sono radici della (3~17~.
Infine, per dimostrare la (3,16), basta osservare che la (3,17) si scrive

§ 4. - Dimostrazione del teorema A.

Osserviamo anzitutto che, se esiste una funzione g (x) rettangolare di
ordine n che abbia i primi n coefficienti di FOURIER y° , y1, .. · , ’)In-1 rispet-
tivamente uguali ai numeri assegnati c~ ... , Cn-l e che abbia inoltre gli
estremi sinistri e1 , e2 , ... , e,n con somma uguale a À, di essa sono anche

immediatamente noti i seguenti altri elementi :
. 

1°) i coefficienti esponenziali a° , a1 , ... ,~Q"_1 rispettivamente uguali
ai numeri 80’ ...8u-] dedotti ..., mediante le (1,4), (1,7);

’ 

2°) i determinanti Jo. J~ ..., rispettivamente uguali ai deter-

minanti Do, ... , dedotti da so s1, ... , Sn-1 mediante la (1,9) e

che sono tutti positivi per ipotesi ;
~ 3°) il determinante Øu che, in virtù della (3,16), deve essere uguale

abbiamo indicato il determinante di Vander-

monde degli ~z + 1 numeri di cui due almeno sono nguali fra loro.

segue anche dal fatto che per la (2,1) sussiste l’identità

e che si ha dn = O . Q~~i si è provato in più che arg &#x3E;
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4°) il coefficiente espoiienziale On che si può ricavare dalla =

= ossia dalla

in quanto è 

5°) il determinante cJige risulta a zero, in con-

seguenza dell’identità

Allora per il teor. III di § 3, i numeri ei;2, ... , devono neces-

sariamente essere radici dell’equazíone

la quale, in virtù delle ~io &#x3E; o , 0 , ... , &#x3E; 0 , = 0 e del teor. II

di § 2 ba n radici distinte, tutte di modulo 1, 9 il cui prodotto è evidente-
mente uguale a ei~ . Posto arg ar = ~r , 9 (r =1, 2 , ... "n), possiamo scegliere

in modo che sin

I numeri cos  ottenuti sono necessariamente gli estremi sinistri della Q (x).
Le masse u1, u2 ... , relative alla 99 (x) stessa devono poi verificare

il sistema

sappiamo (teor. III 2) che esso ha una e una sola soluzione fl2 , ...

... ~ ~u~ formata di nnineri reali e positivi. Per tali numeri risulta

cioè sen n yo (con 0  yo  1 per ipotesi).
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Possiamo dunque concludere che della T (x), supposta esistente, risul-

tano individuati tutti gli elementi prescritti dalla (3, 14), onde la 99 (x) è
perfettamente determinata (vedi § ~~ osservazione). Ed è imnediato verificare
che la g (x) cos  definita gode effettivamente delle proprietà volute.

§ 5. - D imostrazione del teorema B.

LA CONDIZIONE È NECESSARIA. - Sia I*(x) una funzione verificante

quasi ovunque la

dobbiamo far vedere che per i suoi coefficienti di FOURIER c2 ~ ...
si verifica uno dei tre casi menzionati nell’enunciato.

Intanto se c~ = 0 (oppure co == 1) deve essere quasi ovunque f (x) = 0

(oppure f (x) = 1) e di conseguenza c~ = c2 = e3 = ... = 0 ; y se ne deduce

so = s1= s2 - - - -0 e successivamente Do = .D1= D2 =... = O .
Supponiamo ora che sia

e quindi Do &#x3E; 0 ; dobbiamo dimostrare che si verifica necessariamente il 20

o il 3° caso e ciò sarà fatto se proviamo che, dall’ipotesi che per certo n &#x3E; 1
risulti

segue necessariamente

col segno = soltanto se la coincide quasi ovunque con quella funzione
rettangolare di ordine n che ha come pi-imi n coefficienti di FOURIER i nu

meri CO, C1 ..., cn-i ed ha come somma degli estremi sinistri il numero

arg ~~ (1)..
Fissato ad arbitrio il numero reale ~ ~ in virtù delle ipotesi (5, 2), (5, 3),

esiste una ben determinata funzione rettangolare (p (x) di ordine n [che in-

dicheremo anche con m (x , A]) per la quale sia, con le solite notazioni :

(i) Numero che ha senso perchè, in forza delle
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e di conseguenza

Consideriamo allora il polinomio trigonometrico di ordine n (i)

notando che risulta

l) (x)  0 all’interno degli intervalli

cosicchè per la (5, 1), it t prodotto Ll(x) (x)] P (x) si mantiene quasi ovun-
que ~&#x3E; 0 in (~~~-}-2~). Si pertanto ’

vulendo il segno = allora e allora soltanto che ,f’(x) « g (x, A) (quasi ovunque).
La precedente disuguaglianza si trasforma come segue

onde per le (55 5) si li«1

(1) Per il ragionamento qui nsato cfr. GHIZZETTI [4].
(2) Con R (z) indichiamo la parte reale del numero complesso z.
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Ricordando poi che per le (1 ~8) valgono le

e che per le (5,5) valgono pure le

si vede subito che la (5,6) equivale alla

Si tenga ora conto che per la q (x) vale la (3,16) che si può scrivere

cioè in forza delle (5? i )

D’vltra parte si ha

e ciò permette di scrivere la (5,9) nella forma



153

La (5,8) diventa perciò, essendo D~_2 &#x3E; 0 :

Osserviamo ora che tanto quanto Fn sono indipendenti da ~ ~
mentre la (5,10) deve v~alere qualunque sia Â. Posto arg F,, = ro, y la (5,10)
può anche scriversi

donde, per l’aibitrarietà di ~, :

Se è &#x3E; i Fu I , la (5,11) sussiste col segno ) qualunque sia A e ,

quindi non può la j(r) coincidere con alcuna delle, g (x, ~) . Se -D~-i == 
la (5,11) può valei e col segno = soltanto per, A = w ed allora la f (x) coin-

, 

cide quasi ovunque con la Q (x , w) . 
’

Infine, tenuto conto dell’identità D~_1- D,a~.2 Dn = ~ I F" ~ ~ e della
1~,~-2 ] O si vede che la (5,12) equivale alla 0 , onde si conclude che

è necessariamente D,a b 0 valendo il segno = allora e allora soltanto che

f (x) = cp (x , w) , c. d. d.

LA CONDIZIONE É SUFFIOIENTE. - 8e. si verifica il 1° caso menzionato

nell’enunciato si ha co = 0 (oppure co =1) ~ 1 01 = C2 = c3 = ... = 0 e questi
sono i coefficienti di FOURIER della f (x) = 0 (oppure della f (z) == 1).

Se si verifica il 2° caso, allora co c~ ~ c2 , ... sono i coefficienti di 
’

FoURIER della funzione rettangolare di ordine n definita dal teor. A , y as-

sumendo A = arg Fu, come risulta senz’altro dalla prima parte della

dimostrazione. 
’ 

,

Supponiamo ora che si verifichi il 3° caso, in cui evidentemente la

cercata f (x) non può essere una funzione rettangolare. Per costruire tale

f (x) procediamo nel modo seguente (1). Per ogni intero n rimane ben indi-
viduata una funzione rettangolare CfJn (x) di ordine w in modo che sia

(1) Per questa costruzione cfr. GHIZZET’TI [5].

(2) Per costruire (x), secondo il teQr. A, occorre anche dare il valore

Questo valore essere fissato a piacere; conveniamo per esempio di assumere sempre 1 = O.
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Nasce cos  una successione di funzioni rettangolari 991
che basterà considerare nell’intervallo (0,2 03C0) . Posto per

consideriamo in (0,2 ~r) la nuova successione

costituita da funzioni non negative e non decrescenti. Esse sono eqailiini.

tate ed equiuniforme-

mente continue [anzi equiunifonnemente lipschitziane, perchè

Per il teorema di ASCOLI-ARZELA

si può quindi estrarre dalla (5,15) una successione parziale

convergente verso una funzione F (,x) non negativa, non decrescente e lipschit-
ziana [perchè F (x") - h’ (r’) I C  I x’2013’x’ ! ]’ Tale .F (x) ammette quasi
ovunque deri vata F’ (x) _,=f’ (x) , risultand o O f’ (x)  1 .

Dico che la ~f(r) cos  costruita l~a come coefficienti di FuURlER i nu-

meri assegnati co , c1 C2 , ..., ossia che si ha

. A tale scopo cominciamo coll’osservare che dalle (5;13), (5,14) segue,

per ogni fissato n :
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onde, comunque si prefissi al tendere di n all’infinito l’integrale

assume definitivamente il valore ne deriva

ovvero~ facendo perco,rrere soltanto la successione n, , ~3 ~ ... :

Perciò la (5,17) sarà dimostrata se dimostriamo quest’altra

Con un’integrazione per parti si può scrivere

in quanto per ogni h si ha (0) = 0 , 1 (2 n)= 2 neo e quindi, anche
F (0) = 0, li’ (~ ~c) = 2 ~c co . 1 Nell’ultimo integrale scritto si può passare al

limite per h - oo sotto il segno di integrale [perchè (x) - F (X)1 1=

ed allora, ricordando che ~

[Pervenuto alla Redazione il í0·4-T 950~
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