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INTORNO AGLI INTEGRALI DI FUBINI-TONELLI:
II - TEOREMI DI ESISTENZA DELL’ESTREMO

di ENRICO MAGENES

I N T R O D U Z I O N E

In una memoria titolo : «Intorno agli integrali di 
I - Condizioni sufficienti lrr, semicontinutia », apparsa in questi Annali (1),
riprendendo e continuaudo le riceuche (li S. (2), in ho studiato, Re-

(i) v. serie 3, vol. II ; essa sarà indicata nel seguito con M. I.

(2) S. FAEDO - 1) Condizioni necessarie per la semicontinuità di un mtovo tipo di fitrxzio-
nale (Ann. di rnat. pnra e appl. (4) - XXIII - 1944 - pp. 69-121) ; 2) Uii nuovo tipo di fun-
zionali continui (rend di e delle sue 111-1V-1943); 3) S2tlle condizioni

eli Legendre e di per gli integrali di Fubini l’otielli (Litografia Tacchi Pisa 1946,
in corso di stamha nel vol. XV, serie 2 di questi Annali Per stndi particolari preoedenti
si veda: G. FUBINI - dlcitrii nuovi Problemi li Calcolo delle Variazioni con applicazioni alla
teoria delle equazioni integro.differenziali (Ann. di Mat, pura e appl. (13) XX 1913 - pp. 217-

244) ; L. TONELLI - Sn atcrtni funzionali (Ann, di i Mat. pura e a ppl. (4) XVIII - 191S9 - pp,
1-21); H. H. GOLDSTINF, - Condotions for a of a functional (Contribntions to the
Calculus of Variations - 1933-37 ; pp. 316-357; in particolare pp. 353-357) ;
M. PICONE - un problema di Calcolo Funzionale (Rend. Acc Lincei (6) . XXIX - 1939 -

pg. 155.159); G, FICHERA - 1) e l’ituicit t delle qua-
rLratico nella sfeí-(i di Hilbel’t (Pubb. dell’I.N.A-C, Il. 160), 2) Siti fuzionali continui cerr la

inetrica di (Rend. A cc. Lincei (8) - II - 1947 . pp. 174 1 r 7).
anche ntile e interessante osservare che in alcuni ca8i gli iutegrali di FUBINI-

possono considerarsi come particolari di Bolza. Cos  per e;, se risulta

problema di render minimo I (y) 111 una certa classe di

C1nrve 1J (x)  punti tenniuali fissi si riduce a quello li render minimo il fuzinnale

in nna classe di 2n + 1 curve, y (x), 1(), (í 1 - - - 11) soddisfacenti alle 

zionidincrenxiali i
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condo il Tonelli, gli integrali (li 

dando delle condizioni sufficienti per la semicontinuità.

In questa memoria ne proseguo 10 studio, dimostrando un gruppo di

teoremi che assicurano resistenza dell’estrenlo assoluto.

Nel § 1, Uah. I, attraverso alcuni esempio chiarisco i termini nei quali
può essere impostato il problema dell’estremo per 1 y2) e introduco alcune
utili definizioni. Nel § 2 dò una serie di teoremi sltll’esistenza dell’estreMo

di 1 (y( ? y) 111 campi limitati, estendendo i più noti risultati relativi all’in

tegrale semplice di linea dovuti a 3[C SAANF, e 

accenno al passavie ai i campi illimitati.

Nel cap. II sviluppo la teoria dell’estremo per I (y) , mettendo in rilievo
come si possano per esso ottenere risultati più ampi attraverso due diversi

tipi di teoremi, che vengono dimostrati prima per i campi limitati (§ 2) e

poi trasportati ai campi illimitati (§ 3).
In un lavoro successivo mi occuperò delle equazioni di EULRRO relative

a I (y 1 , Y2) e a I (y), 1 consideradone, tra 1’altro, le applicazioni ai problemi
ai limiti per le equazioni integro-differenziali ordinarie.

Credo opportuno richiainare alcune definizioni e i risultati più llllpor-
tanti della M. I che ci saranno necessari nella presente.

1. - relative ad I y2). -- La funzione ,f’ (x ~ z , y1 ~ J2 , "
y’, , y;) (3) gi suppone definita per tutti gli (.1’, z ,y1 Y2) di nn A dello

spazio (x z 1 YI y.,), che sia il prodotto topologico A di 2 campi A1 del

e allp condizioni ai limiti

e questo problema è appunto m ordinario problema di lYlccyer. Va da Rè che qne-
stn proulema di MAYER può essere studiato anche come integrale di FUBINI TONELLI,
sicché i teoremi di esistenza del minimo che otterremo nella presente memoria ci daranno
altrettanti risultati relativi a questo problema di MAYKR Ciò, mi mette in rilievn
un altro motivo di interesse dello studio degli integrai i di FUBINI-TONTELLI.

(3) Intenderemo sempra di parlare di funzioni reali di variabili reali.
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piano (x, i/l :, dei piano (- , Y2 , contenenti ciascuno i propri punti di accu-
mulazione posti al finito, e per ogni valore di y’1 e e continua insieme

alle sue derivate parziali in ogni i 1 Il

definita.

Dicesi (? » ogni (~l funzioni

1 assolutmnente continue rispettivu nente in (a, b) e(1 I11

(n, 1) appartenenti rispettivamente ad i e A2; la  crrrvu C » poi
se finito l’integrale secondo 

al10ra 1(.) seguenti 

PROPOSIZIONE I (4). - H(1 sono verif cate 1P 

2) due I P aventi tutti i punti di

1 e A2 z posto possa

ogni oi y; i~t 

ogni punto (x , z , y , ?L,) A’ e

I’ e le ,srre continue e negli

stessi punti e confiune le 

3) per ogni parfe A’ di A’ 8i due 

1 e 

e continue in A’ con le 

che, detta A la, ~~i ¡ ~7z A’ :

H) i n tutto A e pe1’ ogni 

b) ’Ín tutto A, i &#x3E; Y’, S;rt : ’’

7, Annali della Scuola Sup. ~ Pisa.
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ogni punto (x , z ~ yl ~ y2~ 
A’ e y’1 t e y’ 2 qualiiitqiie esistoNo e sono le

I (yl , y2) è semicontinue inferior (6).

PROPOSIZIONE II 1 Se sono verificatte le ipntesi ,1), 2), 4) (e) e

3) pnnto di A si 7 1’" q,

r, s , v, Y’ con v e e TI ~~ 11- clte in y~)
~ii A i (,x, y) in (,~~ ~ pl’1’ di O e (~ ~ y~)
disfa i~c JB2 d(t (z, Y2) pe1’ 11 i e, 

ogni valore 11 ¡ y, t~ y ~ e :

ogni yf e pe~~ i (y, , ?’.,~ P 

ÙSSI£1?&#x3E;iTAZI(JXI4 i : $’ »i si liliii t«i ;tll«i Nuiiii»&#x3E;lililiiiiÌii iufpl’iorp 111 

tali i e ic ~(’ 

!ni K)ti(Ìit! to 

le iiilij&#x3E;&#x3E;iileiituiiieut.à 
tesi :n b) e 3) b) (8).

Valgono proposizioni 
- ipotesi i l).2)e

:3’)lJer ogni A cii .1B.’ e

e qilottí,o i

in ~1’ 

A 

(5) 4) con 1111n più ampia, alle ò indicata

nell O’sserazione finale del n 1 3, 1, I 
--

i ordinaria

,F &#x3E; () ad arbitrio è possilbe dete p  0 in modo che pur tutte le oidi-

nar e appartenenti all’intorno (é) di

(7) v. M. I, ~~ ~1 :~, n. :1.

(~) Y. I. C’ap. 1, ~ :", n. I.

9&#x3E; v. I , cap, J H, li. ~.
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a) in rutto A e per ogni valore finito di y1 e y2 ,sicc ;

1» inr tutto &#x3E;X , ogni y’ 2 e 1

4’) in ogni con

A’ e y2 qualunque esistono e 

PROPOSIZIONE II’ ("). - Se sono verificate le ipotesi !), 2), 4’) (10). 3) «) e
~) b’)

allora I (yl , i y.,) P 

OSSERVAZIONE I’ : Se Ci si limita alla semicontinuità inferiore in ogni
di i curve (’ [Y1 (,x) , y z ordinaire tali che le curve rappresentative

funzioni y, (x) abbiano lunghezze minori li uno stesso numero, allora

le I’ ‘ e TI’ indepentemente rispettivamente dalle

ipotesi b) e 3) b’) (12)

OSSERVAZIONE II : hi possibile un’estensione della semicontinuità anche
alle  ciiive (i » non cioè tali che non esista, sii Bdi esse l’integrale

y2) · Precisamente se è soddisfatto nno qualunque dei gruppi di ipotesi
che compaiono nelle Proposizioni I, Il, l’ II’ e se C lY1 (x) , Y2 (Z)1 è nna « cur-
,-ra, C » non preso a(1 arbitrio iin K si può determinare un O &#x3E; 0
tale che ogni C » Orci2î,,crl"icr- appartenente propriamente all’intorno
(91, di C soddist  alla I y2) &#x3E; l( (13). Questa estensione della sen1iconti-

nuità vale poi anche per le classi di curve considerate nelle precedenti 
I e I’, rispettivamente nelle ipotesi ivi ricortiate (14).

(10) L’ipotesi 4’) pnò essere sostituita con una più ampia che è indicata nol u, 2,
~ H, cap. 1, 1B1. I,

v. Di. I, p c a p. I, 3, n. 3, osservazione.

(12) v. 11i. I, cap. 1, § 3. n, 4.

(13) v. 31. I. 1,9 4,11.1 1 .

(14) v. I. 1, 0 4, n. :!
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2. - Proposizioni relati e ad I (y . - 1,a funzione
si suppone definita per ogni coppia di punti (~.~j) e (Z I’Y2)’ di un 

contenente tutti i punti di accumulazione posti i1Ì finito, e

per ogni valore e y; e continua 111 ogni punto J11

cui è definita insieme allg sue derivate parziali

Ciò equivH1e anche a dire che la , è definita (e con-
tinua insieme a per ogni valore di y.’, - e ogni punto

del campo dello spazio (a , z , y 1 y2)~ prodotto di

2 campi uno nel piano (x, y,) e nel piano (z, Y2) entrambi coincidenti
col campo A (15) ; questa seconda nomenclatura, che noi useremo, ha il van-
taggio di essere del tutto analoga a quella relativa ad quando si

_ , , , ....

ponga in essa

Dicesi  curva C » ogni funzione assolutamente continua

appartenente al campo A ; la « curva (1») dicesi poi se

esiste finito rinterrale secondo 

È anzitutto chiaro che, essendo I (y) nii particolare r(~/~.~)~ 1 tutte le

condizioni sufficienti per 1&#x3E;1 semicontinuità inferiore nelle 

zioni relative ad si traducono in altrettante condizioni sufficienti

per la semicontinuità inferiore di I (y) , quando la f soddisfi ai gruppi di ipo-
tesi ivi enunciate (113). Ho chiamato queste condizioni : condizioni del I tipo (17).

Ma accanto ad esse si possono dare altre condizioni sufficienti 

del Il tipo) per la semicontinuità inferiore di I (y), che non si presen-

tano per }!2) e che sono pure utili ; precisamente valgono le seguenti
proposizioni.

PROPOSIZIONE , 1* (18). - Se sono verificate le ipotesi (16) : 1), 2), 4),
3) i) oppure 1), 2), 4’), 3’) a)] (19) e

(~5) Nel senso che coincidono con .A quando si portino a sovrapporsi i piani (x, ~/~)
e (3’g) col piano in cui giace A in modo che l’origine e gli assi dei 3 piani si sovrap

pongano esattamente.

(16) Naturalmente si deve tener presente la convenzione sulla nomenclatura da usare
nei dne casi, messa in rilievo più sopra, per cni sono so-

stituirsi rispettivarriente con.

(17) v. M. I, oap. 11, ~ 1, n. 1.

(18) v. M. I, cap. 11, ~ 1, n, 2

(i9) Anche qui la 4 e la 1’) &#x3E; possono gerit,.i-,,,-tlivzate come si è osservato nelle

Dote (5) e 
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3) ~n) in tittto sia:

allora 1 (y) è #e»iiconti?iuo 

PIZOPOSIZIONE 11* C’W). - Se sono verificate le ipotesi (16) : 1),), 4)
)opi&#x3E;iire 4’)] (19), 3) a) e 

- - - -

3) b*) inoltre per i di A’ tali che x -_= z Yt 1= Y2 sia anche :

per i-isl)ettív«i e tte (x, e (z y2)
per non più i

I (y) è 

OSSERVAZIONE 1* : Se ci si limita alla semicouLinmtà inferiore in ogni
classe di curve (i ’ ordinarie tutte di lunghezze nii iori di uno stesso numero,
allora le Proposizioni 1* e 11* valgono indipendentelnente i-i spetti vai-ii ente
dalle ipotesi 3) b* e 3 ) b*) (21).

OSSERVAZIONE Il~ : Anche per le condizioni del II tipo I*

c Il*, I*) è l)ossibile llllj(’StellSlUllf‘ della setiiico itinuità nel

senso della precedente 

j2Ù) v. I, cap. 1, u. 3 ;
(2i) v.:B1 I, 1, Il, ~ ~ ~.

(22) v. M. I, cap. II, ~ 1, n, 4
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CAPITOLO I.

I 1 minimo o di i I (y1 , y2).

j 1. - P r e 1 i m i n a r i

1. - -- Mantenendo le denniziom e la nomenclatura del

n. 1 dell’Introduzione aggiungeremo ora qua c te ultra definizione.
Diremo che una «curva (,"», che indicbere no con C, è una di

«ceiPiiilazio&#x3E;ie di un dato insieme di « curve C » se ad ogni intorno (é) della
(7 appartengono propriamente sempre iuunite «curve C» dell’insieme dato.

[7n insieme lK- di curve C ordinarie costituisce una classe co»i»leta
quando ogni sua curva di iiccnniulazione, che sia anche ordinaria, appal’-
tiene a rinsieme stesso.

Il funzionale si _positivo se in tutto A e 

e y’ 2 qitalititque 

e se inoltre esistono 1) (x , z, y--» 5 Q (x’ , ~ , y , y2), R (x’ , z ~ 
y2) dej nite e in A, tali che in tutto A e per y; e y2 qit(i-

sia 

Sarà opportuno osservare che la non è conseguenza delle (a) , come
1’analogia tra I (y 1 , Y2) e l’integrale semp ice del Calcolo delle Variazioni in

forma ordinaria:  x potrebbe far credere (è noto infatti

che dalla  0 segue immediatatiiente, per la formula del Toylor arre-
stata al secondo termine, Basta

all’uopo ricordare Pesempio portato nel n. 2, § 1, cap. I, la funzione
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sulilixtà alle (a) come si è ivi visto, ina non (qualunque siano le

1’, 
, () , IL &#x3E; 

’ 
&#x3E; poicllè Tler y ; - J 2 risnta . f’ _ 1 e quindi per yi - oo,i’ ; 1&#x3E; , S poiché per vl = /1 risulta ,f’= - 3 

e quindi, CxJ,

f -- - 0.) del quarto ordine rispetto a y, in contraddizione con la ({3).
La è conseguenza de le (a) solo in casi particolari : per esempio se

si xui&#x3E;j&#x3E;tiic die per ogni punto (x z , y , Y2) di 1 esista almeno (o un

~) tale che ,f (~r ~ yh) [o .f~(x ~ z ~ r yí ~ y;)] si riduca ad una

funzione lineare di yj «&#x3E; di y;) in ( - (tralasciamo la dimostrazione
di questa affermazione, anche se non tutto immediata, perchè ciò non

interessa per il 

Introduciamo ora un,ultima definizione. Diciamo che L (y1 Y2) è 
« y; (u « y]) è p0

ed w (x , z , y2) di A si, 

7 7 ~ ~ ? ,x , &#x3E;, , y e I’ c ~ (’ y’ 2 1  in 

(x’ , z , !!~ , ,’l~) di i A, per i (.r.?/j) .LB l’ (~ , ?/))
tm’ ~~ r e (z, ~~~, da (z, ~~cr’ 

i cl ¡ !Ií e !12 e

i

2. - i saranno utili nel segnito i due B Lemini:

(i

Ili ¡ 112) f rcurr cli 

cr llc 

i

~ ~ (a;) ~ J~ (~)~ , 1 tutte 

In della definizione data di seminormaltia in dimostrazione si

ottieue adattando un noto ragionamento di E. Y. Me SHANE (23) j J Si tenga

(23) V. e. Y. Me of Calculus of 1’(t-

iiatio&#x3E;i jAiii&#x3E;ali Scuoia Noi- i ,,tle Stip. di (2), vo .HJ, 1934, pp. 181-211; 287-315)

pag. 294.
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nll’noho che il campo il prodotto campi e A2
osi sfrutti la relazioiie :

verif cata se un jiialsiasi insieme misurable di (« , 1&#x3E;j , nel caso che

rispetto a Yí, e 

verificata 8e E2 è iiiiliiisicii e n1iHul’uhiJe di (c, d) ? nel yz) sia
seminormale rispetto 

OSSERVAZLONK. 2013 La validità dei due precedenti è ji dil)eii-
dente dalle numerose ipotesi sulle funzione , ; iii realtà il 

mento che si usa nella dimostrazione sfrutta solamente le relazioni (y) e (y’)
delia seminomaltià p lE’ disnguaglianze 

3. - Nel paragrafo successivo se-

guendo il del Tonelli, un gruppo di teoremi i di esistenza del

minimo assoluto di 1 y2), che esuuriscono indubbiamente una assai vasta
classe di Ci giovereino perciò della analogia, tra I (yl 1 Y2) e l’in-

tegrale semplice di linea del calcolo delle variazioni

t opportuno però mettere subito in rilievo che 1 (y1 ~ ~2) presenta alcuni
fatti nuovi, che la suddetta analoga non farebbe, ad un esa,nie superficiale,
supporre. Alcuni esempi chiariranno la cosa e delimiteranno l’indirizzo

delle nostre ricerche. ’

Il

È noto (24) che l’integrale numero reale qualun-

que, ammette il minimo assoluto iti og.iii classe aoinj&#x3E;leta di curve ordinarie

(24) y ed L. integiali del Calcolo delle Variazioni iri 

(Annali Scuola Normale Snly di Pisa (2), vol, 1934 pp, 40-450),
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y (x) (cioè irl questo caso assolutamente continue e con derivata a quadrato
integrabile) contenute in un campo limitato.

Si considerino ora i seguenti 3 esempi di y2) , che possono rite-

nersi le generalizzazioni più immediate dell’integrale semplice suddetto.
I) Sia considerata per ogni punto

dell’ipercubo per

ogni valore di y; e y’2 . Sia poi K la classe delle curve ordinarie C appar-
tenenti ad A , costituita dalla coppie di funzioni :

per ogni b tale che O [ b  1 .

L chiaro che K è completa nel det nito nel n. I. Risulta 

I (1, y,) é dunque sempre positivo, ma l’estremo inferiore di i 
è Io zero perchè 2 b - b3 -~ O 0 . Perciò I (y 1 , yz) non ammette in

1~’ il minimo assoluto.

II) Si considerino la stessa funzione f e lo stesso campo A dell’eseni

pio precedente. Sia invece K la successione delle curve ordinarie 1’,, , ap-

partenenti costituita dalle coppie di funzioni :

cos 

Si ha:

Ma l’estremo inferiore di I in li è lo poichè
B 

’ ’

per Si osservi che l’intervallo di

definizione (11 ciascuna y, , ,x è certo e quello di ciascuna (z) è =1,’ 2 "’

III) Si consideri nel campo ...1 degli esempi precedenti la funzione
- cosante &#x3E; 2 -
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Sia /f la classe completa delle curve ordinarie C, appartenenti ad 1,
costituita dalle coppie di funzioni :

per ogni b tale che
Risulta :

ma l’estremo inferiore di 1 f , zz) in K è 2.

semplici esempi ci suggeriscono queste osservazioni :
c1) se non si fannuo ipotesi sulla classe K di curve in cui si cerca jl

minimo, il minimo può non esistere anche nei casi in cui la funzione f è
estremamente semplice (esempi I e III). 

K di curve è che esista una

ogni i 
con Kli il l(l ta le classe.

b) il funzionale del tipo anomalie anche se

, 

« 

ci s  limita alle classi Kli sopra definite (esempio 11); il che ci porterà ad

indirizzare le nostre ricerche nel modo che risulterà dal paragrafo seguente.
Le dimostrazioni dei teoremi che risultarlo dall’adattare oppor-

tunamente noti ragionamenti del TONEL LI (25) ; perciò svilupperemo solo la
prima e per le altre daremo un cenno e metteremo in rilievo le modifiche

essenziali. 

2. - Teoremi sull’esistenza del minimo di in campi limitati

1. - In tutto questo paragrafo supporremo i campi ..:11 e (e quindi
i1 campo -I) limitati.

TEOREMA I. --- ehe :

1) la f 1), 2), 4) [oppure 4,26) (v. ln-

(25) V. luogo citato in (~).
(26) La 4) e la 11’ potrebbero essere getieralizzate secondo Cl nanto si è osservato nelle

note (5) e 
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lI) esistano due ø~ (u) definite per
limitate e tali che sii

u - + oc ? le zrz tittt(&#x3E; A e per ogni y; e y’ :

ugni K1] di A,
esiste il I (~l , il~) .

L’estremo inferiore z di 1 (, , Jz) iu , è finito, detto Øo il più ,

piccolo dei due estremi inferiori di ø (u) e ø2 (il) iu (O, e detti })1
e D2 rispettivamente le massime differenze fra gli x dei punti di Ai 1 e gli
z punti di ~l li;1 su ogni curva ili 1(1/.

Sia ora una successione

di curve minimizzante per per le qua i (’ dunque :

Le funzioni 2/i,,i (x) sono equiassolutamente continue. Preso infatti 8 &#x3E; 0
ad arbitrio, sia Y’ llll numero positivo tale che. in virtù dell’ipotesi 11),
per 

Siano ora («r , hg,) (r 1= 1, .. , un qualsiasi di intervalli di

non sovrapponentisi; diciamo 11j l’insieine dei punti degli (a,, 1,,)
in cui ¢i (G’) esiste finita ed in modulo " e E2 l’ius eine dei rimanenti

punti degli (a,, Potremo allora serivere:

(27) Per semplicità usiamo lu successioni di curve minimizzanti, anziché le xiiccex-

sioni di insiemi di curve minimizzanti.
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Sicchè, se è si ottiene :
-~ - ~ ~ I

In 1l1odo analogo, sfruttando la (1’), si dimostra l’equiassoluta continuità

delle (z). Allora, A è limitato, potremo estrarre dalla ( un’altra

successione per la quale sia

è in modo che per convergano uniformennente

rispettivamente verso diue funzioni
1 assolutamente continue e tali che

partenga ad A. Ma, in virtù delle ipotesi I) e 11), e dai risultati richiamati

nell’ Osservazione II dell’Introduzione, dalle (3) segue Y2) esiste

finito sii e , e quindi C appartiene 1L 

Ne risulta allora immediatamente dalle (3) e dalla semicontinuità di

7 y2) su C, verificata iii virtù della 1 o I’ dell’Interoduzione,
secondo che la f soddisfa alla 4) o alla 4’), che è - i . 

OSSERVAZIONE I. --- L’esempio 111) del n. 3 del paragrafo precedente
mostra come, pur essendo verificate le ipotesi I) e II) del Teore1na I se si
considera una classe K che non sia una K~~ , 5 il L minimo di I (Y1 , y2) in K
può non esistere.

OSSERVAZIONE Il. - L’ipotesi 11) nel teoí-e ) (t I , può essere sostituita
con la seguente :

II’) esista tt t numero finito N tale che in tutti i punti di A e per ogni
y~ e y, sio
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~ inoltre sia

(l,

) (i

Infatti, nelle altre ipotesi snlla f ammesse nel I, si dimostra,
con considerazioni del tutto analoghe a quelle Avolte dal llel Jl. 11

della Memoria citata in (*--’4)@ clie la II) e la 11’) sono equivalenti.
Il risulta cos , nelle due forme equivalenti corrispondenti alla

II) e alla II’), l’estensione atl I(y , dei due teoremi equivalenti (li NA-

e Mc SHANE, relativi semplice di linea in forma

ria (v. es. Memoria citata iii (24) 11. 9-11 ).

2. - II. -~- cjre :

I) la ,~’ soddisfi alle 1), 2), 4) [oppure 4’)] (28);
II) ogni (x - y,) di A, soddisji o cr,llcr condizione [condizione 

che un e ,i’icrrziortc ø1 ~l1)y 
e tale che 

quale si abbia per (x, y~~ iu ~, ~ il di O, ~ da (

A2 e y’1 e y’2 qualunque :

condizione [condizione che ad eqso si possano 
2 g (t) , (t) e 3 costanti 1 &#x3E; 0 , 0 e con rp (t) definita

in (0 ~ 1) , non tendente ~~ + oo per t - + 0 ~ e i~a (0 , 1),
definita noli negativa, non tali elle prr

sia

che) i7z tutti gl z (iV. Y1) di A1 opportuno in-

(li (x, y1), per tutti gli A2 e y’2 qualunque, sia :

(28) Y. nota (’26),
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lI’) ogui puuto (z , Y2) di A2 lcondizione (X2)]
esistano un numero O9 (l e ø2 (lI) , definita per O u  + 00,

e tfde ehe sia ~.~ (n) : v -i + 00 , -~- 00, per
1« pe1’ (z, y;¿) in A2 ctl più di Q-¿ oc~ (~ ~ y~) ~ (~ ~ ~/~)

ad 

condizione [condizione r’3, jar8i 
3 Z &#x3E; U , a &#x3E; 1) , e alle

delle costanti condizione /1)’ i7a 1nodo

che, in gli (z, Y2) di i A2 d i (z , ~) ~ s
per gli i (,x , y1) di y’~ e y~ 

flÌlr)1’Ir ?1t ogni GZ(bss8 completa K1) li C , 
il li I 

Questo teorema estende n I (yl , Y.2) 11 I teorema di L. TONELLI del 11. 12
- 

il

41 î 1àll«1 cihttn in (24) relativo all’integrale
u

la dimostrazione Ri ottiene con gli stessi ragionamenti (Iel tenendo

presenti alcune osservazioni. Anzitutto dalle ipotesi II) e Il’) segue che
esiste un li tale che sia li e quindi che inferiore i (li

I y 1 Y2) in P finito. Si dimostra poi che, considerata 111 una suc-
_ 

- 

_ _ _ , _. ,.. .. - . - , , B ,

cessione minimizzante sia

le sono eqiiiassoliitaitieiite coi tiiiiie : per le prime si

sfrutta J’ipotesi II) e per le seconde la lI’), tenendo presente l’iiccorgiiiiriifn, 
usato nel nunmero precedente e accennato nel n. 2, 1, della disng’uag’lianza:

è la costante relativa alla claqse che vale quando una

qualunque insieme misurable di (an, b,,) , e di quella analoga relativa a 
Si ott,iene cos  una curva di 

cumulazione delle Cn con Y1 (x) e Y2 (z) assoluhunente continue.
Per provare l’integrabil ità di nel ret-

tangol0 osservi come il TONRLI,I, che, sono

i n numero tinifo » punti di (~r, ~ b) tali sod-

disfi alla e sono pure iu numero fiuito



111

punti di tali che z y (zl soddisfi iilla fi2). Xi divida ora

R in tanti rettangolini mediante le rette x = Xr (r =1 , ... v) e ’z = zs
(s = ~ , .. , , v’’). Dico che la ~f (x , z, Y1 (x) , Y2 (z), y~ (.1’) , y~ (z)) è integi’abile
sii ognuno di questi rettaogolini e quindi su tutto Il. Infatti sia 

x x~r.+1; z, £ zs+d uno di essi. La «
risulta integrabile in orgi rettangolo . -’ con a

infatti, essendo dalle relazioni

Y2,n)  i "p 20132013? soddisfatte dalla successione minimizzante {Cn} ,
risulta che sono superiormente equililnitate anche tutte le parti degli inte-
grali relative agli archi delle per cui le sono definite

in tutto (o in parte) (ix, /1) p le (z) in tutto (o in parte) (7 , ~), e allora,

la condizione 
y se soddisfa alla 4), e ln at) . RP la ~t’ sod-

disfa alla 4’) (insieme naturalmente all’ipoteRi I)) ei assicurano 

lità cli ’(,x , z, yl (x) , ?L, (z) , y; (x) , y (z)) sii R’, il1 virtù dei risultati conte-

nuti nell’Osservarione II dell’hctrociuzione.

Per la semicontinuità inferiore che, in virtù della condizione e della pro-

posizione II se la f soddisfa alla 4), o della e

della II’ se la ,1’ soddisfa alla 4’), è ora assicu-
rata (li i :

r di qui. poiché è ,/’--j c () , ricavim H) sii tutto di

$i può allora conc t dc ’c. neHa llilÌl(lRÌl’llZÌQllQ dei ToNEl.Ll, c fc

Y2) r._-._ i .

OSSERVAZIONE. 2013 Si l (X) e es-

enunciate 111 un’altra perfettamente equivalente i  di quanto
xi e (detto nella Il del numero 

3. - TEOREMA III. -- che :

I) 1’icrtzione ,~’ soclclisfi alle ipotesi 2) e 4) 4’)J (2~);
II) y.,) sia, rispetto a yl;
II’) sia seminormale rispetto a y2;
III) i (x , y1) di Ai i7t cui è 1((, condizione ai)

(l’. ii. costituiscano un (I1 giacente i7z pa1’te 

(?91 v. n. (96). ,
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finito o un’inJiuità rl’2l’rrte9’all t le di yi = (x), y ay « r « bv con (x)
fuzione assolutamente continua, ed in parte szc -ette 1{1 delle

x e interseca,nti l’(csse delle Y1 in un irtsierrre di di nulla;
111’) i pititti (z, y2) di A 2 ’ t cni 7aorL è condizione a.,)

(v. 7L. costititiscaito 9(9&#x26; irLSierrie (}2 giacente in su rr7z 

.fc7tlto o iiitiiierabile di Y2 = 2,1, (z), c, s: z C dy, con g z)
asqolitt(vii eitte corrtirczc(r, ed z7t parte su  R2 paralle (rll’(rsse delle

z ed intersecanti l’asse d()lle y2 in un tli 

(illo -(t in ogni classe completa Kn di i aplJartenenti ad
A , es ste il crasohcto di y2) .

La dimostrazione si ottiene i11 modo del tutto analogo a quella data
TONFLLI per íl teoreuo del numero 11. 16, pag’. 422-42àS (lella Memoria

citata in (24) ; x  dimostia anzitutto clie per le enrve () [y (,x), a x  11 ,
Y2 (z), 1 e  z (1] di soddisfacenti alla I 0160 con 111 numero .

sia le funzioni yt (,x) che quelle Y2 (z) sono ugualmente continue, sfriut-
tando ri81)ettivaiiieiite le ipotesi 111) e III’) ; sarà iitile i

del 11. 2, 1, l’accorg.iineiito della, disuguaglianza:

vale quando E è uu qualunque insienie misurable (di (a , b), e (di 

la reliitiva a Y2 (z), il fatto clle la qnasi-rrgnlaritii, positiva (li i

1 (y, , di cosiderare anche l’integrale

in cni la funzione integranda è sempre ~ O .

Si può allora considerare in 1(1/ una successione minimizzante che con-
verga unifornemente ad una curva [Y1 (x) , Y2 (z)], 1 che, in modo analogo alla
dimostrazione del TONELLI, si dimostra essere una « cnrva C ». In virtù

delle ipotesi I) e II’), se la f soddisfa alla 4), e I) e Il), se la f soddisfa
alla 4’), è possibile allora applicare i risultati dell’Osservazione II e delle

Proposizioni II e Il’ cos  da assicurare che la «curva C »

ottenuta è anche ordinaria e che su di essa y2) è semicontinuo infe-
riormente, onde concludere col teorema.

Un esempio in cui è applicabile il III, ma nou il I è

dato dalla funzione consi-
- - . ,

dorata in un campo /1 che contenda punti le cui coordinate y1 e Y2 -giallo

ambedue nulle. 

e e,119’,1 punti le cui coordinate y, e Y2
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4. - - ch e :

I ) lrr f alle ipotesi ‘~) e 4) 4’)~ (30) ~
II) I (yi y,) sia quasi regolare 

(x , Y1) di cui non è condizione (Xl)
llè quella (v. &#x3E;1. 2 di qicesto G1 

alle conidizioni&#x3E;ii III) del n. 

IV) per (x , y1) di (z , y y,) di A2 si possano
7 ~’ ~ ~ , ~ ~ ~ Y! Y’ &#x3E; 1 , 

che i (x, z , y,) d i, A i c «r , Y 1) 
~B~, y (x , Y1) her (z, J12) -«’B2) (z ~ 1/2) pe1’
non piÙ 

di y; e 

ogni il i I &#x3E; )~’.

III’) i (z, Y2) di A2 ict cui iié lcc condizione a.-,)

condizioni III’) n. precedente;
ogni punto (z , i ogni punto (x, Y1) di 1B1 ai 

7 ~ ~ g ~ ~r~ ~ s ~ v ~ ~ e Y’ positivi e ~.T’ &#x3E; 1 ~ trÛ i
che i7z i punti (x , z, Y2) di A per i (x, Y1) 

(x, y1) P e1’ (z , Y 2) n e A.) ~ (z ~ Y 2) 

per ogni di ~; e y’ e :

per ogni cl i y, e 
i ~z ~ ~ y’ ;

allora ogni classe completa Kn 1i f’, A,
esiste il assoluto di I Y2) . ·

~ 

(311) v. nota (:.?6) ,

~. Annali della Scuola Sup - Pisa.
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dimostrazione si ottiene adattando opportunamente quella del cor-

rispondente teorema del n. 17 426-427 della Memoria citata in (’’4 del

TONELLI, secondo le osservazioni fatte iiel n, 2 e 3 precedenti ; è op

portuno inoltre ricordaee le I e I’ 

Osserviamo che il teoí,e i t T’T i precedenti teromi I, II, III

3. - L ’esistenza dei minimo di in campi illimitati

1. - TEOREMA GENERALE : 1 1)1 

C (x), v, (z)] aventi almeno un punto 5 z Y1 (x) , 1 Y2 (z)] in 

chiuso e limitato del A, esi8te ccasol2cto di 1 (Y1 1 y.), 
a) il v(iloi-e di I (Y~, Y2) ~rn una (~ di terr(le

cc --~- co col -~- oJ della x2 + (X) z2 -í- y2 (z) ~
11) in ogni limitato f’ ad A sono 

lP condizioni di dei’ 

Ija dimostrazione l’ la data da l’interrale semplice
(li linea nel n. 90 pag’. suoi « Fondamenti i di 

(lelle Variazioni &#x3E;&#x3E;(Bologna 1921-23).

2. - Si possono ora dare dei criteri che assicurino che lu condiz!one

a) del teorema precedente sia soddisfatta, dei tutto amaloghi a quelli noti

her l’integrale sepmplice di linea (31).
limito wl enunciare i due 

I) condizione a) del teorema (lel n. precedente e verifica ta per

ogni classe completa cli curve ordinarie t’ aventi almeno un ,pnnto 111

un insieuJe limitato e chiuso di ,1 1 ) G &#x3E; 0 cui

in punti ~li ~t - c c , - ~:::;; z C c ; 2) esiste n7r 

cui i ,si abbia 9 J1 r J’~ ~ J~) &#x3E; N di y; e 2 e ogni i

punto (x ~ 1 z Y2) rli :1) ‘~ iii ie -í i~1 ~ }.2 e 2 

(31) Si veda: L. di Calcolo delle Variazioni, vol,1f, n. 9ò b); cl, d),
pag. 308-312 ; E. J. MC SHANE, luogo citato ia (23) pag. 302-304 ; S. CINQUINI : 1) Sopra

della soluzione nei problemi di (’nlcolo delle rariaziofl’i di ordine n (Annali i Sei ola

Norrnale Siip. di Pisa (2) V - 1936, pp. 169-190) 11, pp, 184-190 ; 2) di

esistenza dell’estrerno in campi illimitati per i problemi di Calcolo delle Variazioni di ordine n

(Ann. Scuola Normale Sup. di Pisa (2), vol. VI, 1937, pp, 191.209); 3) Sopra l’esistenxa del.

in campi illimitati (honrl. Acc. dei Lincei, (8), vol. IV, (1948), pp. 67;)-687);
S. FAEDO, 8u un teorema di esistenza Variazinni e una j1l’Opos¿z’ione generale
del Funzionale (Ann. Scuola Nurmale Snp. di Pixa (2), XII, (1943), pp. 119-134).
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(1)1 (ti) e (ll) definite 1’ispettiv((,1 tente per
¡ 

in qi frhhio i~t tutti i punti (,x , 1 Z .112) di A con

ogn i y2 e per

f~ in tufti i ~~i -lk con

ogni

Si osservi clie se A è illimitato uno almeno dei 2 campi Al e A2 deve
essere illimitato; possiamo allora aggiungere che nel criterio I l’esisteiiza

Per la dimostrazione si adattano immediatamente i ragionamenti di

S. (32), tenendo presente che ogni appartiene alla classe

K,, consideratw e che il tendere a --+-- cx; del massimo della, somma

comporta il tendere a -t-- oo di uno almeno dei massimi 

somme

LI - Jja condizione a) (tel teorema (Iel IL. precedente è verificalta 

ogni clase Kn di ciirve ordinarie C aventi almeno 1111 punto 111 un insieme

e limitato di A se : 1) 4 n , b*, 1* per cui in

tutti i pnnt i ~ii A (~

2 numeri

~ per u é (1, 
con 1J1 (1t) e concave verso tali che 

i v, luogo citato per primo iii 311°n, 12 @:)4.
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1nodo che -isiílti in tutti í p2titti di A c~ per ogni y; e y-, :

Anche qui la (6) [(7)] è richiesta solo se A1 [A2] è illimitato. Per la di

mostrazione si veda : L. luogo citato in (31) n. 90 (d) e S. CIN-

Q1TINI, luogo citato her primo in (31) Il. 11. Si osservi anche el e le (6) e

(7) possono essere sostituite con le:

3. - Nel teorema generale del n. 1 si è fatta l’ipotesi che ogni curva
della classe Kn che si considera, abbia almeno un punto in un dato insie-

me chiuso e limitato del campo A ; si potrebbe ora considerare il caso in

cui ciò non avvenga ; un risultato in proposito, sotto opportune ipotesi sulla

funzione, f, si potrebbe ottenere immediatamente estendendo ad 1 (yl , y2) i

i-agionanieiiti e il teorema di S. CINQUINI sull’esistenza dell’estremo in campi
illimitati per l’integrale semplice di linea, contenuti in una Nota del 1938 (33).
Ma su ciò non mi soffermo oltre.

(33) S. CINQUINI : esistenza campi (Re id. 1st.

Lombardo Scienze e Lett. LXXI, 1938).
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CAPITOLO Il

I 1 minimo o di i I(~y)

1, - Preiiii i ar .

1, - Definizioni. - Manteniaino anche le clefiiiizioi i e la llo-

menelatura del n. 2 dell’ Introduzione.

Le definizioni date per 1 (Yt , y2) xlel 11. 1, 1, I di di accit-

e cli classe completa si trasportano in modo ovvio a I (y) .
Cos  pure si capisce, tenendo presente l’osservazione sulla nomenclatura

da usare, fatta 11. 2 come si trasportino le definizioni

di integrale e quasi-regolare seminormale ri-

a y’ , (e a J2) .
t4 utile per 1 (y) anche definizione di integrale quasi-rego-

lare _positivo seminormale i-ispetto a, y; y’, ; tale si dii-à I (y) se è 
positivo e se ogni (x , 5 z Y2) di A.2 = A X A si possono deter-

minare 7 p, q , i, s , v , o e Y’ con v e o positiri e Y’ &#x3E; 1 , tali che

i7G tutt i i punti (x ~ di A2 p r i qilt li (x , Yt) e (z, Y2) distano lt’it A

rispettivamente da (x, yl) e (z , y2) per non piÙ di sia :

per ?~ i y; e y~ ; ed inoltre per i punti ~ i A;2 tali che x = z ,

Y1 = y2 sia nei (x , z, Y1 , Y2) d z A2 per cui (x , Y1) e z, Y2) di-

irc A da (x , y1) pe1’ più di e:

i
Considereremo in questo capitolo classi complete di curve ordinarie

C [y (x), a ’ x’ ; f~J ~ ehe soddisfano a la condizione che esista una costante

17 &#x3E; O tale che per og.iii curva C della classe sia b - &#x3E; Indicheremo

tali classi con Kn, Ijp classi complete cui non si imponga questa condi-

zione, le indicheremo semplicemente con 2f.

2. Come per I (y~ ~ ,yz) (v, 1l. 2, ~ 1, cap. I) è possibile dimo-
strare il i seguente I ;
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~’e I (J) è positiro o a se Il

A e alle :

y (x) sono tutte ad ,UUO 
Per I (y) vale anche il segueute lemma II :

classe di C’[y (x) , cc x,b] ced un 

i 

con fisso) le rcrrirrz-zurzi totali delle funnzioni y (x) sono tutte 

ad stesso 

Anche questo lemma si dimostra adattando un ragionamento di E. J.

citato uel u. 2, § 1 ~ cap. 1, nediante gli artifici già da me

usati nel dimostrare la (28) del n. 3, § 1? cuh. II, I.

Vale anche per lemmi un’osservazione analoga ii (luella fatta

§ 2.. · Teoremi sull’esistenza. del minimo (li in campi limitati

1. - In tutto questo paragrafo supporremo il campo A limitato.

La ricerca di criteri (li esistenza per il minimo cli i I (y) offre maggiori
possibilità di quella per I (?f1 , y.,), dipendendo I (la una sola ftill-

zione y (x), non v1 presentano certe particolarità che compaiono invece

per 1(Y1, Y2).
Anzitutto è chiaro clle i crfterr2cti nel cap. I 

criteri di 6S18te?lZ(1, per I (!I) , ira complete Kn di ordin(o’ie o.

Anzi gli stessi teoremi i valgono in ipotesi più ampie sulla funzione f,
in quanto la curva C dipende da una sola funzione y (x). Nelle ipotesi
dei suddetti teoremi compaiono infatti coppie (ill condizioni simmetriche 1’1-

spetto alle 2 di variabili (.,v, , y, , y-) e (z y yz ? y~) ~ la validità di una

sola qualunque di esse essendo suffieiente per ripetere su I (y) le stesse di.

mostrazioni. (Jos  il ragionamento che ha servito per il teorei a 1 plaò ser-

vire ancora ad assicurare l’esistenza del minimo di in ogni classe com.

pleta Kn y quando siano soddisfatte le ipotesi 1), 2), 4) e II) (1’) [cioè l’esi.
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stenza della funzione qq dell’ipotesi II alla (1 ’)1 oppure le

1 ), 2), ,1’) e II ) ( 1 ) della 4&#x3E;j (u) dell’ipotesi 11) sod-
disf’acente alla (1)] (v. li. 1, ~ 2~ cap. I).

Analogamente valgono ancora per I y) : il II se sono sodc1i-

sfatte le ipotesi 1 ) 2), 4) e 11’) oppure le 1 ), 2), 4’) e II) (v. n. 2; § 2, I),
il III se sono soddisfatte le ipotesi 2), 4), II), 111)’, oppure le 2),
4’), 111) (v. 1J. 3, ~ 2, cap. 1) ed il so sono soddisfatte le

ipotesi 2), 4), 111’), IV’) oppure le 2), 4) 11). 111), IV) (v. o. 4, 2, (,ap. I).
Iiidieliei-eu () con I’, II’; il[, e I V’ qiiesti criteri analoghi ai

15 III, IV del cap. I.

Sarà anche opportuno osservare che i teoi-e i I’, IV’ valgono
solo iu complete K1J di curve orliiitiie ; ricordare iii proposito
l’esempo III del 11. 3, 1, cap. Il

Ma accanto a i j)Pl’ I(jj) anche altri

Lipi di di del minimo, che sono validi qualunque sia la

117 di curve nella s  Il t’iiu;iviialÀ ; i in 

diue (11 idee rientra per esempio lo studio dell’integrale
1

che ammette, come vedremo, il minimo assoliito iii ogni classe completa K,
a diiterenza di quanto si era iiivece visto per l’integrale

Daremo nei immeli segiitauti i alcuni í teoremi in i&#x3E;i&#x3E;i&#x3E;&#x3E;sifo.

2. -- 1~. vite:

1~1~4)~~~~C4~(~~ i
JI) Lct finiitafa ir; futro ogni ca-

i
(’ uno 

tutti gli n c t f,~ tole che tl :

per la si in tutto. «

esiste il di 1 (y) in ogni ~~ c~i curve C

ordinarie, appartenenti A.

(~4) BT. nota ~2C,) ,
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qui la dimostrazione si ottiene adattando opportunamente il ra-

gionamento del 11, 9 della Memoria del TONELI citata 111 (24).
Anzitutto si osservi elle, detto 1&#x3E;0 l’estrenio inferiore della 4j’ e f) la

massima delle differenze le ascisse dei punti di A, risulta su ogni curva
di IL :  i - 4S’ y e quiudi l’estreno inferiore Ii è finito.

Sia ora una suecessioue di curve minimizzante

(y) in 1(, per cui dunque è :

ad arbitrio, sia Y un t umero tale che ill

virtù dell’ipotesi III), risulti

Siano .. , 9rt un qualsiasi gruppo di intervalli non S(1’

vrapponendosi di «i,, ; diciamo E l’insieme dei degli (exr, (i?y
i’ = 1 1 ... 9fb ili cui y, (J") esiste finita Nll Ill modulo iiiii oi,e (1 I" e E.,
i insieme dei 1’111111IlNlltl punti degli (1’ ==- ... Potremo scrivere

Sicchè se P
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al ottiene : 1

. il che dimostra l’equi assoluta continuità delle YH (x) .
Dalla (.r)j si può dunque estrarre una successione di funzioni con-

vergenti uniformemente verso una funzione y(.r) «t - v -: b) assolutamente

continua, appartenente ad A e sulla quale esiste finito il funzionale I (y) ,
in virtù delle ipotesi 1) e 111), delle (1) e dei risultati ricordati nell’Osser-

vazione 11* fiell’Int&#x3E;.odiizioiie. Allora la seinicontinuità inferiore di I (y), che
ci è assicurata, in viit i delle ipotesi 1) e 111), dalla Proposizione 1* dell’ In-

troduzione, e le (1) permettono di concludere che I)=.

OSSE,RVAZIONE. - In virtù di questo teorema il funzionale

-iiiiiiiette il minimo assoluto 111 ogni classe completa di curve ordinarie CB
appartenente ad un campo ;1 limitato.

3. - TEOREMA II". - t

I) la, funzione f odisfi ipotesi 1), 4) 4)] (:J5) ;
II) esista un Gp di i di A ~ 9 ogni punto (x , y) del 

soddisfi condizione condizione che ad esso si far 
dere 2 funzioni 99 (t), y (t) e 3 1 &#x3E; 0 a &#x3E; 0 e p , (t) definita
in (0 1) y non itegativa, tendente a --+- per t -- + 0 e integrltbile in (0 , 1),
e definita iii (0 + non decrescente, tali cjie per
t - -~-- 0 

1nodo per tutte 1 e (z, Y:2) di di A 

un opportuno di (x , y) e per’ y’2 qualunquc 

I1I) __ (]- a_ = A - (Gb - soddisfi alla condiziorze condizioue a)] che

pe1’ ogni punto (x, y) 2 positivi ed 

0 (u, t) ~ y tutti gli ii, e t &#x3E; ~’’ f + rx
~ 

(35) ~’. nota (26).
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per il t ":/:, y irt modo che (~e ~ .’/11 e (z, Y2) di lJunti di i A

(é) di (~.. y) e sbit :

in classe K di C 

ad A, esiste il assoluto di I(y).
Anche in questo caso la dimostrazione si ottiene seguendo opportuna-

mente quella del Il. 12 pag. 417 della memoria del TONELLI citata in (24).
Anzitutto dall’ipotesi IV) (.f maggiore o uguale di un certo p) segue

che l’estremo inferiore i di 1 (y) in K è finito. Considerato allora in K una

successione minimizzante j CI, (x) , ali  x  bn] } si dimostra che le Yll (a?)
sono equiassolutamente continue, facendo vedere che per ogni punto (x, y) del
campo A esiste un intorno rettangolare cj  a lati paralleli agli assi .r e y,
in modo che le y,, (x) isu tino equiassolutamente continue sui sottoinsiemi

degli nei quali si proiettano gli archi delle C,, appartenenti ad (o;

ora se (x, y) appartiene a ( - la (x) ci assicura, mediante i 

namenti del numero precedente l’esisteliza se invece (x, y) appartiene
a Gfi l)asta ripetere il I corrispondente ragionamento di i TONELLI, sfruttando

la condizione B) e l’artificio, già usato. della disug.uagliauza&#x3E; ;

che vale per ogni insieme misurabile E di 
Dalla successione nuimizzunte Cn j si può dunque estrarre una stic.

cessione Cn convergente unifoi meiDente + c ad una curva

(x) asso uta nente continua. Per dimostrare che

~~ è ordinaria, cioè clie 
-,

è iutegrabile n el

quadrato lt : osservato, come fa il TONELLI, el~e

sono 111 numero finito i j&#x3E;iiit,i . di (a, b) tali che

soddisfi alla condizione si di vida R in tanti rettangolini mediante le

rette

Dimostrjamo che aj è integrabile su ognu-
no di questi rettangolini.

Infatti si~ uno di èssi i e sia 1£’ un

qualunque rettangolo
- , -.

inteirlio a Rr,s · 1
Si enervi che valgono le :
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essendo la una successione minimizzante e allora di qui e dal fatto

che è ,’ u 7 51 
. 

ricava che detti e i 
- 

sottointervalli di

bn) appartenenti a (a, B U (y, ò), sono superiormente equilimitati gli i11-
tegrali :

parte si ha pure per m sjiffleienteiiiciite gmnde :

con L e L’ costanti indipendenti diinnstriaino per esempio la (o)’
Poiché ogni punto dell’arco  y (x) y a  x B soddisfa

alia condizione a), per il teorema di PiNCHERLK BoREL potrenl1no dividere

(a ; li) in un certo iumero À (11 parti nie i iante i punti a’i = x ((2, ... , ...

... , (i~ ~ == ~ ~ e determinare i vh , con eh e positivi e

1 (h = ~ ... , À), i~~ modo che detto l’arco di Va,p: y = y (x) ,
ah  x y per tutte le coppie di punti (1’, Y1) e (z, y) , appartenenti
all’intorno (oh) di Ch sia :

per

Sia Pei- i t sutit cientemcate grande, gli

archi (li tali che x appartenga a J appartengono propriamente
all’intorrio (Q) di ’ , Ma allora per alla (3) non resta che ripetere
il ragionamento coi quale si è dimostrata la (28) del li. 3, § 1. 1,
sfruttando la (4), il fatto che è sempre /// e l’equiliiiiitatezza superiore
degli integrali :

Si consileri ora, sumcieiitrinriite in modo che valgano
le (3) e (3’0 l’iiisieii&#x3E;e delle coppie di funzioni !(.r)..T~Jw(s)~J
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che índieberemo con e della coppia di funziuni [y (x) ,
che indicheremo con I Esso

costituisce una classe di C » considerate nel cap. I ; risulta

ed inoltre e hanno lunghezza se

~rz è sunicientemente grande.
Cerchiamo allora di applicare i risultati del n. 1 dell’Introduzione. Le

(3) e (3’) e l’equilimitatezza degli integrali I (ynz (x , ) , y" (y ? ) insieme al-

1’ilrotesi I) e ci permettono di applicare i risultati 
zione II dell’ Int1"oduzione (e precisainente quelli che sono in relazione con
le osservazioni I e I’), assicurandoci cos  l’esistenza dell’integrale :

Ancora le (3) e (3’), l’ipotesi I) e la ,f c , in virtù delle 
1 e I’ dell’Iittroditzio e, ci assicurano poi le semicont nuità inferiore nella

classe K (R’) considerata, relativo alla f. Sicchè ne

viene facilmente :

Ma allora da quest’ultima disuguaglianza, poichè I’ - 0 , segue l’in-
teg.i’abilità dif (x , z , y (x), y (z), y’ (x), y’ (z) ) su tutto R,.,, e quindi su tutto R.

Allora, fissato 8&#x3E; O ad arbitrio, si può determinare in ognuno dei ret-

tangoli il rettango ino in modo che la misura

della somma degli R’ si scosti tanto poco da quella di R cos  da aversi, se
si indica con I’ il complementare della somma -Y’(R’) degli R’ rispetto ad R :
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Si può quindi scrivere :

Ma si è già dimostrato più sopra che I y1, y2) , relativo alla 
è semicontinuo inferiormente an nella classe K (R’) definita

per un qualunque rettangolino R’ ; tale è dunque aiiclie l’integrale I (y , y2),
relativo alla funzione r’ - /z . Si può allora determinare un m in modo che

risulta  91t e per ognuno degli R’, or ora determinati in corrispon-
denza s :

Allora dalla (6) si ha, se p H il nmuero (degli R’ :

aa cui, essendo
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1)i qui risulta ed essendo C nna curva ordinnrht P hy una,

classe ;ompleta.: . -

4. - TEOREMA III". - Supposto clze :

1) la alle ipoteai 2) e 4) 4’)1 (36);
II) I (y) sii, positivo a y[ Y2
III) esista nn irisieme Ga di punti di A alla condizione

oc) (1’. it. precedente), in che i l) tiiti dell’insieme (i - A - (I 
vitoto) giacciano in parte 8U uaa o 

di curve: y - (x) , crl, --- x c bv , ooz gw (x) assolutamente con-
erl in parte rette parallele ccll’ns,se delle x ed 

delle !1 ~7i di iill(i ; illor«, i7c ogni Ii (li

U «(1 A, il di I (y) .
Acceniamo alla di nostrazione, adattando al nostro caso quella dei L

n. 16 pago. 423 della Memoria del ToNELLi citata in (24).
Di nostriamo dunque anzitutto che le curve G ordinarie le quali f

soddisfatta la relazione: l

con M numero fisso, sono ugualmente continue.. Possiamo supporre 
nel ragionamento che faremo, f &#x3E; Ù , altrimenti sostitnire

l’integrale I(y), con quello :

dove I&#x3E; , Q , 1? , i’ sono le funzioni di cui alla definizione di integrale quasi.
regolare positivo (v. Il. 1, § 1); pd infatti I(y) soddisfa alle stesse ipotesi
di T(y) ed inoltre sulle curve per cui è soddisfatta la (7), vale pure una

disuguaglianza analoga per i ii virtù del l Il del 1

u. 2~ § ~,

(215) v. nota (26),
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Ciò premesso, supponiamo per assurdo.. seguendo il ehe le

curve O soddisfacenti alla (7) non siano ugualmente continue. Allora esi-

sterà un A&#x3E;0 tale che, per ogni intero positivo n, si possa trovare una

curva ordinaria C’n (x) , c x  soddisfacente alla (7) ed una coppia
di punti appartenenti a(l (un, b") e soddisfacente alle

un punto di accumulazione degli possiamo senz’altro sup-

porre che per 1 (e quindi anche
e Yn (’~~,2) - Yo,’2 e pen esempio ~ yo,~ ; dovrà dunqne essere ~ ~

Siano ora numeri tali che 1 e diciamo P1 i
e I&#x3E; 2 i l)iiint . (n opportuno) sarà

1 punti (li G appartenenti al segmento 1B P2 costituiscono

nn insien e di misura nulla ; si dunque trovare nn insieme chiuso E di

di misura (12 - li) : 2, 1 cui punti soddisfano alla condizione oc).
Possinnio allora detenmirnare un numero finito di intel’yalli (li = 1, ..., s)

di 1)1 i&#x3E; 2 , senza punti comuni i (37), hic(&#x3E;1)renti .11, di Iiiiigliezz,,t coniiilessivii,
ed in corrispondenza a (h =-- 1 .... .’?) 2 numeri e po-

sitivi ed una funzione definita e t ambedue

tuie che per u t -; -+- uc , per. la quale si abbia, per
ttitte li di t1 distanti oiiis»nii&#x3E; 

non più di Qh (’ per

Fissato un numero e detto o il più piccolo dei

possiano Allora determinare un 1" tale ehe per tutte le coppie
di punti, (x’ , Y1) r (z, di il, distanti ciascuno per non (I1 e da uno

stesso (it =-=-= 1 , ... , s) risulti verif cata, per

Sia un numero positivo e stippoiliaiilo
chei nu ne ’o di cui sopra sia anche tale che pPI’ n &#x3E; 1t si 

(37) I Ah potreibbero essel’e per chiusi a sinstra e aperti ,t destra (cioè

i 
sono gli estremi di dr4) ,
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Si consideri per n l’arco della C’jj clle si proietta ortogonalmente
e indichiamo con la parte di questo arco che si proietta

nrtogonaIniei&#x3E;te sul segmento Jh (li = 1 , .. , s) ; sia l’iiisieine dei punti
delibasse delle x su cui si proietta ortogonalmente C,h ; scompouiamo nei
dne insiemi lh dei punti 111 cui la esiste finita e in modulo 2 r’ e

’ 

s s

Ih 2 dei punti rimanenti. Si ponga poi11,2
Si os-

servi che la variazione totale di 2 , tale

essendo la lunghezza complessiva dei , d’altra parte è pure

Possiamo dunque scrivere, tenendo ancln presente l’ipotesi ,t’ &#x3E; o :

Risulterebbe dunque in contraddizione con la sceta

fatta di 2V. 
’

Dimostrata cos  questa proposizione, potremo, in virtù di essa, deter-

minare in K ana successione minimizzante (C,,) convergellte uniformemente
ad una funzione y == c Ú continua. Per provare allora Fassoluta 

~i

continuità di y (x) non si l~a che da ripetere i1 modo ohhortuno, usando del
ragionamento or ora fatto, la dimostrazione analoga del TONELLI (pag. 425-
26 della memoria citata). Le ipotesi I) e II), in virtù dell’Osse -vizioile 1I*

e della l’roposizione 11* delllli ti-oduzíoite, ci assicurano poi che la curva

y - y (x) è anche ordinaria e che su di essa I(y) è semicontinuo iuferior-

inente; i dal che si deduce che I (y) dà il minimo assoluto di I (y) in K.

Esempi di funzioni.r cui non è possibile applicare i teoremi precedenti
(teoremi I’, lI’, III’, IV’, I", II") nlentre è applicabile il teorema III" sono

i seguenti :
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1 ) considerata in ltll campo A
che pnoti di ordinata y = 0 ;

2)à onii?ilriiitii hi uii qll,, liiiiqlle 
yt. , Ai osservi che liell’e,,,,ei l)io 2) Iliiisieiii(, (-f’ 
lunque sia 1 in ciii si cousidc ’n la tn1tavia 11011 è

i teoremi I" e ÌI’B

~. - TEOREMA - 

I) alle 2), 4) 4’)Ì(~~);
~a~i,~~~tt~ (( yi ~~ ~

III) i punti di A si ( 

J

§

(/))’ (x) !2cltzirnlo erl iu parte sii P, 

delle v cel !1 i~r mu li 

in ogni I( di (~ ~B~

il di 1 (!Y) .
La si ottiene applicando i 1P 

Il’’ p I I l" P 1(1 .li 

e 42S t}1P1I101’Ìa eitata 111 (24).

, - OSSERVAZIONI. Abbiamo dato per 1(!I) di lr&#x3E;i&#x3E;Piiii in

2 tipi (11 ipotesi Si può che g.li stessi rag’ionall1enti
(I1 altri ci,itei.i Ill esistenza dei minimo (li I (y), com-

binando opportunamente tra (li loro i due diversi tipi di ipotesi.
Per, esempio Ill classe completa di C ordinarie, apparte-

nenti A , esiste il ininimo assoluto xe soddisfatte le ipotesi 1). 2).,

4’) p la I I) del l. 3) 2. II I e se i punti dell’insieme A mi (dove ’. e
1’ilniPlnP di cni al1’ipÖtesi II) ora richia ata) al1a eoi (lizioile a1)
dei ii. 2, § 2, cap.. I (Irl quale natul’ahnputr riiiiii,iiitii, tenendo j&#x3E;i&#x3E;rariil,i
e analogie di no nenc atnra usate tra J J1 , P  (11)). 11 ciò non credo

opportuno ill’,Ristel,-e 

&#x3E;

a Annali della Sup - 
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H. - Insistenza clel m nime di I (11) in dc:lrnpi illimitati.

1. - Anche per i campi illimitati si possono considerare 2 tipi (ii

criteri di i esistenza : gli i uni estendono i risultati &#x3E;fteiiiiti per i campi limi-

tati con i I’, II’, ill’9 del 11. 1, 2 di questo cap, e si otten-l
gono dunque, per unu classe co npieta di curve G ordinarie, direttamente
dai risultati del 3,cap I relativi a con le opportune i o(lifielie

di nomenclatura , non mi soffermo enunciar i esj&#x3E;li;it;iii&#x3E;eii«e, ua solo

osservo che nel criterio analogo al I dei n. 2, § 3, 1 supporre ve-

rif cata una sola delle (4) e (5) e lll quello analogo all II una sola delle (G) e (7).
Gli altri criteri di esistenza 111 inimitata valevoli per ogni classe

completa K di curve ordinarie C , 5 si rifanno ai I", 5 
IV"

del paragrafo precedente. Anche per questo secondo tipo di estensione 1)0-

tremo, con la stessa dimostrazione del già, citata nel 11. 1, § 3,

cap. I dimostrare il seg.neiite :

TEOREMA GENERALE : In ogni K (li i ordinarie

(tli) eiio in un dato e 

tato oel ca)i po A e8 i ste il di 1 (y), 
a) il L r1 i -1 (y) relativo (td qitaliiitqiie C (li J( 

r~ -~-- x crl 1 i, -t oc del 1 X,2 y~-’ (x) ;
b) in Ii7rtitnto e chiuso appartenente ad A sono 

le condizioni di i( i) qiii,lii&#x3E;iqiie dei l’’, li", 

M0(ÌiÌ (EalÌ(10 poi in modo ovvio !e dimostrazioui i citate al proposito (lei

criteri I e II del J1. 2, 3, I si dimostra che la condizione a) del 
rema precedente è_ (’P1’t11111P11tP verif cata in ogni classe eOJnp]eta K di 
C ordinarie, aventi ahneno un punto 111 llll insieme limitato e chiuso (11 

se vale una de1Je segiiciiti ipotesi : i
¡" - 1) un c ~ 0 per in tutti i punti di r~ A ,svcr :

esiste un N cui srt 
.,

pf1r ogni di (x,y e (z Jo) di A e y; e y;;
~) 1tn Â e unn c~ (ii) 
continita, non e clie
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in clie si abbia, per tutte le eoppie ~x , Y1) e (-- , y?) ) di punti di A con

per
II" - 1) 2 (i* e b* per cui in tutti i di A è :

~ ii)i 11 &#x3E; b* -- V, e 

per ii ~:&#x3E; 0 , non con l’alto,
fa li ehe sia:

(,,he le coppie (x, Y1) e (z, ?l2) di punti di A e 

ogni i j/~ ~ Y’2

Infine si osservi che anche per questo secondo tipn (1 estensione si

])110 in esame il in cui non sia verifieata l’ij&#x3E;otesi elle ogni
;iii’va (lPllu el«ixse K, che si c&#x3E;iisilri’«i, abbia ,tl ei o un punto iii un 

iiisieiiie e Iiinit,, to del campo A e dare un teo -e a lIl prol)os to, che
si a qiiello gi&#x26;i di R. (JINQUINl (39) per l’integTale SCIIII)Iiee di linea.

2. E i e(liato vedere che iirll’rstensioiir ai e,,t t l)i illiiiiit,,Lti (ll

T’ i’ieiitiii il ftiiizinii«ilo .Q;ttidiato F(TIiINI nella lI1P111O

;itiif&#x3E;i i11 (:!) (v. 225 P si tPiig«iiin ,Illel e le

giii f«iffo qll (l iirl § ‘ , IL, i.

----- 

alla rnlazionf il 13 aettembt’, 1949]

(39j ~’. luogo citato in (:1~1)


