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INTORNO AGLI INTEGRALI DI FUBINI-TONELLT :
IT- TEOREMI DI ESISTENZA DELIESTREMO

di ENR1CO MAGRENES (Padova)

INTRODUZIONRER

In una memoria dal titolo: <« Intorno agl integrali di Fubini-Tonelli :
I - Condizioni sufficienti per la semicontinuita » , apparsa in questi Annali (!),
riprendendo e continuando le ricerche di S. FARDO (%), io ho studiato, se-

(*) v. serie 3, vol II; essa sard indicata nel segnito con M. I.

(®) 8. FAEDO - 1) Condizioni necessarie per la semicontinuit@a di un nuwovo tipo di funzio-
nale (Ann. di mat. pura e appl. (4) - XXIII - 1944 - pp. 69-121); 2) Un nuovo tipo di fun-
zionali continui (Rend. di mat. e delle sue appl -5 IV-fase, 111-1V-1943); 3) Sulle condizioni
di Legendre e di IVeierstrass per gli integrali di Fubini Tonelli (Litografia Tacchi Pisa 1946,
in corso di stampa nel vol. XV, serie 2 d1 questi Annali). Per studi particolari precedenti
si veda: G. FUBINI - dlcuni nuovi Problemi di Calcolo delle Variazioni con applicazioni alla
teoria delle equazioni integro-differenziali (Ann. di Mat. pura e appl. (3) XX -1913 - pp. 217-
244); L. ToNgLLL - Su alcuni funzionali (Ann. di Mat. pura e appl. (4) XVIII - 1939 - pp.
1-21); H. H. GOLDSTINE - Conditions for a minimum of a functional (Contributions to the
Caleulus of Variations - 1983-37; Chicago; pp. 316 357; in particolare pp. 353-357);
M. PicoNE - Sopra un problema di Calcolo Funzionale (Rend. Ace Lincei (6) - XXIX - 1939 -
pg. 1565-159); G. Ficuera - 1) Sulla ubicazione ¢ I'unioita delle estremanti del polinomiale qua-
dratico nella gfera di Hilbert (Pubb. dell’LLN.A-C n 160), 2) Sui funzionalr continui cen la
metrica d: Frechet (Rend. Acc. Lincei (8) - IT - 1947 - pp. 174 177).

Ritengo anche utile e interessante osservare che in alcunt casi gli 1ntegrali di FuBINI-

TONELLI possono considerarsi come particolari problemi di Bolza. Cosi per es. se risulta
n

f= 2 g; (@, 41,97 b, (r, yg, ¥ il problema di render minimo 7 (y) in una certa classe di
=1

Fore=

eurve y (x) a punti terminali fisgsr si riduce a quello di render minimo il funzionale

n
R i:‘?l Yi,6 B) ¥y (D)

in nna classe di 20+ 1 curve, y (x),y, (1), Yo, (B (i=1...m) soddisfacenti alle equa-
zioni differenziali

yi‘i—g1(:c,y,y')=0, y;},-——h‘(.t,y,y’)=0 (i=1...n)
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condo il metodo diretto del Tonelli, gli integrali di FuUBINI-TONELLI :

b d
I(ylvyz):f/f(w’z7yt(m)7y?(z)q?/;(w)7y§(z))dmdz

b

b
I(.u)-:—//f(a“,z.@/m,y(z),y’(w),y’(z)w-r«1Z

a

dando delle condizioni sufficienti per la semicontinuita.

In questa memoria ne proseguo lo studio, dimostrando un gruppo di
teoremi che assicurano l’esistenza dell’estremo assoluto.

Nel § 1, Cap. I, attraverso alcuni esempi, chiarisco i termini nei quali
puo essere impostato il problema dell’estremo per 1I(y,,y,) e introduco alcune
utili definizioni. Nel § 2 do una serie di teoremi sull’esistenza dell’estremo
di I(y,,y,) in campi limitati, estendendo i pitt noti risultati relativi all’in-
tegrale semplice di linea dovuti a NA¢UMo, Mo SHANE, TONELLI, e nel §3
accenno al passaggio ai campi illimitati.

Nel cap. II sviluppo la teoria dell’estremo per I (y), mettendo in rilievo
come si possano per esso oftenere risultati pitt ampi attraverso due diversi
tipi di teoremi, che vengono dimostrati prima per i campi limitati § 2) e
poi trasportati ai campi illimitati (§ 3).

In un lavoro successivo mi occupero delle equazioni di EULERO relative
a I(y ,y,) e a I(y), considerandone, tra Valtro, le applicazioni ai problemi
ai limiti per le equazioni integro-differenziali ordinarie.

Credo opportuno richiamare alcune definizioni e i risultati pitt impor-
tanti della M. T che c¢i saranno necessari nella presente.

1. — DProposiziont relative ad I(y,,y,). - La funzione f(x,z,y,,¥,,
Y1, 95 (3 si suppone definita per tutti gli (r,2z,y,.y,) di un campo A dello
spazio (x,2,y,,¥,), che sia il prodotto topologico A, >< A, di 2 campi A, del

e alle condizioni ai limiti
Yi(@=0., y;(@=0, y@—=0a, yOy=4 (=1,...n)

e questo problema & appunto un ordinario problema di Mayer. Va da s& che wviceversa que-
sto problema di MAYER pud essere studiato anche come integrale di FuBiNi TONELLI,
dicche i teoremi di esistenza del minimo che otterremo nella presente memoria ci daranno
altrettanti risultati relativi a questo problema di MaAYrr Cio, mi sembra, mette in rilievo
un altro motivo di interesse dello stndio degh integrali di FuBIiNI-TONRELLI,

(3) Intenderemo sempre (1 parlare di funziomi reali di variabili reali,
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piano (x,y,) ¢ A, del piano (¢, y,, contenenti ciascuno i propri punti di accu-
mulazione posti al finito, e per ogni valore di y; e di y, e continua insieme

alle sue derivate parziali fy] ’-f.z/;‘jz/l'i/;"/.z/;?/.,' inogni (r,2,y,,Y,,¥1,¥2), in

cui ¢ definita.

Dicesi «ecurva ("> ogni coppia di funzioni ¥, =y, (@) e <@ <<b,
Yo "= Y, (2) e <<z <CTd, assolutamente continue rispettivamente in (a,d) ed in
{(e.d) ed appartenenti rispettivamente ad A, e A,; la «curva C» dicesi poi
ordinaria se esiste finito Vintegrale secondo Lebesgue

b d
Iy, .y, = [/./'(“,2»y1(m),y2(2)s!/f(“/')-llé(z))"ﬂ”'“-

.(! .l}
Valgono allora le seguenti proposizioni.

PRroposIZIONE I (#). — Se sono verificate le ipotesi:
1) in tutti © punti di A e per ogni yy e y, é:

/
YgYy N

(a) ,/.,,l’.,/l’(m7z7yl,?/2’3/;7?/{2)>0; S @2 Y Y, Y, y) =05

2) esistono due campi A7 e Al aventi rispettivamente tutti i punti di

A, e A, come punti interai, tali che, posto A’ = A7>< A}, in A" — A possa
definivsi la f(@e.z Y, ¥,y ,Y2) per ogni valore di ¥ e y, in modo che, in
ogni punto (@, z, Y, ,Y,, Y1, Y2 con (x,z,y,,y,) appartcnente ad A’ e yi ey,

qualunque, la f e le sue devivate f o, [y f 1y f1  stano continwe e negli
: S 2y T e, :

stessi punti esistano anche e siano continue le derirate fz/r’ _/‘y,z;
J1 J2

3) per ogni pavte limitata A @i A si possono trovare due numeri
>0 e Y ==1, e quativo funzioni I'(®v,z,y,,¥,), Q@,2,¥1,¥:) B (®,2,¥,,9),
. , Y . o dR 28
S@.z.y,,9,), definite ¢ continue in A’ con le derivate 5y
o
oP 0 R 6N . - . N
Ly ('), (2— , 22 tali che, detta A la parte di A contenuta in A’:
Yy Yy 0y,
a) in tutto A e per ogni valove finito di yi e y, sia:

0z’ oxoz’

Sy, Y Yy ¥, ¥) =P Qyi+ Ryl -+ Nyiyh
b) in tutto K, per ogni yy e per |y, =Y. sia:
SOz y Yy ¥ - (P HQu F Ry Ny = |y

By v M1 eapa 1, 4 03, 0, 1.

7 Annali della Scuola Norm Sup. - Pisa.
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. . ’ ’ o
4) in ogni punto (®,z2.Y,, Y5,y Yy con (X,z,y, .Y, appurtenente
ad A’ e yi e ¥, qualungue esistono e sono continue le g, e -/;/'1/ (®); allova
1 <1

I (y,,y,) © semicontinuo inferiormente (5).

ProrosiziONE II (7). — Se souno verificate le ipotesi 1), 2), 4) (%) e
3) per ogni punto (x,2,y,,¥,) di A si posgsono determinare 7 numeri p., q,
ry,8,v,Y € gconveppositivie Y =1, tali che in tutti i punti (x.,z,y,,y,)
di A per i quali (x,y,) dista in A, da (x,y) per non pitt di 9 € (a,Yy)
dista in Ay da (z,y,) per non piv di o, sia:

a) J@oz, g o ¥ = g+ oyl syl
per ogni valore di y; ¢ y) e:

b) J@® 2y Yoy — (P gy Ry b syiy) = | v |

per ogni yi e pev | yy | =Y allora T (y,,y,) & semicontinuo inferiormente.

OSSERVAZIONE [: Se ci si Himita alla semicontinuitd  inferiore in ogui
classe dv curve Oy, (v), ¥, (2)] ordinarie tali che le curve rappresentative
delle fanzioni y, (z) abbiano lunghezze minori di uno stesso namero, allora
le Proposizioni I ¢ 11 valgono indipendentemente rispettivamente dalle ipo-
tesi 3)b) e 3)b) (8

Valgono inoltre le sequenti proposizioni « simmetriche » delle precedenti

Prorosizions 1 (Y). Ne sono  verificale le ipotesi 1), 2) e

3') per ogni parte limitata A di N si possono trovare die numeri y >0 ¢
Y'Z==1 e quattro funzioni P,z y, . y,). Q& ¥,y Y2 By, 25 ¥, 95, Sz, g, Y,
definite e continue in A’ con le derivate (TQ,P~’{. ‘QZ—‘\ ,8 1),[ Q,Q Ii,fl\' .
’ (X (2 00z CY, Yy OYy €Yy
tali che, detta A la parte di A contenuta in A':

(®) L’ipotesi 4) puo veramente essere sostitmita con una pitt ampin, che & indicata
nell'Osservazione finale del n 1§ 3, cap. I. M. I con &),

(%) Crod: per ogm cmva ordinaria Z'l Yy (%), ;Ea‘sj, —?72(2'), FSZSEJ preso
£ > 0 ad arbitrio & possibile determnnare un ¢ << 0 in modo c¢he per tutte le curve ordi-
narie Cly, (¥). a <=Sxr=Sbh; y,(2), « <<:==d| appattenenti propriamente allintorno (p) di
>(', c108 tali che y, () e y,(2) appartengano propniamente allPintorno (p) vispettivamente ¢
?7, (x) e '1/", (%), valga la:

Ty, w0 > 1y, 0 e

(M vo M. I, eap T, 0 3, n. 3.

(%) v. M. I, ecap, 1, § 3, n. L
(® v. M. I, eap § 3, n, 2.
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a) in tutto A e per ogni valore finito di y| ¢ y} sia:
F@2,90, 8,5, 90 =P+ Qui + Rys + Syiyl;
h) in tutto A, per ogni vy e per | v ]}Y/e, sia :
S 230, 8,90,4) — (P +Qui+ Ry + Sy =v wi |5

"o . ., . !
4) in ogni punto (r,z,y,,Y,,Y1,Yy) con (x,z,y, ,Yy, appartenente
ad A’ e y; e yy qualunque esistono e sono continuc le f, e Sy, (1)5 allora

\

I(y,,y,) ¢ semicontinuo inferiormente.

ProprosizioNk IT° (M), — Se sono verificate le ipotest 1), 2), 47) (19), 3)a)e

3) )
J@y2,u Y, ¥,y — 0+ qyi+ry. syl yl) = |y |

per ogni yy e per |y | =Y';
allora I(y,,y,) & semicontinuo inferiormente

OSSERVAZIONE I': Se ei si limita alla semicontinuitd inferiorve in ogni
classe di curve [y, (2),y,(2)] ordinarvie tali che le curve rappresentative
delle funzioni y, () abbiano lunghezze minori di uno stesso numero, allora
le Proposizioni 1’ e TI' valgono indipendentemente rispettivamente dalle
ipotesi 3) D) e 3) 1) (12)

OSSERVAZIONE I1: TU possibile un‘estensione della semicontinuita anche
alle «curve O » non ordinarie, cioe tali che non esista su di esse integrale
I(@,,y,). Precisamente se & soddisfatto uno qualunque dei gruppi di ipotesi
che compaiono nelle Proposizioni 1, I1, I', 11" e se C [y, (), ¥, (2)] & una «cur-
4 C'» non ordinaria, presc ad arbitrio un K si puo determinare un ¢ >0
tale che ogni «curva C» ordinaria appartenente propriamente all’intorno
(o) di ¢ soddisfi alla Iy, ,yy,) > K(13). Questa estensione della semiconti-
nuita vale poi anche per le classi di curve considerate nelle precedenti Os-
servazioni T e I') rispettivamente nelle ipotesi sulla 7 ivi ricordate (14).

(19 I’ipotesi 4’) pud essere sostitnita con una pitt ampia che @ indicata nel un, 2,
§ 3, cap. I, M. L.

My v. M. I, cap. I, § 3, n. 3, osservazione.

() v. M. I, cap. I, § 3, n. 4,

A v. M. L cap. I, § 4, n, 1 L

’

Y v. M. I, eap 1,9 4, n, 2
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2. — DProposizioni relative ad I(y. — La funzione [ (w,z,y,,¥yy,¥1,¥s)
si suppone definita per ogni coppia di punti (z.y,) e (z,y,) di un campo
piano A contenente tutti i propri punti di accumulazione posti al finito, e
per ogni valore di y| e y, ¢ continua in ogni punto (r,2,y,,9,,% ,¥5) in

cui ¢ definita insieme all€ sue derivate parziali f?/,,fu,, o Syl
71 72 1 J27e

Cio equivale anche a dire che la f(x,2,¥y,,y,,y1,y5) & definita (e con-

tinua insieme a fyl' "f!/;"/!/{z/{"/yﬁyg) per ogui valore di y] e y, e ogni punto

(®,2,Y,,9s) del campo 4°= A >< A dello spazio (x,z,y,,y,), prodotto di
2 campi uno nel piano (v,y,) e Paltro nel piano (2, y,) entrambi coincidenti
col campo A (13); questa seconda nomenclatura, che noi useremo, ha il van-
taggio di essere del tutto analoga a quella relativa ad I(y,.y,), quando si
ponga in essa A, — A, 4,—=A,A=4°.

Dicesi «curva € » ogni funzione assolutamente continua y — y (x) (@ <<
<< x << b) appartenente al campo A; la «curva ('» dicesi poi ordinaric se
esiste finito ’integrale secondo Lebesgue :

b b
Iy = [/J‘(m,z,y(w),y(z),y’(m),y’<z))dwdf-

B anzitutto chiaro che, essendo I (y) un particolare I (y,.y,), tutte le
condizioni sufficienti per la semicontinuita inferiore espresse nelle I’roposi-
zioni relative ad I(y, ,y,) si tradncono in altrettante condizioni sufficienti
per la semicontinuita inferiore di I(y), quando la f soddisfi ai grappi di ipo-
tesi ivi enunciate (16). Ho chiamato queste condizioni : condizioni del I tipo (17).

Ma accanto ad esse si possono dare altre condizioni sufficienti (condi-
zioni del I1 tipo) per la semicontinuita inferiore di I (y), che non si presen-
tano per I (y,, ) e che sono pure utili; precisamente valgono le seguenti
proposizioni.

Prorosizions I* (18), — Se sono verificate le ipotesi (16): 1), 2), 4),
3) a) oppure 1), 2), 4'), 3') a)] (*9) e

(45) Nel senso che coincidono con 4 quando s1 portino a sovrapporsi i piani (x,y,)
e (z,¥,) col piano in euni giace 4 in modo che Porigine e gli assi dei 3 piani si sovrap

pongano esattamente.
(16) Naturalmente si deve tener presente la convenzione sulla nomenclatura da usare

nei due casi, messa in rilievo piut sopra, per ent 4, ,4dy, d, A{,Aﬂ, 1", 4", 4 sono da so-
stituirsi rispettivamente con 4, 4,42, 4", 4", 42 4%, 4%,

A" v. M. I, oap, II, § 1, n. 1.

(*8) v. M. 1, cap. II, § 1, n, 2

1) \nche qui la 41 e la 4') possono e®ere generalizzate come s1 & osservato nelle

note (5) e (1Y),
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3)I) in tutto A2 ¢ per |yl | =Y, |yi| =Y sia:

S@ 2 Y Yoy ¥ ) — (P QY+ Ry, -8y =v |y | |

20y

allora 1(y) € semicontinuwo inferiormente.

PRorosizioNg II* (*0). — Se sono verificate le ipotesi (16): 1), 2), 4)
loppure 4] (19), 3) a) e

3) b*) inoltre per i punti di A? tali che ® =z , Yy, =y, sia anche:

S @529, 90,9500 = (P +ayi Hryitsyig) =y iyl |y
per | yi | =Y ,(®,y,) ¢ (z,y,) distanti rispettivamente da (;, 371) ¢ (z_, y—z)
per non pin di o;
allora I (y) e semicontinuo inferiormente.

OSSBERVAZIONE I*: Se c¢i si limita alla semicontinuita inferiore in ogni
classe di curve ¢ ordinarvie tutte di lunghezze minori di uno stesso numero,

allora le Proposizioni 1* e II* valgono indipendentemente rispettivamente
dalle ipotesi 3) b* e 3) b*) (*1).

OSSERVAZIONE I1*: Anche per le condizioni del II tipo (Proposizioni I*
¢ I1*, Osservazione I*) e possibile un’estensione della semicontinuita nel
senso della precedente Osservazione II (??).

() vo M. I, cap. 11, § 1, n. 3;
Y vo M Leap. 1L § 1, n, 2 ¢ 3
(27) v, ML I, cap, 11, 0 1, n. 4
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CaritToLo I.
Il minimo di I (y,, y,).

§ 1, — Preliminari

I. — Definizioni. - Mantenendo le definizioni ¢ la nomenclatura del
n. 1 dellIntroduzione aggiungeremo ora qualche altra definizione.

Diremo che una «curva (' », che indicheremo con €, & una cwrea di
aceumulazione di un dato insieme di « curve C» se ad ogni intorno (p) della
C appartengono propriamente sempre infinite « curve ¢ » dell’insieme dato.

Un insieme K di curve ( ordinarie costituisce una classe completa
quando ogni sua curva di accumulazione, che sia anche ordinaria, appar-
tiene all’insieme stesso.

Il funzionale I (y,,y,) si dira quasi-regolare positivo se in tutto A ¢ per
¥y ¢ ¥ qualunque valgono le

(e) .f:,,l’y;(‘”?zyyn?lzay/l,3/,:)2:05 .f;,;,/”(w’z)f‘/l7.’/:791,.’/‘;).\/205

e se inoltre esistono 4 funzioni (X, z,¥, ,Y,), Q@ ,2,¥,,Y), B(x,2,¥,,9y),
Sx,2,y,,Ys) definite ¢ continue in A, tali che in tutto A ¢ per yi ¢ y; qua-
lunque sia verificata la :

(ﬂ) f/\xyz7yny2a3/{y.¢/§)_>;1'+Q?/; %’Ry;ﬁ"b'?/;y;

Sara opportuno osservare che la (7) non e conseguenza delle (x), come

Panalogia tra I (y,,y,) e lintegrale semplice del Calcolo delle Variazioni in
b

forma ordinaria: ] Fx,y@®),y (x)dx potrebbe far credere (¢ noto infatti
a
che dalla F,,, =0 segue immediatamente, per la formula del Tuylor arre-

stata al secondo termine, F(x,y,y)=F(r,y,0)+ Fy (r,y,0)y). Basta
alluopo ricordare ’esempio portato nel n. 2, § 1, cap. I, M, I: la funzione

;o T 1, 1,
J@y2,9 5,91,y = ’ +7?/14+T?/13?/z—

Yt —1

79 19 1 ;oo 1
—2?/12%”-5—7;.’/11/2“'!— 3
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soddisfa alle (2) come si e ivi visto, ma non alla (). qualunque siano le
; yi* e quindi, per y; —~ oo,
S+ — oo del quarto ordine rispetto a yi, in contraddizione con la (f).

La (3) e conseguenza delle (a) solo in casi particolari: per esempio se
si suppone che per ogni punto (x,z,y,,y, di A esista almeno un 37{ (o un
Y tale che f(x, 2,9, ¥, ¥1,¥) [0 f@,2,9, - Yp, Ui ,¥%)] si riduca ad una
funzione lineare di g5 (0 di y{) in ( - oo, 4 oo) (tralasciamo Ta dimostrazione
di questa affermazione, anche se non del tutto immediata, perche cio uon
interessa per il seguito).

Introduciamo ora un’ultima definizione., Diciamo che 1(y,,¥,) ¢ quasi-
regolarc positivo seminormule rispetto « y; (0 « y) se ¢ quasi regolare po-
sitivo ed inoltre se per ogni punto (v , 2 Y Yy 372) di X\ si possono determinarc
7 numeri paygyrys,v,0 ¢ Y con voe g positivi e Y= 1. tali che in tuftﬁtli
puntl (eoz oy, ) di X, per § oquali (x.y)) dista nel campo X, , da(x,y,)
per non pi di o e (2, y,) dista, nel canipo Xy, da (. 372) per now pite di g, sia:

. ¢,R,N, poiche per y{ =y, risulta /=

() S@yz Y Yo Vi YD) =D+ q¥i Frys syl

per ogni valore di ¥\ e y; ¢
G S Y Y, YYD — gy Y sy = oy (= s

per ogni calore dioyilytl eyt = Y Y =Y
2 LEM ML Ci saranno utili nel seguito i due Lemint :
Se Ly, yy) € quasi regolave positivo  seminormale rispetto « yi (¢ y3) e
se Hy(dly) & wna clusse di cureve ovdinarie Oly, (¥). a == 2= b; Yy (2), ¢ <
~Zz =" d| appartenenti ad wn campo X limituto ¢ soddisfucenti alle diseguaglianze

d—e¢=n (b—az=yl; Ly ,y)=MU

con ay costante positiva ¢ M nwmero fisso, le variaeioni totali delle funzioni
¥ () Yy (2)], componenti delle curve della classe H, (H,), sono tulte inferiori
ad wno stesso numero.

In virta della definizione data di seminormalita, la dimostrazione si
ottiene adattando un noto ragionamento di E. Y. Mc SHANE (23); si tenga

(M) v. E. Y Mc SusNe Lxwtence theorems for orduary problems of the Calculus of Ia-
rwation (Annali Scuola Normale Sup. di Pisa (2), vol, I, 1934, pp. 181-211; 287-315)
pag. 294,
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presente all’uopo che il campo .1 & il predotto dei 2 campi piani 1, e A,
e s1 sfrutti la relazione:

a

- Y
/iy,(awldw{——n—//I.'/’n(w)ldzdw'

B T’

verificata se F, & un qualsiasi insieme mismrabile di («, ), nel caso che
I(,,y, sia seminormale rispetto a yi, e quella

- Lo
/l!/z(z).llz{:T//]y_,(z)ldxdz
Fy a

verificala se F, & un’insieme misurabile di (¢, d), nel caso che I (y,,y,) sia
seminormale rispetto a y).

OSSERVAZIONE, — La validita dei due Lemmi precedenti e indipen-
dente dalle numerose ipotesi fatte sulla funzione f; in realta il ragiona-
mento che si usa nella dimostrazione strutta solamente le relazioni (y) e (y')
della seminormalita e le disuguaglianze dell’enunciato: d - ¢ =5 (b —a= y);
Iy ,y,) <M.

3. — DPosizione del problema. Nel paragrato successivo daremo, se-
guendo il metodo diretto del Tonelli, un gruppo di teoremi di esistenza del
minimo assoluto di L (y,,y,) . che esauriscono indubbiamente una assai vasta
classe di problemi. Ci gioveremo percid della analogia, tra I (y,,y,) e lin-

b
tegrale semplice di linea del calcolo delle variazioni fF(w,y(x),y’(m))dw.
a

B opportuno perd mettere subito in rilievo che 1 (¥, , Ys) presenta alcuni
fatti nuovi, che la suddetta analogia non farebbe, ad un esame superficiale,
supporre. Alcuni esempi chiariranno la cosa e delimiteranno Pindirizzo
delle nostre ricerche. \ g

E noto (%) che l’integrale/ (¥* (@) 1 h)ydx, con h numero reale qualun-

a
que, ammette il minimo assoluto in ogni classe completa di curve ordinarie

(™) v. ed es. L. ToNgELLI, Sugli integrali del Calcolo delle Variazioni in forma ordinaria
(Annali Scuola Normale Sup, i Pisa (2), vol 111, 1984, pp. 400.450),
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¥ (x) (cioe in questo caso assolutamente continue e con derivata a quadrato
integrabile) contenute in un campo limitato.

Si considerino ora i seguenti 3 esempi di I(y,,y,), che possono rite-
nersi le generalizzazioni pitt immediate dell’integrale semplice suddetto.

I) Sia f(x,2,y,,¥s.y1,9s) =yi?y?, considerata per ogni punto
dellVipercubo A =0<Cw<<1; 0—z<1; 0 <<y, <1; 0<<y,<<1, e per
ogni valore di y] e y,. Sia poi K la classe delle curve ordinarie ¢ appar-
tenenti ad A, costituita dalla coppie di funzioni:

’ PI
17— 2 11— (1 — )

20 =0 =<0);4;() = —— 2 (0= 2= 1 — b?),

Yy (@) = =4= T

per ogni b tale che 0<b<T1.
I chiaro che K & completa nel seuso definito nel n. 1. Risulta poi:

b 1-b?

b
SN ) B 1 — b2 1 - (1—1)2)2 » .
1 (-'/1 3 :l/2> :/ ‘/ Y- (-1') y‘zz (2) dadz :./T d a’)f ——('itﬁz)z—dz; 20 — b3,
0 0 0

0

1—b

I(y,,y,) & dunque sempre positivo. ma lestremo inferiore di I (y,,y,)in I
¢ lo zero perche 2b — 03 -~ 0 per b — 0. Percio I(y,,y, non ammette in
L il minimo assoluto.

II) Si considerino la stessa funzione f e lo stesso campo A dell’esem-
pio precedente. Sia invece K la successione delle curve ordinarie (', ap-
partenenti ad A, costituita dalle coppie di funzioni:

Yiu () = ~~l—x y 0 << @ << cos arctg 3 Yo (B) =27, 0<C2<C1 (n=1,2,..)
¥ n

bl hd: .
1
co8 alctg——l i

1 ) 1) 1
I(Yiu,Yon) = / e w2V dadz=— (cos arctg — ) > 0.

w ) 2n—1
0 0

Ma DPestremo inferiore di I (y,,,y..( in K @& lo zero, poiche

1 1
(cos arctg T) o1 0, per n— -4-o0o. Si osservi che Pintervallo di

definizione di ciascuna y,, (x) & certo = , €quello di ciascuna y,, (z) & =1.
e

ITI) Si consideri nel campo .1 degli esempi precedenti la funzione
S=y*-Fy2t h, con h costante > 2.
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Sia I la classe completa delle curve ordinarie €, appartenenti ad A,
costituita dalle coppie di funzioni:

1= =

y@)= -0 =w=10);y@E= 2

2(0<z<"1),

per oguni b tale c¢he 0 <Zh <1,
Risulta :
b b

=07 =2 ,
[(?/17?/2)—://< 2 —}-——b?——{—h>d.1'dz:_—(h—-‘.5)b~ F 2>t
0 %

164
L

ma Vestremo inferiore di I(y,,y,) in K ¢ 2.
Questi semplici esempi c¢i suggeriscono queste osservazioni:

a) se non si fanno ipotesi sulla classe K di cwive in cui si cerca il
minimo, il minimo pud non esistere anche nei casi in cui la funzione f &
estremamente semplice (esempi 1 e ILl). I’ipotesi che noi porremo sulla classe
completa K di curve Cly, (@), a <@ <<b;y,(?),c<2z=<d] é che esista unu
costante 1 =0, tule che per ogni cwrva C di K sta d —c¢=-y, b—u=1n.

Indicheremo con K, wuna tale classe.
bod

by il funzionale del tipo [[y}’y’;’dxd: presenta anomalic anche se
‘(l "'

ci si limita alle classi K, sopra definite (esempio I1); il che ci porterd ad
indirizzare le nostre ricerche nel modo che risultera dal paragrafo seguente.
Le dimostrazioni dei teoremi che daremo risultano dall’adattare oppor-
tunamente noti ragionamenti del ToONELLI (*3); perecio svilupperemo solo la
prima e per le altre daremo un cenno ¢ metteremo in rilievo le modidiche

essenziali,

§ 2. — Teoremi sull’esistenza del minimo di I (y,,y,) in campi limitati '

1. — In tutto questo paragrato supporremo i campi .4, e .1, (e quindi
il campo A) limitati.

TEOREMA I Supposto che :
I) la furzione f soddisfi all’ipotesi 1), 2), 4) |oppure 4')]*6) (v. In-
troduzione) ;

(%) v. luogo citato in ().
(*6) La 4) e la 1)’ potrebbero essere generalizzate secondo quanto si @ osservato nelle
note (5) e ().
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IT) esistano due funzioni @, (u) e D, (0) definite per 0 << u <+ oo,
ambedue inferiormente limitate e tali che sia @ (u): u —~ + oo, P, (u): u -~ -4 oo,
per u—~-4oc, per le quali sia, in tutto .\ e per ogni yi ¢ Y,

(1) S@yz, Y505, 0,00 = Py )
(1" f('”,z’ytn'/z’yllv!/;)_\/_q)z(H/;')?

alloru in ogni clusse completa X, di curve O ordinarvie, appartenenti ad A,
esiste il minimo assoluto di I(y,,y,).

L’estremo infeviove i di I(y,,y,) in K, & finito, perche. detto @ il pit
piccolo dei due estremi inferiori di @, (u) ¢ D, () in (0, - o00) ¢ detti 1)
¢ D, rispettivamente le massime differenze fra gli @ dei punti di 4, e gli
z dei punti di A,, >i ha 1y, ,y) = — ' @, | D; D, su ogni curva di K, .

Sia ora { Oy, @), a, <@ <<b ;¥,(2),c,<2<"d,]} una successione

di curve minimizzante per I(y,,y,) in K, (*%), per le quali ¢ dunque:

1
"

(2) I (.’/l,n ) y:,n) = i 4{'—

Le funziont y,, (#) sono equiassolutamente continue. Preso infatti ¢ > 0
ad arbitrio, sia ¥’ un numero positivo tale che. in virta dellipotesi II),
per | yi =Y sia

Dy 2001 Dy| D Dy
| y7 1 en :

Siano ora (a,, ) (r=1,....m) un qualsiasi gruppo di intervalli di
(@, by) non sovrapponentisi; diciamo F, Pinsieme dei punti degli {«,, 8,
in eui g, (v) esiste finita ed in modulo < Y', e H, Vinsieme dei rimanenti
punti degli («,, f,). Potremo allora scrivere:

> {yl,n (ﬂr) — Yin (“r)}

r=1

B
w *
= X / | i@ dae<< Y'm(B)+
=1

a,.

7!‘ YT 877 . ! < rr hi -
26414 | Dy | D,y ])2)_/ D (|yu@)|)de< Y'm(H,) 4
By

(?7) Per semplicita usiamo le successiont di curve numimizzanti, anziche le succes
sioni di nsiemi di eurve minimiszanti.
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a4, .

&1

"y, ) ’ ) .
2 (i + 1 W{‘ I ¢0 | 'I)i D,’) ((Iu - UN) ‘/ Zq)i ( | yl'" \-)9) ‘) dz du — Y'm (Fi) »+
Cn 2

+

[
&

ST B BTy [ @Yo @) = ()

Cn Lo

& m &

+ m(b(;’ Iji I):)B {I(.?/l,n’y.’,u) | q)() I (du~cu)([)u '“‘ “n)}é Y ri](ﬁr_’“r)'*" ? .

m 1222
Sicehe, se & 2 (B — a,) < 981"’ si ottiene : ' 3 {y;, (Br) — Yun (@) [ < ¢
=1 ~ r=1
In modo analogo, sfruttando la (1'), si dimostra Dequiassoluta continuita
delle y,,, (2) . Allora, poicheé A & limitato, potremo estrarre dalla { €, ] un’altra
successione {0, | per la quale sia

(3) LYy Youy) <0+

Ny

¢ in modo che per k— - o0, y, ., (¥) € Y., () convergano uniformemente
rispettivamente verso due funzioni y, @ (e<=a<03b— «= n) e 372 (2) (c_g
<z<< (7; (7—7217), assolutamente continue e tali che [?/1 (@) g};(z)] ap-
partenga ad A . Ma, in virtt delle ipotesi I) e 1I), e dai risultati richiamati
nell’Osservazione TI dell’Introduzione, dalle (3) segue che I(gji,%) esiste
finito su ¢, e quindi C appartiene a I, .

Ne risulta allora immediatamente dalle (3) e dalla semicontinuita di
I(y, ,y, su E,Veriﬁcata in virti della Proposizione 1 o I' dell’Introduzione,
secondo che la f soddisfa alla 4) o alla 4'), che & I(y,,y,) = .

OSSERVAZIONE I. - L’esempio ITI) del n. 3 del paragrafo precedente
mostra come, pur essendo verificate le ipotesi 1) e II) del Teorema I, se si
considera una classe K che non sia una K,, il minimo di I(y,,y,) in K
puod non esistere.

OSSERVAZIONE II. — [Vipotesi II) nel teoreme I, puo essere sostituita
con la seguente :

IT') esista un numero finito N tale che in tulti ¢ punti di A e per ogni

Y1 e y; sia

n

.f(m,z,y,,yg,y},y;)zl\’
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e inoltre sia

If(xazvyuyza}/;,?/g

lim | " == oo uniformemente vispetto a (v .z.y,,9s,y%)
| 91, | —>00 ! 1
] . ’ 7’
: Jlx,e 1y ) . ,
lim | @, ’Ey?’y LIS uniformemente rispetto « (&,2,Y, Yoy Y1)+
’ y,
ly,| oo -

Infatti, nelle altre ipotesi sulla f ammesse nel teorema 1, si dimostra,
con considerazioni del tutto analoghe a quelle svolte dal TONELLT nel n. 11
della Memoria citata in (*4), che la TI) e la II') sono equivalenti.

Il teorema I risulta cosi, nelle due forme equivalenti corrispondenti alla
I[I) e alla IT'), Vestensione ad I(y,,y,) dei due teoremi equivalenti di Na-
GUMO e Mc SHANE, relativi all’integrale semplice di linea in forma ordina-
ria (v. ad es. Memoria citata in (3¢) n. 9-11).

2. — TEOREMA 1I. -- Nupposto che :
1) la funzione f soddisfi alle ipotesi 1), 2), 4) [oppure 4')] (*8);
I1) ogni punto (x .y,) di A, soddisfi o alla condizione [condizione o)
che e§istano un numero 9, =>0 e una funzione @ (u), definita per 0 << u< oo,
inferiormente limitata ¢ tale che sia Dy (u): uw ~ 4 oo, per u — -4 oo, per la
quale si abbia per (x.y,) distante in A, «l pit di o, da (x,¥,), (z,¥,) ap-
partenente ad Ay e y, ¢ y, qualunque:

S@oz2,y Y,y =P (lyi ),

oppure alla condizione [condizione f,)] che ad esso si possano far corrispon-
dere 2 funzion? @ (t), w(t) e 3 costanti 1 >0, a >0 ¢ u, con @(t) definita
in (0,1), non negativa, tendente @ - oo per t — - 0, e integrabile in (0, 1),
e y(t) definite in (0,4 oco), non mnegativa, non decrescente, tali che per
t—-—40, sia

ty (O y(@(t) —oo,

ed in modo che, in tutti gli (x.y,) di A, appartenenti ad un opportuno in-
torno di (w,y,), per tutti gli (z,¥,) di Ay ¢ per y, ey, qualunque, sia:

S@y23 Y Yy 41,90 = -l‘_':"'_i“ Ly | "Feye (L yh 1) A e

(*8) v. nota (%),
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L) ogni punto (z, y,) di A, soddisfi o alla condizione |condizione o)
che esistano un numero gy >> 0 ¢ una funzione P, (u), definita per 0 << u< 4 oo,
inferiormente limilata ¢ tule ehe sia @,(n):u - - oo, per u —~ -4 oo, per

la quale si abbia per (z,y,) distante in Ay al pin di o, da (2, ¥,), (®,¥,)
appartenente ad A, e ¥, e ¥\ qualunque :

.7'(1'72'?/17?/2vy{7?/;)>¢ (ly: ;s

oppure alla condizione [condizione 3,)] che ad esso possano farsi corrispondere
die funzioni ¢ (t) e yp(t) e 3 costanti 1 >0, a >0, e u, soddisfucenti alle
stesse ipotesi delle analoghe funzioni e costanti della condizione f3,), in modo
che, in tutti gli (z,y,) di Ay appartenenti ad un opportuno intorno di (z . 1/2)
per tutti gli (xv,y,) di A, ¢ per y; ¢ y) qualunque, sia:

SOz, Y, Y, V) = la—z [* | yh ' Feys (] o) )+ ps

allora in ogni classe completa K, di curve ordinarie C, appartenenti ad A .
esiste il minimo assoluto di I(y,,y,).
Questo teorema estende a I(y,,y,) il teorema di L. TONELLl del n. 12

pag. 417 della Memoria citata in () relativo all’integrale /F yY,y)da:

“

la dimostrazione si ottiene con gli stessi ragionamenti del TONELLI, tenendo
presenti .ﬂ(‘une osservazioni. Anmtutto dalle ipotesi II) e 1I') segue che
esiste un o tale che sia sempre’ = @ e quindi che Destremo inferiore i di
I(y,.y,) in I, ¢ finito. Si dimostra poi che, considerata in K, una suc-
cessione minimizzante (€, (4, (®), €, << X <"V, ; Yo, (2), €0 <2< dy|} sia
le y;n(2) che le y,,(z) sono equiassolutamente continue: per le prime si
sfrutta Vipotesi II) e per le seconde la 11'), tenendo pxeqente Paccorgimento, gid
usato nel numero precedente e accennato nel n. 2, § 1, della disuguaglianza :

dn

1 ,
/Iyﬁ,,(m)ldmé»—;f/Iy.m(w)ldzd.’r
‘E ‘E

’n

(dove 5 & la costante relativa alla classe K,), che vale quando I & una
qualunque insieme misurabile di (u,, "y by, ° di quella analoga relativa a y, 4 (2).
Si ottiene cosi una curva (' [?/1( ), a = x <b,y)( ) s c<z<d] di ac-
cumulazione delle O, , con 51 (@) e y,(2) a%solutamen’re continue.
Per provare lintegrabilita di f(x,z, ?/1( )y ¥s (2), o (x ),yz( )) nel ret-
tangolo R: « /x<b <z d si osservi, come fa il TONELLI, che sono

in numero finito x,(r=—=1,..., v) i punti di (a, d) tali che [z, ,y, ()] sod-
disfi alla condivione ) e sono pure in numero finito z,(s=1,...,%) i
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punti di (¢, d) tali che Iz s ¥» ()] soddisfi alla condizione f,). Si divida ora
IR in tanti rettangolini mediante le rette r =, r=1,....7) e z=2¢,
(8=1,...,v). Dico che la f(x,z,y, (), ¥, ), Yh (¥) yi( )) & integrabile
su ognuno (11 questi rettangolini e qumd] su tutto K. Infatti sm R”[m, =
<X @415 25 22,1 uno di essi. La f(x,z,y, (@ ),y2( )s v (@), ys(2)
risulta integrabile in ogni rettangolo R (a <& << f; y <<z =" 4] con @, <_
L << g1, 25 <y <d<esy: infatti, essendo /= w, dalle relazioni

. 1 . . L.
T (Yiny ¥om) < i+ —, soddisfatte dalla successione minimizzante {C,},
n

risulta che sono superiormente equilimitate anche tutte le parti degli inte-
grali I (¥, ,9,,) relative agli archi delle ¢, per cui le y , (r) sono definite
in tutto (o in parte) (x,f3) e le y., () in tutto (o in parte) (y,d), e allora
la condizione x,), se la f soddisfa alla 4), e la condizione a,). se la f sod-
disfa alla 47) (nmeme naturalmente all’ipotesi I)) c¢i assicurano lintegrabi-
lith i f(2,2,y, (@), 1, (&), y (@) ,¥:(2) su R'. in virth dei risultati conte-
nuti nell’Osservazione 11 dell’ Introduzione.

Per la semicontinuita inferiore che, in virtin della condizione a,) e della Pro-
posizione 11 dell’Introduzione, se la f soddisfa alla 4), o della condizione a,) e
della Proposizione II’ dell’ Tutroduziore, se la f soddisfa alla 4), & ora assicu-
rata sull’arco di C: y, (), a a4, ?/g(z y =< z-Ld, segue allora:

£
/ /[/( 1/, (), 1/ LU (@) Y (2) ,;;] dedz =i + 1 || /7| D, Dy;

"~y

e di qui, poiche ¢ /—-—f,n/ 0. ricaviamo Vintegrabilita su futto R, di
S@az,y (1), y,(2) .y (). s (2).

Si puo ullom concludere, come nella dimostrazione del ToONELLI, che
e Iy, ,y,)=1.

OSSERVAZIONE, — Si osservi che le condizioni o)) e a,) potrebhero es-
sere enunciate in un’altra forma perfettamente equivalente, in virtit di quanto
si ¢ detto nella Osservazione 11 del numero precedente.

3. — TroreEMA III. — Supposto che :
1) La funzione f soddisfi alle ipotesi 2) e 4\ [oppure 47)] (29);
1) I(y,,y,) sia quasi-vegolare positivo seminormale vispetto a yi;
1T) T(y,.y,) sia quasi-regolare positivo seminormale rispetto a y;;

IIL) @ punti (x «y,) di Ay in cui non é soddisfatta la condizione o)
(v. m. precedente) costituiscano un insieme G, giacente in parte su un numero

(9 v, on. (%8,
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Sinito o wun’infinita numerabile di curve y, = ¢, (@), a, <<x<"b, con ¢, (xr)
Junzione assolutamente continua, ed in parte su rvette R, parallele all’asse delle
x e intersecanti Passe delle y, in un insieme di punti di miswura nulle ;

IIT') © punti (;, }/—2) di A, in cui non & soddisfatta la condizione w.,)
(v. n. precedente) costituiscano un insieme (G, giacente in parte su un numero
finito o wn’infinita numerabile di ourve y, = @y, (2), ¢, <L z-<d,, con @,,(z)
Junzione assolutamente continua, ed in parte su 1ette Ry parallele all’usse delle
z ed intersecanti Uasse delle y, in un insieme di nuswra nullea ;

allora in ogni classe completa K, di curve ordinarie C, appartenenti ad
A, esiste il minimo assoluto di Iy, ,y,) .

La dimostrazione si ottiene in modo del tutto analogo a quella data
dal ToNELLT per il teorema del numero n. 16, pag. 422-423 della Memoria
citata in (>4); s1 dimostra anzitutto che per le curve Cly, (x), a <<aw<<¥.
Ys (2), ¢ <<z <<d] di I, soddisfacenti alla I (y,,y,]<< M, con A numero
fisso, sia le funzioni y (r) che quelle y, () sono ugualmente continue, sfrut-
tando rispettivamente le ipotesi ILI) e IIT'); sara utile rvicordare percio i
lemmi del n. 2, § 1, Paccorgimento della disuguaglianza :

d

i 1
/|y](m)f.lw7<——//Iy,’(xﬂdzzlm
K K e B

che vale quando E & un qualunque insieme misurabile di («,d), e di quel-
la analoga relativa a g, (2), ed il fatto che la quasi-regolarita positiva di
I(y,,y,) permette di considerare anche I'integrale

b d
[[[f P+ Qui-+Ry,+Nyiysldadz

in cni la fanzione integranda & sempre = 0.

Si puo allora considerare in K, una successione minimizzante che con-
verga uniformemente ad una curva [y, (), y,(z)], che, in modo analogo alla
dimostrazione del TONELLI, si dimostra essere una «curva O». In virtl
delle ipotesi I) e II'), se la f goddisfa alla 4), e I) e 1I), se la f soddisfa
alla 4), & possibile allora applicare i risultati dell’Osservazione II e delle
Proposizioni 11 e 11’ dell’Introduzione, cosl da assicurare che la «curva C»
ottenuta & anche ordinaria e che su di essa I (y,,y,) € semicontinuo infe-
riormente, onde concludere col teorema.

Un esempio in cui e applicabile il teorema III, ma non il teorema I &
dato dalla funzione f= (y?4y) >+ y 2+ 1+ y:+ J1 4 2, consi-
derata in un campo /A che contenga punti le cui coordinate y, e y, siano
ambedue nulle,
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4. — TEOREMA [V. — Nupposto che :

1) la funzione f soddisfi alle ipotesi 2) e 4) [oppure 4')] (39);

II) I(y,,y,) sia quasi regolare positivo ;

1) i punti (x ,51) di A, in cui non ¢ soddisfutta né la condizione o)
ne quelle ) (v. n. 2 di questo paragrafo) costituiscano un insieme G, soddi-
sfucente alle condizioni espresse nella IT1) del n. precedente ;

IV) per ogni punto (x,y,) di G, ¢ogni punto (2 ,y,) di A, 8i possano
determinare 7T numeri p.q,v,s,v,0 ¢ Y con v ¢ g positivi e Y >1, tali
che in tutti 1 punti (®.z,y,,y,) di A per i quali @,y dista, nel campo

Ay, da(r,y,) per non pie di o ¢ (z,y,) dista, nel campo .\,, da (z,y,) per
non pin di o, sia:

F@ye Y Uy, Y1y =p - qyi 4 vyt sy
per ogni valore di yy e yy e:
Tz Yy Yo ¥i,9) — (pHaqyi i syiy) >0y

per ogni valore di y, e per | y; | = Y.

\

) @ punti (¢, y,) di A, in cui non ¢ soddisfatta né la condizione o)
ne quella fy) (v. n. 2 ai questo paragrafo) costituiscano un insieme (v, soddi-
sfacente alle condizioni espresse nella TI1') del n. precedente ;

IV') per ogni punto (Z, i,) di G, e ogni punto (x,y,) di A, si possano
determinare 7 numeri p,q,r,s,v,0 e Y con v e o positivi e Y =1, tali
che in tutti i punti (x.z,y, ,y,) di A periquali (x,y,) dista, nel campo A,
da (; ,2/1) per non pit di o e (z.y,) dista, nel campo A, , da (z , 52) per non
piv di o, sia:

J@y 2,939, 80,90 =P Fauh +r i sy
per ogni valove di ¥\, e y) e:

S@ ey Y YY) —(p Fqyi Yy sy =0 | Y|

per ogni valove di y; e per | yy = Y';
allova in ogni classe completa K, di curve ordinarie ', appartenenti ad A,
esiste il minimo assoluto di I(y,.y,).

(3" v. nota (26,

s Annals della Scuola Noim Sup - Pisa
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T.a dimostrazione si ottiene adattando opportunamente quella del cor-
rispondente teorema del n. 17 pag. 426-427 della Memoria citata in (>4 del
TONELLI, secondo le osservazioni gia fatte nel n. 2 e 3 precedenti; & op
portuno inoltre ricordarve le Osservazioni T e 1" dell’Introduzione.

Osserviamo che il teorema IV comprende i precedenti teoremi I, 11, TI1

§ 3. — Tesistenza del minimo di I (y,,vy,;) in campi illimitati

1. — TEOREMA GENERALE: In ogni classe completa K, di curve ordi-
narie Cy, (X), ¥, (z)] aventi almeno un punto [i,;, Y4 (x), Yo (;)] in wun dato
ingieme chiuso e limitato del campo A , esiste il minimo assoluto di I(y,,y,), s¢:

a) il valore di 1(y,,y,) 1elativo ad una qualunque curve ¢ di K, tende
a —+ oo col tendere a + oo del massimo della somma x* —- y2(x) + 22 4 y2(2);

b) in ogni campo limitato e chiuso appartenente ad A somo verificate
le condizioni di uno qualunque dei teoremi dei paragrafo precedente.

La dimostrazione ¢ la stessa data da TONELLI per Vintegrale semplice
di linea nel vol. 11, n. 90 «), pag. 307 dei suor « londamenti di Caleolo
delle Variazioni» (Bologna 1921-23),

2. — Si possono ora dare der eriteri ehe assicurino che la condizione
a) del teorema precedente sin soddisfatta, del turto analoghi a quelli noti
per Vintegrale semplice di linea ().

Mi limito ad enunciare i due seguenti:

I) La condizione a) del teorema del n. precedente e verificata per
ogni clagse completa NI, di eurve orvdinarie (' aventi ahmeno un punto in
un insieme limitato e chiuso di .1, se: 1) esiste un numero ¢ >0 per cui
in tutti 1 punti di A sia —e<"awv<Lc,—c2<<c; 2) esiste un wmwmero N
per cui si abbia [, 2,y Yy, Y1, ¥2) =N per ogni valore di yy e y, e ogni
punto (x, 2,y Yy) di Ay 3) esistono 2 numeri positivi Ay e 2y ¢ 2 funzioni

31 Si veda: L. ToNRLLI, Fondamenti di Calcolo delle Vaiiazioni, vol. 11, n. 90 b),’m, d),
pag. 308-312; E, J. Mc Suangk, luogo citato in (23) pag. 302-304; S. CiNQUINI: 1) Sopra
Vesistenza della soluzione nei problemi di Caleolo delle Tariazioni di ordine n (Annali Scuola
Normale Sup. di Pisa (2) vol. V-1936, pp. 169-190) § 3, pp. 184-190; 2) Nuovi teoremi di
esistenza dell’estremo in campi illimitati per i problemi di Calcolo delle Variazioni di ordine n
(Ann, Senola Normale Sup. di Pisa (2), vol. VI, 1937, pp. 191-209); 3) Sopra Uesistenza del-
Uestremo in campi illimitati (Rend. Acc. dei Linocei, (8), vol, IV, (1948), pp. 675-687);
S. Farpo, Su un teorema di esisienza del Caleolo delle Variazioni e una proposizione generale
del Calcolo Funzionale (Ann. Scuola Normale Snp. i Pisa (2), vol. XII, (1943), pp. 119-134).
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¢y (u) e @, (u), definite rispettivamente per u| =>4, e [u =1y, continue, non
negative e tali che:

+oe ol +~OC —_7&1 -
/vq ) du = / P ()ydu = / Pg (1) du == / @y (U) d Y = 4 00,
.;1 —a ‘1_‘ "o

in modo che si abbia in tutti i punti (x,2,y,,y,) di A con |y, | =>12:

(4) T2,y Y, 5,90 > 1y | o, )
per ogni y, e per |y | = L
| i e )]
e in tutti i punti di A con | y, | =4y
(" NACFEIE TS PO T A B A N N
1

. T . 4 ~
per ogni yi ¢ per Y, = R

Si osservi che se A e illimitato uno almeno dei 2 campi A, e A, deve
essere illimitato; possiamo allora aggiungere che nel criterio I esistenza
della @, (u) [y, ()] e la (4) [(5)] sono richieste solo se A, [.1,] & illimitato.

Per la dimostrazione si adattano immediatamente i ragionamenti di
S. (INQUINI (3%), tenendo presente che ogni curva (" appartiene alla classe
K, considerata e che il tendere a { o del massimo della somma a? - 22 |
+ ¥} (®) + ¥} (2) comporta il tendere a { oo di uno almeno dei massimi delle
somme x° + y? (x) e 2 |-y (2).

I1 — La condizione a) del teorema del n. precedente & verificata per
ogni classe K, di curve ordinarie ¢ aventi almeno un punto in un insieme
chiuso e limitato di A4 se: 1) esistono 4 nwmeri o* 0%, ¢*,d* per cui in
tutti @ punti di A sic «* <x <<bV*. . c*F<<z<<d*; 2) ¢:

f(wyzv?/i7?/2*3/17'!/;)591(wvzay;ay;) Gy (X, 2,9, V)

) 1 ha “ma " D o’y * * * * N
ed ¢ possibile determinare 2 numeri hy > b* —a* h, > d* —c¢* e 2 coppie
di funzioni g (u), wy (u) € ¢, (u), @y (u) definite ¢ continue per w= 0, non
decrescenti, con y, (u) e @ (u) concave verso Pallo, tali che sia

yy (1) oy () ~ + 00 e ¢ () — ¢, () -0, peru -4 00,

(**) v. luogo citato per primo in (3O n, 12 ¢ 14,
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in modo che risulti in tutti i punti di A ¢ per ogni y; e yi:
(6) 91("”'327"./1,?/;)2'#’1("1l:’/;l)v 92(waza.l/17y2)£‘/j2(ly1|)

(7) 91(90,3,?/?,?/«2)2%(’02[% ); 92(x7z7y17?/2)£(p2(|y2|)

Anche qui la (6) [(7)] & richiesta solo se A4, [4,] & illimitato. Per la di
mostrazione si veda: L. TONELLI, luogo citato in (3!) n. 90 (d) e S. CIN-
QUINI, luogo citato per primo in (3!) n. 11. Si osservi anche che le () e
(7) possono essere sostituite con le:

g (e, ¥,y =w (b Y L) el yi )
Go@ 2, ¥,y <w(ly | )+ P (1Y)

3. — Nel teorema generale del n. 1 si & fatta ’ipotesi che ogni curva
della classe I, , che si considera, abbia almeno un punto in un dato insie-
me chiuso e limitato del campo A ; si potrebbe ora considerare il caso in
cui cio non avvenga; un risultato in proposito, setto opportune ipotesi sulla
funzione /', si potrebbe ottenere immediatamente estendendo ad I (y,,y,) i
ragionamenti e il teorema di S. CINQUINI sull’esistenza dell’estremo in campi
illimitatt per integrale semplice di linea, contenuti in una Nota del 1938 (33).
Ma su cio non mi soffermo oltre.

(3 8. CINQUINI: Un teorema di esistenza dell’estremo in campi illimitati (Rend, Ist
Lombardo Scienze e Lett. vol. LXXI, 1938).
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CarirorLo 11

Il minimo di I(y)

§ 1. - Preliminari.

1. — Definizioni, — Manteniamo anche per I (y) le definizioni e la no-
menclatura del n. 2 dell’/nfroduzione.

Le definizioni date per 1(y,,y,) nel n. 1, § 1, cap. I di curva di accu-
mulazione e di classe completa si trasportano in modo ovvio a I (y).

Cosi pure si capisce, tenendo presente Posservazione sulla nomenclatura
da usare, fatta nel n. 2 dell’Introduzione, come si trasportino le definizioni
di integrale quasiregolare positivo e quasi-regolare positivo seminormale 7ri-
spetto a yi (e a y3) .

It utile per 1 (y) introdwrre anche la definizione di integrale quasi-rego-
lare positivo seminormale vispetto a yiy,; tale si diva I (y) se é quasi regolare
positwo e se per ogni punto @,2,5“ 52) di A? = A >< A si possono deter-
minare 7 numeri p,q,r.8,v,0 ¢ Y con v ¢ o positivi ¢ Y =1, tali che
W butli & punti (&, 2,y ,Y,) di A% p vy i quali (@,y,) ¢ (2,9, distano n A

rispettivamente da (x,y,) e (2,52) per non piw di o. sia:

() J@ 2 U Yy, ) =P+ qyi Y. sy Yl

per ogni valove di y; e y.; ed inoltre per i punti di A® tali che = ;,

Yy = ¥, sta anche nei punti (x,z,y,,y,) di A* per cul (x,y) ¢ z,y,) di-
stano in A da (x,y,) per non pin di o:

@ L@y, Y, Y,y Y — gyt Yy Fsyiv) =y yilly

per |y | =Y ey, I =Y.

Considereremo in questo capitolo classi complete di curve ordinarie
Cly (@) . a <<ax<"»b], che soddisfano alla condizione che esista una costante
7 >0 tale che per ogni curva C della classe sia b — a >>#. Indicheremo
tali classi con I, . Le classi complete cui non si imponga questa condi-
zione, le indicheremo semplicemente con K .

2. LEMMI. — Come per I(y,,y,)(v. n. 2, § 1, cap. I) & possibile dimo-
strare il seguente lemma 1;
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Ne I (y) é quasi-regolare positivo seminormale rispctto ¢ yy o « yy ¢ se 1L
é una classe di cwive ordinarie ('|y(x),a << x << b] appartenenti ad un campo
A limitato e soddisfacenti alle:

b a=ny Iy)y=<M

con i costante positiva ¢ M numero fisso, le variazioni totuli delle funzioni
Y (x) sono tutte inferiori ad uwo stesso numero.

Per I (y) vale anche il seguente lemma I1:

NSe I (y) e quasi-regolare positivo seminormale rispetto « y1y, e se 1l é
una classe di curve ordinavie Cly (x), o << ax << b] appartcnentt ad un campo
A limitato e soddisfacenti alla:

1)< M

con M numero fisso, le variazioni totali delle funzioni y (x) sono tutte inferiori
ad uno stesso numero.

Anche questo lemma si dimostra adattando un ragionamento di E. J.
Mc. SHANE, citato nel n. 2, § 1, eap. 1, mediante gli artifici gia da me
usati nel dimostrare la (28) del n. 3, § 1, cap. II, M. I

Vale anche per questi 2 lemmi un’osservazione analoga a quella fatta
nel n. 2, § 1, cap. 1.

0 2. = Teoremi sull’esistenza del minimo di 7 (y) in campi limitati

1. — In tutto questo paragrato supporremo il campo A limitato.

La ricerca di criteri di esistenza per il minimo di I(y) offre maggiori
possibilita di quella per I(y, .y,), poiche dipendendo I (y) da una sola fun-
zione y(x), non si presentano certe particolarita che compaiono invece
per I(y,,¥,).

Anzitutto & chiaro che tutti i teoremi ottenuti nel cap. I sono altrettanti
criteri di esistenza anche per I(y), in classi complete K, di curve ordinarie C.

Anzi gli stessi teoremi valgono in ipotesi pitt ampie sulla funziene f,
in quanto la curva C dipende ora da una sola funzione y(x). Nelle ipotesi
dei suddetti teoremi compaiono infatti coppie di condizioni simmetriche uri-
spetto alle 2 terne di variabili (x,y, . y]) e (2,¥,,9)), la validita di una
sola qualunque di esse essendo sufficiente per ripetere su I (y) le stesse di-
mostrazioni. Cosi il ragionamento che ha servito per il teorema I puo ser-
vire ancora ad assicurare Vesistenza del minimo di I (y) in ogni classe com.
pleta K,, quando siano soddisfatte le ipotesi 1), 2), 4) e II) (1) [cioe Tesi-
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stenza della Tuuziowe @, (1) dellipotesi II) soddistacente alla (1)) oppure le
1), 2), 4) e 1) (1) |[cioe D'esistenza della funszione @, (u) dell’ipotesi [I) sod-
disfacente alla (1)] (v. n. 1, § 2, cap. I).

Analogamente valgono ancora per I(y): il teorema II se sono soddi-
sfatte le ipotesi 1), 2), 4) e 1I') oppure le 1), 2), 4") ¢ II) (v. n. 2, § 2, cap. 1),
il teorema 111 se sono soddistatte le ipotesi 2), 4), 11), ITI), oppure le 2),
4'), 1), 111) (v. 1. 3. § 2, cap. I) ed il teorema IV se sono soddisfatte le
ipotesi 21, 4), ID), 1II'), IV") oppure le 2), ) I1). 11T), IV) (v. n. 4, § 2, cap. I).

Indicheremo  con teorema 1', 11, 11T, e TV’ questi criteri analoghi ai
teorema 1, 11, 111, IV del cap. I

Sara anche opportuno osservave che i teoremi I, 11, III', IV’ valgono
solo in classi complete K, di curve ordinaiie; Dbasta ricordare in proposito
Pesempio IIT del m. 3, § 1, cap. L

Ma accanto a (questi visnlati si possono oftenere per [ (y) anche altri
tipi 1 eriteri di esistenza del minimo, c¢he souo validi qualunque sia la
classe I completa di eurve nella quale si consideri 1l funzionale ; in quest’or-

b b
dine di idee rientra per esempio lo studio dell’integrale , Iy“’(w)y"’(z)dw(lz,
¢ a
che ammette, come vedremo. il minimo assoluto in ogni classe completa K,
a differenza di quanto si era invece visto per lintegrale I (y,,y,) =

b

:/ /3,;2(x)y;3(z)dwdz.
.
Daremo nei numeri seguenti aleuni teotemn m proposito,

2. — Trorvema 1", Supposto che :
) L funzione f soddisfi alle ipotest 1), 2), 1) loppure 47] (*;
1D la runzione [ sia inferiormenic limitata in tutio N* ¢ per ogni va
lore di y] ¢ Y3
11 esistano wun wwmero  positivo Y wna funzione P (u, t), definita
per ulti gli w e £ ambedue = Y' e tale che @ (v, O ut - 4 £ per wt « 4 o,
per L quale si abbia in tutto N® ¢ per [y | =Y, |y, | = Y":

f'("/'yzh‘/uyzaf‘/;;ylz)\/‘q)( Y 7|y;|)-

allora esiste il minimo assoluto di Ly) in ogni classe completa K di curve C

ordinarie, apparvienenti ad A.

(M) v, nota (%)
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Anche qui la dimostrazione si ottiene adattando opportunamente il ra-
gionamento del n. 9 della Memoria del TONELLI citata in (*4).

Anzitutto si osservi che, detto @, Uestremo inferiore della /' e D la
massima delle differenze fre le ascisse dei punti di 4, risulta su ogni curva
di K: I(y)y=—|P,) D?, e quindi Pestremo inferiore i di I(y)in K & finito.

Sia ora {O, |y, (x), ¢, < a ="),] una successione di curve minimizzauute
per I (y) in K, per cui dunque e:

(n Iy <i+

Preso ¢ >0 ad arbitrio, sia Y’ un numero positivo > Y tale che, in
virtie dell’ipotesi I1I), risulti per | yi | =~ V', |y, | = 1"

Dy 1Y) A1 Dy DY
lwil |yl &2

Siano (a,, ) (r=1,...m) un qualsiasi gruppo di intervalli non so-
vrapponendosi di (a, .8,); diciamo F, VPinsieme dei punti degli («,./,)
(r==1,...m) in cui y, (@) esiste finita ed in modulo minore di Y’ e K,
Pinsieme dei rimanenti punti degli (a, .f,) (# ==1...m). Potremo scrivere

Py

=<2 /lyu )| de< Y, (H) +/|Ju(a dr=—
r—1

k12

) [yn (/;)) — Yu (“r

=1

—= ylm (-Ej)_]L gjj I y:‘ ((L‘) ” y’/‘ (z) I dxdeg /7< l';" (El) ;F

E, E,

Yy
< VY (E)+

S [t s 4
- Iy T P(lyn@ |, yule])daede

‘ 2 / Co %‘u o .
+ l‘i ("‘!" ] + I (p(b l D’?’ x’ Z’J” 1/;1( )‘yu (-70)?/.:(5))‘1-7“13 é lm(lf/l) +
E, L
‘ & { | _ 2} te TS — £
| T el el =Y 2 et g

Sicche se e
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si oftiene:

m

,.21 W (Br) — yu ()} <&y
- il che dimostra Vequi assoluta continuita delle y, (®).

Dalla {y,, ()} si pud dunque estrarre una successione di funzioni con-
vergenti uniformemente verso una funzione y(x) (a << x <= D) assolutamente
continua, appartenente ad 4 e sulla quale esiste finito il funzionale I (y),
in virttt delle ipotesi 1) e 1I1), delle (1) e dei risultati ricordati nell’Osser-
vazione 11* dell’Introduzione. Allora la semicontinuita inferiore di I (y), che
¢i & assicurata, in virtiu delle ipotesi I) e I11), dalla Proposizione 1* dell’In-

troduzione, ¢ le (1) permettono di concludere che Iy)=i.

OSSERVAZIONE. — In virta di questo teorema il funzionale
bv b-
/ /y’2 @ y?()dxdz
‘:L ‘a

ammette i1 minimo assoluto in ogni classe completa di curve ovdinarie 0,
appartenente ad un campo .1 limitato.

3. — TrorEMA II". — Nupposto che :
I) la funzione f soddisfi alle ipotesi 1), 2), 4) [oppure 4')] (*3);

I1) esista wun insieme G/—g di punti di A, ogni punto (x,y) del quale

soddisfi alle condizione |condizione )] che ad esso si possano far corrispon-
dere 2 funzioni @ (t), y(t) ¢ 3 costanti 1 >0, a0 ¢ u, con ¢ () definita
in (0,1), non negativa, tendente « -|- < per t - 40 ¢ integrabile in (0,1),
e y(t) definita in (0, =), non negativa, non decrescente, tali che per
t— -0 sia

to @)y () ~+ =,

ed in modo che, per tutte le coppie (x,y,) e (z,y,) di punti di A apparte-
nenti ad un opportuno intorno di (x,y) e per y, ¢ y, qualunque sia :

J@yey Y, ¥y, ) = e —aft |z —a | [y ys ey (Jyi) we (Jyi ) +
M) Dinsieme G = A — Gy soddisfi «lla condizione [condizione «)] che
per ogni suo punto (x, y) esistano 2 numeri o e Y' positivi ed una funzione

<

D (u,t), definita per tutti gli u e t ambedue = Y' e tale che @ (u,t)ysut—~ 4 cc

(3%) v. nota (28),
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per wit -, in modo che per tutte le coppic (w,y,) € (2,y,) di punti di A
appartenenti allintorno (@) di (x.y) e per |y | =Y ¢ |y, | =Y, sia:

S@y2 Y Y Y1590 = ‘I’(|?//l|, [¥20)5

IV) la funzione f sia infeviormente limitata in A® e per yi e y; qua-
lungue ; allora in ogni ciusse complete K di curve C ordinarie, appartencnti
ad A, esiste il minimo assoluto di I (y).

Anche in questo caso la dimostrazione si ottiene seguendo opportuna-
mente quella del n. 12 pag. 417 della memoria del ToNELLL citata in (*4).
Anzitutto dall’ipotesi IV) (f maggiore o uguale di un certo ;) segue
che Pestremo inferiore { di I(y) in K e finito. Considerato allora in K una
successione minimizzante { C, [y, (), «, =<2 << b,]} si dimostra che le y, (®)

sono equiaséolutmnente continue, facendo vedere che per ogni punto (x , 37) del
campo A esiste un intorno rettangolare m a lati paralleli agli assi z e y,
in modo che le y, (¥) risultino equiassolutamente continue sui sottoinsiemi
degli (a,,, b,) nei quali si proiettano gli archi delle €, appartenenti ad (;;
ora se (E, y) appartiene a G- la condizione o) ci assicl'lm, mediante i ragio-
namenti del numero precedente Pesistenza di w; se invece ('r,g) appartiene
a Gﬁ basta ripetere il corrispondente ragionamento di ToNrLLI, sfruttando

la condizione B) e Dartiticio, gia usato. della disuguaglianza ;
) ! y H

jE‘th(w)Mw:H./

' s
lyn @) | | yn(e) |dadzy

che vale per ogni insieme misurabile & di («,,, by) .

Dalla successione minimizzante { €y} si pud dunque estrarre una suc-
cessione {C, ] convergente uniformemente per m — -4 2= ad una curva
Cly (%), o= x= b], con y(x) assolutamente continua. Per dimostrare che

N

¢ ¢ ordinaria, cioé¢ che f(w,z,y(x),g(z),_;/ () .y (2)) e integrabile nel
b, osservato, come fa il TONELLI, che

sono in numero finito i punti x,(r=1...%) di (e, d) tali che |z,,y(x,)]
soddisfi alla condizione ), si divida R in tanti rettangolini mediante le
rette x =2, (r=1,...v)e z2=a,(s=1,...,7).

Dimostriamo che la f (2, 2, ¥ () , y @),y (@), ¥’ (2)) & integrabile su ognu-
no di questi rettangolini.

Infatti sia Rq[@, <& << ®pp; ¥s<< 2 << ¥54,] uno di essi e sia k' un
qualunque rettangolo [a <@ << f; y<<2<"d] interno a R, : x, < a<f <Xy,
Xy <y < O <@gy . Si osservi che valgono le:

1
(2) I (Yw) << 14 "
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essendo la { (', ] una successione minimizzante, e allora di qui e dal fatto

ne

che & sempre /= pu, si ricava che detti A5 e Ay i sottointervalli di
(5 by) appartenenti a (., f) e (y,0), sono superiormente equilimitati gli in-
tegrali :

[ 72 ) g ), o @, )

omom
Ja,ﬁ Ay,é

Daltra parte si ha pure, per m sufticientemente grande:

(3) [tv@ az=r; &) [lye|dezp
) 2

con L ¢ L' costanti indipendenti da m; dimostriamo per esempio la (3)-

Poiche ogni punto dellarco O, di C:y-=y (@), a<<ax < B, soddista
alla condizione a), per il teorema di PINCHERLE BOREL potremmo dividere
(x, ) in un certo numero 1 di parti mediante i punti a; = o, g, ..., @n,y. ..
vy Wy @y = f, e determinare i numeri Oy Vh s Y7, con on € i positivi e
Yp=1(h=1,...,1), in modo che detto-C, Varco di C,pz: y = y (@),
ap << ¥ << ap4, , per tutte le coppie di punti (r,y,) e (2,y,), appartenenti
allintorno (g;) di € sia:

(4) f(x7zv.‘/1a?/29.'/'1,.‘/é)2”h wnl ¥l

per |y | =15 y| =Y.
L= . - o L .
Sia ¢ = min ﬂ—4—~, 019-++50: . Per m sufficientemente grande, gli
archi di y,, (¢) tali che @ appartenga a AZfﬁ, appartengono propriamente
alllintorno (o) di ', 4. Ma allota per giungere alla (3) non resta che ripetere
il ragionamento col quale si & dimostrata la (23) del n. 3, § 1. cap. IT, M. I,
sfruttando la (4), il fatto che & sempre f = u e Pequilimitatezza superiore
degli integrali :

/ /f(x y ¥ Ym (w) y Ym (2) ) y'm (x) s :’/,m (:)) dxdz,

o X
" W
Aa/f Aaﬂ

Si consideri ora, per m sufficientemente grande, in modo che valgano

q ’ . . . . o . . m "

le (3) e (3'), Pinsieme delle coppie di funzioni [y, (r). x € dyug, Ym(2), 2 € 4y
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che indicheremo con [y, («, ), ¥, (y.0)] e della coppia di fanzioni [5 (),
a<<x<<f; y(z),y=2z<0], che indicheremo con [y(a, ),y (y, ). Esso
costibuisce una classe K (R') di «curve O» considerate nel cap. I; risulta

I (yy, ( s B) s Ym (7 5 0)) = [ ff(w, 2y Y (@) Y (2), Yo (@), Ym (@) dx de

" m
Aayﬂ AM
. . . —oa 0 —
ed inoltre A;"/, e A,’,"(; hanno lunghezza rispettivamente = i m e 5 7, se

m e sufticientemente grande.

Cerchiamo allora di applicare i risultati del n. 1 dell’Introduzione. Le
(3) e (3') e Vequilimitatezza degli integrali I (y,, (. f), ¥ (y,0), insieme al-
Pipotesi I) e alla f > ﬁ, ci permettono di applicare i risultati dell’Osservu-
zione 11 dell’Introduzione (e precisamente quelli che sono in relazioune con
le Osservazioni I e I'), assicurandoci cosi Vesistenza dell’integrale :

g8
f/f(a',z,§<w>,7j<z>,.§'w>,g7'<z>>dxdz.
o ‘y

Ancora le (3) e (3), ipotesi I) e la /= ;, in virtu delle Osservazioni
1L e I dellIntroduzione, ci assicurano poi le semicontinuitd inferiore mnella
classe K (R’) considerata, dell’integrale I(y,,y,) relativo alla f. Sicche ne
viene facilmente :

£ 9
(3) //[f(x,z,§<.,.>,§<z>,y7(m>,w)) pldrds <o+ 1+ || D

J
oy

Ma allora da quest’ultima disuguaglianza, poiche / - /_420 , segue lin-
tegrabilita di f(x,2,y @), y(2),y (v) , ¥ (2)) su tutto R, e quindi su tutto R.
Allora, fissato ¢ >0 ad arbitrio, si pud determinare in ognuno dei ret-
tangoli R, il rettangolino R'la << << 3; y <<z << 8] in modo che la misura
della somma degli R’ si scosti tanto poco da quella di R cosi da aversi, se
si indica con I'il complementare della somma 2 (R') degli R' rispetto ad K:

//[fa”727-3;(”)737(2)’2?(1')7?7(2))_T]drdz<p'
R
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Si puo quindi serivere :

3 T
]f[.fw,z,ym-)J(z)n?(whz?%z))—-ﬁldwz<

a

21

')

<3 / S, 2,y (0),y@),y @y @) —udrdz | &.
3’

ROS——

Ma si ¢ gia dimostrato pitt sopra che I(y,,y,), relativo alla funzione f,
& semicontinuo inferiormente «u [y (x, A), y(y.38) nella classe K (R’) definita
per un qualunque rettangolino R’; tale & dunque anche integrale I(y,,y,),

relativo alla funzione f - u. Si puo allora determinare un m in modo che
risulti, per m > m e per ognuno degli R'; or ora determinati in corrispon-
denza ad e:

] [/ y %5 Y (®) 5 Yuu (2) Ynu () s Y (2)) _‘;1 dedz >
it

f}‘d
2]][f(w,zJ(w),&(z)J’(w),.«?(z))—;}da«dz-a.
a y

Allora dalla (6) si ha, se p & il numero degli R’':
5 b
][V(-r,z,.Eu-),?(z),?(‘v>,§'<z>>—mdwdz<
a a

<2’/ /[f(m,z,ym(w),ym(z>,y;z(w),y§..<z))~ Ndaedz +pe+ e,

m m
40,8 AM

da cui, essendo f — u =0,

b b
]fmx,z,&(w)J(e)J(w)-E(e»)—-TJdxdz<

a a
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</ (e, 2 ./m()7ym(z)7:'/;n('l')7?/;n(z))"‘;]’I'Tdz_{—

] “m

. 1 -
++De<i —%‘7 gt (b — @, 4 (p 1) ¢
Di qui risulta I(_) < i ed essendo ¢ una curva ordinaria e K una
classe completa: I (1/) =1

4. — TrEoREMA II1". — Supposto che :
1) la funziwne f soddisfi alle ipotesi 2) e 4) |oppure 4')| (35);
II) I(y) sia quasi-regolare positivo seminormale rvispetto « yiys;
I11) esista un insieme G- di punti di A soddisfacenti alla condizione
a) (v. n. precedente), in modo che i punti dellinsieme G —= A — G- (eventual-.
mente anche vuoto) giacciano in parte sw un numero finito o sw un’infinita
numerabile di cwrve: y—=o,(x), a,<<x<"b,, con ¢, (x) assolutamente con-
tinue, ed in parte su rette R parallele «ll’asse delle x ed intersecantl Vasse
delle y i wun'insieme di miswra nulla ; allora in ogni classe completa K di
curve C ordinarie appartenenti ad A, esiste il minimo assoluto di I (y).
Accenniamo alla dimostrazione, adattando al nostro caso quella del
n. 16 pag. 423 della Memoria del TONELL1 citata in (*4).
Dimostriamo dunque anzitutto che le curve C ordinarie per le quali é
soddisfatta la relazione :

(1) I(y)=M

con M numero fisso, sono ugualinente continue. Possiamo supporre senz’altro,
nel vagionamento che faremo, /= 0, perché altrimenti basterebbe sostituire
Pintegrale I (y), con quello:

H [y @), Y @Y @y () — (P QY @)+ Ry (&) + 59/ @)y ()] dedz

dove I, ¢, R, N sono le funzioni di cui alla definizione di integrale quasi
regolare positivo (v. n. 1, § 1); ed infatti —I_(y) soddisfa alle stesse ipotesi
di 7 (y) ed inoltre sulle curve per cui & soddisfatta la (7), vale pure una
disuguaglianza analoga per T(y) [T(y)glll’], in virtih del lemma II del
n 2, § 1.

(3¢ v nota (%),
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Cid premesso, supponiamo per assurvdo, seguendo il ToNkLLI, che le
curve (' soddisfacenti alla (7) non siano ugualmente continue. Allora esi-
sterda un 2> 0 tale che, per ogni intero positivo n, si possa trovare una
curva ordinarvia Cy [y, (®),a, << x << b,] soddisfacente alla (7) ed una coppia
di punti a,,,x,, appartenenti ad («,,b,) e soddisfacente alle

1

0<‘vn,2—wnl < —
’ n

— | Yn (@ns) — Yn (X)) | > 1.

Sia x, un punto di accumulazione degli w,,; possiamo senz’altro sup-
porre che per n — - ¢, x,, —a, (e quindi anche ., — ), Yn (@n)) — Y,
€ Yn (Tn2) = Yo € per esempio y,, < Y,,; dovra dunque essere y,, — y,, = 4.

Siano ora [, e I, 2 numeri tali che y,, < I, <Il, <Yy., € diciamo P,
e Py i punti (x,,1,) e (x,,1,). Per n==n (n opportuno) sara y, (x,,) <l, e
Yo (®n,) >1,. 1 punti di G appartenenti al segmento I’, Py costituiscono
un insieme di misura nulla; si pud dunque trovare un insieme chinso ¥ di
I’ Iy, di misura (I, — 1) :2, i cui punti soddisfano alla condizione a).

Possiamo allora determinare un numero finito di intervalli 4, (h=1,...,3)
di I’ I,, senza punti comuni (37), rvicoprenti F, di lunghezza complessiva
> (I, —1): 2, ed in corrispondenza a A, (h= 1,...,8) 2 numeri g;, ¢ Y}, po-
sitivi ed una funzione @, (u,t). definita per gli v e ¢ ambedue > 17, e
tale che @Dy, (uw,t):ut - -~ = per ut - +~ ~«, per la quale si abbia, per
tutte le-coppie di punti (r,y,) e (z.y,) di A distanti ciaseuno da .1, per
non pitt di g, e perjy; " >V, || =V

@23y Y, Y1, Y0 = Dy (] yi [, 1y | ).

16 s* M
(12 - 11)2
=1,...,%) . possiamno allora determinare un 1’ tale che per tutte le coppie
di punti (r.y,) e (z,y,) di A, distanti ciascuno per non pit di 5 da uno
stesso dei A, (h — 1, ..., 8) risulti verificata, per y{ | =V e |y;| > V' la:

Fissato un numero N > e detto o il pin piccolo dei on (h =

(8) f(‘”527:‘/17.'/27y17?/;)22v 3/;”?/;|'

Sia ora ¢ an numero positivo <o e <(l,—1): 8 Y_’ e supponiamo
che il numero n di cui sopra sia anche tale che per n=n si abbia;

v"3'()_“6<~"rn,]<~T11,2<"'70"J!‘ 4

(1) T 4, potrehbero essere per es, chiusi a winistra e aperti a destra (ciod L=y =
=u <, 5 U, e Uy, sono gli estremi di 4,) .
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Si consideri per n>=n Parco della ¢, che si proietta ortogonalmente
in (2, .®,, e indichiamo con (%, la parte di questo arco che si proietta
ortogonalmente sul segmento A, (h =1,....8); sia poi /* Vinsieme dei punti
dell’asse delle @ su cui si proietta ortogonalmente O ; scomponiamo Iﬁ nei

due insiemi lfg dei punti in cui la y;, (x) esiste finita e in modulo >}’ e

1
S 8
!f;2 dei punti rimanenti. Si ponga poi l,, =2 ed l,,= 2% lﬁz. Si os-
’ h=1 " h=1 "
servi che la variazione totale dt y,(®) su /1, + L, & >, —1): 2, tale
essendo la lunghezza complessiva dei 4, (h=1,...,58); @altra parte & pure

Y /d.r LY Wiy = ) <<2 V' S <(ly - 1,): 4

lu,'z

Possiamo dunque scrivere, tenendo anche presente ipotesi = 0:
b 3 .

YN, — 1,):4<V§\7§/ |y () | de — Y’ /M

<1/T/| vi(@) | da =
n1 ln,z ’u,: In,l

=N 3 [ y(o) | de=IN 3 U fl Yo (o) 1y (2) | Mdeg B=
h=1 h=1 % n
! !

ln,l n,1 il
s * Yy — _
<2 3/ /.f’(w,z,yn(w),yu(m,y:.(a')-y;(z))dm(?zg < sVT(y,) sV
h=1 S _Ih
n,1 "n,l
16 s 3l

Risulterebbe dunque N <C in contraddizione con la scelta

fatta di N .

Dimostrata cosi questa proposizione, potremo, in virtd di essa, deter-
minare in K una successione minimizzante {(7,,] convergente uniformemente
ad una funzione y — 37(.70), a < x < b continua. Per provare allora Iassoluta
continuita di y(a:) non si ha che da ripetere in modo opportuno, usando del
ragionamento or ora fatto, la dimostrazione analoga del TONELLI (pag. 425-
26 della memoria citata). Le ipotesi I) e II), in virtta dell’Osservazione IT*
e della Proposizione 1T* dellIntroduzione, c¢i assicurano poi che la curva
y =y (x) & anche ordinaria e che su di essa I(y) & semicontinuo inferior-
mente ; dal che si deduce che I('g;) da il minimo assoluto di I(y) in K.

Esempi di funzioni / cui non & possibile applicare i teoremi precedenti
(teoremi I/, 1T, ITT', IV’, 1", II”) mentre & applicabile il teorema IIT” sono

(Iy — L’

i seguenti:
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O r=yiyiv 2y + 10 4y 90 4y, considerata in un campo 4
che eontenga punti di ordinata y = 0 ;
2) =y’ y, —y, y,— (¥, -+ y,), considerata in un qualunque campo
A . Si osservi che nell’esempio 2) Pinsieme ¢ dell’enunciato & vuoto, qua-
lunque  sia il campo 4 in eni si considera la /i tultavia non ¢ pessibile
applicare i teoremi 17 e 117,
5. — TrEoOREMA V7, Supposto che :
[) la funzione [ soddisfi alle ipotesi 2). 4) |oppure 4')] (38);
1D T(y) sia quasi-regolave positiro seminormale rispetto a y) y,:
L) 7 punti @i A si dividano in 3 insiemi disgivnti G, G/—, e G tali che
n) i -G G = A

by Uinsieme G- coddisti alla condizione )
" .

o) §opunti di (}/—f soddisfino alle condizione /)
Q) L opunti di Goglaceiano i parte sy oun wemero finito o un’in finité
mmerabile di curve :

=@, @ a, <re<b,

con g, (@) funzione  assolutamente continua ed in parte su rette R parallele
Wllasse d«lle x ed intersceanti Uasse delle y in wun insieme di misura nulla;
allova in ogne elasse completa K di curre O ordinarie, appartenenti ad .\,
esiste il minimo assoluto di T(y).

La dimostrazione si ottiene appheando in modo oppoituno le conside-
razioni sviluppate per i teoremi 117 ¢ 1117 ¢ le osservazioni di fine pag, 427
e pag. 428 della memoria del TONELLT citata in (%),

6. — OSSERVAZIONI. ADbbiamo dato per I(y) due gruppi di teoremi in
ordine a 2 diversi tipi di ipotesi Si puo vedere che gli stessi ragionamenti
permetterebbero di dave altri criteri di esistenza del minimo di I(y), com-
hinando opportunamente tra di loro i due diversi tipi di ipotesi.

Per esempio in ogni classe completa K, di enrve C ordinarie, apparte-
nenti ad A, esiste il minimo assoluto se sono soddisfatte le ipotesi 1) 2),
1y e la 11) del n. 3, v 2, cap. Il e se i punti dell’insieme A = (‘7{ (dove (1*/;, &
Pingieme di cui all’ipotesi II) ora richiamata) soddisfano alla condizione o))
del n. 2, § 2, cap. I (la quale va naturalmente enunciata tenendo presenti
le analogie di nomenclatura usate tra I (y,.y,) ¢ 1(y). Ma su ¢id non eredo
opportuno insistere oltre.

Sy, nota (2

9 Annali della Scuola Norm Sup - Puaa
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§ 3. - Llesistenza del minimo di I (y) in campi illimitati.

1. — Anche per i campi illimitati si possono econsiderare 2 tipi di
criteri di esistenza: gli uni estendono i risultati ottenuti per i campi limi-
tati con i teoremi T’, 11’y 11T’y IV’ del n. 1, § 2 di questo cap. e si otten,
gono dunque, per una classe completa K, di curve ¢ ordinarie, direttamente
dai risultati del § 3, cap. I relativi a I(y,,y,), con le opportune modifiche
di nomenclatura; non mi soffermo ad enunciarli esplicitamente, ma solo
osservo che nel criterio analogo al I del n. 2, § 3, cap. I bastery suppoire ve-
rificata una sola delle (4) e (5) e in quello analogo al II una sola delle (6) e (7).

Gli altri criteri di esistenza in campi illimitati, valevoli per ogni classe
completa K di curve ordinarie ¢, si rvifanno ai teoremi 1", 11”7, III”, 1V”
del paragrafo precedente. Anche per questo secondo tipo di estensione po-
tremo, con la stessa dimostrazione del TONELLI @ia citata nel n. 1, § 3,
cap. I dimostrare il seguente:

TEOREMA GENERALE: In ogni clagse completa K di curve ordinarie
Cly (x)], aventi almeno wun punto |Tv,y(x)] in un dato insieme chiuso e limi-
tato del campo A esiste 4l minimo assoluto di 1(y), se:

a) il valove di I(y) relativo ad una qualunque curva C di K tende
@ -} = al tendere a -} o< del massimo dellu somma x* - y* (x);

b) in ogni campo limitato e chiuso appartenente ad A sono verificate
le condizioni di uno quelungue dei teoremi 17, IT17, 111”7, IV" del pavagrafo
precedente.

Modificando poi in modo ovvio le dimostrazioni citate a proposito dei
eriteri I e II del n. 2, § 3, cap. I si dimostra che la coadizione a) del teo-
rema precedente ¢ certamente verificata in ogni classe completa K di curve
C ordinarvie, aventi almeno un punto in un insieme limitato e c¢hiuso di A,
ge vale una delle seguenti ipotesi:

1”7 — 1) esiste un numero ¢ >0 per cui in tutti i punti di A sia:
—ec=Sx<cj; 2)esiste un numero N per cui siabbia f(x 2,9, 9,91,y >N
per ogni coppia di punti (x,y,), e (2,y,) di A e per ogni valove di yj e y':
3) esiste un numero positivo L e una funzione @ {u) definite per | u | =1,
continua, non negativa e tale che

a0 EE R
/«p(u)d W= / Py du=+ =

A —Q0
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in modo che si «bbia, per tutte le coppie (@ ,y,) € (2,9,) di punti di A con
Yl =he |y, | =1

S @z Y s Yo, ¥ =1y L ow) v | @)

per Vil =LoW) e ¥ =19 wy);
IT" — 1) esistono 2 numeri a* e b* per cui in tutti i punti di A &:
a¥ << b* 2) ¢é:

S 20Y Yo YY) =9, (02,01 ,95) — 02(®, 2,94 Yp)

ed ¢ possibile determinare un numero h > b* — «* e due funzioni y, (u) e yy (u),
definite e continue per uw =0, non decrescenti, con vy, (1) concava verso Palto,
tali che via :

[y, O — [y, O — + > per u - =% .

in modo ehe visulti per tutte le coppie (v, y,) e (2,Y,) di punti di A e per
ogni yy e ¥,
9@y 2,990 =y By Dyl )

o (P 2,8y Yo) << W (19 1)y (]9 1)

Infine si osservi che anche per questo secondo tipo i estensione si
puo prendere in esame il caso in cui non sia verificata ipotesi che ogni
curva della classe I{, che si considera, abbia almeno un punto in un dato
ingieme chiuso e limitato del campo A e dare un teorema in proposito, che
qi ispiri a quello gia citato di S, CINQUINI (39) per Pintegrale semplice di linea.

2, - T immediato vedere che nell’estensione ai campi illimitati del
teorema 1’ rientra il funzionale particolave studiato dal FUBINI nella memo-
ria ecitata in (°) (v. pag. 225 e seg.), quando si tengano presenti anche le
oservazioni gia fatte su di esso nel § 2, cap. I, M. L

| Pervenuto alla redazione 1l 13 settembre 1949]

(3% v luogo citato 1n (3



