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UN METODO DI APPROSSIMAZIONI SUCCESSIVE
PER LA RISOLUZIONE DEL PROBLEMA
DI DIRICHLET

di Luiar SoBrRERO (Trieste)

1. DESCRIZIONE DEL METODO, — Il problema di DIRICHLET. e cioe la
ricerca di quella funzione f(r,y) che soddisfa, nell’interno di una data re-
gione R del piano caitesiano, all’equazione
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ed assume, sul contorno L della regione, valori prestabiliti, costituisce uno
dei temi pitt classici e suggestivi dell’Analisi matematica.

Numerosi sono i metodi proposti per la sua risoluzione; ma non tutti
si prestano agevolmente a determinazioni numeriche. In questa Memoria di-
remo di un metodo che, da noi applicato in diverse occasioni (e, pitt pre-
cisamente, nello studio di aleuni problemi di fotoelasticitd) e¢i ha fornito
risultati numerici pienamente soddisfacenti.

Ci serviremo, per ottenere la incognita funzione f(x,y), di un procedi-
mento di approssimazioni successive; e c¢ioé costruiremo una successione
di funzioni, f, (@, y), o @,y),...,/i(l*,y)...., la quale converge, col cre-
scere dell’indiece n, alla richiesta funzione /' (x.y).

La prima approssimazione, f, (x,y), e largamente arbitraria. Si richiede
solo che essa abbia, in tutto il campo E di suna definizione, derivate prime
limitate, e che assuma, sul contorno 1., i valori prescritti per la funzione
S,y .

Da questa prima approssimazione si passa ad una seconda, f,(x,y),
col metodo seguente. Fatto centro in generico punto P (v, y) della regione R,
8i costruisca la maggior circonferenza interna ad R, e si formi la media
aritmetica dei valori che la funzione f; (x,y) assume su quella circonferenza
¢ . Spostando a differente posizione il punto P, varierauno, in generale, sia
la circonferenza € come il valore di quella media aritmetica. La quale media
potra, dunque, riguardarsi come funzione delle coordinate, » ed y, del punto
P. Tale funzione, che divemo 7, (2, y), costituisce la nostra seconda appros-
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simazione. L’operazione colla quale siamo passati dalla funzione f(x,y)
alla funzione f, (x,y) verra, nel seguito, ripetuta e citata piu volte. Per
brevita la designeremo col nome di operazione di media.

Con DVoperazione di media possiamo passare, dalla seconda approssima-
zione f, (v ,y), ad una terza, f;(x,y); da questa ad una quarta, e cosl via
di seguito. Dimostreremo che, al crescere dell’indice n, Papprossimazione
Jw (@ ,y) tende, in ogni punto di K, alla richiesta funzione armonica f(x,y) .

Ad evitare malintesi circa la portata del procedimento, vogliamo espli-
citamente avvertire che esso non mira a dare una dimostrazione dell’esi-
stenza della funzione f(x,y). In altri termini poi supponiamo gia di sapere
che il problema di DirlcHLET ammette una seluzione, f(x,y); e solo ci
proponiamo di costruire e determinare questa soluzione con procedimento
numerico.

Per dimostrare la convergenza del procedimento di approssimazioni
successive ci serviremo di varie ipotesi. Lha prima di esse riguarda il con-
torno I . Detto p un conveniente numero positivo (non nullo) noi suppor-
remo che, per ogni punto ¢ del contorno L, si possa condurre una c¢ircon-
ferenza, di raggio o, tangente ad L e situata completamente all’esterno
della regione R . Questa ipotesi richiede, in particolare, che il contorno I
sia privo di punti angolosi e possegga, in ogni suo punto., raggio di cur-
vatura maggiore di o.

Una seconda ipotesi riguarda i valori prescritti, per la funzione f(x,y),
sulla curva L. Noi supporremo tali valori non soltanto continui, ma anche
derivabili lungo Parco di contorno; e la loro derivata si supporra limitata
in valore assoluto.

B probabile che il metodo di approssimazioni successive ora esposto con.
verga anche sotto ipotesi meno restrittive di quelle che abbiamo indicate ;
ma qui non crediamo opportuno di complicare le cose al solo fine di una
maggiore generalita.

Il metodo del quale ci stiamo occupando non e nuovo; esso e stato
indicato da H. LEBESGUE in una brevissima Nota pubblicata fin dal 1912 (1);
ed & stato ripreso, recentemente, da G. CiMMINO (3. Ci sembra tuttavia che
ne Puno ne Paltro Autore abbiano posto in luce una proprieta, assai no-
tevole, di quel procedimento: lestrema rapidita della sua convergenza. Re-
quisito — questo — ovviamente essenziale per chi miri alle applicazioni
numeriche.

(*) H. LEBESGUE, 8w le probléme de Dirichlet ; Comptes Rendus, To. 154 (1912), pag. 335,
(®) G. CimMINO, Formole di maggiorazione nel problema dv Diricllet per le funzioni ar-
moniche, Rendiconti del Seminario Matematico della R Umiversita di Padova, 1932,
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Mossi, dunque, dallintento di completare da un tal punto di vista le
dimostrazioni di LEBESGUE ¢ di CismdiNo, abbiam  finito per riprendere
Pargomento totalmente ex-novo; ed abbiamo potuto stabilire che la nesima
funzione approssimatrice, f, (v, y), difterisce dalla richiesta funzione f(x, y),
in ogni punto del campo R, per una quantitd, ¢(x,y), non superiore (in
valore assoluto) ad

1
(a+bn?’

(@ e b designando convenienti costanti positive), Ierrore, ¢, di cui & affetta
Pn-esina gpprossimazione converge dunque rapidameute verso zero al diver-
gere di n.

L’argomento di questa Memoria & stato oggetto di una breve mnostra
comunicazione tenuta al Congresso di Innsbinek della Osterreichische BMa-
thematische Gesellschaft nell Agosto 1949.

2. OSSERVAZIONI CIRCA LA PORTATA DEL MET0ODO. — Prima di accin-
gercita dimostrare la convergenza del nostro metodo di approssimazioni suc-
cessive, desideriamo far cenno di una importante categoria di problemi in
cui detto metodo si manifesta particolarmente efficace.

In molti dei problemi di DiRICHLET che pongono le ricerche tecniche,
i dati al contorno preseritti per la funzione 7 (v,y) non sono conosciuti con
matematica esattezza, ma solo con un certo grado di approssimazione. Nei
problemi che vengon fuori dalle ricerche di fotoelasticita, per esempio, si
conoscono 1 punti, del contorno, dove la funzione f(x,y) assume valori in-
tieri, o, meglio, valori multipli intieri di una assegnata costante k; ma si
ignora Pandamento della funzione negli archetti di contorno compresi fra
due, successivi, di quei punti. A priori potendosi unicamente asserire che,
in ciascun archetto. Poscillazione della tunzione & inferiore alla suddetta co-
stante k. Kssa costante ci da la misura del grado di approssimazione col
quale si conoscono, per il problema in esame, i dati al contorno della fun-
zione f(x,y).

In questo caso, come negli altri, consimili, nei quali i dati al contorno
sono il risultato di misure sperimentali, ¢ ovviamente inutile cercare di de-
terminare la funzione f(x,y), nell’interno del campo R, con precisione su.
periore a quella con cui sono conoscinti i valoii al contorno. Alla ricerca
della funzione f(x, y) si presenta, allora, particolarmente idoneo il metodo
proposto nel capoverso precedente; perche :na delle prime approssimazioni
(in genere la terza o la quarta, nei problemi di fotoelasticita) e gia sutfi-
ciente per indicare Pandamento della funzione incognita con tutta Pappros-
simazione che il problema richiede. Il metodo verra, preferibilmente, appli-
cato per via grafica, nel modo ¢he qui appresso indicheremo.



76 Luiat Sosrero s Un melodo di appro.simazioni successive

La funzione di prima approssimazione, /, (x, y), si rappresentera mediante
le sue linee di livello; e cioe mediante le curve sulle quali essa rispetliva-
mente assume i valori (quote)..., —2k, - k,0,k,2k,.... Queste linee
di livello avranno, entro il campo R, andamento largamente arbitrario ; esse
dovranno soddisfare all’unica sostanziale condizione di tagliare il contorno L
proprio in quei punti, noti, dove son rispettivamente preseritti, per la fun-
zione, i valori ..., 2k,—k,0,k,2k,.... Le linee di livello prescelte
definiscono Pandamento della funzione f) (x . y) solo imperfettamente ; e, tut-
tavia, con un grado di precisione non minore di quello con cui & conosciuto
Pandamento dei valori al contorno.

Per determinare la seconda approssimazione, f, (¥, y), segneremo anzi-
tutto sull’area R un certo numero di punti, I’,, P,,.... Poi, con centro in
P, trocceremo il massimo cerchio interno ad R; divideremo questo cerchio
in alecune (per es. 10) parti eguali mediante altrettanti punti di suddivi-
sione ; e, in ciascuno di tali punti, leggeremo sul grafico il valore di /| (v, y).
Se il punto dove si fa questa lettura cade proprio sopra una linea di li-
vello, il valore di f, (x,y) ¢ tornito dalla quota della linea. In caso contra-
rio il valore di f (r,y) si otterra per interpolazione. Infine si determinera
la media arvitmetica dei 10 valori di f; cos! ottenuti; e si segnera tale
media a fianco del punto /I’,. Essa rappresentera il valore che, in P, . as-
sume la funzione f, (r.y). Analogamente procederemo con i punti P,, ;...

I’operazione si semplifica se si ha cura di preparare un foglio traspa
rente sul quale sian disegnati vari cerchi concentrici, di diametro differente.
divisi ciascuno in un certo numero di parti eguali mediante altrettanti pun-
ti di suddivisione. Nel comune centro dei cerchi si pratica, sul foglio tra-
sparente, un minuscolo foro.

Portiamo il foglio trasparente sul gratico, in cui son gia disegnate le
linee di livello di 1, (x,y), e disponiamolo in modo che uno dei cerchi ri-
sulti tangente al contorno L (ed interno ad R). Introdotta nel torellino del
foglio -trasparente la punta di una matita, segnamo sul grafico la posizione,
Iy, del centro del cerchio. Infine leggiamo i valori che assume la funzione
Ji(x,y) in corrispondenza ai vari punti di suddivisione del cerchio; for-
miamoci la media di questi valori, e segnamola sul grafico, accanto al punto
P, . Ripeteremo l'operazioue un certo numero di volte, via via spostando il
foglio trasparente a differenti posizioni ¢ utilizzando cerchi di diametro
differente.

Abbiamo cosi determinati i valori che la funzione f, (x,y) assume in
alcuni punti, P,, Py, ..., della regione E. Se questi punti sono abbastanza
numerosi, Pandamento della f, (x,y) risultera determinato con approssima-
zione sufficiente. Si potranno cosi, per interpolazione, individuare i punti
dove la f, assume valori che siano multipli intieri della costante k e trac-
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ciare le hnee di livello di f,(x,y). Analogamente procederemo per ottenere
le approssimazioni ulteriori. Quando constateremo che, nel passaggio da
un’approssimazione alla successiva, le linee di livello non subiscono varia-
zione apprezzabile, potremo arrestare il procedimento.

E quasi inutile avvertire che un eventuale errore, anche grossolano,
commesgo nel tracciamento delle linee di livello di una qualche approssima-
zione non inficia la convergenza delle approssimazioni ulteriori (ma, al piu,
la rallenta). Nella pratica applicazione del metodo conviene far seguire, ad
un primo gruppo di approssimazioni grossolane, di carattere orientativo, un
secondo gruppo di approssimazioni piutt accurate; facendo crescere, di volta
in volta, il numero dei punti, dell’area R, cui si applica operazione di media.

Abbiamo sperimentalmente constatato che, se 'area R non & troppo ir-
regolare, e la prima approssimazione, f,, & scelta con andamento ragione-
vole, la terza o la guarta approssimazione son gia sufficienti per determi-
nare la funzione incognita f (x,y) con precisione non inferiore a quella con
cui son conosciuti i valori al contorno. Il nostro problema non chiede di piu,

3. CONSIDERAZION1 INTUITIVE PRELIMINARI. — La convergenza del
metodo di approssimazioni successive indicato nel capoverso 1 appare pro-
babile gid da alecune considerazioni intuitive che, per quanto vaghe ed im-
precise, contengono in sé quel filo conduttore che e¢i servira poi di guida
per la dimostrazione rigorosa.

Confrontiamo la funzione di prima approssimazione, f,(r,y), con la
tunzione armonica f(x,y). Per il modo stesso come son definite, queste fun-
zioni risultano, sul contorno dell’area R, egunali fra loro. Per motivi di con-
tinuita esse risulteranno pertanto molto prossime Vuna all’altra anche nei
punti, del eampo R . immediatamente adiacenti al contorno. In altri ter-
mini il divario tra la funzione approssimatrice f, (#,y) e la funzione armo-
nica f(xr,y) & certamente piccolo nella «zona marginale » dell’area E, pre-
sumibilmente maggiore nella «zona centrale ».

Esaminiamo la funzione di seconda approssimazione, f, (x.y). Il valore
che questa asswme in un punto [ dell’area R &, per definizione, la media
aritmetica dei valori assunti da f, (r,y) nei punti della circonferenza C, di
centro I’, inseritta nel contorno L. Anche se il punto P & situato nella
zona interna dell’area R, la circonferenza C corre, almeno in buona parte,
nella zouna marginale dell’area. Pertanto i valori che, nei punti della circon-
ferenza, assuwme la funzione f,, differiscono presumibilmente di poco da
quelli che, nei medesimi punti, assume la funzione f. La media aritmetica dei
primi valori, a sua volta, differira di poco dalla media aritmetica dei secondi.

La prima delle due medie &, per de nizione, il valore di f,{x,y) nel
punto I’ La seconda media, in virtit di una proprieta ben nota delle fun-
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zioni armoniche, si identifica con il valore assunto da f(x,y) nel punto I’
Concludiamo che la funzione f, e la funzione / differiscono, in I”, allincire:
di tanto quanto difterivano tra loro. nella zona marginale dell’area R, le
funzioni fed f,. In altri termini con Poperazione di media noi abbiamo
costruita una funzione /f, (¥, y) la quale possiede, nella zona centrale di R,
quella medesima huona approssimazione che gia possiedeva la funzione f| (x, y)
nella zona marginale dell’area.

I7operazione di media ha cioe trasformato la prima grossolana appros-
simazione f; (x,y) in una approssimazione migliore. Iterando il procedimento
¢ da sperare che, al limite, si pervenga proprio ad ottenere la richiesta
funzione armonica f(r,y).

4. IPOTES]I SEMPLIFICATRICL, Proveremo la convergenza della suc-
cessione di funzioni f,, fy,...,/u,... verso la funzione armonica f in un
caso particolare; e cioé nell’ipotesi che i valori prescritti, sul contorno L,
per la funzione armonica f, siano tutti eguali a zero (¢ quindi la funzione
f risulti, essa stessa, identicamente nulla). Dimostreremo, in altri termini,
il teorema seguente:

Sia £, (x,y) wna Sunzione dotata, in R, di derivate prime limitate, e
willa sul contorno di Ry ¢ siano (N, y),. .., L (X,¥),... le funziont che
da f,(x,y) si ottengono con Papplicazione iterata delloperazione di mediv. Al
divergere dellindice n la funzione f,(x,y) tende « zero identicamente (¢ cioé
in ogni punto dell’urea R).

L’ipotesi che i dati al contorno sian nulli € solo apparentemente, ma
non sostanzialmente, restrittiva. Infatti, dal teorema enunciato dianzi, & facile
trarre la convergenza delle ftunzioni f,,f,,...,fu,... verso la funzione
armonica f anche nel caso di dati al contorno non nulli. Consideriamo, in-
vero, le differenze f, —f, /o —f.....fiu—/,.... Si constata subito che
tali differenze son nulle sul contorno di R e si ottengono, ognuna dalla
precedente, con PVoperazione di media. Ad esse possiamo dunque applicare
il teorema enunciato pitt sopra; e concludiamo che il termine generico
f.— f tende a zero al divergere di n; il che prova, appunto, che la fun-
zione f, tende, al limite, verso la funzione /.

Senza ledere la generalita della trattazione possiamo supporre che la
funzione f,, non soltanto sia eguale a zero sul contorno di KB, ma risulti
sempre positiva (o sempre negativa) in tuttr i punti di quest’area. In altre
parole, appena sia provata la convergenza della successione 1,7, , ..., fy, ..
nell’ipotesi che il primo termine (e quindi i successivi) abbiano segno posi-
tivo in tutti i punti di /2, & facilmente dimostrabile la convergenza di quella
suecessione anche in assenza di una particolare ipotesi cirea il segno di 7).
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Supponiamo, infabti, che f; sia una funzione, nulla sul coutorno di R,
ma non di segno uniforme nei punti di quest’area; e diciamo ¢, il valore
assoluto di . Sussistono evidentemente, per ogni punto di I, le dise-
guaglianze :

N =SH=y-

Applichiamo alle funzioni f, e g, Poperazione di media. Otterremo due
nuove funzioni che diremo f, ¢ ¢,. Dalle diseguaglianze precedenti imme-
diatamente seguono, per tali nuove ftunzioni f, e g,, le diseguaglianze
analoghe :

— Y =/2=<105,
¢, pitt generale.,

— U =Jn="0n-

I termini della successione [y /oy .../, .. Sono dunque compresi fra
i termini analoghi di due altre successioni, — ¢, , — gy, sy  Gus.v. ©
Gis G2y fuy- -+, le quali, essendo formate con termini di segno ulfifut'llle,
tendono ambedue verso zero. Pertanto anche f, tendera verso zero al di-
vergere dell’indice n.

Ci siamo, cosl, ridotti a dover dimostrare la convergenza di fy, fy, ey fyryon
sotto le seguenti ipotesi: che /, (e quindi anche f,,...,f,,...) sian
nulle sul contorno di R, e che esse abbiano segno positivo in tutti i punti
di quest’area.

5. INTRODUZIONE DI UNA SUCCESSIONE MAGGIORANTE. — Il procedi-
mento che seguiremo per provare la convergenza di f,, /5, ..., u,... &
per sommi capi, il seguente. Ci fabbricheremo una seconda successione di
funzioni, F,, Fy,..., F,,..., tutte nulle al contorno di R, positive nei
punti interni di quest’area, e tali che: la prima di esse, F,. maggiori la
funzione data f,; la seconda maggiori quella che si ottiene, dalla prima.
per operazione di media: la terza maggiori quella che si ottiene, per ope-
razione di media, dalla seconda; e cosi via di seguito. Si constata subito
che P nesima funzione, F,, maggiora f, . Se, pertanto, rinsciremo a provare
che F,, tende a zero al divergere di n, restera evidentemente dimostrata
anche la convergenza a zero della funzione 7).

La Soiqtituzi()ne delle funzioni primitive /,,f,....,/,,... con queste
nuove funzioni, maggioranti, F,, F,,...,F,.... ¢ suggerita da una esi-
genza di carattere tecnico: Le funzioni primitive possono avere un anda-
mento complicatissimo, e mal si prestano alle varvie trasformazioni cui dob-
biamo sottoporle quando vogliamo rvicavare una geneviea di esse dalla pre-
cedente. Le funzioni maggioranti, invece, possono venir scelte con andamento
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molto semplice; cosl da evitare Pinconveniente ora indicato. Vedremo, nel
prossimo capoverso, il tipo di funzioni maggioranti sulle quali intendiamo
fissare la nostra attenzione.

6. SUL T1PO DELLE FUNZIONI MAGGIORANTI PRESCELTE. — Sia H (u)
una tunzione, della variabile reale positiva w, definita al modo seguente.
Per tutti i valori di » compresi fra lo zero ed una certa costante positiva
£, la H & legata ad w dalla relazione di proporzionalita

H=kFku (per 0 << u<¢),

nella quale k designa un parametro positivo. Per valori di w superiori ad
¢ la lunzione I (u) assume un valore costante positivo, m :

H=m (per e <u).

Si esige, inoltre, che la funzione H () sia continua in tutto il campo
di sua definizione. Per il che basta che sia

he=m.

La funzione H (w) rimane perfettamente determinata appena si assegnino
due dei tre parametii h,m,e; per esempio i primi due, k ed w; il terzo
parametro. &, potendosi ricavare, ove occorra, dalla precedente relazione.
Volendo mettere in evidenza, oltreche la variabile indipendente u anche i
parametri & ed m da cui la funzione H dipende, useremo la notazione
o k.m).

Si noti che la funzione H(w | k.,m) soddisfa in tutto il campo di sua
definizione (e croe per tutti i valori positivi di u) alle ovvie diseguaglianze

ITw | kom)y<ku
- (per 0 << u).
H(w | k,m)y<m

Si noti ancora che una qualunque funzione reale, @ (u), definita per tutti
i valori positivi di w, la quale simultaneamente verifichi alle diseguaglianze

fp ()<< kw
*(2) 1 P
(con m e k costanti positive arbitrarie) risulta maggiorata, in tutto il campo
di sua definizione, dalla funzione H(w | k.m). In altri termini le due dise-
guaglianze soprascritte possono riassumersi nella unica relazione

(3) p<<H@w]|k,m).
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Infatti la diseguaglianza (1) e pit stringente della (2) per tutti i valori
di v compresi fra zero ed m;k; mentre la (2) e pitt stringente della (1) per
i valori di w superiori ad m/ . La (1) e la (2) ¢i dicono dunque che:

m
per (D§1¢g—7—-— e pw<ku,
e

m N
per v > i e @) m,
A

le quali diseguaglianze, insieme considerate, appunto equivalgono alla (3).

Cio premesso indichiamo con I’(x.y) un punto generico dell’area K,
¢ dictamo w la minor distanza di I’ dal contorno L delParea. Questa lun-
ghezza u si identifica con il raggio del cerchio, di centro [, inscritto nel
contorno ., e verra, nel seguito, brevemente chiamata «distanza» di I
dal contorno L. Essa risulta definita in modo univoco appena siano asse-
gnate le coordinate x,y dal punto P, e puo dunque riguardarsi come una
funzione delle coordinate a ed y.

Quando si riguardi u come tunzione di x ed y, le funzioni H (n | k,a'n)
si mutano in funzioni di a e di y. Si tratta di funzioni molto particolari
¢ di andamento estremamente semplice,

Per avere un’idea di tale andamento, immaginiamo divisa Parea I in
due zone; Puna, marginale, costituita dai punti che distano dal contorno
per meno di e; Paltra, centrale, costituita dai punti la cui distanza dal con-
torno & superiore ad e. Nella prima di queste zone la H (v | k,m) & pro-
porzionale alla distanza u del generico punto «,y dal contorno L. Essa &
dunque eguale a zero nei punti di L, e raggiunge. sulla linea di counfine
tra la zona marginale e quella centrale, il suo valore massimo m . In tutti
i punti della zona centrale la funzione H (v k&, m) assume il valore costante m.

Le funzioni maggioranti ¥,, Fy...., F,,,... delle quali dicevamo nel
precedente capoverso verranno scelte fra quelle del tipo H(u k,m); e sa-
ranno, ciascuna, caratterizzata da una diversa coppia di parametri b, m.
Diremo %k, ed m, i parametri relativi alla prima funzione maggiorante, F,;
ky ed my quelli relativi alla seconda funzione maggiorante, F,; e, piu in
generale, L, ed m, quelli relativi alla n°s™2 funzione maggiorante, F, . Si
tratta, ora, di scegliere questi vari gruppi di parametri in modo che le fun-
zioni F,,F,,...,F,,... soddisfacciano alle diseguaglianze che per esse
richiede il nostro problema.

Notiamo, per inciso, d’aver introdotta, nei nostri ragionamenti, proprio
quella tal «zona marginale » dell’area R, della quale avevamo prevista ’'im-
portanza attraverso le considerazioni intuitive del capoverso 3.
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7. DEIERKMINAZIONKE DELLA PRIMA FUNZIONE MAGGIORANTE. — La
funzione maggiorante J/, & soggetta alle condizioni seguenti: di annullarsi
sul contorno dellarvea K, e di maggiorare, nei punti interni ad R, la fun-
zione di prima approssimazione f, (x, y).

Quando si assuma, per F,, una funzione del tipo H (ulk, ,m,), la prima
di queste condizioni risulta senz’altro soddisfatta. Rimarrd dunque da sod-
distfare alla seconda; e cioé si dovrd provare che, mediante conveniente
scelta dei pavametri k, ed m,, si pud far in modo che sia:

fi(e,y) << H (ufk,my).

A tale scopo ricordercmo che la funzione f; (@, y) &, per ipotesi, limitata,
e quindi inferiore, in ogni punto del campo R, ad una certa costante po-
Nitiva ¢ finita m . Avremo, cioe:

fiiw,y) <m.

Per ipotesi la funzione /) (r,y) e inoltre derivabile e dotata di derivate
prime limitate in valore assoluto. Val quanto dire che la derivata di /) (x, y),
presa in una qualunque direzione, & sempre inferiore (in valore assoluto)
ad una certa costante positiva e finita k. Di qui si trae che la differenza
dei valori assunti dalla tunzione f, (x.y) agli estremi di un segmento I’ ¢
tracciato nel campo R e, i valore assoluto, inferiore al prodotto della co
stante k per la langhezza, Z’Z), di quel segmento. In simboli:

LA - fL) | <k.PQ.

Se, in particolare, il punto ¢ appartiene al countorno L (dove la fun-
zione f; € nulla) la relazione precedente diviene :

D) <k.PQ,

0, anche, avendo presente che /| ¢ positiva in tutto il campo di sua definizione:

fUP)<k.PQ.

Ferma restando la posizione di I’, noi potremo scegliere ¢, sul con-
torno L, in quella posizione che rende minima la distanza P ¢ . Tale di-

stanza 1> @ si identifica, allora, con quella che abbiamo chiamata la distanza
di I’ dal contorno L, ed abbiamo indicata con la lettera w. Pertanto.

fi e,y k.
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T.e due limitazioni:
1‘ Jy @,y <m
|
S, y)<ku

cui abbiamo dimostrato soddisfare la funzione /) (r,y) possono riassumersi,
pur quanto abbiamo osservato nel capoverso precedente, nella unica relazione:

Ji@ y) < H(u |k ,m,),

pur di scegliere i parametri k, ed m, rispettivamente eguali (o superiori) a
k ed m.

Rimane pertanto provato che la funzione f, (r.y) pud maggiorarsi, in
tutto il campo di sna detinizione, con la funzione H(u |k, , m,).

8. DETERMINAZIONE DEILA SECONDA FUNZIONE MAGGIORANTE. - Noi
applicheremo ora alla prima funzione maggiorante, IFF,, 'operazione di me-
dia; poi maggioreremo la funzione ¢, in tal modo ottenuta con una funzione
del tipo H (u k,,my). Questa funzione costituira la nostra seconda maggio-
rante, F,.

Diciamo I, come al solito, un punto generico dell’area R. (on centro
in I’ conduciamo la maggior circonferenza, (, contenuta in R, e diciamone
@ il punto di contatto con il con-
torno L.

Relativamente al contorno I noi
abbiamo fatta, a suo luogo, una ipo-
tesi restrittiva: che, fissato convenien-
temente un parametro o positivo e non
nullo, 8i possa condurre per ogni punto
di L una circonferenza, di raggio o,
tangente al contorno L e completa-
mente esterna all’area R . Ebbene, con-
duciamo per il punto ¢ una circonfe-
renza, L', cosiftatta, e indichiamone
il centro con K.

Rappresentiamo inoltre: con » il
raggio del cerchio C; con S un gene.

Fig. 1

rico punto di questo cerchio; con u ed »' le distanze di S dalla curva L

P
e, rispettivamente, dal cerchio L'; con 8 Vangolo QPS. Variando la posi-
zione di N lungo il cerchio C, varieranno, in genere, anche le distanze u
ed o', le quali potranno dunque riguardarsi come funzioni di 6.
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Elementari considerazioni geometriche provano che risulta sempre (e
cioe quale che sia la posizione del punto N sulla circonferenza ():

w > u.

Si dicano, infatti, 7 ¢ 1" i piedi delle perpendicolari abbassate da N
sul contorno L e, rispettivamente, sul cerchio L'. Poiche L’ corre all’esterno
dell’area K, ed § & punto interno a quest’area, il segmento S 77 & tagliato
dal contorno I dell’area, in un certo punto che diremo U.

Pertanto :

4
.

ST >S8TU.

D’altra parte, essendo NS 7 la minima distanza di 8§ dal contorno 1.,

avremo pure:
NU>NT.

Dualle due diseguaglianze scritte segne

‘\V g > ‘\Y IIV
e cloe

w>u.

Veniamo, ¢ido premesso, a considerare la fnnzioune, ¢,, che si ottiene
da F, con Voperazione di media. Questa funzione @, assume, in I, un va-
lore pari alla media aritmetica dei valori che la funzione F, assume nei
punti del cerchio ¢'. Avendo presente che F,=H (u k ,m,), otterremo

pertanto:

1 7T
r,ng(l’):?; Hm ' ky,m)deo.
K

Poiche¢ H (u | k, ,m,) & funzione non decrescente di w, mnoi potremo
maggiorare il secondo membro della relazione precedente ponendo, in luogo
di w, la maggior grandezza u'; ed avremo:

in
1 7
@, (P) << —— / H@' | kyymy)do,
= 27
“0
OVVero

gy (P) < %j H@' |k ,m,)de.

1]



per la risoluzione del problema di Dirichlet 79

Non e difticile calcolare, o, per meglio dire, maggiorare conveniente-
mente l'integralc a secondo membro. Il procedimento che ora indicheremo.
anche se lievemente artificioso, ¢i portera direttamente al risultato voluto.

Designato con 6, un valore di 0 scelto ad arbitrio nell’intervallo 0 '—!a,
spezziamo lintegrale a secondo membro nella somma di due analoghi iute-
grali; Puno esteso all’intervallo 01— 6,, altro esteso allintervallo 6, !z,
Otterremo :

T

Py I’<~—jHa¢’|kl,orl do 4+ — j”("'l/\]-'ﬂh)do-
6

Nel primo dei due integrali soprascritti maggioriamo la funzione inte-
granda H (u' | k, ,m,) sostituendola con il prodotto k ' cfr. capoverso 6);
nel secondo maggiorinmo H (u' | k, ,m,) sostitnendola con il valore costante
m, . Avremo:

6, n
@, (P) glc—] u’(l()—}—ﬂ‘—/dO,
7 n
0 9

ovvero

qoz(l’)é—}ifu’de + 7—1—:.—9—07)1,.
n 7
- 0

D’altra parte (v. figura)
wW==RN— Q.

o anche, ricavando R S dal triangolo R N P> col teorema di CARNOT,

w = 1/92 +2r@ -+ 9)(1 —cos0)— p.
Si constata subito che la radice a secondo membro & sempre minore
"
o+ —Q—(r—}—g)(l — co08 0)

(come immediatamente si prova confrontando il radicando col quadrato del-

Pespressione soprascritta). Pertanto la distanza «’ & maggiorata da

r
T r 0/ — cosB).
g(?%9)( cos 6)
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Se, nella diseguaglianza cui soddista ¢y, (). sostitniamo, in lnogo di ',

il maggior valme~-( + 0) 1 — cos @), ricaviamo:

o
k a-—0
7o (P) <+ [——( Fot—cosgdg 4" "Om,
.0 \-
ed, eseguendo l’integrazione a secondo membro,
ko . By
(4) 44 (P) _711_. -;—(r - 0) (8, — sin Oy + il_ﬂ—“- my .,

Da qnesta disegunaglianza, che sussiste quale che sia il valore di g,
se ne possono trarre altre, pilt particolari, assegnando a g, valori determi-
nati ; e, di queste diseguaglianze pavticolari, due sono essenziali per le no-
stre successive considerazioni.

Intanto, se si pone g, ==, si ha:

ro (P <1+ ).

Questa disegnaglianza sussiste quale che sia, nell’area R, la posizione
del punto I’. Tuttavia a noi interessa prenderla in esame solo per i punti
P che appairtengono a quella zona marginale, delParea R, in cui & » <lg,
(¢, designando il rapporto m,/k,). Per i punti I’ di questa zona marginale
potremo rafforzare la disegnaglianza sostituendo, in luogo della » che figura
fra parentesi a secondo membro, la maggior quantita e ; ed avremo:

@y (P) < Ry ( -+ ) (per r <¢g,).

8, questa, la prima delle due diseguaglianze particolari di cui dicevamo
nelle righe precedenti. Ricordando che ¢ = m /k; potremo anche scriverla
nella forma:

ny
P Iy +~ —|r (pm‘ r <
'1
La seconda diseguaglianza si otterrd osservando che (in tutto Pinter-
vallo 0 <0, < 7) sussiste la relazione:

3

, 0
90""51“60<_623
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cosicehe 81 pao raftorzave la (4) serivendo:

3

90 aa— 9
MN< 4+ — 4oL+ — 0,
7o (1)< b — Ok o)
la quale deve sussistere per ogni valore di 6,, e, in particolare, per que]
valore che ne rende minimo il secondo membro. Tale valore di 0, ¢ dato
dalla relazione s
m,

3,
=)t

¢, per questo particolare valore di 6, la diseguaglianza precedente divienc :

9 © /
2 29 / my )
N & — —_ .. S .
@y (PY<Tm, (1 2 ]/’ " F o ke

Rafforzeremo ulteriormente questa diseguaglianza  ponendo in Inogo di

r, il massimo, 1%, dei valori che la ) assume nei punti dell"avea IV ed

avremo :

> // m';'
@y (P)Y<m, (1 —u ] )
1
dove per semplicitd abbiamo posto

o = - / __:z_qu
3a ¥ r¥o* |-0)
Le due diseguaglianze :
m m,
s (P) < (7"1 + ) r (Mm r< 2! )

0 /

v

M

@y (PYy<my |1 —a /~L
= k,
sono basilari per il seguito del nostro ragionamento. Si noti che la limita-
zione » < m,/k , apposta alla prima di esse, pud sopprimersi perche super-
flua. I, infatti, per i valori di » che non soddisfano a detta lTimitazione, la
prima delle digseguaglianze (5) e senz’altro soddisfatta in vir{u della seconda.
Potremo dunque serivere (per ogni valore di »):

m
@g (P) < (7(1 -t -1 >7‘
']

/ \
{ wo (F) <m, (1 —u ]’j’”—‘)

& Auwnal delia Scuola Norm Sup. - Pisa
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Ci sia comsentita, in queste disegnaglianze, un’ultima trasformazione di
carattere formale. Noi abbiamo designata con » la distanza del punto I’ dal
contorno L. Indicando, ora, questa distanza con la solita notazione u, della
quale gid ci siamo serviti nei precedenti capoversi, seriveremo :

|

7. (P) < (1 + 2]

! P, () < m, (1 —a V_”ﬁ:: )

t
i

Se introduciamo due nuovi parvametri, ky, ed m,, legati a k, ed m, delle
relazioni
n,
@

e
m, = My (1 - al/%)
1

le diseguaglianze precedenti diventano

@y (") < kg n

ky = ky +

L e (1) <y,
e possono (per quanto osservainmo nel eapoverso 6) rinssumersi nella dise-
guaglianza unica :
e, (P)<Hu k,,m,).
La funzione JI(w | k,,m,) costitnisce la richiesta seconda funzione mag-
giorante F,.
Potremo cosi rinssumere i risultati di questo e del precedente eapoverso:
La prima funzione approssimatrice, f,(x,¥v). puo essere maggiorata con una
Sunzione T, del tipo:
Fy=Hw |k ,m).
dove k, ed m, designano convenienti paramelri. La seconda funzione approssi-
matrice, 1, (x,y), sara a swa volta maggiorata du una funzione Iy, del tipo:

Foy=H @ | ky,m,),
dove k, ed my sono paramelyi legati a k, ed m, dalle reluzioni:
My

ko ="k + —
p) 1 o1

My == M, (1 —a ]/TL)

ky
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Y, DETERMINAZIONE DELLE SUCOESSIVE FUNZIONT MAGGIORANTI. — La
funzione Fy, che maggiora la terza funzione approssimatrice fj (x,y), si ot-
terra, da Iy, in modo analogo a quello con cui, da F, . abbiamo ottenuto
F,. Sara dunque, F;, una funzione del tipo:

Fy; = H(u | ky, my),
i cui parametri k; ed my saranno legati a k, ed m, dalle relazioni

My
Q -

M
mg =y |1 —a |/ 2.
= 7{2
Analogamente ricaveremo la funzione maggiorante F, e le altre succes
sive. I7(n 4 1)e»m funzione maggiorante, Iy, , sara dunque del tipo

ky =k, 4

Fn-{—l - H(u | kn—{-l y mn-{-l)y

ed i suoi parametri, k4, ed m, 4., savanno legati a quelli. &, ed m, , della
precedente funzione maggiorante I, , dalle relazioni ricorrenti:

m,,
ku—H =k, -
Q

m
My = My, (1 a l/ 7{37) .
\ n

‘Noi dimostreremo nel prossimo capoverso che, al divergere dell’indice
ny i valori di k, definiti da queste formule si mantengono limitati, ed i va-
lori di m, tendono a zero. La prima di queste conclusioni ¢i serve per pro-
vare la legittimita di quelle operazioni di integrazione che (per quanto ab-
biam visto uel capoverso precedente) c¢i son necessarie per passare da I,
ad F,.,; e ci assicura, pertanto, la possibilita di far crescere illimitata-
mente lindice n. La seconda conclusione ci prova che, al divergere di =,
la funzione F, tende a zero. Con cio risultera dimostrata la convergenza del
metodo di approssimazioni successive che forma oggetto di questa Memoria,

(6)

10. LA CONVERGENZA NEL CASO DI CONTORNI CONVESSI. — La conver-
genza delle m, verso zero e delle k, ad un limite finito & particolarmente
facile a dimostrarsi nel caso che il contorno L sia convesso. In questa ipo-
tesi, lissato del tutto a piacere un parametro positivo ¢, si potra sempre
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condurre, per ogni punto di L, un cerchio, di raggio o, tangente ad I e
totalmente esterno all’area R. In altri termini il valore da assegnare al pa-
rametro o che figura nelle equazioni ricorrenti (6) &, nel caso di contorni
convessi, del tutto arbitrario, e puo scegliersi grande quanto si vuole. Po
nendo addirittura

g =00

Pespressione di « indicata nel precedente capoverso 8:

e 21_2¢
T 3 ] r* (#* 4~ o)
8i semplifica in
a__2l/§ 1
T 8a |’

e le formule (6) si riducono alle seguenti:
knsr == hy

2192

———— ';’u .
3alk,r*

My == M, (1

La prima di queste relaxioni sta a dire che le k, con indice superiore
ad 1 sono tutte eguali a &, . La convergenza delle &, ad un limite finito &
dunque, nel caso di contorni convessi, assolutamente banale. UUn po’ meno
evidente ¢, invece, la convergenza delle m, verso il valore zero,

Posto, per semplicita

—
- 272
(l) A= —-——LT,
3k,

potremo scrivere Pequazione rvicorrente cui soddisfa m, nella forma:
—
My = My (1 — A V),
ovvero nell’altra, equivalente,
3
2
(8) My — My, = — A m,, "~ .
Se non e facile integrare, con funzioni elementari, questa equazione alle

differenze finite, e tuttavia assai facile trovare una maggiorazione, del resto
abhastunza stringente, per i valori di m,, .
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Indichiamo con M (x) quella funzione, della variabile x, che verifica,
nellintervallo 1 <2 x < oc, Vequazione differenziale

d M 2

(“) =AM,

ed assume. per w =1, il valore m,. Integrando per scparazione di varia-
bili si veritica subito che tale funzione M (x) ha Vespressione

1

1 A 4
R — - -_— 1
V’m 1 + B ( )

M (%) =

Ebbene : possiamo dimostrave ehe, per ogni valore intiero. n, della va-
riabile x, sussiste la diseguaglianza

my, << M (n) m=1,2,3,...)

Noi proveremo anzitutto. che la diseguaglianza precedente sussiste per
n==2; passeremo poi a dimostrarla per n == 3 e, successivamente, per un
valore n qualunque.

Poniamo la (8), scritta per » =1, nella forma equivalente :

2
(10) 1nzzini-——Afm12dw.

1

A fianco di questa consideriamo la relazione che si ottiene integrando
nellintervallo 1 =12 ambo i membri della (9). Ricordando che per x=—1
deve aversi M (x) = m, , otterremo:

2 3

M (2)=m, A[Mz dr.

1

Poiche M (x) ¢, come ovviamente risulta dalla (9), tunzione decrescente
della variabile @, in tutto Vintervallo d’integrazione 112 avremo :

M (x) <m, .

Se, pertanto, in luogo della funzione integranda M (x), noi poniamo,
nell’ultima relazione seritta, il maggior valore m,, il secondo membro di
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quella relazione diventa pit piccolo. Di qui la diseguaglianza :

2

3
A (2) > m, _Aj ’"12 dx,

1
che, tenendo presente la (10), si scrive:
M (2) > m,.

Procediamo, ora, al coutfronto di M (3) con my. Conviene, a questo scopo,
introdurre una funzione ausiliare; e, pitt precisamente, quella funzione M (x)
che verifica Vequazione (9) ed assume, per x = 2, 11 valore m,. Si constata
immediatamente che, per ogni valore di w, risulta:

(11) M (x) > M ().

Difatti M (x) ed M (x) sono, ambedue, soluzioni dell’equazione differen.
ziale (9); la prima di esse assume, per & = 2, il valore W (2), e la seconda
il minor valore m,. Se si scrivono le espressioni esplicite delle due funzioni.
tenendo conto di questi loro iniziali valori, si puo facilmente verificare che
la prima supera la seconda in ogni punto del suo campo di definizione.
Scrivendo la (11) per x = 3, otteniamo

(12) M (3)> M (3).

D’altra parte, scrivendo A1 (3) nella forma :

3 3
ﬂ(3):m2—f@1’2d.v

si veritica subito che risulta
3

M (3) > my — f71122 dx
2
¢ quindi

M (3) > nmy .
Da questa e dalla (12) discende

M (3) > my .
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Analogamente procederemo al confronto di M (4) con m, e constateremo
che, in generale, sussiste la diseguaglianza :

my, <M (n),
che, tenuta presente lespressione di M (x), pud scriversi:

1

my, <

.
2

e + % (n— 1)]1

I'm N

Sostituendo, per .1, la sua espressione (7) otterremo :

i,

(13) m, < [ '/7)— /—6‘— 27
L s
) )

dove si ¢ designato con & 1l rapporto m Ay (e cive la larghezza della « zona
marginale » dell’area R).

Questa relazione dimostra che, al divergere di i, il parametro m,, tende
a sero con rapidita assai notevole. Se, a titolo di esempio, assumiamo per
il vapporto & /r* il ragiouevole valore numerico 1/2, otteniamo (per n == 10)

my, < 0,25 my .

Bastano, dunqgue, diecr approssimaziont perche il divario fra la funzione
approssimatrice ¢ la funzione armonica richiesta sceuda al di sotto di 1/4
del valore iniziale,

In realta la convergenza del metodo si dimostra, sperimentalmente,
ancor pitt rapida di quanto lasei credere la relazione (13). Il che, del resto,
non puo sorprendere quando si rifletta che la (13) ¢ stata ottenuta attra-
verso una lunga catena di maggiorazioni, aleune delle quali necessariamente
assai larghe.

11. LA CONVERGENZA NEL CASO GENERALE. — Abbandoniamo, ora,
Vipotesi semplificatrice della convessita del contorno L, e riprendiamo cioe
lo studio del sistema di equazioni ricorrenti

m
ku—{—l =k, -+ =

M,
Myq == My, (1 —— (1,] 7(;'1‘

n
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nellipotesi, pitt generale, che ¢ sia un parametro finito.

L’integrazione di queste equazioni appare tutt’altro che scemplice. 1§
possibile, cionondimeno, trovave per k, ed m, (come gia nel caso particolare
esaminato nel precedente capoverso) convenienli espressioni maggioranti.

Intanto scriveremo la seconda equazione ricorrente nella forma

(14) Mgy == My (1 — .1, I/T)l,,),

dove abbiam posto

6, relativamente alla equazioni del tipo (14), dimostreremo il seguente lemma
preliminare : .

Designate con a, (n==1,2,3,...) certe costunti positive, scelte colle sole
condiziont di e¢ssere Infeviori alle corvispondenti costanti A, ,

a, << A, ,

e di costituire wna successione decrescente (o, al massimo, ron crescente), con-
sideriamo la successione del ralori M,y (n==1,2,3,...) che verificano Pequa-
zione, analoga alle (14),

(15) JIn+l — qu (L — a,, len);

il valore iniziale, M, . delle nuova successione essendo scelto pari al valorc
antico, m, :
My=m,.

Iibbene : i termini della successione M, , M,, My, ... maggiorano (o eyua-
gliano), rispettivamente, i teymini della suceessione my,my,, My, ... . In simboli :
m, < M, w=1,2,3,...).

In termini equivalenti: Se, nella (14), sostituiamo i coefficienti A, eon
altri coefficienti piut piceoli, lasciando tuttavia invariato il termine iniziale
m,, i successivi termini, m,, my, ..., risultano maggiorati.

Per provarlo basta confrontare fra loro, ordinatamente, i valori, m,, ,
che veriticano la (14), coi valori, M, , che verificano la (15). Cominciamo
dal confronto di i, ed JM,. Abbiamo, per definizione.

m, = Wy (1 — A, V;I:) s

l

(16) My=m, (1 —a,}m,).
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Per ipotest ¢ a, = .1, ; dal confronto dei secondi membri risulta senz'altro:
I 1 1)
my << M, .
Indicheremo qui, per inciso, una limitazione cui soddisfa il valore Jl,;
] Y 2
essa ¢i sara utile nel seguito del ragionamento. Il secondo membro della
(16), riguardato come funzione della variabile indipendente m,, assume il

suo valore massimo per m; =4/(9a{); e tale valore massimo e 4/(27 a3,
Avremo pertanto, quale che sia il valore di m,,

4
MZ£FZ7—¢‘¢';"

Veniamo ora al contronto fra i termini my ed Mz, Abbiamo, per definizione:
i
mg = my (1 -— Aglmy),
.
My =, (1 a, VM,).

Per eseguire comodamente il paragone tra my ed Ay, conviene intro-
durre un parametro ausiliave, MMy, definito dalla relazione :

My = m, (1 — a, Vm_z).

Esaminando le¢ espressioni di my ed MMy, ¢ tenendo presente che, per
ipotesi, a, << A,, si constata che e:

My << Ms .

Noi proveremo ora che, insieme con questa diseguaglianza, sussiste
anche Daltra:

(17 My, < My,
e, dal confronto delle due diseguaglianze seguira immediatamente che:
my < My .
Consideriamo la funzione

(18) _ 2 (1 —aylr).

Essa e crescente per tutti i valori di x inferiori a 4/(9a?) . Ora noi
abbiamo visto che A, soddisfa alla limitazione :
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1”2 < -

YarE
27 a3
e a piu forte ragione (poiche a, << «,) alla limitazione :

.

4

My << ——-

2= 9a

I valori di » eguali o inferiori ad M, appartengono, dunque, a quell’in-

tervallo in eui la funzione (18) & crescente. In particolare la funzione (18)

crescera quando noi passiamo dal valore x = m, al maggior valore & = Jl,;
ed avremo, cioe:

my (1 — ay l/;z;—) < M,(1—a, l/_M:) )

che appunto dimostra la (17).
Cosl resta provato che:

My << My,

e che, pin in generale, ¢:

m, < M,(n=1,2,3,...).

Il lemma che ora abbiamo enunciato ¢i di mezzo di maggiorare i valori
delle m,, che si ricavano dalla (14) con altri valori, .M, , ottenibili da una
equazione analoga, la (15). Giocando sull’arbitrarieta dei parametri a, noi
potremo ridurre quest’ultima equazione alla forma piu adatta per una facile
valutazione dei valori M, . La scelta pit idonea, per i parametri a,, sembra
essere la seguente.

Assegnato, a piacer nostro, un indice intiero e positivo i, attribuiamo,
a tutte le a, con indice inferiore ad i, il valore costante .;_;. Poniamo,
cioe,

Oy =dy=...=a;; = 4;_,.
Questi parametri «, verificano, ovviamente, le relazioni

Uy < Ay(n=1,2,..,i—1).

Pertanto, in virti del lemma dimostrato nella prima parte di questo
capoverso, i valori M, che si ottengono dalla equazione ricorrente

(15) Mypy =M, (1 —a, VM) (n=1,2,...,i—1)
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maggioreranno i valori m,, che si ottengono dalla (14). In simboli:
m, <M, m=1,2,...,i0)
D?altra parte abbiamo gia constatato nel precedente capoverso che gli

M, deducibili dalla (15) (vella quale, ricordiamo, i parametri a, banno il
valore costante A, ;) soddisfano alla diseguaglianza :

1 .
M, < 1 1 mo=1,2,...,1).
{*:‘_-‘{—‘ Ll (N,—- l)]
le 2

A pilt forte ragione avremo :

1 ‘ ,
(1Y) my, =< m=1,2,...,10).

— T 1 A 2
- = Tl —1)
Vmy 2
Noi abbiamo — finora -- utilizzata soltanto la seconda delle equazioni

ricorrenti (6). Ksaminiamo adesso la prima:

My,
ku+1 == kn —;‘ .

14

Se scriviamo PVequazione precedente per tutti i valori dell’indice n com-
presi fra | ed i, ¢ poi sommiamo membro a membro, otteniamo :

] 1
kpy =k, -+ —— 2 m,.
1

4

Tenuta presente la maggiorazione (19), dianzi ottenuta per m, , potremo

scrivere : @
1 ! 1
kH—l < kj + —) o
0 1 1 : At—-\ N
—_== - (n — 1)
l/m1 2

Ci si consenta, per semplicita di scrittura, di porre

1

A
P=—r=, ¢Q="2
Vm‘ ’ 9 )
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e, pertanto, di scrivere la relazione precedente nella forma :

1
P+ Q@ —DpF’

1 i
b <y b 2
1

La sommatoria a secondo membro puo, se non valutarsi, almeno mag-
giorarsi in modo abbuastanza stringente. A tale scopo conviene, anzitutto,
tivar fuori dal segno di sommatoria, il primo termine di quest’ultima, e
serivere :

(20) by <E+ gz 0,
dove

— 1

Tl Fem—DE

Si osservi pol che, dalla ovvia diseguaglianza

1

n L o
Ib_%_‘ (L)i(n,.._.])lg<h/ lP"f— (L)(w__l)]zd.l‘ (n ;_,,3’.”),
n—1

segue
i

<)

1

1
[P+ Q@—1)P

dx,

e, a maggior ragione,

> 1
0<If[P+Q(w-* 1)]2dx.

Eseguendo integrazione :
1
o < F@ .

La (20) si puo dunque rafforzare scrivendo

1 1
ki+| <’i71 + O—[T2+ l‘)“('l; .

Sostituiamo a primo membro, in luogo di k;y;, la minor quantita k;_; .
Tenute presenti le espressioni di P e ¢ avremo

m 2 l/f_n—
ki) <<k, L 214
L R P
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e infine, ricordando che 4, ;, = «/]E__] ,
m, 2ym,\ ——
by <\ky + __)—}_(_J Vieiy

Si trae immediatamente, di qui, che deve essere (per ogni valore del-
Pindice i)

V)_n— m m
Vi; < 1 1 —L k.
i + 0 ag 0 + 1
Resta cosi provato che i parametri k; non possono crescere illimitata-
mente al divergere dell’indice i. Essi non possono superare il valore K in-
dicato dalla relazione

my

VK:——-~—|—] ~+ k.

I coefficienti 4; non potranno, a loro volta, scendere al di sotto del
valore a/VTf, e quindi, in virth della (19), le m, soddisferanno alla dise-
guaglianza

1

1 a $"
=1
[l/mI K 2VK u )}

la quale prova che, al crescere dell’indice », i valori m, convergono verso zero.
Risulta cosi dimostrata, anche nel easo di contorni non convessi, la con-
vergenza del metodo di approssimazioni successive che forma oggetto di

my, <

questa Memoria,

[ Pervenuta alla Redazione il 23 Gennaio 1950]



