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SULLE SINGOLARITÀ DELLA JACOBIANA E SU

QUELLE DELLA VARIETÀ DELLE IPERSUPERFICIE
CON PUNTO DOPPIO DI UN GENERICO SISTEMA

LINEARE ~r DI Vnr-1 DI Sr

di GIOVANNI DANTONI (Pisa

lie singolarità della iperstlperficie jacobiana J di un sistema lineare 

00", di Yn i 
dello spazio 8}1’ sono state studiate (lti, vari autori sia per

1" C 3 , sia per r qualunque (~).
Nella prima parte del presente lavoro studiamo le singolarità della J

nel caso in cui sia un sistelna lineare di cli ~5~, .
Nel n. 1 osserviamo clle se ;E’t" è un sistema lineare oor di non

comhosto con una involuzione di varietà di dimensione positiva, e se Po è
11I1 punto di non base per e tale che esista una ed una sola iper-
superficie fo = 0 di Zy- la quale abbia 1)0 come punto nultiplo, allora gli
iperpiani tangenti 111 1&#x3E;~ alle ipersuperncie di ~~, che passano per Po hanno
a. comune una, retta t0 (per P0) e non uno spazio di dimensione maggiore.
Ilioltre, se 1&#x3E;0 è allora esso è (,’~ - 1) uplo per la jaco
biana J (li ¿r, y e il cono tangente in 1&#x3E;0 alla J è la prima polare oi to
rispetto al cono tangente in ])0 alla ,fp - 0 , a meno che la retta f o non sia
una generatrice 8 upla di quest’ ùltimo cono tangente, nel qual caso la detta
prima polare risulta indeterminata e I’0 ha in r7 molteplicità naggiore di 

Nei nn. 2, 3 estendiamo l’osservazione precedente tll caso i11 cui ci siano

più di 2 aventi Po come punto multiplo.
Nei successivi nn. 4, 5, G, dimostriamo clie se il sistema lineare W?, è

allora lab sua J è irriducibile e, ller -  4 è priva di

punti multipli mentre per r &#x3E; 4 essa ha una di dimensione r - 4

(i) Per r - 3, vedi: GERBALDI, Sulle singolarità della jacobiana ecc., Rend. Cire. Mat.

Pa,lermo, T. VIII (1894) e T. X. (1R9~) ; A. LRVI, della jacobiana di qiíatti-o
superficie; Giornale di lBIat, ’r. X (1896). Per l’ qualunque: 11I. Sulle eec,,

Memorie Ist. Lomburdo, Voi. XXII I (1931).
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ed ordine (n di punti doppi. Proviarno che i punti

multipli della J sono tutti e soli i punti di Sr. che sono multipli per al.

meno C&#x3E;01 ipersuperncie di (i . 5) e facciamo vedere che essi sono anche

tutti e soli i punti di k",. ]e cui coordinate abbassano di almeno due unità

la caratteristica delia matrice jacobiana di ~1’ (n. 6). Osservimno

infine che quest’nltima proprietà non è vera per sistemi lineari qualunque.
Nella seconda parte dei lavoro studiamo la varietà i 

delle ipersuperficie
di -Y, (sempre generico) che hanno iin punto doppio, e cerchiamo i punti
multipli di questa varietà Precisamente, rappresentiamo le ipersu-

perficie di -Y, con i punti di uno spazio lineare A,,, (2) e consideriamo in 7-,’1’
quei piinti che corrispondono a ipersuperfieie di I,. aventi un punto doppio.
Otteniamo cos  in Sr una ipei-superlicie ordine =(r-(-l)(20131)
la quale è birazionalmente identica alla jacobiana J di ~. [la quale è di

ordine d == (i, + 1) (n - 1)]. Vedremo che (3) i punti doppi della 

distribuiscono in due varietà, irridncibili e di dimensione r- - 2 : e

2 formata dai punti di che rappresentano i-

persuperficie di Il’ aventi due punti doppia e la seco da, è fori ata

dai punti di clie rappresentano ipersuperficie di 2" con un punto
doppio a cono tangente dotato di una generatrice doppia. Inoltre il cono

tangente in un generico punto 1’ di è spezzato nei due iperpiani che
sono immagini dei due sistemi lineari oo" -1 di ipersuperficie di E1’ che 
sano per F uno o per l’altro dei due punti doppi della 1 di -yr rappre

sentata da Q’. Il cono tangente iti un generico punto Q" di 

piano, contato due volte, immagine del sistema lineure oor-1 delle ipersu-
perficie di Ir che passano per il punto doppio della Ví"-1 rappresentata
da Q".

Nel n. 14 studiarne la corrispondenza birazionale fra la jacohiana 1
di i ;Sr e la varietà .

Infine nel 11. 15 osserviamo che la e quindi anche la jacobiana ,J,
ita irregolarità superficiale nulla (per r é 3).

Le suddette proprietà della saranno dedotte da proprietà analoghe
della varietà i cui punti rappresentano le VI’--1 di Sr. con un punto ò

doppio, nello spazio - 1] immagine (4) di tutte le ipersu-

(2) Cioè alle ipersuperficie del sistema, lineare + + .. + ~r ,fr = O 

corrispondere il punto di coordinate (;"0’ ÅI, )..2" .. , Â.r).
~

(4) Nel senso che alla li equazione /’==0, corrispondere in 8N il

punto che ha per coordinate i coefficienti di f ,



3

perficie di i ordine il di Sr. Per alter proprieta delle variatà /,,
rimandiamo ai nn. 10. 14.

1. - Indichiamo con J l’ipersuperficie jacobiana di un sistema lineare

‘’,. , di i dimensione r, di i ipersuperncie (ii di Sr, non composto con
una involuzione di varietà di dimensione positiva (J). La r/ è il Illogo (1Pi

punti di 8}’ clle sono multipli per qualche ipersuperficie di ’¿,1.
Sia P0 un punto non base 1,1 e tale che esista una ed una sola

ipersuperficie (f0 - 0) (li Er avente Po colle punto iiiiiltiplo. In queste Il)o-
tesi 1P ipersuperficie di 2,- che passano per /)0 formano un sistema lineaire

wi* -1 , 2,.-, , e gli iperpiani tangenti ad esse in ])0 formano un sistema li-

neare (6) e quindi hanno a comune una retta fa e non uno spazio di

dimensione superiore. Possiamo individuare Er mediante la f0 = 0, l’ - 1

ipersuperficie .1’1 = 0 , f2 = 0, ... ,fr-1 _- O di i aventi gli tan-

in 1&#x3E;0 linearmente indipendenti, e infine una ipersupeficie di ’,., f..- () 
non passante per 1’0 . Se sceglia1o 1)0 come vertice Ao = (1 , 0 ~ ... , 0) della
piramide fondamentale, e g’li iperpiani tangenti in ]’0 o ,f2 _-_ 0,..
.. f~._1 o 0 come iperpiani X~ = () , {~2 = O ,.... , Xl’ -1 = 0 ,  le equazioni delle
nostre /’/ - 0 assumono la forma

dove R? 2 e la molteplicità di T’o per in /0 - (l , e 1p (ti Rono fome di

ordine i nelle x, ,x2, ... , XI’. Si può anche supporre che sia q&#x3E;)&#x3E;’&#x3E; = () , 
se non fosse basterebbe operare il cambiamento di riferimento:

(5) Come è noto, se Er è composto con una invoiluzione (li varieta dí dimensione po

la. sua jacobiana è e viceversa Vedi BERTINI, Introduzione alla geo-

proiettiva degli 2a edizione, Messina 1923, ’27H.

(6) loe. Cit . pag, ’-’62.
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Dopo ciò, scrivendo l’equazione della jacobiana

si vede che il termine di grado pi i elevato in irü è

purchè sia , Si ora che identicamente nulla allora
_ 

, ,/ , (

e solo quando la retta Ao una generatrice s-upla del cono

cioè nllora e solo quando risulta indeterminata la prima polare

della retta to rispetto al cono s" == O oella stella di centro
Tenendo presente che l’ordine oellv jneobiana J di Xr è

si ha che 1’o è

il cono tangente in ])0 alla ,1 non è altro che la prima polare Ì
(ii to rispetto lLl cono tangente ill l’o alla f0 - 0 , a meno elle la 811(1-

(letta prima polare non risulti indeterminata nel qual caso /)0 ha i1 J 
teplicità (ii S- 1 .

Riassumendo :

Sia dato un sistema lineare 2;., 00", di ipersuperficiei (di 

1)oStO cou una (li dimensione positiva; sia 1&#x3E;0 un
punto non per 2,- o tiilx ehp esista una à1 una 

fo = 0 , 2, la quale abbia 1&#x3E;0 multiplo. I11 queste 
iperpiani tangenti 111 1&#x3E;0 allp di Er,. (’hp passano per ]&#x3E;0’ hanno
a comune una ln 1&#x3E;0) e noJl uno di dimensione 

Inoltre se ]&#x3E;0 è per lii ./;) = 0 allora esso è (s - 1)-iij&#x3E;lo per 11 i l)el--
supperficie jacobiana 1 di 2:1’ e il cono 1’o crlhc J è 1« 

di to rispetto tl cono in Po (ill(i f0 -- 0 , a meno (’l1N la 

t() sia una s-upla di quest’ ultimo (’()llo nel qual
caso la detta prima polare risulta indeterminata e 1&#x3E;0 ha ill J molteplicità

c1 i s - 1.

2. -- (Consideraimo ancora un sistema lineare ¿’r dimensione 11, di

ipersnperficie di 81" non composto con nna involuzione di (li dimen-
Rione positiva. Sia Po un punto non base per Er; indichiamo con -.

a) -Y,1 il sistema lineare delle illersllperficie di ¿r che passano pfBl’

PO 1 e sia 81 &#x3E; 1) la molteplicità di ]&#x3E;0 in quanto punto base di 
1» ¿1’2 il sistema lineare delle ipersuperficie di che hanno 111 Po

molteplicità di s1; fB sia R-¿ la di ])0 111 qnanto punto
base di 
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c’) Er3 il sistema lineare delle ipersuperficie di -v,,, che hanno iil 1)0
molteplicità maggiore di 82; e sia 83 molteplicità di P0 111 quanto punto
base di Er3 -
...............

d) ~rL il sistema lineare delle ipersuperficie di 2,li -1 che hanno in
molteplicità intiggiore di i b’y,-_ 1; e sia 8h la molteplicità di 1&#x3E;0 in quanto

punto base di ~,,h . 1 sistemi lineari sono tali che

ognuno di essi è contenuto nel i&#x3E;reaedente j per le loro dimensioni si ha

Inoltre è formato dalle ipersuper-
ticie di I che banno 111 P0 molteplicità massima.

Scegliamo ora I&#x3E;0 come della piramide
fondamentale e individuiamo E mediante rh 4 1 sne ipersuperf cie lineari-

iiieii te indipendenti mediante queste
~’~a -t- 1 ecl altre 1 l’h sne 

iii modo che le 1 1 ipersuperficie cos  ottenute siano linearmente indi-

pendenti;...; 2"1 mediante le precedenti t2 f 1 ed altre r1 - r 2 sue iper-
/;’2+1 .:.::...: O , - 0 , . , . ,,f;l --= o 1 ili modo che le 1’1 + 1 = i- iper-
cos  ottenute siano linearmente indipendenti; e infine 2, mediante

le r lIna sua ipersuperficie ,fr=0 non passante 1&#x3E;0 .

1&#x3E;oj&#x3E;n ciò, scrivendo l’equazione uella jacobiana

si vede clie il l termine di grado più elevato in x0 lla per esponente
h

ed ha per coefficiente

dove soiío lp equazioni dei coni tangenti
in P0 - J o alle ipersuperficie

quanto sopra che, nelle nostre tl punto P, ha 

plicità (7)

llella jacobiana ,1 di 2,., a meno che non sia identicamente nullo il deter

minante jacobiano (1) nel qual caso 1&#x3E;0 ha molteplicità maggiore di a.

(7) Il o coincide e()] numero s q VII,I.A, calcolato rispetto alle fo ,,fi , ..., fr di
sopra [,)(’, rit., 180)



6

3. - Si osservi in particolare che xe Po base) è 
due ipersuperficíe di r,. , mulltiplo per la ja-
Ciò vale anche se 1)0 è un punto base, e si verifica subito assu-

iuendo 1&#x3E;0 come vertice della piramide fondamentale e scrivendo l’equa-
zione della jacobiana.

Per il seguito importa considerare il caso in cui è i- :~&#x3E; 4 e 1)0 è doppio
per un fascio di ipersuperficie di -Y,. , e non ha molteplicità maggiore di
due per nessuna ipersuperficie di Cioè, con le notazioni precedenti, il

caso r’&#x3E;4, 5 h = 2 , r2 = 1 s, - 2 . In queste ipotesi Po risulta, in gene-

rale, doppio per la jacobiana J(7==2); inoltre gli iperpiani tangenti in Po
alle ipersuperficie == 0 , «f3 = 0 ... , ~-t == 0 , sono linearmente indipen-
denti e quindi si segano in un piano 7[0. Assumendo i detti iperpiani come

= O, o == O, y della piramide fondamentale, si ha

del cono tangente in alla di-

per la (1) : 
’

Questa equazione rappresenta la quadrica luogo degli oo1 

polari del piano ~~ () ~~,. rispetto ai coni fascio (1, 
(1 + Â ~ 

- 0,
quadrica che è iin cono avente- 10 spazio Sr 4

tutto di punti doppi (8). Concludendo si ha :

Se è r 2 4, y e se P0 (non base) è doppio per un fascio ,9) fG + == O

di ipersuperficie di Er. e non ha molteplicità maggiore di due per nessuna

ihersuperficie di ;Er, allora gli iperpiani tangenti in P0 alle V;!-- di Xr che

passano per Po ? hanno a comune un piano e non uno spazio di dimell-

sione maggiore. Inoltre I’o è, in generale, doppio per la jacobiana 1 di I,- e(1
il cono tangente r ad J in Po è il degli ocl Sr--j di ~7,

rispetto ai coni tangenti in Po alle del ,fo -~- ~ f, = 0 -
Infine il cono r ha uu di punti doppi.

(8) Perchè le derivate parziali (11) son combinazioni lineari dei

primi lennri delle (4).
(9) E non per un sistema lineare di dimensione &#x3E; 1 ,
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Si noti che segando il cono r con un generico &#x26;3 di Br, si ottiene una

q uadl’ica questa quadrica ha due schiere di rette che, proiettate dallo
spazio 8r-4. danno luogo a due schiere ool di spazi generatori (li I’,
una delle quali è quel a considerata sopra. Nel seguito chiameremo 

della schiei-a, gli spazi di cui al precedente enunciato
cioè gli spazi polari del rispetto ai coni tangenti in 1’o alle iper-
superficie di ¿r che hanno P0 come punto doppio.

4. -- Supponiamo ora che Zr sia un sistema lineare oor di

ipersuperucie di ordine it(&#x3E;1) di a5’,, .
Dall’ipotesi della genericità segue subito che ¿r non ha punti base e

non è composto con nna involuzione di varietà di dimensione positiva.
Inoltre in Z,. non ci sono ipersuperucie con un punto triplo (o di mol.

teplicità &#x3E; 3) ; infatti, nello spazio A’ rappresentativo

di tutte le 1 di A8,. , le col un punto triplo (non assegnato) sono

rappresentate dai punti di una varietà di dimensione V

questa varietà non ha punti a comune con generico di y perchè
, , .,,

Proviamo inhne che in ¿r ci 

cono dotato di doppia to, la sia tangente in
d r che passano per Po .

Poichè i sistemi lineari oor di ipersuperf cie di 8" sono 
basterà provare il numero dei parametri da cui dipendono i sistemi

lilleari alie godono della proprietà suddetta è minore di i
Supponiamo prima che sia n &#x3E; 2 e osserviamo che, in questa ipotesi,

le di /~1’ le quali hanno un punto doppio (non assegnato) a cono tan-

gente dotato di generatrice doppia, sono Per fissare un generico
sistema lineare -Y,, , di 1 di 8", contenente una qualche ipersuper-
ficie con nn punto doppio 1&#x3E;0 (non assegnato) a cono tangente dotato di ge-
neratrice doppia tangente in Po a tutte le ipersuperf cie di ~1’ che passano
per basterà procedere nel seguente modo

Fissiamo una generica entro la totalità delle i che hanno

un punto doppio a cono tangente dotato di generatrice doppia ; la 1’§f_i ha

un scio punto doppio l’o e il cono tangente ad essa in 1)0 ha una sola ge-
neratrice doppia tù. Dopo ciò, dentro il sistema lineare di dimensione

A 2 , delle tangenti in Po alla retta t fissiamo -un generico sistema
lineare .-;, di dimensione - - 1 contenente la Vnr-1 questi sistemi li-

1 dipendono parametri. Infine dentro
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il sistema lineare ool" di tutte le di Sr, fissiamo un generico 
lineare 2,. , di dimensione r , contenente questi sistemi lineari oor di-
pendono da ~V 2013 ~ parametri. In totale i parametri fissati sono

e quindi i sistemi lineari di dimensione r , i quali godono della pro-
prietà di cui sopra, dipendono da meno di (r + 1) (N - 9-) parametri. La
nostra proposizione è quindi provata per n &#x3E; 2 .

le sono coni quadrici con retta di punti doppi, e
il ragionamento fatto sopra si può ripetere ancora osservando che i detti

coni sono e i sistemi , relativi ad uno generico di questi coni,
dipendono da ( parametri.

5. - Da quanto sopra, e tenendo presente II I risultato del n, 1 e la

prima osservazione del n. 3, si ha che :

I p2cnti di ufz lineare ~r, d i

r, di S,, , sono tutti e soli quei 
Sr sono per di di ~r. ,.

Proviamo ora che di questi punti non nc esistono per r C 4, mentre

per r &#x3E; 4 ne esistono 0o’" -4. Infatti, consideriamo un generico sistema li-

neare oor+2 di 1 di e indichiamolo con 2:,,+. Rappresentiamo gli
elementi di ;Er+2 con i punti di uno spazio lineare Sr+2 e consideriamo,
dentro questo b l’ipersuperficie Wr+1 i cui punti rappresentano le Vr_1
di ¿r+2 le quali hanno un punto doppio. Poichè per un generico punto di
81’ passano 001 (un fascio) di di 2:r+2 aventi quel punto come punto
doppio, e poichè una generica 1/)1 ~ di ~,,.+~ dotata di punto doppio, non ha
più di un punto doppio (per la genericità di Z,.+~) , si ha che la con-

tiene una involuzione di rette, ciascuna delle quali rappresenta un fascio
di con un punto base doppio. Segando la con un 81’+1 generico
di 8r+2, si ottiené una Wr la quale non può contenere più di delle

nostre rette, altrimenti la Wr sarebbe composta con l’involuzione di rette

con cui è composta la e ciò è assurdo perchè è generico in

Sr+2. Inoltre la Wr non può contenere meno di delle suddette rette

perchè alle rette di Sr+2 bisogna imporre due condizioni (e non più) affin-

chè stiano in un Indichiamo ora con la varietà luogo delle
nostre oor-2 rette ; la sta in ~~’r+, e le dette rette formano una

involuzione in essa. Segando la con un generico di e ragio-
nando come sopra, si vede che delle nostre rette ce ne sono r non più

. 

che stanno in 8:. Con ciò risulta provato quanto volevasi e si ha quindi che :
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La jacobiana di i generico sistema lineare 001’ di di S, , è
di multipli per r  4, mentre per r ¿ 4 essa ha oor-4 (lol)pi.
Da ciò segne il particolare la irriducibilità della suddetta jacobianp

per r ~ 1 qualunque.

6. - Sempre uell’iyotesi che il sisten» lineare 2-’~, sia generico, indi-
chiamo con

la saa 1’ facile provare che  multiplí della jacobiana J di
L

sono tutti e soli quelli irz l(t i i 1 dir.

Infatti, sia 1)0 un punto iii cui la caratteristica della detta matrice sia 1n~-

nore di r . Poichè le derivate parziali prime del determinante 1 si espri-

mono come combinazioni i lineari (a coefficienti polinomiali) dei minori di

ordine r, si La che esse sono tutte nulle in Po e quindi 1&#x3E;0 è un punto
multiplo di J .

Viceversa se 1-&#x3E;0 è un punto multiplo di 1 allora esso è multiplo per
almeno un fascio di ipersuperncie di 2, (n. 4), e quindi il sistema lineare

ammette, per almeno due soluzioni indipendenti nelle À ; da ciò

segue che la~ matrice ha caratteristica minore di ~’ in 1&#x3E;0 1

Poichè per quanto abbiamo visto al n. 5 la dimensione della varietà lII

dei punti multipli di J è r - 4 ~ 5 dalla proprietà dimostrata ora e tenuto

presente un risultato di SEGRE (1°), segue che l’ordine di M è

OSSERVAZIONE. - Se il sistema lineare Er non è generico, allora uu

punto 1’o in cui Ia~ caratteristica della inatrice (supposta non identica-
I Il "

mente nulla) è 1(’ + 1 -- k , ha molteplicità (i h k nella ipersupernciejacobiana

(1°) C. ali ordini delle varietà che annullano i determinanti dei gradi estratti

pa una data Rend. A (’c. L i neei, ;)a, V&#x3E;1. IX 
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ciò perche le derivate di ordine k - 1 dei determinante si

esprimono come combinazioni lineari (a coefncienM po iuomiali) dei minori

di ordine r--~-{-2.
che sia a &#x3E; k. l&#x3E;er Re 1&#x3E;0 non è nn

punto base ed è multiplo per una sola ipersuherficie, fo = 0, 5 di ¿r, allora
si -r 1 qualunque sia la molteplicità &#x3E; 2 di ht mentre la mohe-

plicità di P0, J è a 1 (n. 1).

7. -- Nei 4. 5 abbiamo considerato l’ipersuperficie jacobiana J
di un generico sistema lineare -Y,., di ipersuperficie 1 di cioè

abbiamo considerato la totalità dei punti di A-’~}. i quali sono doppi per qual-
che ipersuperticie di 2’}.. Abbiamo visto che per i-4 la J non ha punti
multipla mentre per ». 4 la J ha punti doppi, i quali sono tutti e

soli quei punti di che sono multipli per almeno ool 1 ipersuperf cie di -Y,.
Consideriamo ora la varietà delle iperstiperticie di 2,~ che hanno

un punto doppio (non assegnato) e cerchiamo i punti multipli di questa
varietà. Precisamente, rappresentiamo le ipersuperficie di 2,. con i punti di
uno spazio lineare N, e consideriamo in 8), quei punti che corrispondono a

ipersuperficie di aventi nn punto doppio ; questi puliti rieinpiono una

ipersuperucie 11’;-, , la quale è birazionalmente identica alla jacobiana J di
£,, . Vedremo clie i punti doppi della y é 3, y si di-

stribuiscono in due varietà irriducibile OO"--, di cui una è formata da quei
punti che rappresentano le ipersnperficie di che hanno due punti doppi,
e l’altra è formata dai punti che rappresentano le ipersuperficie di Zr che
hanno un punto doppio a cono tangente dotato di una generatrice doppia.

Per provare queste ed altre proprietà della conviene premettere
alcune osservazioni sulla varietà delle di Sr che hanno un punto doppio.

8. - Rappresentiamo le ipersuperncie ~~j 1 di 8r con i punti di uno

assumendo come coordinate omogenee di un

punto di i coeffieienti dell’eq nazione della Le con un punto
doppio (non assegnato) sono rappresentate dai punti di una varietà 1 di

ordine ò e dimensione N -1. La 1 è luogo di oor spazi bYN _-1, cia-

scuno dei quali rappresenta le V;1- ~ di 8r con nii assegnato punto doppio.
Questi i sono 111 corrispondenza binnivoca senza eccezioni con i punti

l?r perché le con un dato punto non hanno, hi 
altri punti generico di ~rt -1 1 uno ed uno solo



11

di questi ? è immagine di i una con punto doppio.
Ne segue che i detti spazi formano una involuzione razionale in

e quindi questa varietà è razionale (11). Infine notiamo che l’ordine

della è (5===~--t- i) ( i - l)r; infatti l’ordine b della ~ è il numero

delle ipersuperficie di un fascio generico di 7 ;z- che hanno un punto dop-
pio, ed è anche, per la genericità del fascio, l’ordine della jacobianu di detto

fascio, ordine che, come è noto è uguale a (1’ + 1) (n - (Joncludendo:
la ÌF~, è irriducibile, razionale. e di ordine ó - ( - + 1) (11 - 1)"; inoltre ,

essa è composta con una involuzione razionale di spazi 
ciascuno dei quali rappresenta le 1/§1_, con un dato punto doppio (13).

9. - l.1e r~ con due punti doppi (non assegnati) sono rappresentato
in 8N dai punti di una varietà, di dimensione N - 2, purché sia

r &#x3E; 2 ed n&#x3E;3. Infatti, fissiamo in 8, due punti A B e consideriamo il

sistema lineare 2’ delle che passano doppiamente per A e B. Questo
sistema lineare r’ ita la dimensione _N - 2 r - 2 (14). Inoltre una generica

di ’ non ha punti multipli oltre A e Il, y perchè E’ non ha punti base
oltre A e B in quanto fra queste Vnr 1 , 1 ci sono quelle spezzate in una qua-
drica generica per A e B, in uu iperpiano generico per A e B, e (se t &#x3E; 3)
in una generica di 8,.. Infine A e Il sono efettivamente doppi (e non
di molteplicità maggiore) per la generica 1 di -Y’, e i~~ ciascuno (li essi

il cono tangente non ha generatrici multiple; ciò si verifica subito assu-

mendo A e Il come vertici della piramide fondamentale. Ne segue che alle

Fissato iii uno spnzio S*r generico, si i subito che la 
. 

e in corr -

spondenza, biunivoca con le coppie formate da un 8,,+, per nu 
J 
dell’involu-

zione {SN-r-} con ciii è composta la fr-6 N-] i
BERTINI loc. cit, J pag’. 271.

Dal fatto che la è irridncibile e di 1) (  - 1)’* segne che il

delle r -~-- 1 forme (dovere una forma di grado Il in xi), ..

.., x,, a coefficienti indeterminati) è irriducibile. Infatti il risultante di r + 1 forme

di grado n - 1 in x0 , x, ... , è un polinomio R omogeneo e di grado

(r + 1) (c - 1)’ nei coefficienti delie 99i per l’equazione jK=0 non è altro che
~ ~ 

l’equazione della 1Ft -1 H poichè questa e irriducibile e di ordine (l’ + l) (iz - 1)r, se gu e

che, per é irridiicibilr,e e, per ò r; 
Il’l’H ne)} f.

x i
(13) Per r = 2 l’irriducibilità e la razionalità della sono state provate da SEVERI

iibe - Geoi tei -ie, Berlino, 1921, pago Le consirderazioni fatte in

questo numero sono l’immediatae estensione di quelle di 

(i4) lm-, rit., pago ~~‘~.
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0021’ coppie di punti di Sr, corrispondono, biunivocamente, in SN spazi
~y,-1 i quali riempiono una varietà 11"J§-z di dimensione -- 2, y immersa

in Questi formano una involuzione razionale in

:3; questa varietà è quindi irriducibile e razionale. Un punto generico
di ~~T~r _~ rappresenta una con due punti doppi distinti in cui i coni

tangenti non hanno generatlici multiple.
Notiamo infine che un ’N-r_ generico dell’in voluzione bN_z,,_z è

l’intersezione di due ben detern1inati dell’involnzione r_l } con
cui è composta la viceversa due spazi di quest ’ultima involuzione
si segano uno spazio dell’involuzione 

10. - Le che hanno un punto doppio (non assegnato) in cui il

cono tang’ente ha una generatrice doppia, sono rappresentate in SN dai

punti di una varietlli dimensione N 2013 2 (sempre per r &#x3E; 2 ed

~&#x3E;3)? immersa i~~ La è irriducibile, è razionale, ed è com-

posta con una involuzione razionale ’l di spazi ciascuno

dei quali i rappresenta le Yt_, con un dato punto doppio in cui il cono tan-

gente ha una data . generatrice doppia. Il I generico punto di rappre-
senta una 1 con un solo punto doppio (e non di molteplicità rnaggiore)
in cui il cono tangente ha una sola generatrice doppia. Tutto ciò si prova
con considerazioni analoghe a quelle fatte nel 11. 9 per la 

Osserviamo che cu’i è composta
la W’-2 è ben spazio dell’involuzione

 ST_r_1 W, uno ool’ -l spazi 
S~ -1’-1 {SN--r- 1 } .

Infatti, lo spazio r- ) I è l’immagine delle che hanno un certo

punto doppio Po in cui il cono tangente ha una certa generatrice doppia to .
Assumiamo /)0 come vertice Ao - (1 , 0, O , ... , O) della piramide fondamen-

tale e to come spigolo Posto Yi # per L -1 2 , ..., r, l’equazione
x0

di una qualunque delle dette 1 è del tipo :

cou forma di grado la in y1 , .. , Yr, a coefficienti arbitrari

La stessa equazione (3), senza la condizione rappresenta, al

variare dei coefficienti le che hanno l’o = A come punto doppio ; a
r",!l-~ corrisponde in /"N uno spazio ~~’N_r.w~ . Consideriamo ora !e TT~~~-1
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che hanno il punto Yt == - 8., 1 Y2 - O ., ... , yy. = 0 , come punto doppio ; la
loro equazione è del tipo

e questa equazione (sviluppando rispetto ad s) si può scrivere nella forma

dove con [2] abbiamo indicato i termini dice contengono a fattore 82. I)alla

(6), trascurando i termini di graido &#x3E; 2 111 8, risulta che affinchè 1,0 = A0
..... ò Q2 2 .

sia doppio per le nostre ipersuperficie occorre e basta che sia -2013 ==0 Sit per le i osti,,e occorre e basta eli e v y1 
2 o. si

trova cioè la condizione che esprime che le (5) abbiano la retta to A1
come generatrice doppia del cono tangente in 

11. - Un Q di che non 

è per ~ 
e esso l e 1 c~he

pe - il doppio P della (,,he lice Q.
Infatti una retta per Q è l’imagine cli un fascio generico

contenente I’?.’_, . Il punto P non è punto base in questn fascio, è l’unico
punto della , ed il cono tangente in l&#x3E; alla 1 non ha gene-

. 

ratrici multiple. N p segue l(.£ la V‘ , coi ta per nna sola unità agli effetti

(leI calcolo dell’invaiante, di 8"" mediante il detto 
cioè una retta per hl ha una intereszione semplice in Q con la

e quindi Q è un punto semplice per la 

(Consideriamo ora il fascio che 2 1 con una 

per 1&#x3E;. Il punto I&#x3E; appartiene alla varietà Y__2 (Ii questo fascio, ed

f’, punto doppio ordinario per essa. Calcolando l’invariante li 

SEGRE (15)- Ì (8,.), di 81, mediante un fasco generico contenente f:_t, si 

e calcolando I (81’) mediante un fascio congiungente j%,’ i (Oll g;P-

nerica per P, si ha

(15 C. ad un carattere eee, Atti della H, delle Scienz; (li

Torino, XXXI (1896).
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M poiché ò - ~, ~ e quindi la

conta 1)Pr due unità nel calcolo (l mediante un fascio dell’ultimo tipo.
Un generico (l’ di è doppio per ".,.t-, e il coiio tangente

in esso è gpezzato nei due ipejyincci c·!ce le V:.~ -] passanti per
o per l’altro dei due punti doppi 1’, 1 e p 2 lla i") j i che ha per 

.qi e Q’ (17). .

Infatti, lal conta per due unità nel calcolo dell’invariante (li ZEUTHEN-

I (S’,.) di mediante un faseio generico contente Y;.’_, ; ne segue
che Q’ è nn punto doppio ( Inoltre, ragiouundo come per Q, si

vede che la T? conta per tre unità nel calcolo (li I (81’) mediante un fascio
che congiunge Yrt 1 con una generica r1] passate per Ì’1 o ]&#x3E;2; ne
segne che il cono tangente 111 Q’ è spezzato nei due iprrpiani che 
sentano le 1 per P1 o per 1&#x3E;2’

12. - Un punto generico (~," (li W~,. " _~ è doppio (18) _pei, ,y~-] , e il 

i7z esso è coiite,,lo due le Tr_, 
il punto doppio (’ Vr r che ha (Q" .

Indichiamo con Il un generico fascio contenente la nostra f:-, con

. uli generico fascio 1 i iperpiani i (l e con 1’ la curva (l contatto 11 i

questi due Poiché il punto 1&#x3E; , è noto, (1 tre unità la

classe (l 1a (19), si ha che la sezione (le1la con di h

passante I’ coi ta due unità nel numero delle sezioni (li T’’i 1 (con
gli iperpiani (l K) le quali hanno un punto doppio. P segue che h conta

due’ unità nel numero del punti doppi della segata da Il sii 71 (1

quindi, tenendo presente il classico ragionamento (l C. SRGRE segne

e1e la 1 conta per due unità nel calcolo dell’invarinte I (’1’) mediante
il fascio H.

Con ragionamento analogo a quello nel Il. 11 si prova che Ì1

conta per tré unita nel calcolo di 1 (81’) mediante un fascio che 
una generica r",- t passante per 1&#x3E; .

{~s) Perchè !a varietà base f ’1’-2 ha il punto doppio P.

(17) Le due proprietà di questo numero si troyano dimostrate, per i-=2 o con con-
si(lerazioni diverse dalle nostre, in SEVVRI,, loc. cit., ly 314, 315. Per 1’:::::&#x3E; 2, ve(li : i

B. l)ei sistemi tangenti ad iiii qualunque sistema di forme, Ren(1. Acc. Lineri,
V. XXXIII (1924), p. 182. Vedi a1)l’lie ; P LORENZOLA, Sul luogo dei punti di contatto ece,

Giornale (li rol. XLIII (1905). pag. 213; V. E. Criteri di ece.,

Ist. Lombardo, Vol. LXXIX (1945), 1&#x3E;ag, 345.

(18) GALAFASSI, loc. pàg. 3:14.

(19) In quanto P è nn punto doppio di ~~~ i a cono t,, ngeiite dotato di generatrice

(loppia. E si noti che per la genericità di y" la f’1" l 
non ha altri punti multipli o altre

particolarità tangenziali i in I’.

(2°) C. SEGRE, loc. 
~ 

n. ~.
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-- La proprietà che il generico di 

doppio per si può anche dedurre dal fatto che per QI passano due
ben determinati dell’involuzione{SN } con cui è composta 
(n. 9). Analogamente si può dire per il generico punto ()" di WN3 il quale
appartiene all’intersezione di un ben determinato SN -r-1 con uno spazio
infinitamente vicino della suddetta involuzione (Il. 10).

13. Consideriamo ora in SN un spazio dimensioni, e1

indichiamolo con Sr; sia ¿r il sistema lineare di 1 cito ha per immagine fir.
Indichiamo con Jdr 1 l’ipersuperficie jacobiana (11 2r, e con W-r-1 i la sezione

di i 

Ricordiamo che l’ordine del1a Jdr-1 1 è 1 % ( &#x3E;. -/ 1)(n20131), 
dine della è 1j (&#x3E; 1)’ . La J;"-1 non lm punti doppi per

r~4. ~d 1lL OOY-4 punti doppi per ~&#x3E;4 (11. 5). Invece la 1 ha due

varietà irriducibili WSr -2 e ()1 dimensione r 2, di punti doppi;
esse sono le sezioni con 81, delle due e Wd"N-2. La Wd’r-2 è

formata dai punti che rappresentano ipersuperficie di 2r le quali hanno due

punti doppi ; la formata dalle ipersuperfieie di ¿l’ le quali hanno
un punto doppio H cono tangente dotato l)1 generatrice doppia. 111 1111 gene-

rico punto Q’ della il cono tangente è spezzato nei due che sono

immagini dei due sistemi lineari (11 ipersuperf cie di Zj. passanti per
l’uno o per l’altro dei due punti doppi 1&#x3E;11«1 rappresentata 111

un generico punto Q" della il cono tangente è l’ 8’1’ 1, , contato due

volte, immagine del sistema lineare J di ipersuperficie di 2"’1’ passanti
per il punto doppio della rappresentata da Q" .

l~e due 1 Infatti un

generico punto di 1 rappresenta una 1 con punto doppio, e quindi
’1Ld un punto di 1 corrisponde un punto ()1 ; viceversa, un generico
punto di individua una di 2" che I1H quel punto come punto
doppio, e quindi ad un punto di ~~~~ , corrisponde un punto di Il’~ _, .

14. - 1 è del I Jr~~ ~ ~ , 
Er-1, , i - 1 , contenuti in 21’;

, infatti, alla sezione di 1t’;- 1 con un generico r1’,._, di N1, corrisponde 111 

la jacobiana Jr-2 del sistema lineare che ha per immagine 8,’-1.
Un doppio Q 8e appartiene 
àa due di i in quanto esso è l’immagine di una 1

con due punti doppi ; 8e Q V’r _ , esso dn,

1Ml punto dal punto infinitamente vicino i7z ce1’ta

111 quanto Q è l’immagine di una con un punto doppio P a
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cono tangente dotato di una generatrice doppia z la quale è tali gente ~n 1&#x3E;

alla I (n. 1) ed a tutte le ,1,._., (lel sistema lineare |Jr,2| , che passano
’

I base del siste1na lineare I I tutti e soli 

di J r 1. Infatti un punto multiplo P di Id , è doppio per almeno 001 iper-
superficie di r (n. 5) e quindi in ogni sistema lineare contenuto in

r c’è almeno una l’ipersuperficie che ha il punto 1’ come punto doppio ;
cioè 1) appartiene ad ogni Iy._ di I ,J,. 2 . Viceversa He P è un punto
comune a tutte le di ~ I ~r -2 ! ? , allora ogni sistema lineare con-

tenuto in ,~r contiene almeno una ipersuperncie la quale ha P come punto
doppio ; ne segne che l) è doppio per almeno 001 1’r , di ;Er e quindi (n. 5)
esso è multiplo per J,.‘~ ~ . Per quanto sopra e per quanto si è detto nel

n. 5, il sistema lineare ~ I ~}1’ -2 I non ha punti base se è r [ 4 ~ ed ha oorw

punti base, se &#x3E; 4 .

generico base P~ I I è doppio J:-1 1 di

ed ha ijc percl è ])0 è doppio
per un fascio di T"~-~ 1 di 

,

Consideriamo un generico (11 S1 , Indichiamo con 1 

superficie di ¿l’ che ha per immagine Q cou n0 il piano tangente in P0 a
tutte le di 2:" che passano per 1)0 (n. 3), e con ~~’r-2 lo spazio polare
di no rispetto al cono tangente in P~ alla T~r_, ; questo spazio sta nel

cono tangente i alla ,Ji_, 1 in 1)0 (11. 3), anzi è uno degli ooi spazi gene-
ratori della prima schiera del cono r-’ Indichiamo infine con Sr-1 un ge-
nerico iperpiano di Br, passante e con il sistema lineare che

ha per immagine Á9r-~; un generico sistema lineare, oo&#x3E;. -’ , contenuto
in :¿r e che contiene la 

])a quanto abbiamo detto nei nn. 1, 3, segue facilmente che lo 

81’-2 è del Infatti, consi.

deriamo un generico sistema lineare contenente Er-1 e sia 

sua jacobiana. ]1 punto 7~ è semplice per ~ih._1 e Piperpiano tangente in 1’n
alla J~._, non è altro che 1~~ polare della retta Io tangente in ])0 a tutte
le ipersuperncie di ¿; che passano per Po , rispetto al cono tangente in Po
alla V~-~ . I~a retta ta sta nel piano no e quindi l’iperpiano polare di fa
contiene 1’S?._~ polare di no; ~~e segue che questo ~.2013~ è tangente in 1&#x3E;0 alla
’];’-1 e quindi per la genericità di X;., esso è tangente in 1)0 alla 

(21) Una per P è ia jncobianaj di nn sistema, lineare 21’-1 contenente la ~~~1 1
p contenuto in z ,) il sistema lineare Er congiungeente a, _1 con nna di 81"
ha nna clie contiene Jr-2 ed è tangente in P ul a retta T (n. 1). Segne
che T è tangente in P alla 
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Le jacobiane dei sistemi lineari ._ J contenuti in r. e che con-

tengono la · sono dunque tangenti allo spazio e quindi ai punti
della retta 81 corrispondono univocamente gli spazi 8r :3 generatori, della
prima scltiera, del cono tangente 1;’_, alla in /)0. E poichè i punti

e le ipersnperficie 1 di ¿1 che hanno per immagine S1 si corri-

spondono proiettivamente, e queste i sono 1I1 corrispondenza projettiva
con gli 8" 2 polari di si ha che a corrispondenza tra i punti di Si e gli
Rpazi /#i--2 generatori della prila schiera di 1§/- j 1 P proiettiva. Concludendo :

Alle un Po della 

r’ iiz di i una resta alle 

zioni che stanno in uno 8r -:j delllt del cono

in Po alla corrisponde lo punto di 

gli spazi Sr-2 di 

ni Si è proiettiva, .

15. - Osserviamo infine che :

La, di superficialmente (per r&#x3E;3). Infatti

la 1 è birazionalmente identica alla che è la sezione dell’ipersu-
perficie razionale con un /s’r generico di Per un noto teorema (22),
una tale sezione è superficialmente e quindi è anche tale la 

L’ipotesi che il sistema lineare ;Er sia generico, è essenziale. Particolari
sistemi lineari possono avere la jacobiana irriducibile e superficialmente
irregolare ; per esempio, se si considerano tre generiehe reciprocità fra due
spazi a tre dimensioui, y si definisce una corrispondenza cremoniana T23 e il

sistema omaloidico relativo ha pel’ jacobiana una rigata irriducibile di

genere tré.

(22) SEVKRI Osservazioni, varie ecc Atti del R. Istituto T LXV (1906).
tP8 ecc, Annales Se. 1e 

male Snp, T. XXII (190ô). 

~ 

alla 31 

~ 


