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SULLE SINGOLARITA DELLA JACOBIANA E SU

QUELLE DELLA VARIETA DELLE IPERSUPERFICIE

CON PUNTO DOPPIO DI UN GENERICO SISTEMA
LINEARE o DI V'_, DI §,.

di G1OovVAXNNI DANTONI {DPisa)

Le singolaritd della ipersuperficie jacobiana J di un sistema lineare 2.,
oco", di V» =~ dello spazio 8, , sonc state studiate da vari autori sia per
r <3, sia per » qualunque ().

Nella prima parte del presente lavoro studiamo le singolarita della o
nel caso in cui 2. sia un sistema lineare co” gemerico di V! _ di §,.

Nel n. 1 osserviamo che se 2, & un sistema lineare co™di V! ,, non
composto con una involuzione di variela di dimensione positiva, e se P, ¢
un punto di N, non base per 2, e tale che esista una ed una sola iper-
superficie fy =0 di 2, la quale abbia I’, come punto multiplo, allora gli
iperpiani tangenti in I’, alle ipersuperficie di 2, che passano per P, hanno
a comune una retta ¢, (per I’) e non uno spazio di dimensione maggiore.
Inoltre, se I’y & s-uplo per f, =0, allora esso & (s — 1) uplo per la jaco-
biana J di Z,., e il cono tangente in P’; alla J & la prima polare di ¢,
rispetto al cono tangente in I’ alla f, =0, a meno che la retta #, non sia
una generatrice s upla di quest’ultimo cono tangente, nel qual caso la detta
prima polare risulta indeterminata e I’, ha in ./ molteplicitd maggiore di s — 1.

Nei nn. 2, 3 estendiamo Vosservazione precedenfe al caso in cui ei siano
pit 12 di 2 aventi P, come punto multiplo.

Nei successivi nn. 4, 5, 6, dimostriamo che se il sistema lineare 2. &
generico, allora la sua jacobiana J & irriducibile e, per r <4 ¢ priva di
punti multipli, mentre per »r =4 essa ha una varieta di dimensione » — 4

(Y) Per r<<3, vedi: GERBALDI, Sulle singolaritd della jacobiana ecc., Rend. Cire. Mat.
Palermo, T. VIII (1891) e T. X. (1896); A. LEVI, Sulle singolantd della jacobiana di quatiro
superficie. Giornale di Mat, T. X (1896). Per r gqualunque: M. VILLa, Sulle singolaritd ese,,
Memorie Ist, Lombardo, Vol. XXII (1931).
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1y v (r—17(r 4 2)
12
multipli della J sono tutti e soli i punti di &, che sono multipli per al-
meno co! ipersuperficie di 2. (n. 5) e facciamo vedere cbe essi sono anche
tutti e soli i punti di N, le cui coordinate abbassano di almeno due unita

L of |
la caratteristica della matrice jacobiana ,(9,&; di 2, (n. 6). Osserviame
| 0
infine che quest’ultima preprieta non & vera per sistemi lineari co” qualunque.
Nella seconda parte del lavoro studiamo la varieta W;’_] delle ipersuperficie
di 2. (sempre generico) che hanno un punto doppio, e cerchiamo i punti

multipli di questa varieta Wf_]. Precisamente, rappresentiamo le ipersu-

ed ordine (n di punti doppi. Proviamo che i punti

perficie di =, con i punti di uno spazio lineare N, (2) e consideriamo in &,
quei punti che corrispondono a ipersuperficie di 2, aventi un punto doppio,
Otteniamo cosi in N, una ipersuperficie W;?_, di ordine d = (r 4 1) (n —1)",
la quale & birazionalmente identica alla jacobiana J di 2, [la quale & di
ordine d = (r 4+ 1) (n — 1)]. Vedremo che (}) i punti doppi della Wﬁ_l si
digtribuiscono in due varietd irriducibili e di dimensione » - 2: W?J e
W', ;5 la prima, “’f'_z, e formata dai punti di W2 _ c¢he rappresentano i-
persuperficie di 2, aventi due punti doppi, e la seconda, W2 , & formata
dai punti di W?o_  che rappresentano ipersuperticie di 2, con un punto
doppio a cono tangente dotato di una generatrice doppia. Inoltre il cono
tangente in un generico punto ' di W?# =& spezzato nei due iperpiani che
gono immagini dei due sistemi lineari oo™ -1 di ipersuperficie di =, che pas-
sano per 'uno o per laltro dei due punti doppi della 1” ~di 2, rappre
sentata da (. Il cono tangente in un genervico punto " di W?" & Piper.
piano, contato due volte, immagine del sistema lineare co” ! delle ipersn-
perficie di 2, che passano per il punto doppio della V»_ rappresentata
da Q.

Nel n. 14 studiamo la corrispondenza hirazionale fra la jacobiana J
di =, e la varietd W?J_ .

Infine nel n. 15 osserviamo che la 1 _ , e quindi anche la jacobiana .J,
ha irregolarita superficiale nulla (per r = 3).

Le suddette proprieta della Wfﬂ saranno dedotte da proprieta analoghe
della varieta W‘;\F i cui punti rappresentano le 1V ~di 8, con un punto

r -+ n
.

1

doppio, nello spazio Sy [1\':( 1] immagine (*) di tutte le ipersu-

(?) Cio® alle ipersuperficie del sistema lineare 4,fy + 4, f, + . . + 4r fr = 0 facciamo
corrispondere il punto di coordinate (4, 4,, 43, ., Ar).

(3) Per r=2 ed n=3, .

(4) Nel senso che alla V:,t] di equazione f=10, facciamo corrispondere 1 Sy il
punte che ha per coordinate 1 coefficienti di f.
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perficie di ordine n dr S, . Per altre proprieta delle varieta ./, H';’,_l e H"’\,
rimandiamo ai uu. 10, 14.

1 ?

1. — Indichiamo con J Pipersuperficie jacobiana di un sistema lineare
2, , di dimensione r, di ipersuperficie di ordine n di N,, non composto con
una involuzione di varieta di dimensione positiva (®). La J & il lnogo dei
punti di N, che sono multipli per qualche ipersuperticie di 2.,

Sia I’y un punto non base per 2, . e tale che esista una ed una sola
ipersuperficie (f, == 0) di 2, avente P, come punto multiplo. Tn queste ipo-
tesi le ipersuperticie di 2\ che passano per I’) formano un sistema lineare
oo 1, .y, e gli iperpiani tangenti ad esse in /’; formano un sistema li-
neare co”™ 2 () e quindi hanno a comune una retta t{; e non uno spazio di
dimensione superiore. Possiamo individuare 2, mediante la fi=0, » —1
ipersuperficie /, =0, f,-=0,...,/,—1 =0 di 2, | aventi gli iperpiani tan-
genti in I’ linearmente indipendenti, e infine una ipersuperticie di 2., f, =0,
non passante per I’,. Se scegliamo I’; come vertice Ay=(1,0,...,0)della
piramide fondamentale, e gli iperpiani tangenti in P, alle f, =0, 7, =0,..
vy Sr—i1 =0 come iperpiani ¥, =0, x,=0,...,2, ; = 0. le equazioni delle
nostre 7, = 0 assumono la forma

So =a0ay b a e g =0

fooo =g e gDa =0

frv==ap qat Vfglm D 2l gl D=0

/r

i

W b =

dove s =2 & la molteplicitd di Pj per la fy=0., e le ¢, sono forme di
ordine i nelle , ,a,....,2,. Si puo anche supporre che sia (/)(I') == 0. perche
se cosl non fosse basterebbe operare il cambiamento di riferimento :

1 , . - .
r=N, - DV e, — X per i— 1,2, 000 O =0V (Y X0, X

(3) Come & noto, se 5. e composto con una mvoluzione di varieta di dimensione po
sitiva la sua jacobiana @ indeterminata, e vieeversa. Vedi BerriNi, Introduzione alla geo
metria proettiva degli perspazi, 2% odizione, Messina, 1923, pag. 278,

(&) BERTINI, loc. cit . pag, 262
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Dopo cio, serivendo lequazione (o, /5 ) = 0 della jacobiana
6(x07w1""7w)')

si vede che il termine di grado piu elevato in x, @

0
(9 Q7g ) r(n—1+n-»s
" ow, T
X,

(0) PR
purche sia 3 = =£0. Si csservi ora che -

x,
e solo quando la retta A, A, ¢ una generatrice s-upla del cono ¢ =0,

¢ identicamente nulla allora

0%y

6 g
cioe allora e solo quando risulta indeterminata la prima polare (”8 = 0)
@,
della retta t, = A, /A, rispetto al cono tpg") =0 nella stella di centro A4,= P,.
Tenendo presente che Vordine della jacobiana J di 2. & d=@r+1)(n—1),.
eche r(n- 1)4-n—s=d - (s — 1) si ha che I’y & (s — 1)uplo per J e
o ¢ 0)

8

il cono tangente in I’; alla J/ non e altro che la prima polare( o
di 1, rispetto al cono tangente in /%, alla f,— 0, a meno che iu sud-
defta prima polare non risulti indeterminata, nel qual c¢aso ) ha in ./ mol-
teplicita maggiore di s — 1.

Riassumendo :

Sia dato un sistema lineme X, , oo’ , di ipersuperficie di S,, non com-
posto con una involuzione i vancta di dimensione positiva; sia [/’ un

punto non base per X, ¢ tale che esista una ed una sola ipersuperficie,
fo=0, di 2, la quale abbia P, come punto multiplo. In queste ipotesi. gli
iperpiani tangenti in /) alle ipersuperficie di 2, che passano per I’;, hanno
a comune una retta ¢, (per I’)) e non uno spazio di dimensione maggiore,
0 0 1 28
Inoltre se I’y & s-up'o per la f, == 0, allora esso e (s — 1)-uplo per Viper-
0 JO )
superficie jacobiana J di 2, . e il cono tangente in Py alla J & la prima
polare di t, vispetto «l cono (angente in Py alla f; — 0, a meno che la retta
t, non sia una generatrice supla di quest’ultimo cono tangente, nel qual
caso la detta prima polare risulta indeterminata e /2, ha in o molteplicita

maggiore dis — 1.

2. — Consideriamo ancora un sistema lineare 2, di dimensione », di
ipersuperficie di §,, non composto con una involuzione di varieta di dimen-
sione positiva. Sia P, un punto non base per 2, ; indichiamo con:

a) 2, il sistema lineare delle ipersuperficie di 2, che passano per
P,, e sia s, (= 1) la molteplicita di I’) in quanto punto base di 2, .

b) 2, il sistema lineare delle ipersuperficie di 2, che hanno in P,
molteplicitd maggiore di s, ; e sia s, la wolteplicita di P in quanto punto
bage di 2, .
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¢) 2, il sistema lincare delle ipersupeificie di 2, che hanno in P,
molteplicita maggiore di s,; e sia sy la wolteplicita di £, in quanto punto
base di 2, .

d) 2, 11 sistema lineare delle ipersuperficie di 2, .y che hanno in
Iy molteplicita maggiore di s;,. ,; e sia s, la molteplicita di I’; in quanto
punto base di 2, . T sistemi lineari 2., 2, .2, ....,2,,, sono tali che
ognuno di essi & contenuto nel precedente: per le loro dimensioni si ha
Pp=r—=1>r,>> 0> ... >0, = 0. Inoltre 2, ¢ formato dalle ipersuper-
ficie di 2, che banno in P wolteplicitda massima.

Scegliamo ora [, come vertice A;=(1,0,0,...,0) della piramide
fondamentale e individuiamo 2, mediante 1, | 1 sue ipersuperticie linear-
mente indipendenti 7, —=0, f,=0,.., yJo ~ 05 X, mediante queste
rp-1 ed altre r, | », sue ipersuperficie St =0, f =0, S =0,
m mode che le »r, | + 1 ipersupertficie cosi ottenute siano linearmente indi-
pendenti;...; 3, mediante le precedenti ro—+ 1 ed altre r;, — r, sue iper-
superficie /,, ., — 0, f,,., 0,...,7,-=0, in modo che le », + 1 =1 iper-
superficie cosl ottenute siano linearmente indipendenti ; e infine 2. mediante
le precedenti r ed una sua ipersuperticie f, == 0 non passante per I’,.
O (SosSiveees )

(@5 @y yeenymy)
st vede che 1l termine di grado pitt elevato in x, ha per esponente

Dopo cio, scrivendo Pequazione della jacobiana =0

h
ot D= 1) — 2 (r, =) (s, - 1) (con rypy == - 1) ed ha per coefticiente

1—1

0 ((p(U)), ) yee ey U

Oy &gy e ey0))

(1)

dove @ — 0, ) =0 ,...,¢" D ==0. sono le equazioni dei coni tangenti
in P’y = .1, alle ipersuperficie fy=—=0, f,- 0,..., /441 —0.
Da quanto sopra segue che, nelle nostre ipotesi, I punto P, ha molte-
plicita (7)
h
(2) o= 2 (r, ~rig) (s 1) (Fhg1 = 1)

1==1
nella jacobiana .J di 2., a meno che non sia identicamente nullo il deter

minante jacobiano (1) nel qual easo I’; ha molteplicita maggiore di o .

() Il numero o cownerde ¢ol numero s di ViLLa, calcolato ruspetto alle fi, [y, ..., fr di
cur sopra (VILLA, loc, cit | pag. 180)
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3. - Si osservi in particolare che se P, (non base) & multiplo per
almeno due ipersuperficie di 2, , allora csso é certamente multiplo per la ja-
cobiana, Cio vale anche se P, ¢ un punto base, e si verifica subito assu-
mendo P, come vertice A, della piramide foundamentale e scrivendo lequa-
zione della jacobiana.

Per il seguito importa considerare il caso in cui ¢ r=4 e £, & doppio
per un fascio di ipersuperficie di 2., e non ha molteplicita maggiore di
due per mnessuna ipersuperficie di 2.; cioé, con le notazioni precedenti. il
caso r>=4, h=2,r,=1, s,=2. In queste ipotesi P, risulta, in gene-
rale, doppio per la jacobiana .J (6 = 2); inoltre gli iperpiani tangenti in P
alle ipersuperficie £, =0, f,=0,..., f,-; =0, sono linearmente indipen-
denti e quindi s1 segano in un piano m,. Assumendo i detti iperpiani come
facce #, =0, x,=—0....,2,_, =20, della piramide fondamentale, si ha
Tg = Ay A, 4, e T'equazione del cono tangente in Pj= .1, alla J, di
venta per la (1):

[
I
! .
(3) | = 0.
|
i

Questa equazione rappresenfa la quadrica luogo degli ool spazi N, ,
pulary del piano 7, ==.1,.1, ; 4, rispelto ai coni del fascio ¢ 4+ Ae! — 0,

N

quadrica che ¢ un cono avente lo spazio N, ,

o fg 0 1 gl
(4) T o, g, STy, 2T oy
8 &y 8 Xy € @y o,

tutto di punti doppi (8). Concludendo si ha:

Se & =4, e se I, (non base) & doppio per un fascio (%) fo 4 1/, =0
di ipersuperficie di 2. e non ha molteplicita maggiore di due per nessuna
ipersuperficie di =, , allora gli iperpiani tangenti in P, alle V,'_, di 2, che
passano per P,, hanno a comune un piano m, e non uno spazio di dimen-
sione maggiore. Inoltre I’; & in generale, doppio per la jacobiana J di 2, ed
il cono tangente I' ad J in P, ¢ il luogo degli ool spazi S._, polari di m,
rispetto ai coni tangenti in P, alle ipersuperficie del fuscio fo+ Af,=0-
Infine il cono I" ha un N,_, di punti doppi.

(8) Perch® le derivate parziali del determinante (3) sono combinazioni lineart de:
primi membri delle (4).
(") E non per un sistema lineare di dimensione > 1,
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Si noti c¢he segando il cono I" con un generico 83 di §,, si ottiene una
quadrica V75 questa quadrica ha due schiere di rette che, proiettate dallo
spazio 8,_,;. danno luogo a dne schiere oo! di spazi 8,_, generatori di I,
una delle quali & quella considerata sopra. Nel seguito chiameremo spazi
generato:i della prima schiera, gli spazi 8,_, di eui al precedente enunciato.
cioe gli spazi polari del piano z, rispetto ai coni tangenti in I, alle iper-
superficie di 2, che hanno I’; come punto doppio.

4, — Supponiamo ora che 2, sia un sistema lineare oo’ generico di
ipersuperficie V;_; di ordine »n (>1) di §,.

Dall’ipotesi della genericita segue subito che 2. non ha punti base e
non & composto con una involuzione di vavieta di dimensione positiva.

Inoltre in 2. non ¢i sono ipersuperficie con un punto triplo (o di mol-

; ,
teplicita. > 3); infatti, nello spazio Sy N—_—(";F )— 1} rappresentativo

di tutte le V,_, di 8., le V)_, con un punto triplo (non assegnato) sono

rappresentate dai punti di una varvieta di dimensione N (V—l_ 2) +r, e

questa varieta non ha punti a comune con un N, generico di Ny, perche
. )

N - (' t“) 4+ r4-r<<N.

Proviamo infine che in 2. non c¢i sono ipersuperficie con uns punto doppio
Py « cono tangente dotato di generatrice doppia t,, la quule sia tangente in
P, a tutte le ipersuperficie di . che passano per P,

Poiche i sistemi lineari oo’ di ipersuperficie V., di 8, sono oco r+! N—r
bastera provare ch~ il numero dei parametri da cui dipendono i sistemi
lineari oco” che godono della proprieta suddetta & minore di (r -+ 1) (N — 7).

Supponiamo prima che sia n > 2 e osserviamo che, in questa ipotesi,
le V', di 8, le quali hanno un punto doppio (non assegnato) a cono tan-
gente dotato di generatrice doppia, sono oco¥-:., Per fissare un generico
sistema lineare X, co”, di V,2; di N,, contenente una qualche ipersuper-
ficie con un punto doppio I’, (non assegnato) a cono tangente dotato di ge-
neratrice doppia tangente in I’, a tutte le ipersuperficie di 2, che passano
per P,, bastera procedere mnel seguente modo

Fissiamo una generica V"_, entro la totalitdh oc¥-2 delle V)_, che hanno
un punto doppio a cono tangente dotato di generatrice doppia; Ja V), ha
un solo punto doppio P’; e il cono tangente ad essa in I’, ha una sola ge-
neratrice doppia t;. Dopo cio, dentro il sistema lineare 2y ,, di dimensione
N2, delle 7,1, tangenti in Pj alla retta ¢, fissiamo un generico sistema
hneave X,_,, di dimensione r 1, contenente la V! ,; questi sistemi li
neari co” ' dipendono da (r — 1) (N — 2) — (r — 1)* parametri. Infine, dentro
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il sistema lineare oo™ di tutte le V,' | di »,, fissiamo un generico sistema
lineare 2., di dimensione v, contenente 2,._;; questi sistemi lineari oo’ di-
pendono da N — v parametri. In totale i parametri fissati sono

N—24@r—1)N—2—(r —124+N—r=(r+1)(N—r)—1

e quindi i sistemi lineari Z,, di dimensione r, i quali godono della pro-
prietd di cui sopra, dipendono da meno di (r 4 1) (N — r) parametri. La
nostra proposizione & quindi provata per n > 2.

Per n —2 le V)_, sono coni quadrici con una retta di punti doppi, e
il ragionamento fatto sopra si puo ripetere ancora osservando che 1 detti
coni sono coN-3 ¢ i sistemi Z_‘r 1y relativi ad uno generico di questi coni,
dipendono da (r - 1)(N — 2) — (r — 12 - 1 parametri.

5. — Da quanto sopra, e tenendo presente il risultato del n. 1 e la
prima osservazione del n. 3, si ha che:

I punti multipli della jacobiana di un genevico sistema lineare 2., di
dimensione v, di ipersuperficie Vi, di S,, sono tutti e soli quei punti di
S, che sono doppi per almeno un fascio di ipersuperficie di 2.

Proviamo ora che di questi punti non ne esistono per » <4, mentre
per r =4 ne esistono oo *. Infatti, consideriamo un generico sistema li-
neare oo™+ di V,', di §,, e indichiamolo con 2X,,,. Rappresentiamo gli
elementi di 2,4, con i punti di uno spazio lineare §,;, e consideriamo,
dentro questo §,.,, lipersuperficie W,y, i cui punti rappresentano le V;_,
di 2,4, le quali hanno un punto doppio. Poiché per un generico punto di
S, passano oo! (un fascio) di V,_, di 3,4, aventi quel punto come punto
doppio, e poiché una generica V) ; di 2, , dotata di punto doppio, non ha
piu di un punto doppio (per la genericitd di 2,;.), si ha che la W, con-
tiene una involuzione di rette, ciascuna delle quali rappresenta un fascio
di V,_, con un punto base doppio. Segando la W,,,; con un »,,,; generico
di 8,45, si ottiene una W, la quale non pud contenere pilt di oo”2 delle
nostre rette, altrimenti la W, sarebbe composta con l’involuzione di rette
con cui & composta la T,,,; e cido & assurdo perche #8,;; & generico in
Sy42 . Inoltre la W, non pud contenere meno di oco’—2 delle suddette rette
perche alle rette di S,,, bisogna imporre due condizioni (e non piu) affin-
che stiano in un N,;,. Indichiamo ora con W,_, la varietda luogo delle
nostre oor—2 rette; la W,_; sta in N,,, e le dette co” ? rette formano una
involuzione in essa. Segando la W,_, con un generico 8% di S,y; e ragio-
nando come sopra, si vede che delle nostre rette ce ne sono co”—* e non pin
che stanno in 8¥. Con cio risulta provato quanto volevasi e si ha quindi che:
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La jucobiana di un generico sistema lineare oo® di ipersuperficie di 3., ¢
priva di punti multipli per v <74, mentre per r =4 essa ha oo™ ~* punti doppi.

Da cio segue in particolare la irriducibilita della suddetta jacobiana,
per r >1 qualunque.

6. — Sempre nell’ipotesi che il sistema lineare 2, sia generico, indi-
chiamo con

oSy 4 A Sy A e fr =10

la sua equazione. B facile provave che i punti multipli della jacobiana J di
| |
- . . .. . .19 A . .
2, sono tutti e soli quelli in cui la matrice l] ha la caratteristica minore dir.
J
1
Infatti, sia I’; un punto in cui la caratteristica della detta matrice sia mi-
. Lo . S . oS . .
nore di r. Poiche le derivate parziali prime del determinante ;'J sl espri-
[4] x]
mono come combinazioni lineari (a coefticienti polinomiali) dei minori di
ordine », si La che esse sono tutte nulle in P, e quindi ’, & un punto
multiplo di /.
Viceversa, se ) ¢ un punto multiplo di o allora esso & multiplo per
almeno un fascio di ipersuperficie di 2, (n. 4), e quindi il sistema lineare

N/ Y WL

éa,  'oua anZU U=0:150000
ammette, per P = P, almeno due soluzioni indipendenti nelle 1; da cio
é—‘fil
0

Poich¢ per quanto abbiamo visto al n. 5 la dimensione della varieta A
dei punti multipli di J & r — 4, dalla proprieta dimostrata ora e tenuto
presente un risultato di C. SuGRE (1%), segue che Vordine di M e

segue che la matrice ha caratteristica minore di » in .

e R )

n .
( 12
OSSERVAZIONE., — Se il sistema lineare 2, non e generico, allora un
. . . .ot . .
punto P, in cui la caratteristica della matrice hgéx‘i (supposta non identica-
x
J

mente nulla) & r + 1 — k, ha molteplicita ¢ = k nella ipersuperficie jacobiana

(1% C. SuGRrE, Gli ordim delle varieta che aunullano 1 determinantr dei diversi gradi estraiti
pa una data matrice, Rend. Ace. Lincei, Serie 53, Vol, IX (1900),
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&Sy

Z)
esprimono come combinazioni lineari (a coefficienti polinomiali) dei minori
di ordine »r -- &k + 2.

Puo effettivamente accadere che sia 6 >k . Per esempio se ', non & un
punto base ed & multiplo per una sola ipersuperficie, f, =0, di 2., allora
si ha k=1 qualunque sia la molteplicita s =2 di j in f;; mentre la molve-
plicita di P, in 4 & 6> — 1 (n. 1).

| 8i

J 5 c¢io perche le derivate parziali di ordine k¥ — 1 del determinante |

7. - Nei nn. 3, 4, 5 abbiamo considerato Pipersuperficie jacobiana J
di un generico sistema lineare 3, , co", di ipersuperticie V,' | di 8,; cioe
abbiamo considerato la totalita dei punti di N, i quali sono doppi per qual-
che ipersuperticie di 2, . Abbiamo visto che per »<(4 la J non ha punti
multipli, mentre per r>>4 la J ha oo’ -* punti doppi, i quali sono tutti e
soli quei punti di S, che sono multipli per almeno oo! ipersuperficie di 2, .

Consideriamo ora la varieta W, _; delle ipersuperticie di 2. che hanno
un punto doppio (von assegnato) e cerchiamo i punti multipli di questa
varietad. Precisamente, rappresentiamo le ipersuperficie di 2, con i punti di
uno spazio lineare N, e consideriamo in 8, quei punti che corrispondono a
ipersuperficie di 2, aventi un punto doppio; questi punti riempiono una
ipersuperticie W,_,, la quale & birazionalmente identica alla jacobiana J di
S, . Vedremo che i punti doppi della W,_,, per r =2, ed n =3, si di-
stribuiscono in due varietd irriducibili, co” 2, di c¢w1 una e formata da quei
punti che rappresentano le ipersuperticie di 2, che hanno due punti doppi,
e DPaltra & formata dai punti che rappresentano le ipersuperficie di 2, che
hanno un punto doppio a cono tangente dotato di una generatrice doppia.

Per provare queste ed altre proprieta della W,._, conviene premettere
alcune osservazioni salla varieta delle V', di S, che hanno un punto doppio.

8. — Rappresentiamo le ipersuperticie V,._, di 8, con i punti di uno

. n r . .
spazio Sy [N :( j_ ) 1}, assumendo c¢ome coordinate omogenee di un

punto di Ny i coefficienti dell’equazione della V) ;. Le V,_, con un punto
doppio (non assegnato) sono rappresentate dai punti di una varieta W?v L di
ordine ¢ e dimensione N —1. La Wff, 1 & luogo di oco' spazi Sy ,—;, cia-
scuno dei quali rappresenta le V', di ¥, con un assegnato punto doppio.
Questi Sy_, ; sono in corrispondenza biunivoca senza eccezioni con i punti
di N, perche le V,; con un dato punto doppio I’ non hanno, in generale,
altri punti doppi. Per un punto @ generico di “Yl(:r-] passa uno ed uno solo
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A1 questi Sy, ;, perché ¢ & immagine di una V;_, con un punto doppio.
Ne segue che i detti spazi Sy_,., formano una involuzione razionale in
W§7_1 e quindi questa varieta & razionale (11). Infine notiamo che Pordine
della Wi_, & 6= (r -+ 1) (n  1)r; infatti Pordine é della W&_, & il numero
delle ipersuperficie di un fascio generico di V,", che hanno un punto dop-
pio, ed & anche, per la geunericita del fascio, ordine della jacobiana di detto
fascio, ordine che, ¢come & noto (!¢ & uguale a (r 4 1) (n — 1)*. Concludendo:
la Who, @ irriducibile, razionale. e di ordine 6 = (r -+ 1)(n — 1)"; inoltre
essa & composta con una involuzione razionale {8y g} di spazi Sy_p—1,

ciascuno dei quali rappresenta le V) _; con un dato punto doppio (13).

9. — Le V', c¢on due punti doppi (non assegnati) sono rappresentate
in Sy dai punti di una vavieta Wy _, di dimensione N — 2 purche sia
r>=2 ed n=>=3. Infatti, fissiamo in 8, due punti A, B e consideriamo il
sistema lineare 2’ delle 1')_, che passano doppiamente per 4 e B. Questo
sistema lineare 3’ ha la dimensione N — 2r — 2 (14). Inoltre una generica
V,i di 2’ non ha punti multipli oltre .L e B, perché 3’ non ha punti base
oltre A ¢ B in quanto fra queste V', ¢i sono quelle spezzate in una qua-
drica generica per 4 e B, in un iperpiano generico per 4 e B, e (se n > 3)
in una V;'? generica di ,. Infine A e B sono effettivamente doppi (e non
di molteplicitd maggiore) per la generica V! | di 2, e in ciascuno di essi
il cono tangente non ha generatrici multiple; ¢io si verifica subito assu-
mendo 4 e B come vertici della piramide foudamentale, Ne segue che alle

th Firssato in 8y uno spazio 8 generico, st vede subito che la "’?V , ¢ 1n corri-
spondenza biunivoca con le coppre formate da un St‘-i-l per I'S* e un Sy _, ; dellinvolu-
sione {SN-—-P—I} con cui & composta la W?VAI

(12) BERIIND loc cit, pag. 271,

Dal fatto che la W?\,_] 8 rriducthile ¢ di ordine 0= (r + 1) (n — 1)" segue che il

. 0 N .

risultante delle v 4+ 1 forme of R of yooor = (dove f & una forma di grado n 1 x,, 0y ,..
X, 00X 0,

.y L. a coefficienti indeterminati) é irriducibule. Infatti 1l risaltante di »r + 1 forme

@y Pye-@,, A1 grado n—1 m x,,x... £, & un polinomio B omogeneo e di grado

of 5

(r + 1)(n — 1)’ ner coefticient: delle @, 5 per g, = 3. Pequazione R =0 non & altro che
0x;
Vequazione della W?V—I e poichd questa & rriducibile e di ordine (r 4 1) (0 — 1), segue

of

che, per ¢ = =, R & irriducibile,
» per ¢, ,
ox,
(13) Per r =2 Virrrducibilita o la razionalitd della ’Vx%‘l sono state provate da SEVERI
(Forlcsungen ber algebraische Geometrie, Berlino, 1921, pag. 313) Le considerazioni fatte in
fquesto numero sono Vimmediata estensione di quelle i SpveRL

(%) BERTINI, loc. cit., pag, 288,
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co?" ¢oppie di punti di 8, corrispondono, biunivocamente. in Sy oo spazi
Sy up—y 1 quali riempiono una varieta 1171%'42 di dimensione N -— 2, immersa
in 1Vl(37_|. Questi Sy_.,._, formano una involuzione razionale {Sy—m—z]} in
ij; »; questa varieta € quindi irriducibile e razionale. Un punto generico
di W}S\:_2 rappresenta una V,., con due punti doppi distinti in cuvi i coni
tangenti non hanno generatrici multiple.

Notiamo infine che un Sy_, _, generico dell’involuzione {Sy_s. ,} @
Pintersezione di due ben determinati Sy_,_, dell’involuzione {8y ,_} con
cui & composta la “71‘3,‘,; viceversa due spazi di quest’ultima involuzione
si segano in uno spazio dell’involuzione {Sy_,_,}.

10. — Le V,', che banno un punto doppio (non assegnato) in ecui il
cono tangente ha una generatrice doppia, sono rappresentate in Sy dai
punti di una varieta “71(37”_2, di dimensione N — 2 (sempre per r = 2 ed
n > 3), immersa in Wfsv,,, . La Wjiv”,z ¢ irriducibile, & razionale, ed & com-
posta con una involuzione razionale {Sy_,._;1 di spazi Sy_,. -1, ciascuno
dei quali rappresenta le V,”, con un dato punto doppio in cui il cono tan
gente ha una data generatrice doppia. Il generico punto di va”,.l rappre-
senta una V), con un solo punto doppio (¢ non di molteplicith maggiore)
in cui il cono tangente ha una sola generatrice doppia. Tutto ¢io si prova
con considerazioni analoghe a quelle fatte nel n. 9 per la Wi .

Osserviamo che wno spazio SY_,. ., dell’involuzione con cui é composta
la VV‘;:LA é Ulintersezione di un ben determinato spuzio Sx_, | dell’involuzione
[{Sx—r_1] con cui é composta la WX |, con uno deyli oot-' spuzi Sy,
infinitamente wvicint a Sk ., nella detta involu.ione {Sy_,_ ).

Infatti, lo spazio Sy_., ;, & Pimmagine delle V,', che hanno un certo
punto doppio P, in cui il eono tangente ha una certa generatrice doppia t;.
Assumiamo I’, come vertice 4,=(1,0,0,...,0) della piramide fondamen-
tale e f, come spigolo 4, A, . Posto y; = —g—:—'— per i—1,2,...,r, Pequazione

0
di una qualunque delle dette V,' , & del tipo:

(5) ‘/‘2‘*"‘P3+---+<Pu:0
. . . C . 0@y
con ¢, forma di grado b in y, ,y,,...,¥,, a coefficienti arbitrari e ——==0.
oYy
. .. 0Py __
La stessa equazione (3), senza la condizione —= = 0, rappresenta, al
Yy

variare dei coefficienti, le V,; che hanno P, = A4, come punto doppio; a

> R

queste V.., corrisponde in Sy uno spazio Sy_, . Consideriamo ora le 7,
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che hanno il punto y, = - ¢, y,==0,...,9.=0. come punto doppio; la
loro equazione & del tipo

Vot vzt ya=0 con y=0n e YY)
e questa equazione (sviluppando rispetto ad &) si puo scrivere nella forma

0 P + 0 93
3?/1 0y,

(©) %+%+-~+(Pn+s< ) i) =

dove con [2] abbiamo indicato i termini che contengono a fattore & . Dalla

(6), traseurando i termini di grado =2 in e, risulta che, affinche P == 4,
cP

sia doppio per le nostre ipevsnperficie occorre e basta che sia y2 =0;

1

trova cioé la condizione che esprime che le (5) abbiano la retta f;= A, 4,

come generatrice doppia del cono tangente in Py= A,

11. — Un punto Q di w;i y che non appartenga né a VV%’_2 né «a wi!',,_,
é semplice per W 1, e Piperpiano tangente in esso rappresenta le Vi | che
passano per il punto doppio P della Ve, che ha per immagine Q.

Infatti una vetta generica per ¢ & Vimmagine di un fascio generico
contenente F,’.’-, . Il punto P non & punto base in questo fascio, & I'unico
punto doppio della V) |, ed il cono tangente in I alla ), non ha gene-
ratrici multiple. Ne segue che la V), conta per una sola unitd agli effetti
del calcolo dell’invariante di ZEUTHEN SkGRE di S,, mediante il detto fascio;
cioé una retta generica per ¢ ha una intersezione semplice in ¢ con la
W{fr ~1, € quindi @ & un punto semplice per la szr—w

Consideriamo ora il fascio che congiunge I,Al con una generica V,_;
per I’. Il punto I’ appartiene alla varietd bhase v, _y di questo fascio, ed
& punto doppio ordinario per essa. C(alcolando linvariante di ZEUTHEN-
SEGRE (19), 1(8,), di N, mediante un fascio generico contenente TJ'_,, si ha:

IS)y=06—21(V; ) -I(V,.,)

e calcolando T(N,) mediante un fascio congiungente 1", con una V., ge-
nerica per /”, 8i ha

IS)=0—2I1(Vi)—T(V, 5.

(*5) C. SEGRE, Intorno ad un caratlere ecc, Atti della R, Accademia delle Scienze di
Torino, Vol XXXI (1896)
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I poiche [(17,.,2): F(V, ) 1 (16, siha by 6 — 1, e quindi Ia [
conta per due unita nel caleolo di I(N,) mediante un tasecio dell’ultimo tipo.

Un punto generico Q' di w& o, e doppio per \\,g}__l, e il cono tangente
in esso & spezzato mei due iperpiani che rappresentano le V' | passanti per
Puno o per Paltro dei due punti doppi V', e P, dclla b | che ha per imma-
gine Q' (17).

Infatti, la 17,", 1 conta per due unita nel caleolo dell’invariante di ZEUTHEN-
SEGRE I(S,) di N, mediante un fascio generico contenente V) ,; ne segue
che €' ¢ un punto doppio di U’j:, . lnoltre, ragionando come per @, si
vede che la V,_, conta per tre unita nel calcolo di I(N,) mediante un fascio
che congiunge V,'_, con una generica I}, passante per I, o per P,; ne
segue che il cono tangente in @' e spezzato nei due iperpiani che rappre-
sentano le V., per I, o per D,.

12. — Un punto generico Q" di wi' e doppio (18) per “’%,], e il cono
tangente in esso ¢ Diperpiano, contalo dwe volle, che rappresenia le Vi_, pas-
santi per il punto doppio P della VI_, che ha per immagine Q" .

Indichiamo con H un generico fascio contenente la nostra F;'_,, con
K un generico fascio di iperpiani di 8, e con 7 la curva di contatto di
questi due fasci. Poiche il punto P, come & noto, abbassa di tre unita la
classe di una V" | (19, si ha che la sezione della 7t con DPiperpiano di K

TN

passante per I’, conta per due unita nel numero delle sezioni di 17,._; (con

gli iperpiani di K) le quali hanno un punto doppio. Ne segue che I’ conta
per due unita nel numero dei punti doppi della ¢! segata da H su T e
quindi, tenendo presente il classico ragionamento di C. SEGRE (), segue
che la V", conta per due unitd nel calcolo dellinvariante I(S8,) mediante
il faseio H.

Con ragionamento analogo a quello fatto nel n. 11 si prova che la v,
conta per tre unita nel caleolo di I (N,) mediante un fascio che congiunge vr,

>N

con una generica 17._;, passante per I.

(16) Perche® la varietd base I_’,_Z ha 11 punto doppio (ordinario) P.

(47) Le due proprieta di guesto numero st trovano dimostrate, per r=2 ¢ con con-
siderazioni diverse dalle nostre. in SEVERI, loc. c¢it., pp 313, 314, 315, Per »r =2, vedi:
B SEGRE, Dei sistemi lineari tangenti ad un qualunque sistema di forme, Rend. Acc. Linecer,
V. XXXIIT (1924), p. 182, Vedr anche P ToreNzoLna, Sul luogo dei punti di contatlo ecc.,
Giornale di Mat,, vol, XLIII (1905), pag. 213; V E. Gararassi, Crileri di equivalenza ecc
Rend. Ist. Lombardo, Vol. LXXIX (1945), pag 345.

(18) GavLarassi, loc. cit,, pag. 354,

(19) In quanto P & un punto doppio di F,’,’ , 4 cono tangente dotato di generatrice
doppia. E si noti che per la venericita di Q" la f_',” , non ha altri punti multipli o altre
particolarita tangenziali m I”,

() C, SEGRE, loc. cit., n. X,
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OSSERVAZIONE. — La proprieta che il generico punto ¢ di Wi, e
doppio per WI%_,, si puo anche dedurre dal fatto che per ¢ passano due
ben determinati Sy_, ; dell’involuzione {Sy , ,} con cui & composta Wt
(n. 9). Analogamente si puo dire per il generico punto " di Wi, il quale
appartiene all’intersezione di un ben determinato Ny _, |, con uno spazio
infinitamente vicino della suddetta involuzione (n. 10).

13. Consideriamo ora in Sy un generico spazio ad » dimensioni, ed
indichiamolo con E‘,.; sia 2, il sistema lineare di 7, che ha per immagine ﬁ,..
Indichiamo con .I;.i , Pipersuperficie jacobiana di 2.. e con W,.",] la sezione
di Wlef,, con §,

Ricordiamo che DPordine della J,d,, & d=(r-+ 1)(n—1), mentre lor-
dine della W), & d==(@r 1)w 1y . La J! , non ha punti doppi per
r< 4. ed ha oo+ punti doppi per » =4 (n. 5). Invece la W,‘.S ; ha due

varieta irriducibih W,‘." , e W,‘?”.z. di dimensione » 2, di punti doppi;
esse sono le sezioni con N, delle due varieta szv;z e W3 ’,,J,. La W‘S’_‘_, e
formata dai punti che rappresentano ipersuperficie di 2, le quali hanno due
punti doppi; la I"ﬁ,,-z ¢ formata dalle ipersuperficie di 2, le quali hanno
un punto doppio a cono tangente dotato di generatrice doppia. In un gene-
rico punto ¢ della W,fs;, il cono tangente & spezzato nei due N,_, che sono
immagini dei due sgistemi lineari co’—! di ipersuperficie di 2, passanti per
Puno o per Paltro dei due punti doppi dclla V', rappresentata da '; in
un generico punto " della W,fy,/l il cono tangente & UN,. ;. contato due
volte, immagine del -istema lineare oo’ ' «li ipersuperficie di 2, passanti
per il punto doppio della V', rappresentata da " .

Le due varieta J;.i ;€ Wﬁ L sono  birazionalmente identiche. Infatti un
generico punto di “’,fs_l appresenta una V,L, con un punto doppio, e quindi
ad un punto di ﬂ’ﬂl corrisponde un punto di .lj? 15 vieeversa, un generico
punto di J . individua uza V» , di 2, che ha quel punto come punto

. . . d . R
doppio, e quindi ad un punto di J,_, corrisponde un punto di W, ;.

14, — La W2, ¢ Uimmagine proiettiva del sistema lineave | J,_y | , oo',
delle jucobiane dei sistemi lineari 2., di dimensione r — 1, contenuti in 2 ;
infatti, alla sezione di W;{1 con un generico Sy di N, corrisponde in J;Ll
la jacobiana ./,_, del sistema lineare 2,_; che ha per immagine S

Un generico punto doppio Q della V\'fml, se apparticne alle VVf’ 1y pro-
viene da due punti (semplici) di J? | in quanto esso ¢ 'immagine di una Vi
con due punti doppi; mentre se Q appartiene alla \Vf”], esso proviene da
un punto (semplice) della J e dal punto infinitamente rvicino in una certa
direzione, in quanto ¢ e Pimmagine di una V', con un punto doppio P a
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sono tangente dotato di una generatrice doppia 7 la quale & tangente in I’
alla J%_, (n. 1) ed a tutte le .J,_, del sistema lineare | J» s |, che passano
per P (31). )

I punti base del sistema lineave | J., | sono tutti e soli i punti multipli
di J, ;. Infatti un punto multiplo P di J‘Ll & doppio per almeno oco! iper-
superficie di 2, (1. 5) e quindi in ogui sistema lineare oo’—! contenuto in
2, ¢’¢ almeno una ipersuperficie che ha il punto /> come punto doppio;
ciod I’ appartiene ad ogni J, _, di |J, , . Viceversa, se I & un punto
comune a tutte le J,_, di | J, ., |, allora ogni sistema lineare oco”—! con-
tenuto in 2, contiene almeno una ipersuperficie la quale ha P come punto
doppio ; ne segue che I> & doppio per almeno co! Vi, di =2, e quindi (n. 5)
esso ¢ multiplo per J,fi,. Per quanto sopra e per quanto si e detto nel
n. 5, il sistema lineare | </, ., | non ha punti base se & r <4, ed ha oot
punti base, se ¢ »r =4.

Un generico punto base Py di | J,_, | & doppio per la jacobiana J¢_  di
2., ed ha per corrispondente in W2, wuna retta 51, perche P’; & doppio
per un fascio di V2 di 2,.

Consideriamo un generico punto ¢ di \T, Indichiamo con I—’;.L, Piper-
superficie di 2, che ha per immagine ¢, con n; il piano tangente in I; a
tutte le V', di =, che passano per P, (n. 3), e con N,_ lo spazio polare
di m, vispetto al cono tangente in I, alla Vy_; questo spazio S,_, sta nel
cono tangente Iy | alla J, in Ly (n. 3), anzi & uno degli oo! spazi gene-
ratori della prima schiera del cono I';Y_,. Indichiamo infine con S, , un ge-
nerico iperpiano di S,. passante per @) e con Z,_, il sistema lineare che
ha per immagine bT,_,; 2\,_; & un generico sistema lineare, co” ', contenuto

in 3, e che contiene la V,_,.

Da quanto abbiamo dette nei nn. 1, 3, segue facilmente che lo spazio
S, ., é tangente alla jacobiana J._, del sistema lmeare 2._,. Infatti, consi-
deriamo un generico sistema lineare 2}, oco”, contenente 2. ;; e sia J;_; la
sua jacobiana. 11 punto P, & semplice per J;_; e Piperpiano tangente in P,
alla J;._; non & altro che 1'S,_; polare della retta {, tangente in PI’;, a tutte
le ipersuperficie di 2, che passano per P,, rispetto al cono tangente in I,
alla V,;'_,. La vetta ¢, sta mnel piano 7, e quindi Piperpiano polare di f,
contiene I’S,_, polare di z,; ne segue che questo S,_, & tangente in I’ alla
J)_; e quindi, per la genericita di 2j. esso & tangente in Pj alla J,_,.

(*) Una J,_, per I’ @ la jacobiana di un sistema lineare 2’,‘1 contenente la Vﬁ_l

e contenuto in Zr; il sistema lineare 2'; conginngente 3 | con una generica V”Ll di 8, .

ha una jacobhiana J/ che contiene J _, ed & tangente in I alla retta 7 (n, 1). Segne
J 71 ? =9 4 5

che 7 ® tangente in P alla J,_,.
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Le jacobiane ./, , dei sistemi lineari X,_; contenuti in 2, e che cou-
tengono la V' .. sono dunque tangenti allo spazio N,_; e quindi ai punti
della retta Ei corrispondono univocamente gli spazi N, , generatori, della
prima schiera, del cono tangente [_, alla J'L, in ;. E poiché¢ i punti
di N, e le ipersuperficie V') , di X, che hauno per immagine S, si corri-
spondono proiettivamente, e queste 170, sono in corrispondenza proiettiva
con gli N, 5 polari di z,, si ba che la corrispondenza fra i punti di Ei e gli
spazi 8,_, generatori della prima schiera di I, & proiettiva. Concludendo :

Alle co™ ¢ direzioni tungenti in un genevico punto doppio P, della jaco-
biana J¢ | di 2., corrigpondono in we L 1 punti di una vetta gi; alle dire-
zioni che stamno in uno stesso S,_, generatore della pirima schiera del cono
tangente I'._, in P, alla Jf_l, corrisponde lo stesso punto di gi; e la corri-
spondenza fra gli spazi S._, gemevatori delle prima schiera di [P, e i punti
di §1 é proiettiva.

15. — Osserviamo infine che:

La  jacobiana Jf_l di X, e superficialmente regolare (per r = 3). Infatti
la J;L, ¢ birazionalmente identica alla W,,b,1 che & la sezione dell’ipersu-
perficie razionale szr_l con un S, generico di Sy. Per un noto teorema (3?),
una tale sezione & superficialmente regolare. e quindi ¢ anche tale la Ji.

L’ipotesi che il sistema lineare =, sia generico, & essenziale. Particolari
sistemi lineari oco” possono avere la jacobiana irriducibile e superficialmente
irregolare ; per esempio, se si considerano tre generiche reciprocita fra due
spazi a tre dimensioni, si definisce una corrispondenza cremoniana T3 e il
sistema omaloidico relativo ha per jacobiana una rigata irridueibile di
genere tre.

(*?) SmvERL, Osservazioni varie ece., Atti del R, Istituto Veneto, T LXV (1906).
CASTELNUOVO-ENRIQUES, Sur les intégrales simples ece, Annales Sc. de 'Ecole Nor-
male Sap, T. XXII (1906).

[ Pervenuto alla Redazione il 31 Dicembre 1949]
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