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STUDIO ASINTOTICO DEIL MOTO
DI UN PUNTO SU UNA LINEA CHIUSA, PER AZIONE
DI FORZE INDIPENDENTI DAL TEMPO

Luicgt AVMERTO (Milano)

In. un recente lavoro (1) ho studiato il comportamento asintotico, per
t ~ -+ oo, degli integrali dell’equazione

() v -+ Ay 4+ Bseny — ¢

(eon A, B, C < B costanti positive), nell'incognita y ().

La (1) si @ presentata al Bottani (3) nello studio teovico dellavviamento
dei motori sincroni ed e anche lequazione del moto di un punto che descriva
una circonferenza, in un piano verticale e in un mezzo che opponga resi-
stenza viscosa, sotto l'azione della gravita e di una forza tangenziale co-
stante. La stessa equazione e stata oggetto di una vicerca del Tricomi (3),
allo scopo di determinarne una soluzione che sia somma di una funzione
lineare e di una funzione periodica del tempo t.

Gli integrali della (1) si suddividono in tre gruppi, che ho chiamati
rispettivamente: integrali stabili, integrali instabili(*). integrali divergenti. 1

(Yy L. AMERIO, Determinazione delle condizioni di stabilita per gli integrali di un’equa-
zione interessante Pelettrotecnica, Ann. di Mat 1949, Vol, dedicato a F, SEVERL

() B BorrtanNi, Ia matematica vista da un ingegnere, Rend del Sem. Mat. e Fis. di
Miiano, Vol. IX, 1935, pp. 181 183,

(%) K. TricoMl, Integrazione di un’equazione differenziale presentatasi in Hlettrotecnica, Aun.
della R. Norm. Sup di Pisa, Serie II, Vol. 11, 1933, pp. 1 20,

(1) Gl integrali stabnh risultano effertivamente tali nel senso che a questa parola
ar div in Meceanieca, perche a eondizioni iniziahh ehe differiscano di pochissimo da quelle
che earatterizzano un integrale instabile viene a cormspondere un integrale stabile o un
integrale divergente, Lo stesso non avviene invece per gh integrali stabili (o divergenti)
perehe, alterando di quantita abbastanza piceole le condizioni iniziali relative a uno di
tali infegrali, alle nuove condiziont corrsponde ancora un mmtegrale stabile (o divergente).
La stabilitd considerata &, naturalmente, slabilita fulura (cfr G, SANSONE, Kquazioni
differenziali nel campo reale, Zamehelll, Bologna, Vol II, pp 1 2) perche si riferisce ai va-
lot1 del tempo suoccessivi all istante 1niziale
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primi tendono al valore o (('on 0 < a< —;T—, sen o = _I;v_) corrispondente
alla posizione di equilibrio statico stabile del punto sulla circonferenza; i
secondi tendono al valore = — a, corrispondente alla posizione di equi
librio statico instabile; gli ultimi (che possono anche mancare) tendono a
—+ oc, come la soluzione di Tricomi.

Le condizioni iniziali che caratterizzano i vare tipi di integrali sono inol-
tre perfettamente individuate una volta noti gli integrali instabili.

Poiche questi sono due, caratterizzati da ben precise condizioni, si ri-
cava che la conoscenza dei due soli integrali instabili permette di dedurre il
comportamento asintotico qualitativo di tutti gli integrali della (1).

Scopo della presente Memoria & di estendere i risultati ottenuti per la
(1), studiando V'equazione, assai pilt generale,

(2) v ' =r,y)

con f(y,y) funzione continua per — oo <y < -} co, — co < y' <+ oo in-
sieme alle sue devivate [, (y ') ed [, (y.y'), periodica come funzione di y,
deciescente come funzione di y' ¢ tale che visulti, per ogni y,

(3) lim  f(y.y)<O0. lim  f(y,y)> 0.
Y'—+o y'—- o
La (2) & Vequazione del moto di nn punto ¢ su una linea I' chiusa
qualunque (in cui y designi I'ascissa eurvilinea) sotto azione di una forza
funzione del posto e della velocita.
Se poniamo poi

(4) S, 0)=F(y)

(5) JY =Sy, y)— Ry.y
la (2) si serive nella forma

(6) V' + R@y,y)=TF)

e, in tal modo, la forza che agisce sul mobile appare come la differenza tra
una forza motrice F(y), funzione del posto, e una resistenza passira R(y,y'),
funzione del posto e della velocita, nulla per y' = 0 e crescente con y'. Le
(3) si serivono anche, per le (4) e (5),

—
-3
~

lim Ry,y)>F(y), ,lim Ry,y)< Fy)

Y — 4 Y- —0



&
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¢ sono largamente verificate se, come avviene in molte applicazioni. R (y,y")
diventa infinita con y'.

Poiche risulta, per la (5), R(y,0) =0, le posizioni di equilibrio statico
su I" corrispondono alle radici dell’equazione

(8) F(y) = 0.

Noi supporremo tali radici (se ve ne sono) tutte semplici. Allora se, in
una radice y, risulta F(y) <0, y e, su I, unu posizione di equilibrio sta-
tico stabile; se risulta ¥ (y)>>0, y rappresenta una posizione di equilibrio
statico instabile.

Chiameremo stabile un integrale y (t) della (2) se, per t — -} oo, il punto
¢ (y () tende, su [, a una posizione di equilibrio statico stabile; instabile
se () tende a una posizione di equilibrio statico instabile; infine diremo di-
vergente un integrale <e y(H tende a { co o a4 oo (a seconda che F(y)
abbia, in un periodo, valor medio p positivo o negativo.

Come risultera dal seguito, sono queste /¢ sole eventualita che si possono
presentare. Inoltre gli integrali instabili sono in numero firito e la loro co-
noscenza permette, anche per la (6), di individuare le condizioni iniziali che
caratterizzano gli integrali stabili e gli integrali divergenti.

Questi ultimi hanno poi, per ¢t - |- oo, un comportamento che puo
assai ben precisarsi. Si dimostra infatti, sotto una larghissima condizione, che un
integrale divergente & somma di wna funzione lineare di t, di una funzione
periodica e di una funzione infinitesima per t -~ -+ co. Il termine infinitesi-
mo manea in corrispondenza della soluzione di Tricomi (che esiste anche per
la (2)).

Inoltre, ol termine lineare e il termine periodico sono sostanzialmente i me-
desimi per tutti gli integrali poiche si passa dal termini velativi a un integrale a
quelli relativi « un altro integrale com wno spostamento dell’origine dei tempi.

1. — Supporremo in quel che segue (senza pregiudizio della generalita)
che f(y.y') abbie, come funzione periodica di 'y, periodo 2 .

Osserviamo poi chie, per le condizioni precedentemente indicate, esiste
ed & unico Vintegrale y (¢) della (2) soddisfacente alle condizioni iniziali

Yt =", ¥ )=y,

comunque siano scelti ¢, y, e y;.

Mostriamo che integrale y(t) é prolungabile in tutto Vintervallo tyl—--oc.

Si ha infatti, per le (4) e (5)(osservando che ¢ y' R (y,y') = 0 per tutti
i valori di y e y'), .

VS, )=yYFWy) -y BRy,y )=y Fy=1yI|K,

dove K @ il massimo della funzione | I'(y)]| .
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La tesi segue allora dallosservazione che tutti gli integrali dell’equa-
zione

2 == K
sono prolungabili nelPintervallo ¢, - - oo (9).
Consideriamo ora U'intervallo — oo =1 ¢, e osserviamo che, posto v— —¢,
Ty == — ty, la (2) si trasforma nell’equazione

dzyM.( dy\ dy
e =/t ) =alv 7E).

con g (y,u) funzione crescente della variabile u,

Se allora o (), con =0, & il massimo di | ¢ (y,u)| (cios anche di
[ S u)]) per 0<ty< 2a, —yZu=<"n, si dimostra (®) che, se¢ risulta,
per un valore a >0,

o
d 9
(9) 1w {- oo,
Uintegrale y (t) é prolungabile anche nell'intervallo — oo —1t,, cioé esiste

su tutto Vasse 1.

Importa pero rilevare che, se non vale la (9), Uintegrale y (t) puo non
esserc prolungabile in tutto Uintervallo — oo It

Consideriamo infatti, ad esempio, equazione

y'=ry).

Prendiamo y' in modo che sia f(y)) <7 0 ¢ integriamo tra i limiui y; e

¥yt et.
Si ha
y!
d ’
/—yAl =t —t, .
R ACY
174

Se ora facciamo decrescere f u partive dal valore ¢y, il secondo mem-
bro & negativo: perche lo sia anche il primo deve risultare y > y; e quindi

(5) L. AMERIO, [ n preliminare teorema di dnalise per lo studio dei moti con rexistenza
pussiva, Rend R. Ace, d’Italia, Serie VI1I, Vol I1I, 1942, p. {21,
¢) L. AMERIO, loc. e1t. m (3), p {19,
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J W) < Sy (essendo f(y') funzione decrescente). Se allora risulta

+o0
4y
S 7
v,

finito, & necessariamente
t—ty>—1,

cioe Vintegrale y (f) non & prolungabile per ¢t <<t, — .
Osserviamo infine che nella (6) si pud supporre (e lo faremo sempre in

seguito) non negativo il valor medio u di F(y) nellintervallo 0112 7:
i
(10) =t Fy)dy=0

0
Ammettiamo infatti che sia

2
(11) fFly)dy<o

0
e operiamo la trasformazione y — — 2. Si trova allora

y=—7%, y'=—2
sicche Vequazione (2) si scrive
= —f( -2, —2)=h(z,?)

In questa h(z,2’) & funzione decrescente di 2’ e risulta, per le (3),

lim Rh(z,2)<0, lim h(z,2)>0.

2'— 400 2/ —0c0
Si ha poi, per la (11),
RE 2m

—2n
/h(z,O)dz:: /F(fz)dz: Fy)dy>0.

0

2. — Se poniamo y' = p, la (6) cquivale al sistema di due equazioni
del primo ordine
y=vp
V'=F@y) —Rwy,p
nelle incognite {y (f), p ()}
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Questo puo avere come soluzione costante {a ,b} soltanto la soluzione
v, Of, essendo y una radice dell’equazione (8).

Le soluzioni costanti corrispondono percio alle posizioni di equilibrio sta-
tico del mobile sulla linea I'. Esse vengono a mancare se F(y) non si annulla
mas. )

"Le altre soluzioni {y (), p (t)} definiscono nel piano (y,p) delle linee re-
golari L (dotate cioé di tangente variabile con continuita), dette, secondo la
consuetudine, le caratteristiche del sistema (12). Che tali linee siano regolari
segue immediatamente dall’osservazione che se, per un valore 17, risulta
vy =yp (E):O, & anche, per la prima delle (12), p(t)=0 e quindi
R (y (Z),p(f)):(). Dalla seconda delle (12) segue allora F (y (t)) = 0, cioe
y(t) & una radice della (8). Per il teorema di unicitd si ha allora, per ogni
t,y(t):y(i), contro Vipotesi che |y (f), p ()} definisca una caratteristica.

Si noti inoltre che, in virtt di quanto si & detto nel § 1 ¢ di un teo-
rema di Bendixson (), se la caratteristica L ha una parte L', corrispondente
ai valori t << t', la quale si mantiene in un dominio limitato del piano (y ,p)
Vintegrale {y (t), p (1)} é definito in tutto Vintervallo — oo™ - co.

Osserviamo ora che le caratteristiche del sistema (12) corrispondono a
tutte e sole le soluzioni, nel piano (y,p), delPequazione differenziale del
primo ordine
(13) dp _Fy) E@,») SW,p)

dy p p

Questa ha come punti singolari (nel senso di Poincaré) i punti (5/—,0),
dove y & una radice della (8).

Si noti che, per la prima delle (12) e per la (13), un arco di caratteri-
stica situato nel semipiano p >> 0 & percorso, al crescere di ¢, da sinistra a
destra, un arco situato nel semipiano p <0 & percorso da destra a sinistra.
Inoltre una caratteristica che incontri Passe y (in un punto non singolare)
incontra tale asse ad angolo retto.

Infine, nessuna caratteristica passa per un punto singolare in corri-
spondenza di un valore ¢, finito, di ¢ perché in tal caso coinciderebbe con
la soluzione costante |y, 0!.

3. — Per quel che seguira conviene dimostrare alcuni lemmi.
LEMMA I. — Ni abbia Vequazione del primo ovdine nell’incognite q (y):
dq
(14) dy ¥ ¥,9

(") 1. BENDIXSON, Sur les courbes definies par des équations différentielles, Acta Math,,
Vol. XXIV, 1901, p. 7.
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con p(y,q funzione continua nel dominio D (— oc <y < + 00, a(y) < q <<
<-B(y), «(v) e B(y) funzioni periodiche, di periodo 2 m, e continue. Inoltre
w(y,q), come funzione di y, sia periodicu, di periodo 27 e per la (14) valga
il teorema di wnicita, in corrispondenza di arbitrarie condizioni iniziali q (y) =
=q (con (y.q) punto di D).

Allora se la (14) ammette, nell’intervallo y, = -+ co (oppure — co | y)
wne linea integrale q = q(v) contenuta in D, essa ammette anche, in 1D, un
integrale periodico == q* (v), di periodo 2z, al quale ¢ asintotica la solu-
zione q = q (y) nel senso che risulta
(13)  lim [q@)—q" @] =0 (ppure lim {q() —¢* @)=0).

y >+ Yy ~—cc

Si ha, per ipotesi, per y, <<y <+ oo,

aly)=q¥ =75

Se & ¢y, -+ 2a) = q(y,), Vintegrale ¢ (y) ¢ periodico, di periodo 2 7
Sia ora, ad esempio, q (yo -+ 27) >¢q (y,). In tal caso & anche

(16) gy +2m)>q(y)

per y =-y,. Infatti, per la periodicita di v (y,q) come funzione di y, & un
integrale della (14) anche la funzione ¢, (y) = ¢ (y -} 2 71) e, per il teorema
di unicitd, la linea integrale !, di equazione ¢=—g¢,(y) non pud avere
punti comuni con la linea ! di equazione ¢ = ¢ (y).

Poiche risulta g, (y)) = ¢ (¥, + 2 71) > ¢ (y,), sara allora, per ogni y =y, ,
q, (¥) > q (y), cioé varra la (16).

Posto

G (y) =q@y +2nn) (m=1,2,...)

le funzioni ¢, (y) (tutte integrali della (14)) costituiscono una successione cre-
scente, risultando

(17) ay)<q ) <gy<...<p.

Esiste percio il limite
lim ¢, (y) = ¢*¥)

ed ¢ "
a () <<g*y)<Bw.

Inoltre si ha

q* (y) = lim ¢, (y) = lm g4 (y) = lim ¢, (y + 27) = ¢* (y + 2 7),

h— 0 H—CC n— 00

ciod ¢*(y) & funzione periodica, di periodo 2.
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Si ha poi dalla (14), integrando tra y, e y,
Y

(18) 40 (¥) — 9 (Y :fw(y yqu (¥) d y.

Yo

Se H & il massimo, in D, di | w(y,q) |, risulta infine

|y W, ) | <H

e quindi, per il teorema di Arzela-Lebesgue, & lecito nella (18) passare aj
limite sotto il segno di integrale.
Ne segue
Y,

(19) ¢y - (yo):/w(y,tf* whdy.
Yo

Percio ¢* (y) e tunzione continua. Inoltre, dalla continuita, in D, di
w(y,q) segue la continuita di v (y,¢*(y)). Dalla (19), derivando, si ricava
allora che ¢*(y) & un integrale della (14).

Dalle (18) e (19) si deduce inoltre, che la successione (g, (2)] converge
a ¢*(z) uniformemente nell’intervallo J (y, << z << y, + 2 ). Percio, preso ad
arbitrio ¢ > 0, si puo determinare in corrispondenza un indice n, in modo

che, per » > n, e qualunque sia z in J, risulti

(20) , 40 () — ¢* (2) | <e.
Poniamo ora y =2+ 2nx e osserviamo che &
*H=q¢", (®=qk+2n7)=2q,):
Dalla (20), per y >y, -+ 27 - 20, 7, segue

law) —a* @y | <e,

cioe la (15).

Levma II. Nelle stesse ipotesi del lemma I, se la (14) ammette, in D,
una soluzione periodica q = q*(y), questa ha necessariamente il periodo 2 n.
Inoltre, se y(y,q) é funzione crescente (o decrescente) di q, tale soluzione pe-
riodica € unica.

Supponiamo che esista una soluzione ¢ = ¢ (y), periodica e di periodo
Y. Esiste allora, per il lemma I, anche una soluzione ¢ = ¢* (y), periodica e
di periodo 2z, cui & asintotica ¢ (y).
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Dimostriamo che risulta, necessariamente,
. — ¥
(21) q=q Y.

Infatti, preso &> 0, possiamo determinare 7, 1 modo che, per y >y, ,
risulti

(22) L4y —q* () | <—;—-

Per la periodicita ¢ continuita di ¢* (y) si puo poi determinare d, >0
in modo che, per ogni coppia (y,, y,) soddistacente alla limitazione

|y, — ¥y | <O,
risulti
() E
(23) | ¢* (W) - 9% (W) | <5

Per y, >n., Yy - Yy | <0, sard allora, per le (22) e (23),
(24) la@) —a* W) I < [ a@)—ag" ) | -+ 1 ¢" W) — g @) | <e

Prendiamo ora, ad arbitrio, un valore y e determiniamo (come & possi-
Lile) due interi positivi m ,n in modo che sia

y+m Y >y, |mY—n2x|<<é,.

Posto y, =y -+ m Y, y, =y -+ n 2z, risulta allora, per le (23) e (24),
law) —a*@ | =lqy+m V=g G+n2n | =]q@) - ¢@) | <e

¢ quindi, per Parbitrarieta di ; e di &, si ricava la (21).

Il resto della tesi segue da una opportuna generalizzazione di una pro-
posizione del Tricomi (8) (relativa alla (1))

Supponiamo infatti che v (y,q) sia funzione crescente di ¢ e che esista,
oltre a ¢ (y), un’altra soluzione, g(y), periodica (e necessariamente di periodo
2 7). Sard, ad esempio, per il teorema di unicita, g >q@y) per — oo <
<y < oo '

Poiche risulta

q0)=¢q(27), q(0)=gq(2n),

(*) F. Tricomi, loc, cit. in (%), p 7.
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integrando la (14) nellintervallo 01 125 in corrispondenza delle due solu-
zioni ¢ (¥),q (), si ricava allora

IWquwyZO,/WwﬁwwyZO,

0 0

¢io che e assuvdo. Infatti, essendo y(y,q) funzione crescente di ¢, risulta
Y, qy) >wY,q®) e quindi
27 2r

/w(y,q y))dy>/w<y,6<y>> dy

0

1. — Studiamo dapprima il comportamento asintotico, per t - - oo, de-
gli integrali della (6) supponendo

F(y) >0

in tutto Pintervallo 0 —1 2 g7,
Per le (3), equazione
SWyp) =0

ha una umca soluzione p = (y), con £ (y) funzione continua, periodica e di
periodo 2 .

Inoltre, poiche risulta per p << 0 (essendo f(y, p) funzione decrescente
di p)
(26) W)= W, 0) = F(y)>0,

")
M-- 7 P‘(Y) ////
/ 7 W, )
////gz,,v >
AL

Ni“ 2% ™y

hg. 1

~—
AN

si ha necessariamente

@y >o0.
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La linea o, di equazione p = { (y) (linea di stazionurieta per Vequazione
(13)) & percio situata nel semipiano p >> 0; detto poi 7 il dominio delimitato
superiormente da ¢ e inferiormente dall’asse y, e osservando che @

Sy,p) <0 per p > y)
JSW.p >0 per p < I (y)
si ricava

d .

l:M >0 nei punti interni a =

dy %

d

ﬂl: —_f(yp’ " <0 nei punti esterni a 7.

iniziale ¢ (@) = 8, con

m<pg< .

Dimostriamo che la funzione ¢ (y) ¢ definita nell’intervallo « = - co e
soddisfa ivi alla limitazione

(26) ’ m<g(y) = M.

La (26) segue dall’osservazione che ¢ (y) € funzione crescente nei punti
della striseia 1) (— oo <y <~ oo, m << p << M) interni a 7, decrescente nei
punti esterni a r. Non puo allora essere, ad esempio, in un punto §>a,
g(§)>M perche esisterebbe un punto &, con g(& =M e ¢g(y) > M per
E<<y< ; Allora ¢’ (y) dovrebbe essere positiva in an punto &, dell’inter-
vallo 5—5/—, cio che & assurdo perche ¢ (&) > 1.

Inoltre ¢ (y) & definita nell’intervallo «!— -}- co. Infatti, detto » ’estre-
mo - superiore dei valori di y per cui & definita la funzione ¢ (y), si trova,
per y <, integrando la (13),

Y
_ Sy ag_i(?/_))
(27) g(?/)-—ﬂJrf T dy

ed e, in D,

\J'(y,p)l<K
p —_— b
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con K. costante positiva. Percio, se 5 & finito, ¢ (y) tende, per y — n —, al
limite finito

F v, 99)
ﬂ+/ 9(®) ay.

Se allora si pone g (n) eguale a questo limite, si puo prolungave la linea
integrale p — ¢ (y), a partire dal punto (y, ¢ (n)), in un intorno destro di #.
cio che & assurdo. Deve percio essere y — - co.

Hsiste «llora, per il lemma 1, una soluzione periodica, di periodo 27,
della (13):

p=p*®
ed ¢é
m < p*(y) < M (— oo <y <+ 00).

Inoltre la funzione g (y) € asintotica, per y — -+ oo, alla p*(y), nel sen-
8o che risulta

(28) lim {g (y) —p* ()} =0.

Yy — + 00
Proviamo ora che ogni caratteristice L {y (t), p (t)] & asintotica, nel piano
(y,p), alla caratteristica L*, di equazione p-=—p*(y), nel senso che L
ha, per t abbastanza grande, un’equazione cartesiana p=—g (y) ¢ vale la (28).
Supponiamo infatti, dapprima, che I abbia un punto l—’(y,@ al di so-
pra di L*: sia cioe ]7>p* @). Allora I e (per il teorema di unicita) sempre

. . d .
al di sopra di L*: risulta percio —d—%:p >0 ed L ha un’equazione carte-

- oo . dp | .

siana p = ¢ (y). Inoltre, osservando che fuori di 7 la derivata d~£ & negativa,
Yy

si ricava che ¢ (y) non potra mai superare, per y =y, il piu grande, N,

dei due numeri p,M: sara inoltre p = m . La funzione ¢ (y) rvisuita allora

definita nell’intervallo y!— + oc e soddisfa alla limitazione

m<gyy<N.

Per il lemma I la soluzione ¢ (y) & percio asintotica a una soluzione
periodica, di periodo 27z, p = I (y), soddisfacente alla medesima limitazione,
Ora posto, per ¢ >0, p== V«? , S8i trova che q(y) soddisfa, per la (13)
all’equazione
dq

ﬂ:2f(y’l/§):W(y,Q)7
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dove w (y,q¢) visulta funzione decrescente di ¢, nel semipiano ¢ > 0. Poiché
questa equazione non pud ammettere, nella striscia m? << ¢ << N?, per il
lemma II, due soluzioni periodiche distinte, s1 conchiude che & h (y) = p* (y)
e vale la (28).

Supponiamo ora che L abbia un punto r (—y_,i) (le coordinate di P sono
indicate nella fig. 1 con (a,f) o con (y,d), nei due casi considerati) al di
sotto di L*. Allora, se & p = m la tesi & gia stata provata; se & 0 §17< m,
¢ () ha andamento crescente in un intorno destro y '—! Yy di y: risulta
P (y) >0 e, detto m, il minore dei due numeri m e p(y,), la caratteristica
L risulta contenuta, per y =y, , nella striscia m; <<p <M e si conchiude
che & ancora asintotica alla p* (y).

Supponiamo infine §<0. Scritta la (13) nella forma

dy p

dp~ fy,p)’

si trova che y ¢ funzione decrescente di p, per p<< 0. Si ha poi, per
p=p=<0,

IS8
<=

=8|

>

=9
=

dove » >0 & il minimo di f(y,p) nella striscia pP=p< 0, —co<ly<
<+ o0). Percid L interseca 1'asse y in un punto & situato alla destra
dell’intersezione di tale asse con la retta » spiccata dal punto P con coef-

. v oL . .

ficiente angolare — “(rispetto all’asse y). Prolungando poi L a partire da
4

tale intersezione, 8i ricade nel caso precedente e si deduce la tesi.

Si noti inoltre che p == p* (y) € Punica soluzione periodica della (13).

Infatti, se esiste un’altra soluzione p = p, (y), periodica e di periodo T,
questa deve essere asintotica a p*Jy) e allora, per quanto si & detto nella
dimostrazione del lemma I, coincide con p (y).

Si riconosce infine immediatamente che, per t-- 4 oo, tufte le soluzioni
della (2) sono divergenti a - oco.

Sia infatti L una caratteristica qualsiasi. Per ¢ =t abbastanza grande
L avra un’equazione p — p (y), con
m

(29) -

3
gp(y)ga—m.

Poiche, per la prima della (12), &

ay __

at =p (¥
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si ricava, integrando tra i limiti ¢t e ¢, y ¢ v,

Y
(30) t—f— / Ay :
/v (y)
0
e quindi
2 y—y oYY
T it 2
3 M - m

cioe ¢t ed y tendono contemporaneamente a -+ co .
Risulta percio

(31) lim y(t) =+ oo,
t— 4o
/

cioé la tesi.

Possiamo inoltre precisare in modo assai espresstvo il comportamento asin-
totico, per t — - oo, della funzioue y(t) nell’ipotesi che, nei punti della ca-
ratteristica 1.*, risulti

(32) R, (y,p* ) >0 (—oo<y<+ o).

Osserviamo, innanzi tutto, che, per essere m << p*(y)<< M, la (32) ¢
soddisfatta se é Ry (Y5p)>0 per p>0 o anche soltanto per m << p—==M .
Consideriamo ora una caratteristica L {y(f).p (¢Jl e prendiamo t cosi
grande che, per t=t, L abbia, nel piano (y,p), un’equazione cartesiana
p=p(y), ove p(y) soddisfa alla (29). Poniamo inoltre
_ yh=y , pO=v»
e, pery =y,

Yay
33 Qy) = / LA
(33) y) 0
Y
Segue allora dalla (30) Pequazione
(34) G(y)=t—t

da cui s8i rieava, risolvendo rigpetto a y,

y=y( Yt =y.
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Posto poi

¥

y
* ay % 1 1
G = | fy)y=[{————td
v ‘f P* ' 46) j o rmi Y
{ y

si ha, per le (33) e (34),

(35) GH=G6*"@ —*Y—AY=1t--t.

Dimostriamo che, se vale la (32), risulta

+oo

1 1 (
36) lim /lg—/ %———~——-—— dy—1,
( b o too w J 1w  pw Y
y
finito.
Si ha infatti, per la (13),
1 d *92 2 ) * >
<> ;17/{)) @) — W= — (KW ) —Ry,r )
¢ quindi, integrando tra ; ey,
— — y
- PRy —pP ) p ) — P )
(37) 5 - 5 = {Ry.p*@) Ry,r@)dy.

¥
Per le (28) e (29) & poi
lim {p*(y) — P2 (I — 0

Y -+ 4o

e quindi dalla (37) segue

. _ +00
2 (o) — p2 )
ﬁﬁ%lu@:fWmem~meWW“~

y
ciot {R(y,p*(y) — R(y,p®)) & funzione integrabile nell’'intervallo yl—l+eo.
Osserviamo inoltre che la differenza p* (y) — p (y) ha ivi sempre lo stesso

segno e lo stesso avviene di R(y,p*(y) — R(y,p(y), perche R(y,p) @&
funzione crescente di p.

2 Annali della Scuola Norm Sup. - Pisa
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Ne segue che anche Pintegrale

+oo
j | Ry, p*@)— Ry, p@) | dy

Yy
esiste finito.

Osserviamo ora che I, (y, p*(y)) & funzione periodica e continua di .
Per la (32) si puo allora determinare un numero 6 >> 0 in modo che la
funzione R, (y,p) abbia un minimo ¢ >> 0 nel dominio ('( oo <y <+ oo,
P*¥y) —d<p<"p*(@y)+ d). Per la (28) esiste poi un valore y; =y tale
che, per y = y;. risulti

(38) Py —o<p@y)<pr@ 4 d.

Indicato con % (y) un conveniente valore compreso tra p(y) e p*(y) si
ha allora, per y = y;,

[ Ry, v*@) — Ry, p@) | =Rp@yn | P*®» —pW® | =
=olre® - pwi.

Percio anche | p*(y) — p (y) | & integrabile nell’intervallo y - I+ .
Se supponiamo, come & possibile, 6 < m, si ha poi, per y =>y;,

1 ii:ilp* Y —p© '< | »*@Y) —p® |
Yy W ; I () 26 m (m — 9)
e quindi risulta provata la (36).
Osserviamo ora che, posto
2n
dy
38 E= G* T— | —7-,
( ) 7 (3/) ) / p* (y)
0
si ha (9
2n
(39) y="7&+2(),

con z (&) funzione continua e periodica di &, di periodo 7.
Dalla (35) segue poi

G*Y)=t—t+ G @y)F AW =t—1t+ GG --Ay@t) =t —kFa()

(%) F. Tricomi, loc. cit. in (8), p, 15,
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avendo posto

k—=t— G*(y)—1. .
e 1)
a«%tAwm%~h:—/’;WE——pw)dy
yl

tisulta inoltre per le (31) e (36),

(40) lim «(t) == lim {d(y@)—01—0.
t -+ t v 4o
Per le (38) e (39) si ha allora
2 x
y.—_ﬁ—(t-—k‘lwxni)) 4ozt — L4 a(t)) —
(41) |

2=

avendo posto

2

gl = . (B bzt —k 42 (b)) —2(t — k).

Dimostriamo che risulta

(+2) lim pt)y=—20.
[ e ]

Intatti, preso ¢ >0, si puo determinave, per la continuita e periodicita
di z(&), 6,>0 in modo che sia

(43) | 2(&) — 2 (&) | <«
per | & & | <o,.

Per la (40) si puo poi prendere ¢, =t in modo che, per t >>1¢,., risulti

Py <oa,.

Per t > t, segue allora

[a(t—F () —z(t—k) | <e

e quindi dalla (40) si ricava la (42).
Dalla (41) segue percio che. se vale la (32), un qualsiasi integrale y (t)
risulta somma di wna funzione lineare di ty di una funzione periodica di pe-
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riodo T e di una /unzione infinitesima per t — - oo. Inoltre i primi due
termini di tale somma sono sostanzialmente indipendenti dall’integrale con-
siderato pbiché si passa dai termini relativi a un integrale a quelli relativi a
un altro integrale con uno spostamento dell’ovigine dei tempi.

5. — Indichiamo alcune proprietd delle caratteristiche, nell’ipotesi che
F(y) abbia degli zeri, ma tutti semplici.

Questi sono allora necessariamente in numero finito nell’intervallo
0 =12 7 perche, se fossero infiniti, esisterebbe uno zero & di acenmulazione
e risulterebbe F' (§) = 0, cio che & assurdo. Il numero delle radici nell’in-
tervallo 0 1= 27 & poi pari. Infatti se & F(0) 3= 0, poiche si ha F(27)=
= F(0) e gli zeri di F(y) sono tutti semplici, F (y) si annullerd necessaria-
mente in un numero pari, 2s, di punti interni all'intervallo considerato. Se
poi & F(0) = F (2x7) =0 e supponiamo, ad esempio, F (y) >0 in un intorno
destro 0 —la di 0, sard F(y)<0 in un intorno sinistro d——2x di 2x:
percio Vequazione F (y)=—0 ha un numero dispari, 2s — 1, di radici nel-
Pintervallo ¢ =1b e quindi un numero pari, 2 s, nell’intervallo 01— 2.

Per la periodicita, a qualunque intervallo v |—*g7—i— 2 7 appartiene sem-
pre lo stesso numero, 25, di radici di F(y).

Indicheremo con {y,} (k¢ 0,4+ 1,4+ 2,...) la successione delle radici
nell’intervallo — oo == 4 20 ; supporremo inoltre, per fissare le idee, che
sia F' () >0, I (y,5_1)<<0 e che nell’intervallo 0 — 25 cadano le ra-
dici ¥, yYyyeveyYus-

Studiamo ora Pequazione (13) nellintorno dei suoi punti singolari
Ni(y:,0). .

Detto m; il coefficiente angolare della tangente a una linea integrale
p = ¢; (y) passante per il punto N;, si ha, per la (13),

my— lim LA —E@,0:0) ;) T~ By,0.0) — Bp(y,9:0)9: () _

Y-y, 9i (¥) y—y, 95 ()

_ ¥ (y) — m; Ry (y:,0)

_ Y

m;

perché risulta Ry, (y.0)=0.
Si ottiene in tal modo Vequazione di secondo grado in m;:

’mf"‘ miRp(?/iaO) - F/(?/i):()
da cui segue

’

( m;

? m;

R, (¥:i,0) — /B2 (¥i,0) :
m, -~ p(.?; )+]/p4 + F (i) =
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Poiche F' (y,;) >0, risulta
(14) my <0, myE >0,

Il punto Ny é percio un colle.

Invece il punto Ny, é un nodo o un fuoco.

Per il punto N, passano (19) due linee integrali della (13), formanti com-
plessivamente quattro caratteristiche del sistema (12), che indicheremo rispet-
tivamente, come nella figura 2, con P‘}

' /" 2] " RY,
dy Sargy Bggy Sy o

Di queste caratteristiche, due, e
Ry ed 85 sono percorse dal punto 5 T >,
Py, pt)= L), al crescere di
t, nel verso I>—~ N,,, due, R, ed
85, nel verso opposto.

Da quanto & stato detto si de-
duce che le caratteristiche Ry ed

hk=0,+1,+2,...) sono le
uniche caratteristiche inst1bili, perche i punti N, sono i soli punti che
corrispondono a una posizione di equilibrio statico instabile sulla traiettoria
I'. Per la periodicita, esse risultano individuate una volta note quelle relative
ab valori 1....,8 di k.

Quanto alle caratteristiche Rj, ed SJ;, possiamo rilevare che, per quel
che si & osservato nel § 2, esse sono definite per ¢ variabile nell’intervallo
— o0~ -4 co.

Dimostriamo ora che non esistono, nel piano (y , p), caratteristiche chiuse
¢ questo tanto se si considerano intervalli finiti quanto intervalli infiniti del
tempo.

Per provare la tesi, procediamo nel modo seguente. Dalla (6), moltipli-
cati entrambi i membri per y' (t), segue:

hg 2 S

d (y* . ,
(45) —d—t(—z——w(y))———y Ey,y)=0,
avendo posto
Y
(46) ® ) =/F(y3d Y.

0

(") Cfr. F. TricoMi, Equazioni differenzial, Einaudi, 1948, p. 71,
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Dalla (495) segue che la funzione

2 (¢ 2 (¢
(47) 1o —r o — 50 gy - L0

¢ non decrescente. Pitt precisamente, se Ly (t), p ()] é una caratteristicd, la
Sunzione A(t) ¢ crescente : risulta cioé

(48) L)< A@) per t<t".
Infatti dalle (45) e (47) segue
ll,n
WO =20 = [y B,y
ol

e lintegrale a secondo membro si annulla solo se ¢ y R (y,y’)==0 in tutto
' —— t", ciot per y' () =0, y(t)= cost. (perche ¥’ K (y,y) >0 per y == 0);
ma, in tal caso, per il teorema di unicita, & y(f) = cost., per tutti i valori
di t, contro Vipotesi che L sia una caratteristica

Consideriamo ora, nel piano (y,p), la famiglia di linee {;, di equazioni

(19) D —vw+i=o,

con 4 costante arbitravia. Per ogni punto (y,.p,) passa une e und sola Linea,

2

) - . .

Ly con g = ¢ (y,) — g Dalla (47) segue allora che, al crescere di t, il

punto P (t), descrivendo la caratteristica 1., appartiene successivamente «

linee 1., corrispondenti a valori crescenti di A, La tesi risulta con ¢io provata.
Consideriamo ora (nella fig. 3) il grafico della funzione

(50) uzv)(y):]b'(y)dy—uyw vy,
0
dove =0 & il valor medio, nellintervallo 0 — 2x, di Ir'(y) e
Y,
w(y):/{lf’(y) ~ pldy
0

¢ una funzione periodica, di periodo 2.
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Percid ¢ (y) presenta dei minimi relativi nei punti y,, (F= 0, F' > 0),
dei massimi relativi nei punti yy, ((F=0,F  0). Inoltre, essendo per
ipotesi =0, se dal punto €y, ® (Yu)), di minimo, conduciamo, nel
verso opposto a quello dell’asse y, una semiretta parallela

ol
|
|
i
[}
]
§
1
z\'o /’ | N —
T Yo 58 40 y Y
! T y
!l - ¢
- ]
"11%,--—--0— ________
| A2 B )
Q3 Qs hig 3

a tale asse, questa incontra lu linea = ¢ (y) in un punto Ql (X, P (Tax)
(con @y, < Yue—1 < Yor) tale che in tutto il segmento ry— yy, risulti @ (y) >
> @ (@) e sia inoltre ¢ (@) = ¢ (Yp).

ré

La funzione

(51) p="+12{0 ) —¢Gn)

¢ allora definita nellintervallo w,,'—ly, ed ha, nel piano (y,p) il grafico

indicato nella fig. 4, costituente una parte, 15, della linea I, Yy
Indichiamo con 7, il dominio delimitato da 1,. Pud darsi che un do

minio 7%, contenga dei domini Ty, con h <k corrispondenti ai punti y,,
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contenuti nell’intervallo &, — y,.. Uno almeno dei punti y,, (con 1<<i=<<s)
non e interno a nessun dominio Ty . Basta infatti assumere y,, in modo che
@ () sia i1 minimo dei valori ¢ (y,),..., ¢ (¥s). Si noti poi che se Ty con-

M . 1 € [ Ok 1 N « ! . < v L) i )
tiene Ty,_,, alla linea lwyzk—a) appartiene, oltre a ly;_,, una parte chiusa, Iy,

la quale & frontiera di un dominio T, contenuto in Ty, e contenente nel
suo interno il solo punto singolare Ny, (nella fig. 4 la linea I3 e tratteg-
giata).

Osserviamo inoltre che il punto N, € un punto angoloso per la linea
Uy . In un intorno sinistro di y,, la (51) si serive infatti

p=+Vy =" O=F Y —yp)VF &  (y<&<yn)

e quindi le due semirette tangenti a U}, nel punto N, hanno coefficienti
angolari

(52) W = — V' () 5 e =V F" Yar) -

Il comportamento asintotico. per t - + co, di una caratteristica L la
quale, all’istante ¢,, abbia un punto I, (y,,p,) in uno dei domini 7, si stu-
dia facilmente. Infatti, per ¢ (y;) << 1 << ¢ (y,41) (essendo @ (y,,44) il massimo
di ¢ (y) nellintervallo 2, ! ! y,). la linea I, contiene una parte chiusa ; (even-
tualmente formata da piu cicli distinti e da punti isolati) appartenente al
dominio Ty e di equazione

p==+V2{pw 1].

Inoltre, detta T, la parte di 7, costituita da I, e dai punti ad essa
interni, T;,r contiene 7T} per ' < 1" e T, T si riduce al punto N, 4, ed even-
tualmente ad altri punti Ny, ;.

Al crescere di t, il punto P () mobile sulla caratteristica L, appartiene
a linee I; ; corrispondenti a valori di 1 crescenti con continuita. Non puo
percio uscire da Ty (verche Iy, corrisponde al valore minimo A == ¢ (y;)).
Siccome non esistono caratteristiche chiuse, si conchiude, per un teorema di
di Bendixson (1) che il punto P (t) tende, per ¢ ~ -+ oo, a uno dei punti sin-
golari interni al dominio T)y. Pertanto, se P, non appartiene a una caratte-
ristica instabile che penetri in Ty, il punto P (t) tende a uno dei punti Ny_,
interni a Ty cioé L € una caratteristica stabile.

Si noti che se Ty contiene nel suo interno il solo punto singolare Ny,

N

la caratteristica considerata ¢é necessariamente stabile. Se pot T, contiene

(1) I. BENDIXON, loc. cit. in (7), p. 17.
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T 5, sara sicuramente stabile ogni caratteristica avente un punto I, nel do-
minio Ty
Si & ottenuto in tal modo un criterio molto semplice di stabilita.
Consideriamo ora, nel piano (y, p) la linea ¢ di stazionarieta, avente
equazione
F(y) — RB@y,pr)=0,

0, in forma esplicita, p = ¢ (y).
Poiche R (y, p! ha lo stesso segno di p, risulta

tw>0 se F(y)>0
Ly <o se F(y)<<O0

e quindi
Ly=0 nei soli punti yj .

Nei punti interni al dominio z, tratteggiato nella fig. 5 ¢ avente la fron

INC

/) /f/’
i

g,(y

tiera costituita dalla linea o e dall’asse y, le caratteristiche hanno anda-

mento crescente, risultando, per la (13), %

ap .

ﬂ<0 e le caratteristiche hanno andamento decrescente.
Consideriamo un arco di caratteristica di equazione cartesiana

> 0; nei punti esterni a 7 &

(53) p=yg)

(con ¢ (y) integrale della (13)) situato nel semipiano p > 0, oppure nel semi-
piano p <0, e sia & —# il pin ampio intervallo aperto in cuni & g(y) > 0,
oppure g (y) < 0.
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Dimostriamo ora i seguenti lemmi.

LemmA III, — Siano & ed 7 finiti. Allora, se é g (y) > 0, risulta

(54) lim g(y)=20
. Y—n—
¢ inoltre
(65) lim ¢ (y)=0 oppure lim g (y) = -+ co.
y—~&+ y— &+

Se & g (y) <0, risulta

(56) lim g(y)=0
y— &+

¢ inoltre

(57) lim g(y)=20 oppure lim g (y)— — oco.
Yy—=n— Yy—>n—

Supponiamo ¢ (y) >0 ¢ osserviamo innanzi tutto, per provare la (54),
che pud esistere un intorno sinistro al—4 di 5 nel quale sia g (y) = ¢ (y).
In tal caso g (y) € non crescente e tende, per y -~ n — , a un limite [ = 0.

Fy.p

Non puo poi essere !> 0 perche - risulterebbe continua in tutto un
»

intorno del punto (,[) e la linea integrale p — ¢ (y) si potrebbe prolungare,
restando ¢ (y) >0, in un intorno destro di %, con la condizione iniziale
g () = 1, c¢io che & assurdo. Deve percio essere ! —0.

Non puo poi risultare, in un intorno sinistro o l— 5 di 5,9 y) << ().
In tal caso infatti g (y) risulta non decrescente e tende, per y - 5y —, a un
limite I, con 0 <1< {(n) e si ricade nel caso precedente.

Supponiamo infine che in ogni intorno sinistro «!— y di # esistano
punti y con 9y )>Z( y) e punti y con ¢ (y) < (y). Sara percio £ (y) = 0 per
0<y—y= o, con %>>0 e convenientemente piccolo. Dimostriamo che risulta

(58) lim g (y)=7{ (n).

Yy—=n—

Preso ¢ > 0, si determini a,, con 0<a,gz, in modo che, per

(59) 0<7I"y£“57
risulti
(60) Ly -l <e

Sia poi y¥ la minima ascissa dei punti y soddisfacenti alla (59) per i
quali e g@) =— { (y) e osserviamo che ¢ (y) & funzione monotona in ogni in-
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~

tervallo y =710 tale che sia, per y <y <Td. ¢(y)<{(y) oppure g (y) > (y)
e inoltre ¢ (y)=7C(y), g (d)=2_Cd). Percio, se y e § appartengono all’intervallo
y¥ 1=, risulta, per la (60),

g —Cm) | <ey |g@)—C)| <e

¢ quindi
(61) lg) —C | <e.

Poiche la (61) vale in tutto Vintervallo yFl—#, la (68) & dimostrata.

Non puo poi esseve ¢ (y) >0, per quanto si e gia rilevato.

La (54) ¢ percio dimostrata.

Consgideriamo ora il punto & Osserviamo che se in un intorno destro
di & &—I8, risulta ¢(y) = C(y), g (y) & non crescente ed esiste il limite

lim ¢ (y).
y— &+
Tale limite o vale L oo 0 & =0. Non pud perdo essere positivo, se
finito, perche Pintegrale ¢ (y) sarebbe prolungabile, restando positivo, a sini-
stra di &. Vale percid necessariamente una o Valtra delle (55). Se si esa-
minano poi gli altri due casi, si trova che deve valere la prima delle (55)
In modo del tutto analogo, se & ¢ (y) < 0. si dimostrano le (56) e (57)
Si noti che, se risulta g (& +)=gn—)=0, Vampiezza n — & dell’in-
tervallo conmsiderato non puo superare 2. Infatti se fosse n — &E>2 7 le
- due linee integrali L (p=yg(y)) ed L' (p =gy — 2 7)), definite rispettiva-
mente negli intervalli &~ "¢, (§+2a)  (yn +2=a) avrebbero necessaria-
mente almeno un punto (y,?), con p > 0. in comune, c¢io che & assurdo.

LEMMA TV. Nie g(y)>0, & ed n finiti., Allora, se ¢ 3 3= yx (k =
=0,+1,+2,...), la caratteristica L. di cui fa parte Uarco p=g(y) si
prolunga nel semipiano p <0, in un arco di equazione ng(y), con g(y)
Sunzione definita in un intorno sinistro di un. Detto poi &~ # il piw ampio
intervallo in cui é g(y)<0, risulta & <& <n.

Analogamente, se & EFyu(®) h=0,+1,4+2,...), L si prolunga
nel semipiano p <0, in un arco di equuzione p =g, (y), con g, (y) <0 nel-
Pwntervallo ¢~ n,, con 5 <n,. Inoltre, se é sempre g, (y)=m, #, é neces-
sariamente finito.

Infatti, & chiaro che % deve appartenere a un intervallo ¥ = 9o .
Se poi & vy | <y <Yax, il punto (n, 0) non & singolare e la caratteristica

(2) Non puo essere 5:3/31.+| perchd g (v) & decrescente m un intorno destro &1 tale
punto



44 Luict AMERrio : Studio asintotico del moto di un punto su una linea

L penetra nel semipiano p < 0: inoltre (come risulta dalla fig. 5) il punto
P(t), descrivendo tale prolungamento di L, si sposta, al crescere di ¢, da
destra a sinistra, lungo un arco p:_(y), con ¢ (y) = m (minimo di ¢ (y)).
Se poi & & = &, risulta g(£)<< 0 e ai due punti P, (£,¢ (& +)= P, (&,0),
Dy (& ,:«;(5) corrispondono, per il parametro 2 (t) definito dalla (47) i due valori

* (&)

==g() , }‘2:‘79(5)—‘ — <Ay,

¢i0 che & assurdo perche A(t) e fuunzione crescente di ¢ lungo una carat-
teristica.

In modo analogo, considerando la g, (y), si trova che non pud essere
7y << 5 . Supponiamo ora 9, = 4 co , ¢, (y) =m in tutto Pintervallo §— - co.
Detto » < 0 il massimo di ¢, (y) nell’intervallo & 4 2z & 4 4 7, si ha, per
y=&-4 2n, (osservando che & g, (¥ + 2 7)< g, (),

m<g,(y) <.

Esisterebbe allora una caratteristica periodica negativa p = p* (y) sod-
disfacente alla stessa limitazione. Scritta poi la (13) nella forma

(62) - 5 =F@ K,p

e integrando nell’intervallo 0! 127 in corrispondenza della soluzione p = p* (y)
si troverebbe

0:/ F(y)dy——fR(y,p*(y))dy
0 [}

¢io che & assurdo perche, essendo p*(y) <0, risulta

jlt(y,p*<y>>dy<o
0
e, per la (10),
2n
jF(i‘/)dy:2np,20.
0

Notiamo infine che, in virti di quanto ora si & dimostrato, non puo
esistere un integrale p —=p* (y) periodico e negativo della (13).
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6. — Di fondamentale importanza, per caratterizzare le condizioni di
stabilita o di divergenza, & lo studio delle caratteristiche instabili Sj; ed Riy .
a) Consideriamo dapprima una caratteristica Sj;. Questa, in un in-

torno destro di ¥,x, ¥~ #4, ha equazione

(63) P = o),
con
(64) oY) < 0 (091 (Yor) = 0)..

Intenderemo che tale intorno sia il pit ampio possibile
Dimostriamo che, per un valove almeno di k (e quindi per infiniti, a
causa della periodicita), risulta

(65) lim o, (y) = — oo.
YT
Sia dapprima, per un certo k, 5, == -} oo. Detto » <0 il massimo di
w5 (y) nell’intervallo (ya + 22) !~ (o, + 4 7) , NON pud essere, per ogni y = y,x.

Wk (Y) =M

(essendo, al solito, m il minimo di {(y)) perche esisterebbe una caratteri
stica p = p* (y) periodica e negativa, ¢id che & assurdo, come si & constatato
nella dimostrazione del lemma IV,

Esiste percid un y tale che sia wzk(@7)<m. Allora, per yzg, W, (Y) e

decrescente ed esiste il limite

lim  w (y) .
y—+x

Questo non puo essere finito perche esisterebbe una soluzione periodica
(anzi costante) negativa. Resta percio provata, per #y,=—= 4 oo, la (65).

Sia ora 7 finito per tutte le caratteristiche. Dimostriamo che non puo
essere, per tutti i valori di k,

(66) Wy (Y) =m (Yo <Yy < k) -
Infatti, se vale la (66), si ha, per la prima delle (57),
g (o —) =0

ed uy; appartiene necessariamente a un intervallo y,;_, —ly,; (vedasi la tig. 6)

con i >k. Se e 5, =y, la caratteristica Sy coincide con N7, .
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Supponiamo ora gy < Yy ¢ conduciamo dal punto N, la caratteristica
N%. Questa in un intorno sinistro di y,; ha equazione

P = wy ()

e sard necessariamente
(67) m << 0y () < Wy ()

in tutti i punti dellintervallo ¥y~ %9,

Sia &,; 7 y,; il pit ampio intervallo in cui é Wy, (y) << 0. Non pud es-
sere &, — — oo perché (avendosi sempre my; (y) = m , ;i (Y - 27) < wuy)
\ esisterebbe una soluzione pe-

p
riodica negativa. Percio &, ¢
/ P finito ed appartiene necessa-
r riamente a un intervallo
Yo ™ Yopy con B<k. Se ¢
Y-a Eu Ya Yo Yoo o / &=y, rvisulta 8= 8y, .
D 0

% Vi Ty Se @ &; >y, si conduca la
caratteristica Sy, la quale, per

4 . .
5= la (66), incontrera l'asse y in
un punto n,, appartenente a un

hg. 6
intervallo yy,_, —!yy, con
I1>1i.
('osi procedendo, siamo certi di trovare due caratteristiche N, ed 8%, le
quali coincidono. Infatti i successivi intervalli g, | "9y &oi! 1 ygiy ¥ !~y

contengono ciascuno almeno due punti singolari in pit del precedente. Se la
successione procedesse indefinitamente le corrispondenti ampiezze supere-
rebbero, da un certo punto in poi, 2z, ci0 che & assurdo.

Consideriamo ora tra le carvatteristiche 83, S7,..., 8. quelle analoghe
alla 8, ora indicata. Tra tali caratteristiche prendiamono poi una, 83, = Nj,,
in modo che Vintervallo y,, =y, contenga il massimo numero di punti
singolari. Tracciamo il grafico di tutte le §8,,4,, con = intero. Dal punto
Yoo conduciamo poi la 87,: questa coincide con una 8%, perche, in caso con-
trario, la caratteristica 7, (prendendo « in modo che sia Yo, < 720 < Yom)
passerebbe necessariamente al di sotto di N3, e si dedurrebbe lesistenza
di una caratteristica Sé,,;:h‘;'g il cui intervallo di definizione s !~ Yso
conterrebbe pitt punti singolari dell’intervallo y,, =1 yz,,', cid che & assurdo.
Tracciamo il grafico di tutte le N}y, . Cosl proseguendo, si estrae dalla
successione {8y} una successione parziale {8y } (r=10,+1,4+2,...) la
quale, nel suo complesso, si rappresenta con un’equazione

p=o(y)),
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con o (y) tunzione continua, periodica di periodo 2 z. negativa per y == Yo,
la quale, per y = y,, soddisfa all’equazione (62) Poiche la derivata o' (y) &
continua in tutto Pintervallo — co ™ 4 oo, esclusi i punti y,,  dove pre
senta discontinuita di primu specie, si ha allora, per la (62), comunque si
prendano y e v,

02 2 (1 Y
L LA %("Q-:fF(y)dy—/ym.u,ww»ﬂy.
Y Y

In particolure, per y ==y -} 2z, risulta

/:!_/-{—27: /_;—*-Zn
o:j F(y)dy-jk(y,w(y))dy,

Yy Y

ciog che & assurdo, essendo

E){-Jn .1;/-!-27:
[1"(?/)«7@/?0 ) jlf(y,w(y>)«ly<0-
pt u

Percio la (66) non pud valere per tutti i valori di k. lisiste eioé una
caratteristica N’, almeno tale che risulti, in un punto y,

w0y (YY) <M.
Per y >y. w, (y) & funzione decrescente. Di qui si deduce allora

lim w, (y) == — oo
Y=, =

cioe la tesi.

b) Consideriamo ora le caratteristiche Rjy.. Una di tali carvatteristiche
& positiva in un intorno sinistro (e intenderemo il pitt ampio possibile) 9., ——y
del punto y.,,, nel quale ha equazione

(68) P=ya® (i @w)=0).
Se 9y € finito risulta allora, per le (55),

(69) m wer (¥) =0, oppure lim oy (y) ==+ oo,
y=3 4t Y=yt
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Dimostriamo che, se é ¥, —= — co, risulta
(70) lim yu, (§) = -+ oo .
y-~—co

Non puo essere infatti per ogni y <<y, yur (y) << M (massimo di £ (y)).
In tale ipotesi esiste infatti una caratteristica p = p* (y) periodica e si ha
(osservando che & vy (¥ — 2 1) > o (¥))

(1) PFY) >y () per Yy < Yor.

Ora, integrando la (62) nell’intervallo (yy — 2 ) I=—ly., in corrispon-
denza delle due soluzioni p* (y) e ywu (y) si trova

Yok Yok

/ F(y)dy———/ Ry,p*y)dy,

Y2 'yzk‘%t
‘lllif Yok l/)'fk (Yo — 2 7'[)
/ F(?/“’?/Zf Ry,yr(y)dy ——z—"—
Yop— 27 Yy

6 questo & assurdo. avendosi, per la (71),

?/2‘7’: ?/zk
/R(y,p*(y))ﬂy>f Ry .wr)dy.
Yop 2 Yy

Esiste percio un §< Yory CON Yy (§)> M. Allora vy, (y) & decrescente
per y<§/_ e tende a un limite per y — — oo . Questo non puo essere finito
perché esisterebbe una caratteristica periodica (anzi costante) > iy (y), cid
che & escluso dal ragionamento ora fatto. Resta percio dimostrata la (70).

¢) Sia 8j; una caratteristica soddisfacente alla condizione

(72) lim  wyj (y) = — oo

Y— "72j—

e consideriamo la corrispondente caratteristica R);.
Puo darsi che sia
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e allora la linea R) | N, ha Pandamento indicato nella fig. 7.
Puo darsi poi che risulti

im g, iy)=0.
Y- "“'-2/

In tal caso 9, ¢ finito ed R}, incontra Passe y nel punto &, . appar-
tenente necessariamente a un intervallo yo, ™= ¥yp47. con h<lj.

rd

\

W,

<y

/)o 0

Fig 7 Fig.8

Supponiamo dapprima y,, <, . Allora Rj, si prolunga nel semipiano

P <20 in una linea (che diremo, per maggior chiarvezza, R)) avente equazione

_ 4

(73) p = ().
con ﬁj (9,) == 0, s, (¥ <0 in un in- Ry= Ry
torno destro %, " », (e intenderemo Y,
il pitt ampio possibile) di 9, . Y1 ]

Non puo essere, in tutto Pinter- o
vallo 9, 7 »,, . 2

z!

("D Yy, () =>m . Fig 9

In tal easo infatti p,, ¢ finito per il lemma IV e risulta

lim %J (y) =0

Yy »w—,j

Inoltre il punto v, appartiene necessariamente a un intervallo
Yu 17y e sara, per la (72), y, < ¥, . ¢io che & assurdo, per il lemma 1V,

Esiste allora nn punto y. con w,, (y)y<m. Con il solito ragionamento, si

4 — Awnals delic Seuola Norm Sup, - Pisa.
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ricava che, se é y,; <&, <Y1, Fisulta

-
In tal caso la linea Sj;+ R} + Ry éla frontiera di un dominio 7 (indicato
nella fig. 8), contenente nel suo interno i punti singolari Noyiq, ... N, ;.
Puo essere infine 9, =y,. In tal caso risulta Rj = R’ . Condotta
poi la caratteristica Sy, si dimostra che non puo incontrare Passe y in un
punto #,;, <Jy., e risulta percio

lHm wy, () == — oc .
Y=y

Se fosse infatti #,;, = y. . si avrebbe, per la (62), Passurdo (perche

Yy (Y) > wap (9)) :

f’/,{j ?/?j
/ Riy,po, ) dy=| Riy,omuw)dy.
yzh ‘yzh

Non pud poi essere 3y <y, perché la caratteristica Ny, . prolungan
dosi nel semipiano p = 0, incontrerebbe nunovamente Passe y in un punfo
d.n oh » Ci0 che & assurdo per il lemma 1V,

2y

In questo caso la linea Ny + K | 8% @& la frontiera di un dominio
Z,, (indicato mnella fig. 9) contenente nel suo interno i punti singolari
AJh+l ey Av?}— 1

d) Dimostriamo che se, per wna cavattevistica RS, risulta
(75) lim yy, (y) = 4 o0,
y—.ﬂgj-}-
esistono due caratteristiche R, .85, relative al medesimo punto N,q. per le
quali si ha

(7 6) lim y,, (y) =+ o0, lim @,y (y) = — oo .

Y- 1’2q+ Y - ’]2(1_

Consideriamo le caratteristiche Ny, con &k =j. Se risnlta

& lim @, ()= —
Y— ’72]—

N

la tesi & provata.
In caso contrario, consideriamo, tra le caratteristiche successive 8 4, , ...,
una, Sy, per la quale sia

(78) lim wy(y) = — <.
y=y”
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(79) lm oy, (y)= + ~.
v ﬂzl+
Ja tesi & provata.
Se non e verificata la (79), consideriamo la carvatteristica di indice mas-
simo, N, la quale non sia interna al dominio 7, . PPer N}, sara allora (co-
me segue dalle fig. (8) e (9))

lim m,, (y) = x .
Y osy o

2N
Inoltre sara & > j perche, per ipotesi, non vale la (77) e, se fosse h <,
I linea R}, avvebbe punti interni a Z,,, ¢io che & assurdo,
Se e allora

oy (y) — + ~
73RS ")d‘-{~

la tesi ¢ dimostrata, ITn ecaso contrarvio rvipetiamo per 83, quanto abbiamo
fatto per 8y . Cosi procedendo, dovremo trovare una coppia R}, . 83,, con
¢ =>J per la quale valgono le (76): infatti, in caso contravio, R, verrebbe
ad avere punti interni a un dominio Z,, , per un certo valore i>>j, c¢io
che ¢ assurdo,

7. — Siamo ora in grado di carvalterizeare il comportamento asintotico,
per t -+ ~, di tutti gli integrali della (2).
a) Dimostriamo ¢he  se per wna  caratteristica R vale la (T5), la (2)

ammette, oltre alle caratterist.che instabili, soltanlo caratleristiche stabili.

Sia infatti L {y (1), p ()] una
caratteristica non gnstabile e sia Pé
P (y,p) un punto di I corrispon-
dente al valore t del tempo. AN — tT---=- B

Sia R}, , Ny, una coppia di Up P
aratteristiche per cui valgono le .
- . P~ + + J2(q+ns)
(76) e tali che I appartenga al Vaq 0 v

P 3 . Z{a4ns)-1
dominio U avente come frontiera, "
a sinistra, la linea Rj, 4 N}, e,
a destra, la linea Rjqins +
L8 an 5 7 essendo un conve-
' 2qtns
niente intero positivo. Sia o un

<y

CY T~ """ =——=-\D

-P

Fig 10

numero maggiore dei numeri p ,
M |\m e sia U, la pate di U contenuta nella striseia (— s <y < - o
— 0 =< p < o). Allorw il punto P(f), descrivendo L, non puo uscire, per t=t,

L4

-
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dal dominio U,. Non puo infatti uscirne lateralmente, perche incontrerebhe
una delle caratteristiche R, , Sy, Riyrns 5 Noy4ns)- Non pud poi (riferendoci
alla fig. 10) attraversare, in un istante t, il segmento 4 B perché dovrebbe

d A d
essere 20 = 0, mentre & £P <0, Bl g p > 0. Analogamente non puo
at dy at
attraversare il segmento C 1), perché dovrebbe essere 6171:— <0, mentre e
(

d d
dij <o, % —=p<0.

Per il teorema di Bendixson gia utilizzato nel § 5, poiché L non &
instabile, il punto P (f) tende allora, per t - 4 oc, a4 uno dei punti Ny,
contenuti in U, cioé la caratteristica L & stabile.

b) Supponiamo ora che per mnessuna caratteristica R}, valga la (75).

Allora tutte le caratteristiche Ry, incoutrano Passe y.

Consideriamo una caratteristica S,

on per la quale risulti

lim  wy (4) = — oo
Yy T

e il corrispondente dominio Z,, .

Sia poi L una carvatteristica non instabile, la quale abbia un punto
P(y,p) in Zoy . Dimostriamo che L ¢ stabile.

Preso infatti un numero negativo J, con

6<§, o< m

e detta U; la parte di Z,;, contenuta nel semipiano p > é si dimostra, come
in a), che il punto P(y (t), p (t)) tende, per ¢t — |- co, & uno dei punti Ny,
contenuti in Z,, . La caratteristica [, & pertanto stabile.

Consideriamo ora tutti i domini Z,;, (dove h descrive®una successione di
interi) e osserviamo che uno di questi puo risultare interno a un numero
finito di analoghi domini (percheé, per la periodicita, possono essere interni a
un dato dominio Z, al massimo 2 s — 1 punti singolari). Sia {Zﬂ,k‘} (r =0,
+ 1, +2,...) la successione formata dai domini che non sono interni a

nessun altro dominio della successione {Z,}.

[e.0]
Posto C == 2, Zy, , il dominio C contiene all’interno o sulla frontiera
[ee]

tutti i punti singolari N;. Anzi alla frontiera di C appartengono solo punti
Ny, . Possono poi darsi due casi.
o) Esistono punti del semipiano p << 0 esterni al dominio € (fig. 11).
p) C contiene tutto il semipiano p << 0.
Dimostriamo che, nel caso a) esiste un integrale della (13), p = p*(¥),
positivo, periodico e di periodo 2.
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Per provare la tesi, conduciamo da un punto Yo, appartenente al solo

dominio Zy, la caratteristica R_);\l Questa esiste nellintervallo Yy, — —+ 0
nel quale ha equazione

(80) P =9, ¥ (9w, ¥.x) =0)

con

(81) 0 < gor; (9) < M.

Infatti sia y.,,  yu, il pitt ampio intervallo in cui vale la (31).
Risulta yy,, = - oco.

Yo

Infatti se supponiamo y, —finito, si ha gy (7,5, —) =0 e yy, appartiene
necessariamente a un intervallo y, , = Yup, - Non put essere Vok; = Yok,
perche il punto y,, apparterrebbe anche (come punto di ascissa minima) al
dominio Zy, . Si ha percid yar, 3 << yur, < Yo, © questo e assurdo perche il
segmento ¥y ;!  yu, € interno a Zy, e quindila caratteristica Rj, ne
intersecherebbe la frontiera.

B percio Pahg= 0. Di qui si deduce immediatamente Desistenza
pella soluzione periodica p — p* (y).

Consideriamo ora il caso fp). Il dominio ¢, conteneute Vintero semipiano
p =0, ha la frontiera costituita dalla successione delle caratteristiche Rjkr
le quali, nel loro complesso, formano una linea di equazione

(82) p="(y)
con v (y) funzione continua nellintervallo — > ~ } oo, periodica di pe-
riodo 2. Inoltre v (y) &, in ogui intervallo y,,, ~ Yorpyyy AN integrale della

(13); nel punto yy, la devivata v’ (y) presenta una discontinuita di prima
specie,
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Per la (62), »(y) e percio soluzione dell’equazione
’ 1

— K y
o 1/)2 :;)3
(83) ‘,(yl — *7@ = / Fydy— / By, ) dy.
p ‘.7/

comunque si prendano y ¢ _17 Diremo percio che ¥ (y) & una soluzione periodi-
ca impropria della (13).

Dimostriamo ora che s¢ una caratteristica L{y (t),p (t)] ha per t =1t
un punto 1—)(_»—, p) esterno al dominio C, L. ¢ wna caratteristica divergente ¢
risulta asintotica (nel senso indicato unel § 41 alla soluzione periodica (even-
tualmente impropria).

Consideriamo dapprima il caso «). Allora se e T:> p* @) la tesi si di
mostra come nel § 4.

Sia ora p < p*(y). Allora se & p >0, il punto I’ (f) descrive L spostan-
dosi da sinistra a destra, al crescere di ¢ e non puo mar mcontrare asse y.
Infatti dovrebbe incontrarlo in un punto esterno a € (non potendo essere
L instabile), ¢ioe in nn punto di un segmento y., Yang1 - €O che ¢ as-
surdo perche nel campo (yy <y < ¥ j+1.p < (y) le caratreristiche hanno
andamento crescente. Si deduce allora, come nel § 4, la tesi.

Sia infine ;)g(). Allora il punto I’ appartiene a un dominio V' del-
mitato superiormente da un segmento Yk, =l ‘9-”n+1 , lateralmente dalle ca-

ratteristiche A\«QI‘[,R;,, per un conveniente valore di j. Preso §, con

J+1

d<pe o <m, sia Vy il dominio formato dai punti di V per cui & p = 0.

Entro V; non esistono punti singolari Poiche la caratteristica L non

puo incontrare ne N7, ne IE_;,,H‘ e I(t) non puo attraversare, per t = t.

il segmento H K formato dai punti di ordinata minima (=d) di V, si ri-

cava che, per ¢ abbastanza grande, il punto [’(t) attraversa il segmento
2k, _ 192k,+1 e penetra nel semipiano p > 0.

La tesi e percio provata.

Counsideriamo infine il caso f). Supponiamo (ed ¢ la sola ipotesi possi-
bile) p > (y). Allora la caratteristica L non pud uscire dal dominio W de-
limitato inferiormente dalla linea L (p = (y)) e superiormente dalla retta
p =090, o essendo il massimo dei due numeri M e p. L ha percio un’equa-
zione cartesiana p = p (y). luoltre p (y) & definita e positiva nell’intervallo
Pl oo,

Dimostriamo che risulta

(84) lim {p@y)—y@}=0
y— oo
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£y, p)
l)

sia discontinua sono i punti

Per questo cominciamo c¢ol provare che in W la funzione ° e li

mitata. Infatti i soli punti di W in cui 7‘_(3/._17)
»

singolari N, i quali risultano punti angolosi per L.
Condotta per N, la retta di equazione

Yy - ?/zk,-:VP

(sicche » rappresentera il coefficiente angolare rispetto all’asse p), si ha

3 r Sy + 20, P) , ] : ;
(83) : (y;’f’—) — = =vfy Yur; TPy, D)+ Sy Yo, 32 0y p)y

con 0 <¢ < 1. Supponiamo | » | << »,, in modo che le due caratteristiche
Ri; R’;f R;“r, risultino spiccate internamente all’angolo di vertice Ny,

di dpeltum 2 arctg », ¢ avente per bisettrice la retta y =y, . Dalla (85
segue, nei punti di WV appartenenti a tale angolo,

!.f(y,z»zlgbi,

come funzio-

cou b, costante positiva. Di qui (e dalla periodicita di =~ (‘/" 2)

ne di y) si deduce Pesistenza di una costante b per cui risulti. in tutto W,

o Sy, p)
86 fy,0)
(36) | ;

!gb.

Ragionando per Pequazione (13) come si e fatto nel lemma I per Ve-
quazione (14) e posto p, (y) = p (¥ + 2 n ) si prova che la suceessione { p, (y)}
converge, per y =y, a una funzione periodica, di periodo 2 7, p = x (y), con

(87) 1Y) =y (Y.
Si ha poi
U VAR I (¥)
Pu (y) — Pn (?/) **‘] P (?/) d y

Y

e quindi, potendosi applicare il teorema di Arzela-Lebesgue per la (86),

si trova
Y

(39) 1) [’y’l ay.

Y
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Inoltre, come nel lemma 1, si ottiene

(39) lim {p@) — @)} =0.
Y~ +co

Per provare la (34) occorre dimostrare che & X (y) — w (y). Ora per la
(88) x (y) & funzione continua per tutti i valori di y, dotata di derivata con
tinua per y ==y, e inoltre limitata, per la (86). Percio x(y) soddisfa per
Y =F Ya,; , all’equazione

1 dp?

o ;1*.17:/ Y,m

¢, comunque si prendano y e y, risulta

— Y

2 2

£ z(y) - lz(y) :ff(y,x(y))dy ':-/
Y

Yy Y

Y Y

In  particolare, per y=y+ 2n, si ha

_17-~|-2n ;}/—j—zn
(90) 0~‘fﬁ'(y)dy——jR(y,x(w)dy-
¥ y

Dalla (83) in cui si ponga y:—g;—[— 2, e dalla (90) segue poi

y42m

g-}-.ﬁn
/R(y,my))dy:/R(y,w(y))dy
4 J

y
cioe, per la (87) e per essere R (y,p) funzione crescente di p,
Z(y)=mw ).

La (84) & percio dimostrata.

Che L sia poi divergente si dimostra osservando che y(f) e tunzione
crescente di ¢ e tende percio. per ¢t - -+ co, a un limite . Questo non puo
essere finito perche, per t >t convenientemente grande il punto P (f) ap-
parterrebbe al dominio limitato W formato dai punti di W per i quali &
l—1<<y<| cio che & assurdo perche entro W non cadono punti singo-
lari ed L non & instabile,

Risulta pereid

lim y(t) = -+ oo.

t— 400
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In modo del tutto analogo a quello seguito nel § 4, si dimostra infine
che se esiste una soluzione periodica p=—1p* (y) (Ron impropria) ¢ se risulia

Ry, p*@) >0 (— o0 <y <+ o0),

un integrale divergente y (t) é somma di wuna funzione lineare, di una funzione
periodica di periodo
27

, dy

T — o
-y
e di una funzione infinitesima per t — - oco.

Inoltre le prime due di tali funzioni sono, a meno di uno spostamento

dellorigine dei tempi, le medesime per tutti gli integrali divergenti.

| Pervenuto alla Redazione il 12-1-1950]



