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SOPRA LA TEORIA DELLE CARATTERISTICHE
PER I SISTEMI DI EQUAZIONI
QUASI-LINEARI ALLE DERIVATE PARZIAILI
DEI. PRIMO ORDINE

di MARIA CINQUINI CIBRARIO (Modena).

I sistemi di equazioni alle derivate parziali non lineari del primo ordine
(@) Fo(r 052,200y 23 DisPoyeeesPus GiyQorersq)=0, (i=1,2,....n)
0 brevemente
Fo(x.y;2;5059)=0, (l,g=1,2,....m),

dove s1 e posto

0z 0z
o=
: oy

(N p) =

sono stati oggetto di studio in due nostri lavori anterviori (1), in cui & stato
risolto, nel campo delle funzioni di variabile reale, il problema di CAvcHY :
« determinare un sistema di integrali del sistema (a), quando siano asgsegnati
T valori di z,,2y,...,%, su una cw va data ».

I1 problema di CAUucHY non e il solo che si possa proporre per il si-
stema (a); per esso si possono proporre, per esempio, problemi del tipo di
(GOURSAT. tra i quali il pitt semplice e il seguente: « determinare un sistema
di integrali z,,7,,...,2, del sistema (a), quando alcune delle 7,7, ..., %,
sono assegnate su unr arco di curva, ¢ le altre su un altro avco di curva, che
inerocia il primo in un punto ».

(Y) (M) M. CiNQUINI CIBRARIO, Sopra il problema di CAUCHY per i sistemi di equazioni
alle derivate parziali del primo ordine. Rend del Sfeminario matematico di Padova, A. XVII,
1948, pp. 75 96.

(Mg) M. CiNQUINI CIBRARIO, Sopra i sistemi di equazioni alle derivate parziali a carat-
teristiche reali e multiple Rend Aecc, dei LiNcer, s, VIII) vol IV, pp. 682-688. Nel seguito
questi lavori saranno citati con (M) e (My).

i1 Annali.della Scuola Norm. Sup. - Pisa
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Un problema di questo tipo e stato studiato da L. A. MELTZER (?) per
un sistema lineare

n
Say@,)p, b,y g = (0 Y52, ,2,), (=1,2,...,n),
J=1
mentre non mi sono noti lavori sullargomento relativi al sistema genecrale (a).
Nel presente lavoro iniziamo questo campo di vicerche, risolvendo, nel
campo delle funzioni di variabile reale, un particolare problema di GOURNAT
per un sistema quasi lineare del tipo iperholico (3)

N
.2‘ Ay@,yi2 02000 2)p, F By, 02,)q ==
j=1

(X

=0 (X, Y32, 4% 5000y 2). (i=1,2,....n).

La risoluzione di tale problema & di particolare importanza, perche essa
ci permettera di dare nel presente lavoro un assetto compiuto alla tcoria
delle caratteristiche del sistema (1) nel campo delle funzioni di variabile veale.
I risultati ottenuti nel presente lavoro saranno estesi, in successivi lavori,
al sistema generale (a), ¢ ad equazioni e sistemi di equazioni di oirdine
superiore.

Nel § 1, dopo aver definito ¢io che si intende come sistema di curve
cavatteristiche del sistema (I), viene enunciato il risultate fondamentale della
presente vicerca, relativo all’esistenza di un sistema di integrali del sistema (1),
che contengono una curva caratteristica data, e in piu nei punti di una curvu
assegnata del piano x,\ soddisfuno una condizione lineare (in particolare una
delle z,(x,y) fissata si viduce ad una funzione assegnata).

Nel § 2 la dimostrazione di tale teorema viene ricondotta alla risolu-
zione di un problema studiato in due nostre note recenti (4).

Nel § 3 si dimostra un altro teorema di esistenza e di unicita e si prova
il risultato che ogni curva carattervistica del sistema di equazioni alle derivate
parziali (I) appartiene « infiniti sistemi di integrali del sistema (1): si prova
pure un risultato negativo, e cioé che, in generale, per due curve caratteii-
stiche date del sistema (1), apportenenti a due diversi tra gl n sistemi di
curve caratteristiche, non possa alewn  sistema di integrali del sistema dato.

(2) L. A MELTZER, On the correct Stalement of Goursais pioblem. Recueil mathématique.
nouvelle série, T. 18 (60), 19:6, e Sur la posntwn correcte du piobléme de Goursat, C. R
Acad, Se., U.R S S, N S. 30, p. 643 696, 041,

(M) Nel senso che ammette n sistenn distinti di enrve c:n':lfh\l'iuti('lu‘g tutte reali

() M (CINQUINTI CIBRARIO. Sopra aleuni problemi preliminari, Nota 1 e Nota 11, Rend
dellIstituto Lombardo, Vol. 83, Esse saranno citate nspettivamente con (Mg) e (M,).
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Il § 4 contiene alcune osservazioni 1elative alla determinazione delle
striscie caratteristiche dei vari ordini e ai sistemi di integrali del sistema (I),
che le contengono.

Nel § 5 si completano, mediante i risultati del piresente lavoro, i nostri
teoremi, contenuti in (M,) e relativi alla risolnzione del problema di CAUCHY
per il sistema (I).

Mentre nei §s 15 si ¢ sempre supposto che il sistema (I) ammetta n
sistemi distinti e tutti reali di caratteristiche, il § 6 & dedicato al caso, gia
studiato in (M,), in cui vi sono dei sistemi di caratteristiche multiple, pur-
che tutte reali e soddisfacenti ad una condizione, gid introdotta in (M,) (%) ;
aleuni dei risultati dei §§ 1-5 valgono senz’altro; altri devono essere oppor-
funamente modificati.

Il § 7 e dedicato al caso, in cai i sistemi di carafteristiche distinti si
riducono a due; in questo caso infattt vi sono delle notevoli semplificazioni
nelle ipotesi e nei risultati. Infine nel § 8 si studia il caso in cui vi & un
solo sistema di caratteristiche n-ple.

v 1 - Posizione del problema.

1. — Si supponga che A, . B, , (', siano definite in un campo D e ivi
lipschitziane, e che Vequazione

Aydy - B,de A,dy—Byde..... 4, dy— B, dw

I Aydy — By dae As,dy — Byda ... .. Ay, dy — By, dx 0
{ ==

| 4,0dy - B, doe A,,dy—B,,dx..... A, dy — B, dx

abbia in tutto D sempre n radici rveali e distinte, cio¢ che il sistema (1) sia
del tipo iperbolico in tutto D .

Indicato con .1 il determinante il cui termine generale & A, , in tutto
D sia (9)

) A0,

() Cfr. (M), p. 683 Ipotesi A).
(6) 81 vedrd in segurto (efr § 2, n, 1) che Iipotesi (1) non ¢ restrittiva per quante
concerne i teoremi, ¢he cnunceremo, in quanto essa pud sempre essere soddisfatta nell’in-

torno di un punto x,y.%,, ..,z, del eampo D.
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d : -
Posto allor: di = o nella (I1), nel seguito considereremo sempre la (IT)
x

4

come una equazione nell’incognita o.
Sia .
(2) 2=z (2, o == 2 (X, Y) ). . 23, =2, (T, ¥)

un sistema di integrali del sistema (I); nello spazio a n -} 2 dimensioni, in
cui variano x,y,2,,%5,...,2,, le (2} definiscono una superficie 2, che
diremo superficie integrale del sistema (I).

Nel primo membro dellequazione (I1) si pongano al posto di 2z, ,2,,....z,
le funziom (2), e sia

dy

(3) S =olry s )y

. .od
una radice dell’equazione in 7% cosl ottenuta.

La (3) definisce su 2 un sistema di curve, che costituisce il sistema
di curve caratteristiche relativo alla radice o della (II); nei punti di fali
curve yvalgono le due equazioni

n n
(111 dy—odx; 2 Il A,dz,— 2 I C;dex,
1==1

1,)=1

dove le hy,hy,... h, sono funzioni di v,y.2,%,....2,, non tutte nulle
contemporaneamente, che soddisfano le

n
(4) 2y eo—DB)h=0, (J—=1,2,...,n).
=1
9. — Si faccia ora astiazione dalla conoscenza del sigtema (2) di inte

grali del sistema (I), e sia dato un sistema di funzioni D! (7), definite in un
intervallo o, <<ax < wr,

(Iv) y—/(), 2, =f0,...,5,=1{, ().

Diremo che il sistema (1V) di funzioni costituisce una cuarva caratteri-
stica del sistema (I), relativa alla radice o della (I1). se futti i sistemi di
valori a,f(x), {, () ,..., L, (@), ottenuti al variarve di a nellintervallo

(") Diremo funsione D' una funzione continna con tutte le sue derivate fino a quelle di

estnie

ordine n mmcluse, e funzione D" — L una fanzione D" | le cui denivate n- sono inoltre,

lipschitziane
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t,=lax <&, appattengono al campo D, e se le funzioni (IV) soddisfano il
sistema di equazioni diffevenziali (I1I). Si dice che una superficie integrale
2" del sistema (I), avente per equazioni le (2), contiene la curva caratteri-
stica (1V), se la curva y=— f(x) appartiene al campo o0 di definizione delle
tunzioni z, (x,y), e se & (%)

.

(V) zole, SO =Ly (@), ey 2 (0, f@)] = (@)

3. — Si indichino ora con g, ,p5,...,0, le n radici distinte della (I1);
si_ considerino poi gli n sistemi di fuuzioni B, (0,952, 25,00, 2,), ((,r—=
= 1,2,...,n), che soddisfano gli » sistemi di equazioni analoghi al si-
stema (4):

n

) XA 00— Bk =0, (r=—1,2,...,0).

¢
]

Stondichi con 1 il determinante, 11 cwr termine generale e

k3
(6) e, = 3 I/ 4,,

=1
e con [ il determinante, il cui tetmine generale & k,' ; poiché

(7) A==AH,

e si e dimostrato in (M) (¥) che

(8) H=+E0,
da questa ¢ dalla (1) segue che »
(9) d=0.

Indicheremo con y,, il complemento algebrico in .f dell’elemento c,, .

4. - Si ponga o, = ¢; sia assegnata, mediante la (IV), una curva ca
ratteristica I del sistema (I), relativa alla radice o, della (1I); nei punti di
5 (r) . . . . .
I'le A, , By, Coy 00y ki 'y Cryy vy, (i,j,r=1,2,...,n) sono tutte tun-

zioni note di «.

(8) Pno darst che il campo 8 non contenga Dwmtera curva y = f(x). ma soltanto un
arco d1 essa 1n tale caso si intende che le (V) sono soddisfatte soltanto su tale arco, e
che quindr la superficie integrale X contiene mnon lintera cur.a ' data, ma soltanto un
arco di essa, Questa osservazione va tennta presente nel seguito

() Cfr (My), & 3, n. 2
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Si supponga poi che le funzioni 4;, B,,, ¢,, (i.j=1,2,...,n) siano
funzioni DI — [ in tutto il campo 1), e che le funzioni (IV) siano DI — L
nellintervallo #, << # <Cx,. Sia x, un punto interno all’intervallo », < ax <,
e siano y, e y, due valori di y, tali che sia y, < f(xy)<y,.

Posto y, = f(%,), sia # = ¢ (y) una funzione DI - [ definita nellinter-
vallo y, <<y <y, e tale che sia x; — ¢ (y,); nel punto comune (x,,y,) le due
curve y — f(x), x = ¢ (y) non siano tangenti, cosi che

(10) 1 f (@) 9 () F 0.

Siano assegnate inoltre n -+ 1 funzioni @, (), @, @),y o0 ¥), G W),
definite nell’intervallo y, <<y <<y,, ivi DI — L e soddisfacenti le condizioni

(11) 2] @, (Yo é_; (ry) = @ Yo
)=
(12) 21‘/1 (¥o) 71y 1&g 5 Yo 5 € (o) s Lyl@o)y v« Ll = 0.
-

Si puo allora enunciare il seguente :

TrorEMA 1. Nelle ipotesi precedenti esiste uno ¢ wun solo sistema
di integrali del sistema (1)

(13) g, ==z, (%,¥), 2o == 2y (X3 Y) g s oy B =2, Xy Y,

che sono definiti i wn campo & abbastanza piccolo del piane x .y, contenente
allinterno il punto x,.¥,) . sono ivi funzioni DU — 1., soddisfano le (V) (10).
e soddisfuno inoltre la condizione (1)

"

(VI :—4\: ' v 2 lg (:’/)7?/] = G(y)».

J=1

Geometricamente il TEOREMA [ assicura che: « Hsiste una ¢ una sola
superficie integrale 2 del sistema (1), che passa per la curva carvaticristica Y,
e inoltre contiene une cwrva A, che si proietta sul piano x,y nella curva
X =g (y), nei punti della quale ¢ soddisfutta la VI)» (1?)

(10) Si intende ehe le (V) sono soddisfatte soltanto sull’arco della eurva y = f(x),
contenuto nel campo J (efr la precedente nota (3)).

(4) Si intende che la (VI) & soddisfatta nei punti della curva x = ¢ (y), appartenenti
al campo .

(*?) Si intende (cfr le precedenti note (3), (29), (41)) che queste condizioni sono sod-
disfatte in piccolo, ciod sono relative agh archi delle eurve [" e A, che si proiettano sul
piano x,y in punti del campo d. Analoga usservazione si intendera sempre fatta nel seguito.
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In particolare Te ., (y, possono essere coslanti per y, <<y << y, (soddi-
stacenti Je (11) e (12)), ¢, ancora pilt in particolare, possono essere tutte
nulle, tranne una, p. es. la ¢, (y); posto

, Gy
V4 = y
@) @y (y)
le (11) e (12) divengono
(r’) &y (@) = Z; (Yo)
(129 Yoo Yos &1 (o) y Co @)y e vy Lul@)] 0.

Come caso particolare si ha dunque dal TEorEMA I il seguente

COROLLARIO 1. — <« Nelle ipotesi del TROREMA T (sostituendo le (11) e
(12) alle (1) e (12)) esiste vnv o wi sulv sistema di wtegrali (13) del sistema
(D), che sono definiti in un campo 6 abbastanza piccolo del piano x,y, con-
fenente  all’interno il punto (Xy,¥,), sono ivi funzioni DY — L, soddisfano le
(V) e soddisfano inoltre la

(V1% 2 g W)yl = Z, (y)».

Sulla curva y = f(x) sono dunque assegnati i valori di tutte le 2, (v, y)
(in modo che essi, msieme alla y /), costituiscano nello spazio a n + 2
dimeusioni delle variabili x,y,2,,25,....2, Una cwrva caratteristica) ; sulla
curva x — ¢ (y) sono dati i valori di una sola delle z (r,y), e ciod della
S,y (%), Geometricamente : « Esiste una « wna  sola superficie integrale
X del sistema (1), che conticue la cwrva caratteristica I') ¢ inollre contiene
una curva A, che si proictta nello spazio delle vaviabili x,y ,z,, in una curva
data di equaziont X =g (y), z, = Z (y)».

§ 2 - Dimostrazione del Teorwva 1.

I. - Nello spazio a » | 2 dimensioni delle variabili ®,y,2,.2,,.. ,2,

si portr Vorigine nel punto xy,y,. ¢ (v, ..., 0, (v,), che appartiene alla
caratteristica [ assegnata; in questa ipotesi &

(1) Xo==Yo=0; £, (0)=0:...58,(0)=0,

(13) Sulla enrva & —= g (y) S1 possono dare soltanto 1 valort di una sola qualunque delle
o (x,y), purche per tale mdice ,; sia 7,/0[7}3‘, vy S (), Lo (X)), ..

¢ xy)d-0 cche @ la condizione 127 se ), — 1 ; certamente vi ¢ almeno un valore j,
dellindice j, per cm guesta condizione @ soddrfatta, perche 1l determinante A4 & diverso

2, (x,y), ¢ s1a p.oes 2

da zero.
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e quindi

(2) S0) =g0) =6G0)=0.

Si prenda come asse r la tangente alla curva carvatteristica I’ nellori-
gine; ne segue subito che

(3) SO)=05 J(0)=0;..550)=0; (0, =0(").

Dalle condizioni (V) e dalle 12) e (3) segue che le p,,py,...,p, sono
tutte nulle nell’origine; dalla condizione (VI) derivando ¢ tenendo conto
delle (2) e dal fatto che le (p)), sono tntte nulle. segue che

(4) 2 P (0) (q;)() =G (0).

j=0

Poiche anche nellorigine valgono le (VII) (¢fr. pitt oltre n. 2) le (q,),
soddisfano anche le

"w ”n r 1 " ” .
(5) S I (A () = S () (C)g

J=1i=1 (Qr)() i=1

che si ricavano facilmente dalle (V1I), tenendo presente che per I'ipotesi
fatta che il sistema (I) sia del tipo iperbolico e per Pultima delle (3) & certo

(6) (1) F 0, (r=2,3,...,n),

e che per Pipotesi (1) del § 1 nessuna delle ¢,,09,...,0, pud diventare in-
finita nel campo D. Il determinante dei coetficienti del sistema delle (4) e
(5) e diverso da zero per la condizione (12) del § 1, perche tale determi-
nante e uguale al primo membro della (12), come si puo vedere facilmente.
Ne segue che nell’origine i dati determinano immediatamente i valori di
tutte le derivate prime degli integrali cercati z, (x.y) del sistema (I); noun
¢ restrittivo supporre che tali derivate prime siano tutte nulle, cosl che e
anche

(7) (Ci)g =10, (t=1,2,...,n); G’ (0) =
Il piano tangente nell’origine alla superticie 2 richiesta coincide allora

con il piano x,y; tale piano contiene tutte le direzioni caratteristiche nel-

(14) Colla notazione (¥), indicheremo, qui e in seguito, il valore della funzione F,
quando tutte le variabili, da cui essa dipende, sono nulle.
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Porigine; per lipotesi (1) del § 1, nessuna i tali direzioni coincide con
Passe y (15).

Si fissi Pattenzione sopra wuna radice qualsiasi della (1D, distinta da g, ,
¢ sia g,; si ponga

1
g = — .
Q2
Per Vipotesi (1) del § 1 e certo
(8) (o) = .

Non @& restrittivo supporre che sia (16)
9) | g (0) — (o) | <T1.

2. Supposta nota la superficie integrale 2. che soddisfa il TEOREMA
I, si prendano su di essa come linee coordinate 1= cost., u = cost. due si-
stemi distinti di curve caratteristiche, e precisamente come sistema u = cost.
quello relativo alla radice o, = o della (II), a cui appartiene la caratteristica

o . . 1
cost. i1 sistema relativo alla radice g, —= —
o

data I, e come sistema i

della (11). Si prenda poi origine come punto 1= u = 0, cosi che la carat-
teristica I" abbia equazione u=—=20; si scelga il parametro 1 in modo che nei
purti di I" sia 1 =, e il parametro u in modo che nei punti della curva
A (efr. § 1, n. 4) sia u==1y. Nelle coordinate i, u la curva A ha equazione,
che si puo porre nella forma 12—y (u), dove y (u) & una funzione DI — [,
definita nellintervallo u, << u << u, (con y, = u, ,y, = uy), intervallo che con-
tiene il punto u = 0 come punto interno; e

(10) w(0)=0.

Nei punti della superficie 2 le x,y,z, (®,y),...,2,(®,y) si viducono
a funzioni DHI--L di A, u

(11) ey, YAy, 2 (Aypm)s.. .y (h,p.

(45) Ne segue che la condizione (1) del § 1 non & restrittiva, almeno per quanto con-
cerne teoremi che s1 dimostrano in piccolo

(46) Se la condizione (9) non e soddisfatta, hasta fare 11 cambiamento di variabih
X=ux, Y=1y, e scegliere per k un valore opportuno,
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Come si & visto in (), esse soddisfano il sistema (17)

Y= 0%; By == 0Yu;

.

n n
(1 - (1
> hi oA, 5, =2 I Y0 x5

1,)=1 i=1
(VII) ( ’1 2 - '—11 (2)
”il h' Ay 2, =ii1 hi’ O;
n ! d ; " ) d
S a4, —L =38 0 -
i,)=1 ' Y d tr i=1 ) t d tr

dove si & posto (cfr. § 1, u. 4) o, =9, dove inoltre

<

©<

(12) 2 +-2

. - al  du . .
in cui il rapporto tra —— e S & determinato dalla
dt, dt,
dy dzx
1: = = 3,4 .
(13) At or at’ ( 3,4, 1),

e infine le v, (i=1,2....,0n, r=1,2,...n) soddisfano gli n sistemi
di equazioni (5) del § 1, n. 3.

La condizione che la superficie 2 contenga la curva caratteristica I
(cioe le condizioni (V) del § 1) diviene

(14) a@(d, 0)==1, ¥ (A, 0) = f(A); 2; (%, 0)=C,(R), 2, (A, 0) ==Ly (A);. +y2uldy 0)==,(h),

e la (VI) diviene

(15) S g (e ly (). ul = G (w.
1=
3. — 8Si faccia la posizione
(16) .zl(h,."‘)o (Ao 2 (hy ) = 1, (1, ), (r=1,2,...,n).
i,)=

(17 Cfr. (M,), & 6, n 2, p 94, form. (IX), vi e nel presente lavoro qualehe lieve dif-
ferenza di notazioni.
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Il sistema (16) & risolubile nelle 2, (2, p). perche il determinante dei suoi
coefticienti ¢ (1), = (d), ({I)y, dove A, .1, H sono i determinanti, definiti nel

§ 1 (n. 1 e n. 3 rispettivamente), e valgono le (1), (8) e (9) del § 1.
11 sistema (VII) si trasforma allora in un sistema del tipo

[ yi=oa:; Py == 0 Yu';

n
Wy, = 2 dys U, + 0y X3

s=1
(Vl]I) ‘ n
W, = 2 a, s, 4w, 2
s=1
d w " du Kz
— = a S AR re=3, 4., 0\
dt, 2 mdtr—] )dtr’ ( i s M)

dove si & posto per brevita

H
(17 a,= ki (,, (r=1,2,...,n

=1
e, tenuto conto dell’ultima delle (3), delle (7) e delle posizioni (16),
(18) (0)g =03 (tp)y =05 (&), 0O, (rys=1,2,...,1n),

mentre valgono le (6) e (8).
Posto

(19) UM = 2 (b )y (Ay)o &, () s (r=1.2,...,0),

1)=1

le U, (4) sono tunzioni note, definite nellintervallo 4, << 1 <4, (con i, =wa, ,
A, = &,), contenente all’interno il punto 2 =0, sono DI — L in tale intei-
vallo, e per le (1) e (3) si annullano nell’origine, assieme alle loro derivate
prime La condizione (15), tenuto conto della (12) del § 1, si trasforma in
una relazione chs si puo porre nella forma

(20) wy ly (), pl == P () + 2 Ky (pe) wr | () 5 s

1=

dove @ (u), k,(u),...,k, (n) sono funzioni note, definite nellintervallo u, <
< pu=py e ivi DIT - I e la @(u) & nulla per p==0 assieme alla sua de-
rivata prima (ctr. le (2) e (7)).
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Se dunque esiste un sistema di integrali del sistema (1), che soddisfa
il TEorREMA I, allora ammette in corrispondenza un ben determinato sistema
di soluzioni il seguente:

PROBLEMA a). — Determinare un sistema di funzioni

CAyp)y Y@ pu)y w(Aypm)y wg(Ayp)yeneytn(d,p),

definite almeno per | A |, | u | abbastanza piccoli, ivi D" — 1., e soddisfucenti
il sistema (VILI), ¢ wna funzione () definita almeno per | p ! abbastanza

piccolo ¢ DI — L, in modo che valgano le seguenti condizioni
x(1,00=4i, u,(1,0)=0U,(4), (r==2,3,...,n),
w(0)=10
(IX) &y (W) pl =g (w); ylv ), pul=p,

wy lyp () i1 —- D) L2 k() w, [y () pel
=2

4. — Il PROBLEMA «), quando si ponga
(21) w(dy, )=, p; vy )=y,

& stato risolto nel nostro lavoro gia citato (dlg) (18); ivi e stato provato che
il problema in questione ammette uno e un solo sistema di soluzioni. Si ve-
rifica immediatamente, tenendo conto anche delle (9) e (10) e del fatto che
nel caso presente &

(22) Up) =g (n), Vg =pu,

che tutte le condizioni imposte nel lavoro citato sono soddisfatte.

\

Come si & ivi osservato (19), se

(23) w==w (A, )y v =0, @5 Uy ==ty (Ay )y Uy ==y (Ay 1) 5 euy Uy == Uy (A, 1)

(18) Cfr. (M), n 4, TEOREMA I; nel caso presente & Ay=u,=0.U(u)=yg(u), V(p)=p,
e le f_ sono tutte identicamente nulle.

(19) Cfr. (My) n 2 e n 4 alla fine: nel easo presente & 7 (4) = f () (si ricordi che
le funzioni (1V) assegnate soddisfano le (I11))
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¢ un gistema di soluzioni del PROBLEVIA «). nel campo di esistenza di tali
funzioni (*°) valgono anche le

(24) p (4, 0) =7 (), w, (2. 0)= U, (1)

Dal sistema (23) di soluzioni del PROBLEMA «), tenuto conto delle (21)
e delle (16), si ricava immediatamente un sistema di funzioni (11), che sod-
disfano le (VII).

Dal confronto delle (16) e (19) e delle prime » tra ie condizioni (IX),
tenuto conto anche delle (21) e (24) e del fatto che il determinante dei coef-
ficienti sia del sistema (16) che del sistema (19) & (A4),, che e diverso da zero,
segue che valgono le (14). Dalla (20), per il modo in cui & stata ottenutay
si ricava subito la (15).

5. — Le

(25) r=a(ly), Y=y,

determinano un cambiamento di variabili, che & invertibile in un intorno
dlell’origine ; si ottengono cosl le

(26) r=i(,y), w=pr,y)

dove le A(r.y), u(x,y)sono detinite per | @ |, | y | abbastanza piceoli e sono
DIt — L5 sostituendo le funzioni (26) nelle 2z, (A, 1), 23 (A4 g0)ee vy 2, (A, p).
si ottengono le funzioni

(27) 2, =2, (%, ). By =2 (X, Y) ..., 2y 2y (,Y),

che sono definite in un campo & contenente ’origine come punto interno e
sono ivi DT L. Dalle (14) segue che sono soddisfatte le (V), ciog che la
superficie 2 di equazioni (27) passa per la curva caratteristica I'" di equa-
zioni (IV); dalla (15), tenato conto del modo in cui sono state introdotte le
coordinate 1, u. segue che le funzioni (27) soddisfano la relazione (VI). Con
ragionamenti simili a quelli tenuti in (1,) si prova (*!) che le funzioni (27)
costituiscono un sistema di integrali del sistema (I).

Il TROREMA 1 ¢ cosi completamente dimostrato.

() Circa tale campo di esistenza ofr : M. CINQUINI CIBRARIO, Sopra wun nuovo pro-
blema ar il per un sistema di equazionr alle derivale parziali, Rend, Istituto T.ombardo; vol
ILAYXIX 1949, nn 6 e 7.

(¢4 Cfr (M), § b, n 2, p 95-96
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y 3 - Altri teoremi di esistenza.

1. — Si suppongano soddisfatte tutte le ipotesi fatte nel § 1, n. 4,
tranne quelle relative alla curva o =— ¢ (y). Vale allora il:

TroREMA II. — « Esiste uno e un solo sistema dv integrali del sistema (1)

31231(“9?/)’ 2y =22 (X3 Y) sy 2= 2y (T Y),

che sono definiti in un campo § abbastanza piccolo del piano x,y, conte-
nente allinterno il punto (x;,y,) sono ivi funzioni DU — L, soddisfano le (V),
e inoltre nei punti della curva cavattevistica C, passante per il punto

(7 5./ (2), C1 (). Cg (®) 3o v vy & ()

e appartenente « un ben determinato sistema, distinto da quello a cuv appay-
tiene la curva cavaiteristica I, soddisfano la

n

(X) 29, ye =G H)».
] 1

Geometricamente : « Fsiste wna ¢ una sola superficie integrale 2 del sistema
(I), che passa per lu curva caratteristica I'y e inoltve é tale che lungo un’altra
sua curva caratteristica C . av.nte con I' un punto in comune ¢ appartenente
a un ben determinato sistema, diverso da quello, a cui appartiene la curva I
é soddisfatta la (X)».

Si tenga presente che la caratteristica ¢ non ¢ daty, ma ¢ dato soltanto
il sistema, a cur essa appartiene. Anche qui, in particolare, le ¢, (y) possono
essere tutte costanti per y, <<y <"y,, e, pill in particolare ancora, tutte
nulle, tranne una. per es. la @, (y) (purché valgano le (11°) e ( 2') del § 1,
n. 4). Si ha cosi il:

CoROLLARIO II. — « Nelle ipotesi del TROREMA 11 esiste uno e un solo si-
stema di integrali del sistema (I), che sono definiti in un campo 8 abbastanza
piccolo contenente il punto (x,,y,) come punto interno, sono ivi M — L, sod-
disfano le (V), e inoltre nei punti della caratteristica C, definita nel TEOREMA
11, soddisfano la

(Xy) 2y == Zy (y) »

Geometricamente : « Hsiste una ¢ una sola superficie integrale > del si-
stema (I), che passa per la curva caratteristica I", e inoltre & tale che nei
punti della curva cavatteristica C é soddisfatta la (X,), cioé contiene una curva

\

caratteristica C di cui ¢ notu lu proiezione nel piano y,z, ».
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2. — Si porti, anche nel caso presente, 'origine in un punto della curva
I", e si prenda come asse x la tangente alla curva I” nell’origine ; valgono
allora le (1), (2), e (3) del § 2 n. 1: come nel § 2, n. 1, anche nel caso pre-
sente i dati permettono di calcolare immediatamente le derivate prime delle
funzioni cercate z, (*,y),2, (x.y),...,2,(x,y) nell’origine. Ci si pud ricon-
durre al caso in cui tali derivate sono tutte nulle; valgono allora anche le
(7) del § 2. Si indichi con 0, la radice dell’equazione (II), relativa al siste-
ma, a cui st impone che appartenga la caratteristica € incognita, lungo la
quale deve essere soddisfatta 1a (X), e si ponga

(1) 0= —.

Come nel § 2, n, 2 si introducano le coordinate 1, ; nel caso presente
si prende come sistema di curve 7 -— cost, il sistema a cui deve appartenere
la carattevistica €, che ha dunque cquazione 1= 0; il parametro u si scelga
in modo che nei punti di ¢ sia u = y. Ragionando come nel § 2, nn. 2, 3
e introducendo le a, (1, 1) mediante le (16) del § 2 e le U, (1) mediante le
(19) del § 2, si vede facilmente che se esiste un sistema di integrali del si-
stema (1), che soddisfa il TroruMA II, allora ammette anche un sistema di
soluzioni il :

PROBLEMA D). - « Determinare un sistema di funzioni

Ao, YAy, w Ay, ow (2, p),
definite almeno per | 4|, | g0 abbastanza piceoliy, ivi D — 1, soddisfacenti il
sistema (VIII) e le

Ca (A, 0)=24; wu, (+.0)=1U, (1), (r==2,3....,)

YO, p)=—=nu

n

w (0, ) — D) = 2 &y (), (0,40

\ P2

Ora in (M,) & stato dimostrato (*?) che il PROBLEMA b) ammette uno e
un solo sistema di soluzioni; ragionando in modo simile al § 2, nn, 4 e 5,
si dimostra completamente il THoOrREMA TI.

(1) Ctr, (My), n. Y, TeoreEMa 11
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3. — Dal TEOREMA I oppure dal TEOREMA 1l segue subito il:
TEOREMA IIl. — « NS¢ le funzioni A,;,B,,,Ci, (i,j=1,2,...,n) sono

DI — 1, nel campo D, e se le funzioni (LV) sono D'I — 1, nell'intervallo
X, << X << X,, ¢sistono infinite superfici integrali del sistcma (I), aventi equa-
zioni della forma

(2) 2= (X,9),2 =2 @, ¥),. 0.y 2= (@, ).

dove le z;(x,y) sono definite in un campo § abbastanza piccolo, a cui é in-
terno il punto (x,,f(xy), e sono wi DI — L, le quali passano per la cwrva
I di equazioni (IV), che é una lorvo caratteristica comune (33)».

Se e data una superficie integrale del sistema (I) ed e dat« una sua
curva caratteristica, & noto un sistema di funzioni, che costituisce una curva
caratteristica. Dal TEorEMA TIT segue subito il:

TrEOREMA IV. — «8e le funzioni Ay;,By;,C, (1,j=1,2,...,n) sono
DY — L nel campo D, e se é data una superficie integrale del sistema (1) di
equazioni

(3) z‘:&(ﬂ”,y% 22:52(@"?/),----,zn:fu(w,?/}-

dove le &, (X ,y) sono definite in un campo d del piano x,y e sono tvi DI — L,
e se su tale superficie é date una curva carattevistica I, esistono infinite al-
tre supevfici integrali del sistema (I), passanti per la cwrva T'(**); per ognuna

di esse I' é una curra caratteristica ».

4. — Siano date ora due curve caratteristiche del sistema (I), apparte-
nenti a due diversi sistemi, e siano la curva I, di equazioni (IV), appar-
tenente al sistema relativo alla radice g, = o della (1I), e la curva I, ap-

. . 1
partenente al sistema relativo alla radice g, -= —— della (IT) e avente equa-
g
zioni
(XIT) e=a®); f=2 ) =Wyt = (Y

(23) Cfr. la precedente nota (8).

(24) Si intende che se (x,,f (%), (%), ...{nx,) & un punto della curva caratteri-
stica I', e se le (2) sono le equazioni di una di tali supertici integrali, le funzioni (2) sono
definite 1n un campo ¢ abbastanza piccolo contenente 1l punto (x,,f (x,)) all’interno, Cfr,
pure la nota (8),
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dove le funzioni X(y), Z, (), Z,¥),..., Zu (y) sono definite in un inter-
allo y, <y<<y, e ivi DI L, sono tali che tutti i sistemi di valori

X, y; Zy () Zig ) yevey Znly)

tal variave di y nell’intervallo y, <<y <<y, appartengono al campo D, e sod-
disfano inoltre le

n n
(XI11) de=ocdy, iil he A de = fl hy C;da

11 valore g, - - f(r,) sia inoltre interno all’intervallo y, <y <<y,, e val-
gano le

) =Xy &y () = 4, Wy s ) Coy (@) == Zy (Yo) « + v i (05) = Zina (Y,),

cosi che le due curve carattevistiche I' e I3, abbiano un punvo in comune.

In generale non esiste alcuna superficie integrale del sistema (I), passante
per entrambe le curve caratteristiche I' e I'y. Infatti il COROLLARIO Il assi-
cura soltanto (nelle ipotesi la enunciate) che esiste una e una sola super-
ficie integrale del sistema (I). che passa per la curva cavatteristica I'y e inoltre

0 7 o A1 10 S fin 1 . ) .

nei punti della sua curva caratteristica C, uscente dal punto (%, ¥, (Xg), -«
c oy Cu(xg) e appartenente al sistema relativo allu radice o, della (IT), soddisfa

la condizione (X,) ma nulla assicura che nei punti della caratteristica C val-
gano anche le

=\ (¥y); 2o =V W,z =274, ¥,

ciod che la cwrva caratteristica C coincida collu curve caratteristica I', data
(per quanto le due curve caratteristiche (' e I'y escano dallo stesso punto
dello spazio a » 4+ 2 dimensioni e appartengano allo stesso sistema). Le equa-
zioni della caratteristica € non 8t possono infatti caleolare « priori, partendo
dalle funzioni, che il CoroLLARIO II suppone note, e dal sistema (XI1I);
tali equazioni sono note soltanto dopo costruita la superficie integrale X',
che soddisfa i1 CoroLLARIO II.
Fa eccezione il caso n =2, di cui parleremo nel § 7.

§ 4 - Alenne osservazioni circa le curve e le striscie caratteristiche.

1. — Come si ¢ visto nel § 1, n. 1 le equazioni (IIl) sono soddisfatte
nei punti di una qualunque curva caratteristica del sistema relativo alla
radice o della (IT). Le (III), quando si pensi & come variabile indipendente,

12. — Annali della Scuola Norm Sup - Pisa
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costituiscono un sistema di due equazioni differenziali nelle n -+ 1 funzioni
incognite ¥, 2,,25,...,2,. Nell'lipotesi che le A, , B;,, C; siano lipschitziane,
per determinare una caratteristica si danno ad arbitrio » — 1 di tali funzioni
incognite, p. es. n 1 tra le z, come funzioni DT di a; le (I11) determinano
allora la y e la ulteriore z, (*) come funzioni DI di @, quando se ne diano
i valori in un punto assegnato ¥ — x, (*¢). Dunque le caratteristiche di un
sistema fissato dipendono da n — 1 funzioni arbitrarie, e inoltre da due
costanti arbitrarie.

2. — Si supponga data la curva caratteristica I di equazioni (IV), e
si consideri une qualunque 2 tra le infinite superfici integrali (di cui il
TrOREMA IIT assicura Desistenza) passante per I', e siano

(1) 7=z, (®,¥), By =2 (Y. ...y ==2, (%, )

le sue equazioni. I valori delle derivate prime p,,q,, (j=1,2,...,n) delle
funzioni (1) nei punti di 7" sono ben determinate funzioni di @

(2) p]:”j(x); (]j:—‘Z/(T)v (.i::]-’za"'9")?

definite per x, << a <"a,. Si dice che il sistema delle funzioni (IV) ¢ delle 2)
costituisce una striscia cavattevistica decl primo ovdine, che ha come sostegno
la cwrva caratteristica duta (1V) (*9).

Se le funzioni (1) sono D! le loro devivate seconde r,, 8, ¢, (j - 1.2,..
..y n) nei punti di I' &i riducono a ben determinate funzioni di .

(3) ry,=R @), s=~8N@. t,="T(r), (=1,2,....n).

Le funzioni (3) assieme alle (IV) e (2) costituiscono unu striscia carvaite-
ristica del secondo ovdine, contenente la strigeia carvattevistica del primo ordine,
definita dalle (IV) e *(2).

n

1l coefficiente A'/o by i dzjo nella seconda delle (III)
1==1

deve essere diverso da zero (poich®, come si & osservato nel § 1, n, 3, 11 determinante 4,

(?5) Se essa @, p. es., z0

n
1a defimito, & diverso da zere, vi & certo un indice j, per cui & Aijohi:i:ﬂ).
i=1

(?6) Si intende che in tal modo la curva caratteristica I" riesce determinata in piccolo,
ciod per | x — xz, | abbastanza piccolo; analoga osservazione vale anche nel seguito del
presente paragrafo.

(®7) Dunque una striscia caratteristica del primo ordine & costituita dalla curva I',
e dal sistema dei piani tangenti a una superficie integrale nei punti di I'.
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In generale, se le funzioni (1) sono D", si dice che le funzioni (IV)
assieme ai valori assunti nei punti di I' da tutte le derivate delle funzioni (1)
fino a quelle di ordine m incluse, costituiscono wuna striscia caratteristica di
ordine m, che ha per sostegno Il curva cavatteristica I". Posto

8" e (1Y)

})Jms (. y) = dar gy

, (J=1,...,n; r+8=1,2,...),

nei punti di nna striscia caratteristica di ordine m, avente per sostegno la
curva, valgono le (LV) e assieme le

(XIV)  p,, @, y)=a , (®), (J=1,2,...,n0; r+s=1,2,...,m),

dove le Ty (x) sono funzioni note. Supposto che le f(x), z (x) siano Dm+!
e che le LN () siano Dm r=>+l per @, << ax << x,, e chele 4, , B,;, C; siano
D in D, con opportune derivazioni eseguite sulle equazioni del sistema (I)
e con caleoli, su cui non insistiamo, si ottiene un sistema di equazioni dif-
ferenziali nelle funzioni (IV) e (XIV), che definisce il sistema delle striscie
caratteristiche di ordine m (m=1,2,...), relative alla radice o della (II).
Non staremo a scrivere tale sistema, nemmeno per i primi valori di m.

3. Ragionando in modo simile al § 3, n. 2, si supponga di aver in-
trodotte sulla superficie integrale 2 le coordinate 1, u; su 2 e, in partico-
lare, nei punti di I', che & la curva pu =0, valgono le (VII).

Facciamo ora astrazione dalla particolare superficie integrale 2, pas-
sante per I'; teniamo solo presente che per il modo. in cui si & pensato di
introdurre le coordinate A, u, &

(4) Yuo=1; Yiu)g= 0.

Nei punti della curva ["é @ =1, e dalle (IV) si ottengono le

oar@, o) L0 L g (,0) L
(5) Y =1; T (A); —»—(?—Idwij(l), (J=1.2,...,m).

Si dia ad arbitrio una relazione della forma
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dove ¢, ,¢,,..., ¢, Il sono costanti arbitrarie (*8), colla condizione pero che sia

(7) Sely) 0.

=’
. S e . 0z
In particolare si puo dare ad avbitrio il valore di una sola delle 9 ,
M/

32 X N -
D. es. ]a( _z]> , purché per Pindice j, fissato sia (?9)
"o

(7) (7)), F 0

La prima delle (VII), tenuto conto che (y.,), =1, determina (x,), == (0),;
il sistema costituito dalla (6) e dalle ultime n — 1 tra le (VII), nelle quali
si ponga A=—u =0, determina i valori delle (z,),, (j=1,2,..., 1),
perche il determinante di tale sistema e, a meno di fattori diversi da zero,
il primo membro della (7) (*%), che & diverso da zero. 1 valori delle (z,),
dipendono dunque da una costante arbitraria (31).

4. — Le Ay, B, Ciy (i,j= 1,2,...,m) siano D! nel campo 1) e le
funzioni (IV) siano D' per », <<a - xr,. St derivino la prima e la terza
delle (VII) rvispetto a g, e le rimanenti rispetto a 2 (3?). e nel sistema cosi
ottenuto si ponga u = 0. Si tenga conto che per p=—0 ¢ x =2+, y=1(1).
Y
a4

~

;j = @A), J—=1,2,...,0), che le (5) danno i valori delle Zf .

~>

.

(%) Si osservi che, se valgono Je 1potesi (1), (2), (3) del v 1, n. 1 ¢ \:J”\Ur(qj)o.
(*9) Ricordando 11 signifieato delle oy (§ 1, n. 3. certamente una almeno delle Ty
& diversa da zero.

(%) Si tenga presente 1l signiticato delle "y (0 1, n. 3): w1 ten a presente pure che

($ 2, n. 2, form, (12) e (13))
d o di 0 du

at, 94 di, " pu dt,

’

d i du dy dx

dove il rapporto tra Tlf; LI ‘ determinato da'le 7;’ =9, —-’ITY—; se
(e -0,
o, () = ——— "t
! (¢,0—1y,

d 0 0
= — - y =+ 0.
TRy + yu P e che (@), =+
(3!) Si osservi che, per le ultime n — 1 tra le (VILI), le (zJ”)0 sono proporzionali alle

(}'U)O; il fattore di proporzionalitd & determinato dalla (6).

si trova facilmente ehe si puo porre

(3?) Si tenga presente quanto & detto nella precedente nota (30),
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y 1,2, 0000 per = 0, ¢ che dalle (3) si ricavano immediata-
ctx Py Py
cA2 g g2
que si risolve il sistema ottenuto rispetto alle (33)

mente i valori delle

Jj=1,2,...,n)peru—=0., Se dun-

o*x %y ?g

515/1’8179712’(‘915”

(Jg—1,2....,n)

0x 9 0z

0 0 .

Ty y, bj’(_}:-: ,2,...,")6

op’ op’ om

mediante funzioni note di 4. 2
Si ha cost un sistema di equazioni differenziali nelle funzioni

’ iﬂv_ =&(4); i?/ = : 8_2,_ — = (2 j—1
(b) (6/1,)”,,0_‘: (l)) (8“>”£ﬁ-—’7(l), ((9 i )‘uz“——‘—' ( )7 (J ,...,n).

queste risultano espresse mediante le

-~

Poiche nel n, 3 sono stati caleolati i valori £(0), % (0), =, (0), il si-
stema  di equazioni differenziali in questione determina le funzioni &(4),
(A, & (1) per 1| abbastanza piccolo.

Note cos1 le derivate prime delle funzioni x (i, 1), y (2,103 ;] Ay ),
(J=1,2,...,n0) per =0 (34), si ottengono subito i valori delle derivate
Py, g (e, y) delle g, (e y) nei pundi di I'5 la conoscenza di tali deri-
vate prime nei punti di I'; e quindi di una striscia caratteristica del primo
ordine avente per sostegno la curva caiatteristica 1", dipende dunque dua una
costante arbitraria.

3. Da quanto si e detto segue che sono noti i valori per g==0
delle derivate seconde

~9 ) A0 2 ~D ~2
(Sl & (2] (G- 0% X [ foRay-1 .
. ] . 7 = 5
- e (=1, 2,000, 0).
A~ 29 Y A A ) ~ 32 - ~ ~ YA A - ) 9" )
AR 0w e A N TR W T A N T

35 Le prime due tra le cquaziont, ottenute dernvando le (VI nel modo detto e poi

R2r o D%y 1
facendo w = 0, danno ——— (perche 1 60, essendo 0 =p9,, 6= —, 060, 8
diop’ dhou o0, 19 o’ [
-
0% 2,

0, radict distinte della (1IN ; le altre costituiscono un sistema lineare nelle STon’ il cui
"

determinante differisce per fattor: non nulli dal determinante 4 detinito nel § 1, n. 3, ed
8 A== 0 (ofr. ivi form (9)).
(31) 51 intende che si tratta di conoscenza 1m picoolo, e lo stesso nel segnito.
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Si dia ora una nuova relazione della forma
n (92
(9) 3 d, (J) — K,
0
dove d,,d,,...,d,, K sono costanti arbitrarie (3%), colla condizione che sia (35)
n
(10) Zd,0), F 0.

Si derivino la seconda e le ultime n — 1 tra le (VII) rispetto a u, e
nel sistema ottenuto si ponga pu = 0; poiché (y,.), =0, il sistema in que-
stione assieme alla (9) permette, ragionando come nel n. 3, di calcolare le
(Pudo s @ados G=1,2,...,0), i cui valori dipendono dunque da una co-
stante arbitraria.

Se le A4;;, Bj;, C; sono DI nel campo D e le funzioni (IV) sono D!
per x, =x =uw,, ragionando in modo simile a quello tenuto nel n 4, con
opportune derivazioni sulle equazioni del sistema (VII), si ottiene per =0
un sistema, che, assieme ai valori, gia noti, delle (2,.), (Yuuo (;,L,,L)O, per-
mette di calcolare i valori delle

2 82?/.3221'
3/1,2’ c'?,ltz’ (9/1,2’

(J=1,2,...,n),

per ;=0 e | i| abbastanza piccolo. La conoscenza di tali valori permette
di calcolare le derivate seconde r,(x,y), s, (x,y) ¢ (r,y) delle z, (x,y), (j =
=1,2,...,n) nei punti della curva. La determinazione di tali derivate.
e quindi di una striscia caratteristica del secondo ordine contenente la strisciu
caratteristica del primo ordine, definita nel n. 3, dipende dunque da una
nuova costante arbitraria. :

6. — Il procedimento puo essere continuato; precisamente per la de-
terminazione delle derivate m¢ delle z, (xr,y) nei punti di 4 si supporra che
le A,;, By, C; siano D™ e le funzioni (IV) siano D™+! e si daranno suc-
cessivamente m relazioni del tipo (6) e (9) (con condizioni del tipo (7) e (10)).

Supposte soddisfatte per ogni valore di m le ipotesi enunciate, si
ottiene il :

(35) Nelle ipotest (1), (2), (3) del § 1, n, 1, la (9) equivale a dare una relazione tra
le (2,

(3%) Si puo, in particolare, dare nna sola tra le (zj/m)o’ purch® in corrispondenza sia
(711)0:}:0 (efr. 1a nota (29)).
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ToorsMs V. — «Data una cwrva caralteristica I', esistono infinite
sriseie caratteristiche del primo ordine, che la hanno come sostegno; la loro
determinazione dipende da wna costente arbitraria. Ogni stiiscia caratteristica
del primo ordine ¢ contenwla in infinite stiiscie caratteristiche del secondo
ordine, dipendenti da una costante arbitraria.

In generale una striscia coratteristica di ordine m ¢ contenuta in infinite
striscie caratteristiche di ordine m -+ 1, dipendenti da wna costante arbitraria ».

Dai ragionamenti fatti nei nn. precedenti segue anche che, pur non
avendo scritto il sistema di equazioni che definisce le strisce caratteristiche

. . . . .oody .
di ordine m del sistema relativo a una data radice s della (1I), si
puo asserire che una di tali strisce & determinata da tale sistema di equa-
zioni, da n — 1 funzioni arbitiarie e da m -} 2 costanti arbitrarie.

7. — Si dira che una superticie integrale 2 di equazioni (1) contiene
Ia striscia caratteristica del primo ordine, determinata dalle equazioni (IV)
e (2), se essa passa per la curva I' e valgono inoltre le

(11) Py, f@)) =mn (®); q e, fe)) =y @) .

Cosl, se le funzioni z, (x,y) sono DI, 1 dira che la superficie inte-
grale 2 conticne la striscia caratteristica del secondo ordine, definita dalle
V), (2), e (3), se essa passa per la curva [' e inoltre valgono le (11) e le

U2 e wl=R @ s, @) — 8w, 4, @) =T @).

Analoghe definiziom, sobto 1potesi opportune di derivabilita, si danno
per le strisce caratteristiche dei successivi ordini 3, 4,0, m, ...

Dalle cousiderazioni del presente paragrato, detto elemento di ordine
m il sistema di valort assunti in un punto (r, y) dalle 2, e dalle loro deri-
vate fino a quelle di ordine m incluse, segue il:

TeoREMA VI — «Ne le A, By, C, sono D™ e le funzioni (IV) sono
Da e se ¢ data wna striscia caratteristica Jdefinita dalle (IV) e dalle (XIV) (37),
dove le my, , (X) sono definite nell’interv llo x, =x=x, ¢ ivi Du=r=s+1 ogni
superficie integrale 2 del sistema (1), avente per equazioni le (2) (nell’ipotesi

che le z,(x,y) siano D1 nel campo & in cui esse sono definite), passante

37) 81 antende che le funzioni (IV) e (XIV) devono soddisfare le equazioni relative
ad una striseia earatteristica di ordine m (alle quali s1 & accennato alla fine del n 2),
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per la curva caratteristica I e avente in un punto x, 1 (xq), (X)), & (Xg)y- .-
ey En (Xg) di 1" come elemento di ordine m proprio il sistema di valori m;, (X,
contiene tutta la striscia cavatteristica definita dalle (1V) ¢ (XTV)» (38),

8. Poiche si puo sempre imporre che le funzioni z, (¥ ,y) (supposte
D) che compaiono nelle (2) assumano in un punto (x,,y, fissato del loro
campo di definizione valori assegnati assieme a tutte le loro derivate fino a
quelle di ordine m incluso, dal TrorEMA IIT e dal TEOREMA VI segue il:

TEOREMA VII. — « Nelle ipotesi del TROREMA VI (39), esistono infinite
superfict integrali X, che contengono una striscia  caratteristica di ordine m,
definita dalle (IV) ¢ (X1V); se le (2) sono le equazioni di una di esse, le
zi (X ,y) sono definite in un campo o, abbastanza piccolo, contenente all’interno
il punto (xy,1(xX,)), € sono fvi Dw+ (39> Tutte queste superfici integrali
hanno in comune la curva caratteristica I, nei punti della quale hanno tra
loro un contatto di ordine m ».

§ 5 - Relazioni fra teoria delle earatteristiche e Problema di CAUCHY.
1. — Sia dato un sistema di funzioni
(1) y=r@, &z==_,0), 2=0@, . ..20= (@)

definite in un intervallo #, =x=wr,, ivi DI — L, tali che tutti i sistemi

di valori , y=/(@), z,=2{,(v), (J=1,2,...,n) al variare di x in tale

intervallo siano interni al campo /). Si indichi con H (x, o) cio che diviene

il primo membro dell’equazione (1I), quando mnelle 4,,, By, (i, j=1,2,....n)

: T . L. .o dy

si pongano per y, z,, 2.,...,2x le funzioni (1), e inoltre si taccia qw e
x

Se f' (x) non ¢ mai radice dell’equazione in p:
(2) H(x,

comunque sia z nell’intervallo 2, Sz =<wz,, esele .1,,, B, €, sono DI L
in D, si & dimostrato in (J,) (4°) che il problema di CAUCHY relativo alle

(38) Si intende che il risultato vale in piecolo, cie per | x — &, | sufficientementc
piccolo.

(39) Se m =<2, si deve fare l'ipotesi che le A'J R Bi] ,
bisogna supporre che le funzioni (IV) siano pll_ .,

(P15 Se m =1 le z, (x,9) sono plI_ .

(40) Cfr, (31,), v 1, TEOREMA I, p. 79,

C,; siane pi— Lj; per m=1
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Sunztond asscgnate (1) ha una ¢ wuna sola soluzione, cioe che c¢sistc uno e un
solo sistema di inteyrali del sistema (1)

(3) 7=z (@,Y), 22:22(“'7?/),---,zn:zn(m,y)q

che sono definiti almeno in un campo & abbastanza piccolo, a cui & interna la
curva y =1t (x), sono ivi DU — L, e soddisfano le

(4) 2y [av,f(m)]:'g, () 4 D) l-’l/,f(w)J:"-Cz (@)yev.y2n @, f (@) = {n (@) .

Geometricamente : esiste una e wna sola superficie integrale 2, passante
per la curva assegnata A di equaziont (1).

Dai risultati dei precedenti paragrafi segue facilmente, supposte soddi-
stutte le ipotesi sopra enunciate, che vale il:

TrorEMA VIIL - « Ne ¢, identicamente per X, =X =X,
(5) Hiz,f @)==0

e se inoltre vale la (1)

©) 2 M @S @), 0 @) @)y e ln @) Ay ] G@ % S0

iy=1
allora il PROBLEMA DL CAUCHY per il sistema (1), relativo ai dati (1), non é

risolubile (4%); se invece la (b) é soddisfatta identicamente per X, =xX=Xx,,
¢ assieme vale la

(N 2 h(z, |, f (@), & @)y Lo (@) e n ey G (@) Ay, o) 80 (@) = 37 hil [oor] Cilenn]

1 j=1 i=1

identicamente per X, =X =X, , allora il PROBLEMA DI CAUCHY per il sistema
(1), relativo ai dati (1), ammette infinite soluzion! ».

Infatti, se esiste una superficie integrale 2 del sistema (1), che contiene
la curva I, e se nei punti di questa vale la (5) identicamente in x, I" e
una curva caratteristica della superficie 2 e su di essa deve valere identi-
camente la (7) (efr. le (II1)); quindi se invece vale la (6), 11 PROBLEMA DI

(41) Si suppone che f'(x) coincida colla radice o, della (II).

(12) Se le (5) e (6) sono soddisfatte assieme in un punto soltanto x = x, dell’intervallo
Xy =% =12y, il PROBLEVMA DI CAUCHY non & risolubile in un intorno del punto di I" ¢or-
rispondente a & = x, (1ma potrebbe essere risolubile nell’intorno di un altro punto di I).
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CAucHY e impossibile. Se invece per @, =x =z, sono soddisfatle assicme
identicamente le (5) e (7), la curva I ¢ una curva caratteristica ¢ per essa
passano infinite supertici integrali del sistema (I) (cefr. il TroREMA III)

2. — DallPunicita della soluzione del problema di CAUucHY, relativo ai
dati (1), quando questi non costituiscono una curva caratteristica (43), e dalle
considerazioni fatte nel § 5, n. 7, TEOREMA VI, segue immediatamente, sup-
posto che le A;;, B, , C; siano DI L, che vale il:

TrEOREMA IX. — « e due superfici integrali del sistema (I), di equazioni
rispettive z;==12,(X,y) ¢ z,=x,(x,y), (j==1,2,...,n), dove le z/(x,y),
2 (y ,y) sono definite in uno stesso campo o, sono ivi D' — L, ¢ hanno in
comune una curva I', questa é una caratteristica per entrambe le superfici.
Notto convenienti ipotesi di derivabilita (*4), se le due superfici hanno in un
punto di I un contatto di ordine m (m=—1,2,...), esse hanno un contatto
di ordine m in ogni punto di I'(*).

§ 6 - Sistemi a caratteristiche reali e multiple.

1. — Si supponga che Pequazione (II), nella quale si pensi di aver
d . - . -
posto ‘&'i == ¢, abbia nel campo I’ radici tutte reali, ma non tutte semplici;
valga pero la seguente ipotesi, gia introdotta in (4l,) (%), e che nel presente
paragrafo supporremo sempre soddisfatta :

IporESL A). — Tutte le radici 9, ,04,...,01 (2=1=n) dell’equuzione
(IT) sono reali mel campo D ; ognuna di esse ha in tutto D sempre lo stesso
ordine di molteplicita ; e se v, ,vy,.... v, sS0n0 gli ordine di molteplicita ri-
spettivi (v, + vy 4 ...+ v,=mn), il determinante a primo membro della (1I),

. d . . .

mel quale st ponga (T%;— =0, ha, in corrispondenza alle radict 9, ,0,,...,01
dellr (II), proprio le caratteristiche n — v, , 1 —»,, n — v rispettivamente in
tutto il campo D.

(3) Cfr. (My). § 1, TEOrREMA I, p. T9.

(44) Precisamente & sufficiente supporre che 4,5 By C; siano D™ in D e le 2z (,y),
xj(x,y) siano D"*! in 4,

(#5) Quest’nltimo risultato vale nello stesso campo in cui vale 1l TEoOrREMA VII (cfr.
nota (38)).

(16) Cfr, (My), n. 1, p. 633,
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Nel presente paragrato supporremo sempre che tale ipotesi sia soddisfatta.
Supposto che le A,,, By, C;i, (i,j=1,2.,...,n) siano lipschitziane
nel campo /), si trova facilmente che nei punti di una curva caratteristica
del sistema corrispondente a una radice o, della (II) sono soddisfatte nel caso
presente le seguenti equazioni (che si riducono alle (111) per o =g, » ,=1)

dy =9, dw
s D -
o Aydey= 2 h" Cdux
1= i—1
: no noo
(1) X R dyde e SBY Cida
i)= i=1

. . . . . . . . . . . . .

” n
S onr A, dey = IR Cda
\ 2= i=1

dove le 2, (s==1,2,...,») sono », sistemi di funzioni linearmente indi-
pendenti che soddisfano le

n

1) Z(dye,— By k™ =0, (j=1,2,...,0;5 s==1,2,...,7).

i=1

d
Tali », sistemi esistono certamente per Pipotesi fatta A) che per E—i/— =0,

il determinante a primo membro della (I1) abbia proprio caratteristica n— v,.
Pensando, p. es., # come variabile indipendente, il sistema (I1T') & un si-
stema di » 4 1 equazioni nelle n -4 1 fuuziour incognite ¥,z ,2,,...,2u;
dunque, dando ad arbitrio n - », di tali funzioni, le rimanenti », 4 1 sono
determinate dal sistema (I11") e dai valori assegnati per esse in un punto
X ==, 0, come si suol dire, le curve caratteristiche velative a una radice
o, di molteplicita v della (II) dipendono, nellipotesi A) (A7), d« n - »_ fun-
zioni arbitrarie (invece che da m — 1, come avviene se la radice o & sem-
plice, cfr. § 4, n. 1), oltre che da v —+ 1 costanti arbitrarvie (i valori asse-
gnati per le rimanenti » - 1 funzioni in un punto x = x).

(M) Per questo risultato particolare & suffieiente che lrorrst A) sia soddisfatta per
la sola radice ¢, considerata.
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2. — 8i considerino le T radici distinte ¢,,0,,...,0,5 € in corrispon-
denza gli n sistemi

‘J,s

1,s) s . R o . N
hi @G =1,2,...,n; §=1,2,...,v), Bk (t=1,2,...,0n5 s==1,2,...,7);

2)

lys) j —— ¢ o—
coy ly (=1,2,...,m; s=1,2,...,%).

92,

o . . 1 . . .

8i indichino con &y A, ... B, (i=1,2,...,n) ordinatamente i

sistemi di funzioni (2); si puo allora costruire, come nel § 1, n. 3, il deter
minante 4, il cui termine generale &

(3) erp= 231" 4

=1

gy raj=1,2,...,n);

8i trova che

(4) A=AH,

dove A ¢ il determiuante, il cui termine generale & .1, , ¢ I ¢ il determi-
nante il cui termine generale & b,/ (i,r=1,2,...,n). In (I, si & pro-
vato (48) ¢he in tutto D) e

(5) H=0.
Ne segue, tenuto conto che per la (1) del § 1, n. 1 & .1 50, che

(6) A0

in tutto il campo D.
Si indichi con T il complemento algebrico in . dell’elemento ¢,

iy

)

3. — I TEOREMI I e II e i relativi COROLLARI restano validi anche
nel caso, in cui vi siano caratteristiche multiple, purche sia soddisfatta
PIrorEest A), se il sistema di caratteristiche, a cui apparliene la curva
caratteristica data, & semplice, ed & dunque », = 1; essi si dimostrano coi
metodi tenuti nel § 2 e nel § 3. n. 2, rispettivamente, tenendo conto anche
di quanto e detto mnel precedente n. 2 e del fatto che il sistema (VII) &
rimpiazzato nel caso presente dal sistema (VII'), che scriveremo tra poco,
nel quale si facecia perd », = 1. Se », > 1, cioe se il sistema di caratteri-

N

stiche a cui appartiene la caratteristica data (IV) non & semplice, i TEo-

(18) Cfr. (M,), n. 4, pp. 635-687.
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REMI I e II (e i loro COROLLARI) devono essere modificati nel senso che
per determinare un integrale si devono dare », condizioni (invece di una
sola) sulla curva @ — ¢ (y), oppure su un’altra caratteristica. uscente da un
punto della caratteristica data (IV).

Precisamente, supposte soddisfatte le ipotesi enunciate nel § 1, n. 4
(eccettuate quelle relative alle funzioni @, (y), G (y)), siano dati », sistemi
di funzioni P> ¥, Gy, (J=1,2,...,n; s=1,2,...,9) DI — L
nell’intervallo y, =y =y, . tali che valgano le », relazioni

(7) j§1 (P;S) W) £, (®y) = G (y,), (5==1,2,...,7),

e che, indicato con I 1l determinante. di ordine » . il cui termine generale &

7

(8) Ay 2'//b W)y, [0 Y L) ee oy Cnl@) (== 1,200 owy 58— 1,200 0000)),
J=1
sia
(9) K == 0.
Vale allora il
TROREVA 1. - « Nelle ipotesi precedenti esiste uno e un solo sistema di
integrali del sistema (1)
(10) =2, (Y, 22 7=2, @, ¥ . =2, Y

che sono definiti in un campo & sufficientemente piccolo, a cui é inlerno il punto
(xys 1(x,)), sono ivi DI — L soddisfano le (V), e inoltre le v, rela ioni

(VI P N W)z g ).yl = Gs(y) (s=1,2,...,7)»
J—1

Geometricamente : « fisiste una ¢ una sola superficie integrale 2 del sistema
(I (di equazioni (10)), che passa per la curva carvattevistica data I', di molte-
plicita v, , e nei punti di una sua curva A, che si pioietta nel piano x,y in
une curva data x = g (y), soddisfa le v, relaziont (V1')».

Le (p}“ (y) possono essere, in particolare, tutte costanti, e, anche pil in
particolare, tutte nulle, tranne », di esse, p. es. le @5 (y) per s =1, 2,...,»,,
nell’ipotesi  c¢he, indicato con K, il determinante il cui termine generale ¢

sy ¥os L)l s (Pas=1.2,...,%)
sia

(11) K, = 0.
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Posto allora

as
(12) Zs(?/):a;’((% ($=1,2,...,7),

le Z(y) sono funzioni DIl — [, date, definite nell’intervallo y, <y <<y, ; esse
sono i valori assegnati per », tra le z (r,y) sulla curva o = ¢ (y) (*9; le (7)
divengono nel caso presente

(13) Zb(y0)=&‘h(w0) (3:1727""”1)~

Vale il:

COROLLARIO 1. — « Nelle ipotcsi precedenti esiste uno ¢ un solo sistema
(10) di integrali del sistema (1), che sono definiti iu un campo § abbastanza
piccolo, a cui é interno il punto (x,,f(x,), sono ivi D1 — L, soddisfano le
(V) e inoltre le

(VI'y) 209,y =%, (§=1,2,...,7)»

Geometricamente: « Esiste una e una sola superficie integrale 2 del sistema
(I) (di equazioni (10)), che passa per la curva caratteristica I'. e contiene una
curva A, che si proietta mnello spazio delle vaviabiti X,y 2, % 0.0y %, 0
una curva assegnata di equazioni

(14) =gy a=2404); =20, s 2="2%,»
4., — Il TrRorEMA I’ 8i dimostra con ragionamenti simili a quelli te-

nuti nel § 2 per dimostrare il TEOrEMA I; bisogna tener presente che qui il

19) Si possono dare ad arbitrio sulla enrva =g (y) i valori di », qualsiasi delle
1 L 1
2j (%,y), purch®, se j,,js,...,J, sono i loro indici, il minore formato colle colonne di in-
dice jy,fa,...,J, della matrice

Paa (%03 Yo s S (X)) 5o e Sn (@y)] 712[“']---71”(-"'

Yor [ o] IR I |

ygll’]['i'] 71,12["']"'7””"”,

sia diverso da zero; un tale minore, per nna scelta opportuna degli indici j;,js,...,J, esi-
ste certamente, poichd il determinante 4 & diverso da zero (cfr, il precedente n, 2, form, (6)).
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sistema (VII) e sostituito dal sistema

[Yi==ea; r, =0y,
- 1,8 - < 1
2 b Ay =207 O,y (s—1,2,....9)
ij= ~ 1=1
(VII) ‘ n 2.8 - ,—tw 2,5
2 Ay 2, = 2 h Cox,, (s=1.2,...,7)
2,)=1 =1
" dz, oo dx )
P h,”SA,](T] = W0, — . (r=3,4,...,1;8=1,2,...,7),
V=1 t, i1 dt,

. d .
dove le derivate T sono definite dalle (12) e (13) del § 2, n. 3. Fatte an-
dt,
che qui le posizioni (16) e (19) del § 2, n. 3 (tenendo presente che le k"
sono ora le funzioni delmite nel precedente n. 3 e che vale la (6)), c¢i si ri-
conduce ad un PrROBLEMA, che generalizza il PROBLEMA a), e che & stuto
rigolto da noi in (M) (°%).

5. — Il TrorEMA IT diviene nel caso presente (v, > 1):

TEOREMA [I'. — « Nelle ipotesi del TROREMA I’ (eccettuate quelle relative
alla curva x = g (y)). esiste uno e un solo sistema (10) di integrali del sistema
(), che sono definiti in un campo O del piano X,y , contenente «ll'interno il
punto 1xy, £(xp)), sono vl funzioni DI — L, soddisfano le (V), e inoltre nei
punti della curva cavatteristica C, passante per il punto (x4.f(X), {, (x,),
Lo (Xg) veveyCn(Xy) e apparvtenente a un ben determinato sistema, distinto da
quello, a cui appartiene la curva carvatteristica data I', soddisfano le

(X" 2 gl (y) e, = G (), (s=1,2,...,7)»

Geometricamente : « Hsiste una e una sola superficie integrale = del si-
stema (1), che passa per la curva cawiatteristica I', e inoltre é tule che lungo
un’altra sua curve caratteristica C, avente con I' un punto in comune e ap-
partenente « un ben delerminato sistema, diverso da quello, a cui appartiene la
I', sono soddisfatte le (X')».

(3") Cfr. (My, n. 11, form (V) e (VD).
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Il CoroLLARIO II diviene:

COROLLARIO II'. — « Nelle ipotesi del TEOREMA II'y e supposto inoltre che
valgano le (11) e (13), esiste uno e un solo sistema (10) di integrali del siste-
ma (I), che sono definiti in un campo 6 abbastanza piccolo contenente il punto
(Xq, T(Xq)) come punto interno, sono ivi DU — L, soddisfuno le (V), ¢ inolive
nei punti della caratteristica C, definita nel TEOREMA II., soddisfano le

(X/*) zs:Zs(.'/), (321,2,...,1)1)».

Geometricamente : « Hsiste una e una sola supevficie integrale = del si-
stema (I), che passa per la curva caratteristica I', e inoltre contiene un’altra
curva caratteristica C, avente con I un punto in conune e appartenente a un
ben determinato sistema (diverso da quello a cui appavtiene I'), la quale si
proietta nello spazio a », -+ 1 dimensiond, in cut VATIANO ¥V %, yZg g e sy Dy y
in wna curva data ».

Il TEOREMA II' si dimostra con considerazioni simili a quelle fatte nel
§ 3, n. 2 per dimostrare il TROREMA Il; il PROBLEVA )) & qui sostituito
da un problema pilt generale, che ¢ stato risolto da noi in (M,) (°1).

6. — I TeorEMI III e IV si estendono immediatamente al caso, in cui vi
siano caratteristiche multiple, supposta soddisfatta 1’IPoTESI A). Restano
pure valide tutte le considerazioni fatte nel § 3, n, 4 sulla non egistenza, in
generale, di una superficie integrale passante per due curve caratteristiche
assegnate. Fa eccezione il caso [ = 2, di cui ei occuperemo nel successivo § 7.

7. - Le considerazioni fatte nel § 4 sulle curve e strisce caratteristiche
restano invariate, quando, per quanto il sistema (I) ammetta sistemi di ca-
ratteristiche multiple, il sistema a cui appartiene la curva caratteristica data
I" & semplice, ciod se v, = 1. -

Se & », > 1, i TEOREMI VI e VII restano invariati, mentre il TEOREMA
V diviene (supposte soddisfatte le ipotesi di tale TEOREMA):

TEOREMA V'. — « Data una curva caratteristica I'y appartenente a un siste-
ma di caratteristiche multiple di molteplicitd v, , esistono infinite striscie caratte-
ristiche del primo ordine, che la haano come curva sostegno ; la determina-

(1) Cfr, (M, n. 11 form (V) e (VL)
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zione di ognuna di esse dipende da v, costanti arbitrarie. Ognuna di esse &
contenuta in infinite striscie carvatteristiche del secondo ordine, di cui ognune
¢ determinata da v, costanti arbitrarie. In gencrale una striscia caratteristica
di ordine m, avente per sostegno la curva caratteristica I', ¢ contenuta in
infinite striscie caratteristiche di ordine m -~ 1, delle quali ognuna é determi-
nata da v, costanti arbitrarie ».

Da questo teorema e da quanto si & detto nel precedente n. 1 segue
che una striscia caratteristica di ordine m, relativa alla radice o, della (II)
di molteplicitd », , supposta soddisfatta 1’Iporest 4), dipende da n — », fun-
zioni arbitrarie e da (m - 1) v, 4- 1 costanti arbitrarie.

8. In (M,)(5?) & stato dimostrato che nel’IPoTESI A) il PROBLEMA
di CAUCHY per il sistema (I) & risolubile in modo unico. Segue subito che
anche nel caso in cui vi siano caratteristiche multiple vale il TEOREMA IX,
purche sia soddisfatta P IPores1t A). In quanto al TROREMA VIII, esso resta
invariato, se & », =1, cioe se la curva assegnata mediante le (1) del § 5 &
tale che nei punti di esse ﬁ!: 0, ¢ una radice semplice della (II). Se in-

x

vece & », >1, supposte valide le ipotesi enunciate nei § 5, n. 1, e definito
Il (x, o) allo stesso modo che nel § 5, n. 1, il TROREMA VIII diviene:

N

TrOREMA VIIT. - «Se é identicamente per X, << X < X,
(15) H|w, [ ()] =0

e se inoltre vale anche una sola delle diseguaglianze (°%)

(16) _zlh‘,"“ [, F(2);C0 (@), Cy @)y v Cn(@)] Ay [0 ] 8 (@) =
4,)=
#glh(il’&[---|01'|---la (s=1,2,...,m),

il PROBLEMA di CAUCHY per il sistema (I), relativo ai dati (1) del § 5, non
é risolubile : se invece. ussieme alle (15), sono soddisfatte identicamente per

N SXX, le
n n . X
(17) 'le'Ls oo Ay oG @)= Zh [ Cil. ], (s=1,2,...,»),
)= t=
il PROBLEMA di CAUCHY per il sistema (I), relutivo ai dati (1) del § 5, am-

mette infinite soluzioni v,

(52) Cfr. (My), n 2, p. 684,
(53) Si suppone che ' (x) coincida colla radice g, della (ID

13. Annali della Scuola Norm Sup - Pisa
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§ 7 - Caso in cui vi siano due soli sistemi distinti di ecaratteristiche.

1. — Supponiamo nel presente paragrafo che 1’equazione (IT) abbia due
sole radici reali e distinte o, e g,, di molteplicitd rispettiva », e », con
v, -+ v, =mn, e che sia soddisfatta 1" IPoTESI A); allora il determinante a
primo membro della (IT), in corrispondenza alle sue radici o, e p,, ha pro-
prio come caratteristica v, e y, rispettivamente. Si hanno cosi duc soli si-
stemi distinti di caratteristiche multiple, di molteplicita rispettiva », e », (5%).

Il TrRoREMA II' si semplifica notevolmente; infatti, supposta nota la
superficie integrale 2, che lo soddisfa, introdotte su di essa, come nel § 3,
n, 2, le coordinate &, u, e posto

(1) 2 (0, p) = X (), 2 (0, 10) = 2 ()
gulla caratteristica (', di equazione 1= 0, valgone le
(2) YO0, p)=p
n
(3) 2 @) Zy () = P (p0) (s=1,2,....»)
J=1

(efr. Venunciato del TrRoREMA II'), e insieme le

X()=0(Xyp; ZyyZyy- .oy Zn)

(4) n o no
SHET DA Z 0= ShP LG e, (s =1,2,. )

1,)=1 i=1

che si ottengono immediatamente dalle (IT1'), quando in esse si ponga r=2, e
(b) 6= —.

e si tenga conto delle posizioni (1) e della (2).

Si dimostra facilmente che il sistema delle (3) e (4), assieme alle con-
dizioni
(6) X(0)==%,(0)=0

(54) Cfr, anche (M,), n. 6; si intende che quanto 3 detto nel presente paragrafo vale,
in particolare, se y=rp=1,n=2 (efr. anche, per questo caso particolave, (M,), § 3,
P. 92-93).
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determina in modo unico le tunzioni
—_— —_— — —
(M) 2= X (0, 2 =24y (1), 2=y (), yen = Zn(),

almeno per s | abbastanza piccolo. Tali funzioni determinano la curva ca-
ratteristica ¢ del secondo sistema, le cui equazioni si possono dunque otte-
nere a priori come conseguenza immediata deile condizioni imposte nel TEo-
rEMA 117 e del sistema (I) (di cui le (4) sono una conseguenza), anche se
non sono note le equazioni della superficie integrale 2. che soddista tale
teorema; ¢io non avviene invece nel caso generale | > 2 (cfr. § 3, n. 4 e
§ 6, n. 6).

Nel caso presente il TEorEMA II' si puo enunciare in una forma pilt
semplice, ¢ si possono fare alcune riduzioni nelle ipotesi; precisamente il
TEOREMA 11’ equivale al seguente :

TrorEMA X. — « Dequazion: (1) abbra in tutte D due sole radici reali
e distinte g, ¢ gy di molteplicita vispettiva vy ¢ vy (COn v, -} vy == 1) ¢ in tutto
D valga VIrorest A); le funziai X, By, C siano DU — L in D. Siano date
due curve caratteristiche 1" ¢ C dei due diversi sistemi, wventi un punto in
comune, di equazioni rispettive

(Iv) Yy ==/ (x) )y &y :—'Ci (‘l")y 2y Cj (l')w"’zuzgn ('1") !
(V") ==Xy, & — 2,y 2Ly )y =2 (Y),

dove le funzioni (IV) ¢ (IV') sono dcfinite rispettroamente negli intervalli
X, <x <X,y <y <y,esono ivi DYy esiste un punto (Xy,y,) in cui valgono le

( . . ) ., i ,
8) Yo =S @)y ¥y —= X (Yy)y &, (X)) =2, (Yg)y Co (@) =2y (Yg)y+++sCn (Xg) = Zn(?/o)-

In queste ipotesi esiste und ¢ una sola superficie integrale 2 del sistema
(I, che passa per le due curve caratteristiche assegnate I' ¢ C, avente equazioni

(9) g, =2 (®,¥), Zg =2y (X, Y)y.e-y2u =2n (L, ¥)

dove le funzioni z,(x,y) sono definite in un ¢ mpo 6 abbastanza piccolo, «

\

P i ) L
cui ¢ interno il punto (Xy,y,), € sonwo i D!»,

2. — Ragionando come nel § 3, n. 2, introdotte le coordinate 4, s, la
dimostrazione del TEoREMA X si riconduce alla risoluzione del seguente :

3 PR,OBJ,E\IA (). - « Determinare un sistema di Junzioni x (A, po)y Yy (4, ),
2y Ay p0)y 2 Ay ) oo ooy (A yp0), definite almeno per | 4|, | o | abbastunza pic-
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colt, finite e continue colle loro derivate prime ¢ colle derivate seconde miste,
che soddisfano il sistema di equazioni « derivate parziali (55)

fyp=opux,; X, =0y,

, S h' oA ;:%h"°0-x. s=—1,2,...,%)
(V_[I/) | 4,)=1 ‘ Y Ji. 1—1 ' T ( ’ e

H H
2, - 2,5
( 20 Ay e, == Zhi* O, ($==1,2,...,,)

1—1

e le condiziont ai limiti

2 (A 0) =2,y (4, 0) = F(A), 2, (A, 0) =, (A)y 20 (A 0) == L5 (&) yeer, 2 (A, 0) = £, (2),
(10) _
x (0, 2)=AX (1), y (0, p1)== /"7'?1( y =2y () 25(0y W)=Z ()yers2,(0y ) =21, (1) ».

N

Questo problema e un caso particolare di un problema risolto da noi
in un nostro lavoro di alcuni anni fa () e, come si vede, & risolubile sotto
ipotesi pitt ampie dei PROBLEMI a) e b).

3. — Confrontando il rvisultato del TrorREMA X con quanto ¢ detto nel
§ 3, n. 4 e nel § 6, n. 6. si vede che il caso | = 2 si presenta come ecce-
zionale rispetto al caso !> 2, nel quale date due curve caratteristiche, appar.
tenenti a due diversi sistemi, e aventl un punto in comune, non esiste, in ge-
nevale, una superficie integrale che le contenga entrambe, mentre il contmno
avviene, come afferma il TEOREMA X. nel caso | = 2.

4. — Poiche il TEorEMA X sostituisce, nel caso =2, i TEOREMI lI
e II', e vale sotto ipotesi pitt ampie di quelle introdotte in tali teoremi. le
stesse ipotesi pitt ampie valgono, nel caso presente, in tutti i teoremi, che
nei paragrafi precedenti seguono dal TEorEMA II oppure II" (57).

E sufficiente, in ogni caso, che le A, , By ,0, siano DI L, e le fun-
zioni (IV) siano D!; in queste ipotesi gli infiniti sistemi di integrali del si-
stema (I), di cui il TEorREMA III, p. es.. afferma lesistenza, sono costituiti
da funzioni z; =g, (¥,y), che sono DI nel campo &, in cui esse sono defi-
nite, invece che DIl — I, Analoghi cambiamenti devono essere fatti negli

\

enunciati degli altri teoremi a cui si & accennato (°8).

(%5) Il sistema (VII’) si riduce al sistema (VII’") nel caso n=2.

(56) M. CiNQUINI CIBRARIO. Intorno ad un sistema di equazioni alle derivate parziali del
primo ordine, Rend. dell’Istituto Lombardo, vol. LXXVI, 1943, TEOREMA IT.

(57 Cfr. TeorEMI III, IV, VII, VIII, IX

(58) Cfr. la precedente nota (57).
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§ 8- Caso in cui vi sia un solo sistema di curve caratteristiche.

Nel § 6 si & escluso il caso ! =1, a cui vogliamo qui accennare bre-
vemente. In tale caso ’equazione (1) ammette una sole radice reale m-pla;
se vale PIPorES1 A), in corrispondenza a tale radice il determinante a primo
membro della (LI) ha caratteristica zero; in tale caso si dimostra (°9) che il
sistema (I) si puo porre sotto la forma

(1) A@,¥5 2,520,058 Pi+B(...)¢i=0C(...), (t=1,2,...,n),

e se in tutto D e
2 A=+0,

le equazioni dell’unico sistema di carvatteristiche hanno la torma

(3) ddy Bdax=0; Adgi— Cdx =0, (t-—=1,2,...,n0)
che determinano completamente le equazioni di una curva caratteristica
(4) y=r(x); 7, =1 (x), (t=1,2,...,n),

quando siano assegnati i valori delle funzioni f(x),{,(®) in un punto x = x,.
Dunque, se { =1, Punico sistema di caratteristiche (n-ple) non dipende da
funzioni arbitrarie, ma soltanto da m + 1 costanti arbitrarie.

Nel caso presente il TEOREMA 1’ equivale al risultato che il PROBLEMA
di CAUcHY per il sistema (1) & risolubile in modo unico (sotto ipotesi che
non stiamo a precisare), come si puo dimostrare con metodi classici (69),
mentre il TEOREMA 1’ nel caso presente non ha senso.

I TeoreMr III, IV, V') VI, VII, VIII', IX valgono anche nel caso
presente, con qualche modificazione e qualche semplificazione nelle ipotesi
e nei risultati, che non vale la pena precisare.

| Pervenuto alla Redazione il 15-3-1950)]

(59) Cfr. E. Goursar Legons sur integration des équations aux dcrivees partielles du se-
cond ordre a deux variables indépendantes, T'. 1I, Paris, Hermann (1898), n, 216, pp. 323-325;
efr, in particolare le form. (38 bis) p. 324 e (39) p. 325,

(69) Cfr. anche (M,), n. 8, p. 688,

ALpo Guizzerrr - Direttore responsabile. Finito di stampare il 17 Maggio 1950.



