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SOPRA LA TEORIA DELLE CARATTERISTICHE
PER I SISTÈMI DI EQUAZIONI

QUASI-LINEARI ALLE DERIVATE PARZIALI
DEL PRIMO ORDINE

di MARIA CINQUINI CIBRARIO (Modena).

I sistemi di equazioni tl,lÌiF derivate parziali non lineari dei primo ordine

o brevemente

dove si t~ posto

sono stati ometto (~1 studio in due nostri lavori anteriori e), in cui è stato

risolto, nel delle funzioni di variabile realr, i prol)Ie na di 

« un sistenta di integrali del (a), qUltudo giano (Hilsegnati
i ~ Z2 ... , Zn su una data».

Il problen a di CAUCHY non è il solo clle si possa proporre per il si-

steema (a) ; per esso si possono proporre, per esem pio, problemi del tipo di

GOURSTAT, tra i quali il più semplice è il seguente : « determinare mi sistema

111 integrali z1, z2 , ... , z,, del sistema (a), quando alcune delle z2, ..., z,
sono s~~ arco di curvo, e le altro (freo di clre

il, in punto ».

(1) (M1) M. CINQUINI CiBRARIO, Sopra il problema di CAUCHY per t sistema di 

alle 
(1) (Mi) M. CINqUINI CIBHARIO, Sopra il problema di CAUCHY per i si8temi di eqiíazioni

alle derivate parziali del primo ordine, Rend, del Si ii ai-io iniitematico di Padova, A. XVII,
1948, pp, 75 9fi.

CINqUINI i 8i8temi di equazioni alle derivate parziali a carat-

reali e 11/ ultiple Rend A(,c, dei LINCEI, s, VIII, vol !V, pp. 682-688 . Nel seguito
questi lavori saranno citati con e 

Il. Annali.deila Scuola Norxo. Sup. - Pisa.
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Un problema di questo tipo e stato studiato da L. A. (2) per
un sistema lineare

mentre non mi sono noti lavori stilll,, i-goi ielito ieliit,ix.i al sistema generale (a).
Nel presente lavoro illizi,,t o questo (li 1’11’P1’(’IP, nel

campo delle fn zio i di 1111 li 

per un sistema quasi lineare dei tipo (3)

La risoluzione (1i tale problenHl è (li particolare Ìlii]&#x3E;liÌ’tllliZtl,, percl è 
ci permetterà (ii xlel presente lavoro un cO upíluto alla 

delle caratteristiche del si,ste7ftcr (I) nel delle di i-eale.

I risultati ottenuti iiel presente lavoro siii;i,iiiio estesi, 111 successivi lavori,

al sistema generale (11), e ad equazioni e sistemi di equazioni di ordine

su 

1, dopo aver definito ciò che si intende come sistema di curve

caratteristiche del sistema viene eiiiiii(-,i,,tto il risultato della

i-elitii-o di i un sistema di del (I ),
contengono una curva e in nei i&#x3E;ititti di 

(Iel piano x, y zcrrcr condizione lineare (i n una

delle Zj (x , y) si nlur, 

Nel § 2 1a dimostrazione di tale teorema viene ricoiilott«i alia 

zione di un problema studiato in due nostre note l’eenllti (4).
3 si dimostra un altro teorema di esistenza e (li nnieità e si prova

il risultato che ogni del di equazioni alle 

(1) appartitne (( si,,,teiiii di integrali del (I); si prova

pure un risultato negativo, e cioè che, in generale, per due 

date del (I) a due ti-« gli n (li

ni dtl 

(2) L, A MELTZRR. 1be Siatement of Reeneil n ,,ttbén ,- tiqiie.
nonvel e sèrie, T, 1R (60B 1046 e (Iii de (,Ioiii-sal, C. R

A cado Se. S , N. S, 30, 1~. ()96, 
(:1) Nel sonso che ammette ?l sistc ni (listil ti li cnrnth’ristic c tutte rcali.

(4) M. CINQUINI CIBRAIO, alcuni Nota I P Kota 11, 

dellllstittito B’o]. 8:]. Essc sii,ai i o citate rispeitivamente con e (A’4)
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Il § 4 »oiitieii. ;il«iii&#x3E;e alla detei’uiinazilliie delle

tifi e ai xixteiiii (li iutegrali del sistema (I), 
che 1(B »oiitengoiio.

si complement iiie(liaiite i riHultati l’l’esente lavoro, i nostri

teoremi, 111 e relativi iilla iixoliiziniie del di CAUCHY

per i 1 sistema (I).
nei § 1.i) si è sempre supposto che il sistema (I) ammetta n

distinti e tutti reali (li cai,,, ttei-isti,,I e, il § 6 è dedicato al caso, già
studiato 111 iii cui vi sono (lei sistemi di caratterh,tiche multiple, 
(’l1È’ tutte reali e soddisfacenti una coiilizione, , intivdotta 111 (M2) (5) ;
alcuni risultati dei 1-f) valgono senz’altro; altri devono essere oppor-
t,iiiiaii&#x3E;eiite 111odificati.

Il § 7 Qj dedicato 111 caso, 111 cni  sistemi di carat,t.eristiclie distinti si

riducono a lue ; in questo caso infatti vi delle notPiY&#x3E;li seiiii&#x3E;lific;izioni
nelle il)()tesi e nei risultati. Infine nel 8 si studia il 111 cui vi è un

(11 n-pIe.

L - Posizione 

l. - Si snppong’a che siano definite 111 un campo 1) e ivi

ii])Fll’lÌitZitlllo. e che l’eqnazio]l(Å

in tutto J) xeinj&#x3E;re ?i radici reali f  distinte, cioè che il sistema (1) sia
del tipo iperbolico in tutto D .

liili.af&#x3E; l Ì detPl’Jninantp il cui termine g’ene1’ale è 111 tutto

I&#x3E; sia (~)

(5) Cfr. (J12), p. 683 Ipotesi A).
(6) Si vedrà in seguito (cfr. 2, n, 1) clie (1) non (B restrittiva, per quanto

i teorc ni, in qnni to pnò sempre essere soddisfatta nell’in-
torno di nn punto x , y , Ni , , , , , Nt, clel campo D.
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Posto allora (I I), nel co side ’eremo seiiij&#x3E;r&#x3E; la (II3
v..........

come una equazione 
Sia 

h

un sistema di integrali i (lel I sistema (i); nello spazio 2 cl i J) i 11 S i O]l i, i Il
cui z1, z2 ... , le (2) lefiiiis.niio una 

diremo superficie integrale del wiste a (I).
Nel i&#x3E;ii nio iiieinl&#x3E;i&#x3E; lel l’ùqiiiizi&#x3E;iir (1 1 ) s  j&#x3E;&#x3E;iig.&#x3E;iiio iil di z1,z2....zn

le funzioni (2), e sia

una radice dell’equazioii, ("os  ottenuta.
r

Im (3) definisce sii 1.." un sistema li che il sistema

ui relativo alla iadior o della (11); nei punti (li tali

valgono le dup (h(ÌllaZiolÌi 
’

dove le l ... , lr, sono funzioni di ,xy , z2 , ... , z" non t lltte nulle

contemporaneamente. le

2. - Si faccia ora astrazione dalla conoscenza iiel sistema (2) d  

gl’ali dei sistema (I), t:~ sia sistema diluizioni 

intervallo xi ~ a7 .::;: ,v,

t)irelno che il sistema (T) (li funzioni costitiiisce una 

sticadel sistema alla della (Il), Sp tiitt,i i sistema di

valori x f’ (x), ’1 (x’) , ... , 11 (a’) , otteimti i al L variare di ,i- nell’intervallo

ordine n incluse. e fiii .-i(-í)e - L nna fanz une 1)" , le cui derivate sono 

lipschitzi aine,
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, -._. ,z., appartengono al campo ]), e SÙ le funzioni (IV) soddisfano il
sistema di equazioni differenziali (111). Si dice che una superficie integrale
2’ del sistema (I), avente equazioni le (2), contiene 111 curva caratteri.

stica se la curva y = f(r) appartiene al campo b di definizione delle

t°iinzioni zj (x , y), e se è (8)

3. -- Si indic tino ora con ‘., , . , , , le n radici distinte de ia (II) ;

=- 1 2 . , , n), che soddisfano gli it siatemi di equazioni analoghi al si-

stema (4):

Si indichi con J il determinante, il cui teermine generale è

e con 11 il determinante, il cui termine generale e hi" ; poiché

e si è dimostrato iii (9) clie

questa c segue che

IDdieliei,eii-io con il algebrico in j 

4. -- Si = o ; ; sia assegiiata, mediante la (IV), una curva ca
ratteristica 7’ dei sistema (I), relativa alla radice o1 della (11); nei punti di
I’ le Oi, h~.’) , ’Yrj, (i ~j 3 = 1, 2 , sono tutte fun-

zioni note di ,x .

--- ----- -

(8) Può darsi che il campo curva Y =f (x), ma soltanto nu
di in tale caso si intende che le (1’) sono soddisfatte soltanto su tale arco, e

quindi L  superficie integrale E contiene non l’intera cur a I’ data. ma soltanto nlB

di Questa osservazione ne] 

(9) Cfr (J1~), ~ ;j, n, 2,
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Si s n p p o II g a poi i che le iiiuzioni i 1?jj , 1 () i, Z , = J , 2 , ... , &#x3E;i) siano

funzioni -- L in tutto il campo P e le funzioni (LV) siano L

nell’intervallo Sia xo un punto interno all’iutervall o 

e siano Y1 e y2 dne valori di y, tali che sia

Posto una funzione DII - L definita nell’inter-
vallo e tale che sia xo (yo); nel punto comune (xo , yo) le. due
curve y = f’(x) , x = g (y) non siano tangenti, cos  che

Siano assegnate, inoltre Il + 1 funzioni

definite nell’intervallo , e soddisfacenti le condizioni

Si può allora enunciare il seguente :

TEOREMA 1. 1 Nelle ipotesi esiste e no solo sisteuto

di z del (1)

che definiti in del y, 
D~~2013L, (V) (1°).

e condizione (11)

Geometri caiiiedte il assicura che «Esiste e una sola

superficie integrale M del sistema (1), che per la citrva M, 5
e inoltre contiene curva A, che si s2tl x, y rtellcc 

x = g’ (y), nei punti  della quale (12)

Si intende che le (V) sono soddisfatte soltanto Sull, arco della curva 
a

contenuto nel campo d (cfr la precedente nota (8»).
(11) Si intende che la (VI) è soddisfatta nei punti della curva x = g (y), appartennti

al can1po O.

(12) Si intende (cfr. le precedenti i ote (8), (10), (11)) che queste condizioni sono 

disfatte in piccolo, cioè sono relative agli archi (lene curve 1° e Li f che si proiettano sl11

piano x, y in punti del campo ó . Analoga osservazione si intenderà fatta nel seguito.
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In le qj (y) possono ussole costanti per Y1 ?12 
le (12)) (1, ancora piu in particolare possono essere tutte

nulle, tranne una, p, es. la Ti (y) ; posto

le (11) e (12) divengono

caso particolare si ha dunque dal I il seguente

I. del I (sostituendo le (11’) e

(1), sono in un piccolo del x, y, con-

¡vi soddisjano le
(V) e 

SullaB curva y =,f’(x) sono dunque assegnati i valori di tutte le zj (x ? y)
(111 insieme alla y -,f(x), costituiscano nello spazio a n -j- 2
dimeusioui delle variabili x, y Zl 5 -2 1 Zi  una sulla

x=y(y) sono dati i i va ori (li i uua sola z1 (x , y) , e cioè, della

’~1 y) (13). » nna sola integrale
~~ del (I) , che lcc cc T", c~ iitoltre contiene

il , che si ric llo spazio delle variabili x, y ,z1 in una curva

di equazioni x == g (y), z, 1 === Z, 1 (Y) ».

Q 2- Dimostrazione l.

1. 2013 spazio i 
2 dimensioni delle variabili x,y,z1,z2.......,zn

si porti l’origine nel punto yo , (l’o)’ ... , (,, ((’o), che appartiene alla

caratteristica T assegnata; ; in questa ipotesi è

(13) Siilla cnrva x -= fl (y) si dare soltanto i valori di rttta sola qualunque delle

t purchè per talc indice sia (xo), (2 (X) 1 - - -
... , (H, x)]+ p  che è la coudizione 2’) se j0 -- 1 .; certamente vi 1’ almeno un valore jü

per .ii questa il deritminamte A è 

ela zero.
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e quindi

Si prenda come asse x ]a alla curva caratteristica I’ 

gine ; ne segue subito clie

Dalle condizioni e dalle (2) E, (3) segue che le ,})2’..’ sono

tutte nnl!e i ellloi-igine; della condizione (VI) (lerivaii(lt) e tenendo conto

delle (2) f~ dal t’atto clie le sono tutte nnlle, segue che,

. 

Poichè anche nelloi»igiiie valgono le (VII) più oltre n. 2) lp 

soddisfano anche le -

che si ricavano f’acilmente dalle tenendo presente, che per l’ipotpsi
latta che il sistema (I) sia del tipo iperbolico e per l’ultima delle (3) è certo

e che per l’ipotesi (1) 1 del § 1 nessuna delle 02, ... , può diventare in-
finita nel campo D. Il determinante dei coefficienti del sistema delle (4) e

(5) è diverso da zero per la condizione (12) del § 1, perchè tale detemi-
nante è uguale al primo membro della (12), come si può vedere facilmente.
Ne segue che nellloi-jgiiie i dati determinano immediatamente i valori di

tutte le derivate prime degli integrali cercati zj (x , y) del sistema (I) ; non
è restrittivo supporre che tali derivate prime siano tutte nulle, cos  che è

anche

Il piano tangente nell’origine alla superficie E richiesta coincide allora
con il piano x ~ y ; tale piano contiene tutte le direzioni caratteristiche nel-

(14) Colla notazione indicheremo, qui e in seguito, il valore della funzione F,

quando tutte le variabili, da cui essa dipende, sono nnlle.
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per l’ipolesi (1) del § 1, nessuua di tali direzioni coincide con

l’asse y (15).
Si fissi l’atteuzioiie sopra una radice qualsiasi della distiiituda,,o, 9

e sia 8’ ponga

l’i]Joteii (1) 1 è certo

Non è restrittivo supporre che sia (16)

2. ---- Supposta nota 8uperficie integrale 2 che soddisfa il 

l~ si prendano Sl~ di essa come linee coordinate Å ’ cost., ~t = cost. due si-
stemi distinti di curve caratteristiche, e precisamente come sistema ,u = cost.
quello relativo alla radice o1= o della (11), a cui appartiene la caratteristica

1
data Ii e come sistema fi = cost. il sistema relativo alla radice Q2 =- 

6

della (11). Si prenda poi l’origine come cos  che la carat-

teristica F abbia equazione u = 0 ; si scelga il parametro A in modo che nei
punti di 1-’ sia = x, e il parametro ,u in modo che nei punti della curva

A (cfr. § 1, n. 4) sia Nelle coordint+te À , p la curva A ha equazione,
che si può porre nella forma dove una funzione 

definita nell’ intervallo (con /101 , y2 = u2), intervallo che con-
tiene il punto u --- 0 come punto interno ; è

Nei puuti della siiperfi;ie Z le x ? y ? z1 (x, y) t ... (x, y) si riducono

cL funzioni di 

(15) Ne segno che la condizione ( 1 ) del 1 non è restrittiva, almeno per quanto con-
cerne teoremi che xi dimostrano in piccolo

(i6) Se la conlizi&#x3E;iiv (9) soddisfatta, basta fare il cambiamento di variabili

e scegliere por le un valore opportnno.
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Come si è visto in esse soddisfano il sistema (17)

dove si è posto 1, u, 4) &#x26;&#x3E;1 = o , dove inoltre

in cui il rapporto tra è determinato dalla

e infine le (i =1 2 ; ... ; &#x3E;i , o = 1,2 , ... n) soddisfano gli n sistemi
di equazioni (5) 3.

La condizione che la superficie 2 contenga la curva caratteristica r

(cioè le condizioni (V) 1) diviene

e Id (VI) diviene

3. - Si faccia la posizione

(17) Cfr. (M1), tS 6, 11. 2, p. H4, form. (IX) ; nel presente lavoro qualche 1iev.e dif-
ferenza di notazioni.
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Il sistema (16) è risolubile (a , ,cc), perchè il detei-niiii,.Inte dei suoi
coeficienti è (J)) = CL)ü (II)0 , dove A . , Il sono i determinanti, definiti nel
§ 1 (n. 1 e 11. 3 rispettivamente), e valgono le (1), (8) e (9) del § 1.

I1 sistema (VII) si trasfornia allora in un sistema del tipo

dove si è posto per brevità

e, tenuto conto delle (:3), de le (7) e delle posizioni (16), è

mentre valgono le (6) e (8).
Posto

le Ur. (),) sono tunzioni note, definite nell’intervallo 11  . î,2 (con )1 = x 1 5
,, - x2), contenente iill’inteiiio il punto À === (l, sono L in tale 

vallo, e per le (1) e (3) si anIlullano iiell’origiiie, assieme alle loro derivate

prime La condizione (15), tenuto conto della (121 del § 15 si trasforma in

una relazione ch ’) si può porre nella forma

dove ø (p) , k2 (u), ... , )c" (,u) sono funzioni -note, definite nell’intervallo Pt 
iv  DII --- 1~ P la 0 ~; nulla ~~ - 0 alla sua de-

rivata prima (cfr. le (2) e ( ( )),
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Se dunque esiste un sistema di integrali del sistema (I), che soddisfa
il I, aJ10rH ammette in iiii ben determinato sistema
di soluzioni il seguente :

PROBLEMA a). - Detterminare un sistema di 

definite per i ( abbastanza l)iccoli, ivi 1)11 ---- 1~, e 

il szstetttcc e ttrzct ’fittizio e (u) definita all HJnO per i I 
Ii ; zta 1uodo clie seguenti condizioni

4. - Il L PROBLEMA a), quando si 

è stato risolto nel nostro lavoro già, citato (J/a) (18); ivi è xta,t&#x3E; provato che
il problema in questione aiiiiiiette nno e un solo sistema di soluzioni, Si ve-

ritica immediatamente, tenendo conto anche delle (9) e (10) e del fatto che

nel caso presente è

che tutte le condizioni i imposte nel lavoro citato sono soddisfatte.
Come si è ivi osservato’ (19), se

(18) Cfr. (M3), n 4, TEOREMA I ; nel caso presente è «=0=()7 U()=9 i)t )
e le y, sono tutte identicamente nnllN,

(19) Cfr, n 2 e H. a alla fine - i è TI’ (A) = f (),,) (si ricordi ;lio

le funzioni (IV) assegnate soc1disfano le (1]1))
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è un sistema di soluzioni PROBLEMA «), nel campo di esistenza di tali

funzioni (2°) valgono anche 1(1

Dal sistema (2:~) di soluzioni del PROBLEMA tenuto conto delle (21)
e delle (16), si ricava i ediat,,, ineiite un sistema di funzioni (11), che sod-
disfano le (VII).

Dal confronto delle j161 e (19) e (lelle prime Il tra ie condizioni (IX),
tenuto conto anche delle (21) e (24) e del fatto che il determinante dei coef-
ticienti sia del sistema (16) che (lel sistema (19) è che P (liverso da zero,

segue che valgono le (14). Dalla (20). per il modo in cui é stata nt,teiiiita,

Si ricava subito la (15).

determinano iiii e,, i bia eiito di variabil, che invcrHbi e in uii intorno

nell’orig’iJ}; si ottengono cos  le 
°

dove le À (.r , y), /1- (,x , y) sono lefiiiito I , ; , i y I 1)lcc{)li e sono

])’I -L; sostituendo 1~ funzioni (26) nelle
si otteligollo le funzioni

che sono definite in un campo o contenente l’origine come punto interno e

sono ivi 1)Ij I,. Dalle (14) segue che sono soddisfatte le (V), cioè che la

superficie 2’ di equazioni (27) passa per la curva caratteristica 1-’ (li 

zioni dalla (15), tenuto conto (Iel modo in cui sono state introdotte le

coordinate % il, Segue che le funzioni (27) soddisfano la relazione (N" 1). Con
l’agionaJnenti simili rl quelli tenuti 111 (M1) si prova (21) che le funzioni (27)
costituiscono un sistema di integra!! del sistema (1).

Il cosi coi ipletatiieiite dimostrato.

(2°) Circa camnpo di esistenza cfr. : M. CINQUINI CniaAmc&#x3E;, pro-
ai limiti cii equazioni tille pfi»ai«li, lteiid. Istituto vol

LXXIX. nn 6 e 7.

t~1) Cfr. Mi), § 6, n 1, p 95-96
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iS - Altri teoremi (li esistenza.

l. - Si suppongano soddisfatte tutte le ipotesi nel § 1, n, 4,
tranne quelle relative alla x=- fi (y). allora il :

11. - uno e solo il del (I)

qoito piccolo del x, y, conte-

nente il punto (xo , yo), sono vi ,funzioni i D~r ~-- L, le 

e inoltre nei della (J, per il punto

ben i 

tieite la caratteristica T, soddisfano 1«

Groineti,icaiiiriitr : una (’ sola integrale 2.’ del 

(1), che passa lo I"’, e è tale che lungo 
sua ciíí@v(t ca,ratteri,;tic« C, (vv, ntt con I’ un punto in e appartenente
a u,rl ben determinato da quello, (i cui appartiene lt F,
è soddisfatta lcr (X) ».

Si tenga presente crle la aa,i,atteristica C non è dato ,snltcrrato

il a cui appartiene. Anche (lui, in particolare, le (y) possono
essere tutte costanti per Y1 y :!::-~ Y2 , e, più Ü~ particolare ancora, tutte

nulle, tranne una. per es. la or (y) (piiichè va,lgai o le (11’) e ( 2’) del § 1,
n. 4). Si 11a cos  il:

OOROLLA.RIO II. -- « Nelle ipotesi d el II e8iste uno e solo si,-

.gte1Yta di del sistema (I), che sono definiti in un 

piccolo contenente il (xo , y o) sono ivi 1)11 - L, sod-
disfano le (V), e inoltre nei punti della caratteristica, C, nel TEOREMA

li, la

Geometricaineiite : una e una sola super,ficie del si-

(I), che passa per la, c(u’atteristica r, e inoltre è tale che nei

della, curiya è la (X*), cioè contiene 
caratteristica C d i cui è La nel piano y, Z1 ».
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2. - Si l)orti. anche nei caso presente. l’origine 111 un punto della curva
e si prenda come asse v la tangente alla curva I’ nell’origine ; valgono

allora le (1), (2), e (3) del § 2 n. 1 - eo~ne 2, n. 1 ~ anche nel caso pre-
sente i dati permettono 111 ca colare immediatamente le derivate prime delle
funzioni cercate z1 (x, y) , Z2 (,x , y) ? , , , zn (X , y) nell’origine. Ci si può ricon-
durre al caso in cui tali derivate sono tutte nulle; valgono allora anche le

(7) 2. Si indichi i la radice dell’equazione (II), relativa al siste-

ma, a cui si impone che caratteristieH C ii&#x3E;togiiita; ]ungo 1!1

quale lai (X)? e si ponga

Come iiel § 2, n. 2 si introducano le coorliiiiite À ; nel caso presente
si C()111(’ xis«eniii di curve %. - (,ost. il sistema a cui deve appartenere
la caratteristica C, y ehe ha (iiiii(4iie (éflll*ZiOIÌQ À = () j il ])lil’tilÌleÌlo ,u si Scelga
111 modo che iiei punti di C sia # y. Ragio aii(lo e0111e nel 2, nn. 2, 3

e introducendo le 1lr (1 , ii&#x3E;ediante le (16) del § 2 e IP TJr (1,) iiieliaiite le

(19) del § 2, si vede faciliii.ii«e che se esiste il1 sistema (li integrali del si-

stema (1), soddisfa il 11, allora aiiiinette anche un sistenia (li

soluzioni il :

’ 

PROBLEMA b). -- un di j1lllzioni

definite per i ~~ ~ , ~ ~ Il 
i 

T-- 1.4, tl

(VIII) e le

Ora in (M 4) è stato dimostrato (22) il PRnBIjR;iA b) amniet,te uno e

un solo sistema di soluzioni ; rag’ionando in modo simi e al § 2, nn. 4 e 5y
dimostra comp etamente il TEOREMA IL

~ 

t:~:!) C ir . (..V4), H. 9, II.
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:3. - I)al TEOR&#x3E;.viA I oppure dal TEOREMA II segue subito il :

TEOREMA III. - Aij , Bij , Ui , = 1 , ~ , ... 72) 
nel ca1upo (IV) sono 

x1  X  X2’ esistono integrali del (I), 
della 

dove le zj (x , y) sono definite in abbastanza a cui è in-

terno il puntp (xo , e sono ívi DII - le quccli passano per ln, citi-i,(Y

T di equazioni (IV), uricc loro caratteristica, comune (23) ».
Se è dat(t una ,gtpe&#x3E;jficie integrale del sistema (I) ed è data sua

curva è noto un sistema di funzioni, che costituisce una curva
caratteristica. Dal III segue subito il :

TEOREMA IV. - « Se le funzioni Aij , Bij , Ci , (i,j = ~ 2 , ... , rl) sono
DII - L I), e se è data una integrale del (I) di

dove le 2 (x, y) definite in un ca1npo Ö x, r e sono ivi DII -- L,
e se tale (IYttt curva caratteristica T , esistono al-

tre illtegt’ali del sistema (I), passauti per la T’(‘’4) ; 
di e,’?8e r è una caratteristica».

4. - Siano date ora due curve caratteristiche del sistema (1), appalte-
nenti a due diversi sistemi, e siano 1él curva .h, di equazioni (IV), 
tenente al sistema relativo alla radice oi ===!! della (11), e lu I2, 

partenente al I sistema, i&#x3E;el&#x3E;itivn alla e2 -= (11) e avente 
a

zioni

(23) Cfr. la precedente nota (8).
(24) Si intende che se (xo, f (X0) , ~i (X0) , - - - , Cn (xo») è nn pnnto della curva caratteri-

stica T, e se le (2) sono le equazioni di una di ta-li aupernci integrali, lè funzioni (2) sono
definite in un campo c abbastanza piccolo contenente il punto all’interno. Cfr.

pnre la nota (s).
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dove le funzioni A"(t/) ~ Z1 (y) 5 Z2 (y) ... , Zn (y) sono dennite in un inter-

vallo Y1 - y Y2 e ivi L, sono tali che tutti i sistemi di valori

4 al variare iirll’interviilln Y1 c Y aj&#x3E;paitei&#x3E;goiin H campo D) , e 

d stanoinottre le

Il valore y ___,,) inoltre interno all’intervallo y1  y C y e val.

cos  che le due curve carutteristiche r e abbiano un pumo in colllUlle.

Irl generale non esiste crlenncr superficie intergale df·l (I), passante
le curve caratferi,’ttiche T e 1"2. Infatti il COROI,LARIO II assi-

cura soltanto (nelle ipotesi là enunciate) che esiste una e una sola supei-
1Îeie integrale del sistema (I), r, e inoltre

punti della stccr C, uscente dal (xo ? ’1 (X0), 1 1
. , , 

e nl ‘y, della (II), 
lcr condizione (X*)ma nulla nei punti cael(cr O 

auche lr·

cioè che la curva caratteristica C coincida l’2 data
(per quanto lp due curve caratteristiche (’ r l’2 escano dallo stesso punto
dello spazio a n -)- 2 dimensioni e appartengano allo stesso sistema). LE equa-
zioni della caratteristica (Ì possono infatti partendo
dalle funzioni, clie il COROLLARIO II suppone note, e dal sistema (XIII) ;
tali equazioni 8ono note soltanto costruita la siiperf ;ie integrale ,
che soddisfa i1 COROLLARIO II.

Fa eccezione il caso 2 , 5 (li cui parleremo nel § 7.

d 4 - Alcune osservazioni circa le curve e le striscie caratteristiche.

1. - Come si è visto nel § 1, n. 1 le equazioni (III) sono soddisfatte

nei punti di una qualunque curva caratteristica del sistema relativo alla

radice 9 delia (II). Le (III), quando si pensi ,r come variabile indipendente,

12. - Annali della Scuola Sup; - Pisa.
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costituiscono un sistema di due equazioni differenziali itelle il -~-- 1 funzioni
incognite y , z1, z2 , ... , Nell’ipotesi che le siano 

per determinare una caratteristica si danno ad arbitrio n - 1 di tali funzioni

incognite, p. es. n 1 tra le zj come funzioni 1)1 di x ; le (111) determinano
allora la y e la ulteriore zj (25) cone funzioni I)I di x, quando se ne diano
i valori in un punto assegnato x ~= xo ~26). Dunqiie le caratteristiche di un

sistema fissato dipendono funzioni arbitrarie, e inoltre da 

costanti arbitrarie.

2. - Si supponga dato la curva caratteristica r dl equazioni ~1Y)~ e

si consideri una tra le munite superfici integrali (cli cui il

TEOREMA III assicura resistenza) passante por I’, e siano

le sue equazioni. I valori rlelle derivate prime ~~~(~==-1~2,...,~) 
funzioni (1) nei punti di f’ Aono 1xfeiiiiiiiiite funzioni di x

deftnite per .r.T.). . Si che il (Ielle i (IV) e delle 2)
costituisce striscia h« 

data (1 V) (7) .
Se 1e funzion  (1) le loro see(&#x3E;i (le (, __ , ‘&#x3E;.

.. , u) nei punti di si riducono a ben lrtei&#x3E;i&#x3E;iiiiiitr funzioni di ,e

Le funzioni (3) agqir,me alle (IV) e (2) striscia 

watica, del secondo contenente la 

definita dalle (IV) e ’(2).

1’1

(’S) Se essa è, p. es., il coefficiente ,.2: di nella seconda, delle (III)~ -’ ’ ~ ’ ~ i~i ~0 ~ ~0

deve essere diverso da zero (poichè, come si è osserv,, to nel 1, n, 3, il determinante A ,

là definito, è diverso da vi è certo in indice j0 per cui è
1

(26) Si intende clie in tal modo ],,i curva caratteristica r riesce determinata in piccolo,
cioè per I x - Xo i abbastanza piccolo ; analoga osservazione vale anche nel seguito del

presente paragrafo.
(z7) Dunque una striscia caratteristioa del primo ordine è costituita dalla curva r~

e dal sistema dei piani tangenti a una superfici-e integrale nei punti di 7B
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In g.enera,le, se le funzioni (t) sono si dice che le funzioni (IV)
ív,q.qieme (ti valori, assunti nei punti di T da tutte le delle funzioni (1)

a quelle c~i ~n coqtititiseo io ucecc, caratteristica di

ordine che ha per 1(( I". Posto

nei punti di una, striscia caratteristica di ordine m, avente per sostegno la
curva, valgono le (IV) e assieme le

dove le sono funzioni note. Supposto che le ,f (,x) , Zj (x) siano Dm+1
e che le 77. (,r) siano per xi x C ,2 5 e che le Ci siano
Ì~~r in D , con opportune derivazioni eseguite sulle equazioni del sistema (I)
e con calcoli, sii cui non insistiamo, si ottiene un sistema di equazioni dif-

ferenziali nelle funzioni (IV) e (XIV), che definisce il sistema delle striscie

caratteristiche di ordine 1U ==1,2~...)~ relative alla radice o della (II).
Non staremo a scrivere tale sistema, nemmeno per i primi valori di 1n.

a. Ragionando ¡u modo simile al ~ 3~ 11. 22 si supponga di aver in-

trodotte sulla superiicie integrale ¿ le e, in partieo-
lare, nei punti di r, che è la curva ,c ‘ 0 valgono le (VII).

Facciamo ora astrazione dalla particolare suheaficie integrale Z, 1 pas-
sallte per 7; teniamo solo presente che per il inodo, in cui si è pensato di
introdurre le è

Nei punti della curva t’ è x =Î ., e (IV) si ottengono le

Si dia ad arbitrio una relazione della forma



180

(love e;¿ , . . , c" , Il arbitrarie (,:?8), colla condizione sia

In particolare si p !o dare arbitrio il valore cii i delle

per fissato sia (29)

La prima delle tenuto conto che (y)o -1, determina (x")o - (Q)U 
il sistema costituito dalla (6) e dnlle 1 tra le nelle quali
si poiiga J. =1= = O, y determina i valori delle (zr,)0 , (j ==- 1 ,2, ... , JI) ,
perchè il determinante di tuie sistema e, a meno di fattori diversi da zero,

il primo membro della (7) (30), che è diverso da zero. ! I valori delle 

dipendono dunque da una costante arbitraria 

4. - Le y (B, (i , j 2013 1 ~ 2 , ... , ~u) siano ])1 campo 1&#x3E; e le

funzioni siano per , W ’ = ,z’., . Si derivino la e la terza

delle rispetto a Il, e 1&#x3E; ritnanettti ’ispetto a } (32), e nel sistema 

ottenuto si i (&#x3E; . Si tenga conto che per

che 1(, ( )~ i 

(2X) ~i le (1 ), (:~) 1, n. l, -

(2-l) Ricoi-(I,- ,iido il 1 (]elle y,j una aliiiello 
j

è diversa da zero.

(-31~ Si tenga presente il si presente 

(~2,n.2,fu-m.(t2)e~: ))

dove il L rapporto tra - è 

si trova f’iiciliiiente ohp si pnc  p&#x3E;iie e che

(31) Si osservi che, per le ultime ii - 1 tra. 1H (VII), le sono proporzionai i alle

il fattore di proporzionalità è determinalo (la)]a, (6).

(j~) Si tenga presente quanto 6 detto nella precedente nota (8°).
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(i che dalle (5) si ricavano immediatn-

melici i valori (ielle &#x3E;1) per ~,c ~- O. Se dun-

que si risolve il sistema ottenuto rispetto alle (33)

ri»ultanu espresse mediante le (j-._1~,~,...~rt) ~

mediante funzioni note di A.

Si ha cos  un sistema di equazioni differenziali nelle, funzioni

1’cicllè nel 11. 3 sono stati calcol-, ti i (0), 11 (0), s, (O), il si-

stema 1i equazioiii differenziali in qnex«iune (letei-iiiii a le fiinzioni $ (I)’
17 (2), ~ ()~) per 

i Á i piccolo. 
-

Xote cus  le derivate prime delle funzioni x (a , u), y ( , zj (À, 
(,) 1 7 2 u) per ~lt = o (34), si ottengono subito i valori delle derivate

(,l’ . ) qi (x,y (lelle zj (.1’ , y) iiei punti (li T; la tvii&#x3E;scenza di tali 

vate prime nei punti di 1"’, e quindi di una striscia del 

(ive te per ,sostegttu lcr I’, dipende (lunque dcr, 

5. quanto si è detto sono iioti i valori per yr == 0

([elle tlcl’i vaie 

i

facendo lt = c1 danno i O (I essendo 

P2 radici distinte della (lli) ; le altre e(&#x3E;stitiiiscoiio nn sistema lineare iielle .
i

il cui

determinante differisce per fattol’1 non nulli dal determinunte J deihiito liel § 1, n. 3, ed

4 () (cfr. ivi form (9)),
(34) Si intende che Si tratta oi conoscenza in piccolo, e lo nel segnito.
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Si dia ora una nuova relazione della forma

dove r/~ ~ 5 ... 9 11 sono costanti arbitrarie (3.5)@ colla condizione che sia (36)

Si derivino la seconda e le ultime n - 1 tra le (VII) rispetto a e

nel sistema ottenuto si = 0 ; poichè = O ~ il sistema in que-
stione assieme alla (9) permette, ragionando come nel n. 3, di calcolare le

i cui valori dipendono dunque da una co-
stante arbitraria.

Se le Aij, Oi sono J)11 nel campo le funzioni (IV) sono DII1
per x1 ~ x ~ x, , ragionando in modo simile a quello tenuto nel n 4, con
opportune derivazioni sulle equazioni del sistema (VII), si ottiene ~ O

un sistemtv, assieine ai valore g’ià noti. delle 
mette di calcolare i valori delle

per ~c = O e I Â i abbastanza piccolo. La conoscenza di tali valori permette
di calcolare le derivate seconde s~ (x ~ y), tj (x, y) delle Zj (x, y), ( j =
==12...) nei punti della curva. La determinazione di tali derivate.

e quindi di una striscia cccrcrfterzstzea del secondo contenente la at1’iscicr

del pri1no aefinitH nel n. 3, dipende dulzque na, 

nuova costante 
"

6. ° Il procedimento può essere continuato ; precisamente per la de-

terminazione delle derivate 1ne delle Zj (x , y) nei punti di I’ si supporrà che
le Ci siano e le funzioni (IV) siano e si daranno suc-

cessivamente 1n relazioni del tipo (6) e (9) (con condizioni del tipo (7) e (10)).
Supposte soddisfatte per ogni valore di m le ipotesi enunciate, si

ottiene il :

(35) Nelle ipotesi (1), (2), (3) del ~ 1, n. 1, la (9) equivale _a dare una relazione tra

le 

(3s) Si può, in particolare, dare nna sola tra lp purché in corrispondenza sia

(~ =~ O (cfr. la nota (29». 
’
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V. -- « 1)crtrc zcrrcr crcrcoc ~’ ~ esistono infinite
del ordine, che lrc curcie sostegno; la loro

ricc urrcc arbitraria. ()r;fci striscia 

del ordine t iit i&#x3E;jfi&#x3E;iite .del secondo

da 

laz geoera t e d i n~ è contenuto, in infinite
strisrie ci &#x3E;’itte1-iix’ic°he di ordine m  + 1, dipendenti da  it (t costante arbitraria ».

ragionmenti fatti nei iin, precedenti segue anche che, pur non

av(-t do il di equazioni che definisce le strisce caratteristiche

di raa del relaíivo a una data 
y 
= qi della (II) , si(li ordine i  del sistema relativo a una data Qi della (11) , si

asserire che una dl tali strisce è leteriii uata da tale sistema cli equa-

ziolli, da &#x3E;1 - 1 fuuzioui arhitralie e da m -F 2 costanti arbitrarie.

7. - Si dirà clle una superficie (li equazioni (1) contiene
la caratteiisti»a del primo determinata dalle equazioni (IV)
e (2), se essa passa per la curva r e valgono inoltre le

Cos , se le funzioni zj (x , y) sono si dirà che la superf cie inte-

striscia caratteristica del secondo ordine, detinita dalle

(2), e (3), se essa passa per la curva [1 e inoltre valgono le (11) e le

Analoghe definitioni, sotto ipotesi cli i uel’ivahilità, si i danno

le strisce caratteristiche (lei S tecessivi ordini a ? t , ... ? rrz ...
considerazioni (IE’1 presente paragrafo, detto eleillei to di ordine

»i il sistema di valori -,tssituti in un punto (,r , y) dalle Zj e dalle loro deri-

vate fino a q uelle di ordine m incluse, segue il :

VI. - Ci fit tzioiti (IV) sono
data ‘rcjto dalle (IV) e dalle (XIV) (37),

dove le sono dgfiiiite Xl g X e ivi ogni
integrale _Y del (1), aventl3 per eqiitzio&#x3E;ii le (2) (iiell’ipotesi

che le Zj (x , y) Siano nel i7z ù1ti esse sono definite), passante

(37) Si nt(,I1(le che le funzioni ([V) e (XIV) le equazioni relative

uua striscia, di ordine m (alle ttuali si è accennato fine del n 2).
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per l(f, curva eai,(ttteriqtic(t I’ e (i veute i,n un punto xo , f’ (X0) , (1 (x 0) (2 (xo) , ...
.., (n (xo) di l eleiiicitto di n il di valori 

contiene lcr dalle (XI V) » (38).

H. - - Poichè si puÒ 5ell11)1’e imporre che le funzioni Zj (x, y) (supposte
Dm) che compaiono nelle (2) ;&#x3E;ssuintiu&#x3E; in ull punto yo) fissato del loro

campo di definizione valori asseg iati as,-,ieiiie a tutte le loro derivute fino a

quelle di ordine ?rt i (,,I so, dal 111 e (lal TEORFMA VI segue il :

TEOREMA VII. - ipotesi del VI (39), esistono iijfinite
superfici , che contengono 2b?LLf caralttr;stica di ordine iii ,

dalle (IV) e (XIV) ; ,se le (2) sono le equazioni di uua di esse, le

Zj (x, y) sono definite i1L 2G1L abbastanza piccolo, contenente 
il (xo, f @ e 8ono ivi ]_)in+ (a9)bis. Tittte integrali

in comune la caralteristiclt ]-, nei punti rlellcc, hanno 

loro un contatto di i, ordine ~n».

 5 - Ilelazioi i fra teoria delle caratteristiche e di 

1. - Sia dato un sistema di funzioni

definite in un intervallo xi ’-- x :::7--. -.&#x3E; , ivi DII - L, tali che tutti i sistemi i

di i valori i x, Y = /’(,r) Z j = (, f), , (j == 1 ,2 , ... , n) al L variare di x in tale

intervallo siano interni al campo 1) . Si indichi con H (x, e) ciò che diviene
il primo membro dell’equazione (il), quando nelle Bij (i, j - 1, 2 ..., )
si pougauo per y, z1, z2 , , .. , zn le Ì°uiiziuni (1), e inoltre si faccia -

Se f’ (x) non è radice dell’equazione in à :

comunque sia x nell’intervallo X1 X «:C-- X 2 5 Ee se le ,1;j , 13ij, Ci sono Djj L

in D, si è dimostrato in (l/1) (4°) che il pl’oblema di UAUOHY alle

(38) Si intende che il risultato vale in piccolo, cioè per I x - xo i sufficientement.,

piccolo.
(39) Se in -- 2 , si deve fare l’ipotesi che le 1 G~ siano DIJ - L ., per 1n = 1

bisogna snpporre che le funzioni (IV) siano DII - L .
(3g)bis se m === 1 le zj (x , y) sono L ,

(40) Cfr. (.][i)’ ~ 1, TEOREMA I, p. 79.
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(1) una e una sola, soluzione, che esiste tcno e uli.

solo (li del sistema (1)

sono almeno irz abbastanza a cui è interna lct

ivi e 

Geoiiietri»«%nieiite : esiste uno e u tt integrale O pccssccrite
per la citi-va assegnata 11 di equazioni (1).

1)ai risultati dei precedenti paragrafi segue facilmente, supposte soddi-
sfatte le ipotesi sopra enunciate, che vale il ; -.

VIII. -- identicamente 

e se inoltre Lcc (~~ j

PROBLEMA 1)1 CAUCHY per il (I), relativo ai dati (1), non è
-isolubile (42) ; se -inrece lcr (5) è soddisfatta idi&#x3E;ntica»ie&#x3E;ite per x1 X ::-: xz , 1

c vale lcr,

identica1nellte per Xi :5 X - X2 1 il PROBLEMA DI CAUCHY per il sistema

(1), relativo lti dati (1), i&#x3E;ifiiiite soluzioni ».

Infatti, se esiste una superficie integrale £ del sistema (1), che contiene
la curva F, e se nei punti di questa vale la (5) identicamente in x, jT è

una curva caratteristica delia superficie ¿ e su di essa deve valere identi-

camente la (7) (cfr. le (III)) ; quindi se invece vale la (6), il PROBLEMA DI

------

CM) Si suppone cincid;i colla radice O1 della 

(42) Se le (5) e (6) sono soddisfatte assieme in un punto soltanto x = xo dell’intervallv
il PROBLEMA DI CA UCHY non è risolubile iii nn intorno del punto di r cor-

rispondente a x xo (ma potrebbe essere risolubile nell’intorno di un altro punto di 1’) .
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è iiiii&#x3E;Ossibilo. Se invece per x1 c x x2 sono soddisfatie assieme

ilenticé+inent,e le (5) e (7), la curva una curva caratteristica e per essa

passano illfiuite superfici integrali del sistema (I) (cf’r, il III)

2. - Dall’unicità della soluzione del problema di CAUCHY, relativo ai

dati (1), quando questi non costituiscono una curva carattenistica (43), e dalle

considerazioni fatte nel § 5, 11. 7, TFOREMA VI, segue í n ediatamente, sup-
posto che le Bij , Ci siano -- .L , che vale il :

IX. - due superfici íittegrali del di eqiiazio&#x3E;ii
rislJfttive Zj = Zj (x , y) e zj = Xj (x , y), (j --1, 2 , ... , 11), dove le zi (x, y) ,
Xj (y, y) sono definite in uno stesso .4;ono ivi DII - L, e hanno in

curva r, questa è una caratterisficlt per le superfici.
,Sotto con1’enienti ipotesi di deriuabilità (44), se le due hanno in un

punto di r un di Oî’dLrce m (tu =1 , 2 , ...), eqse hanno 2GrL contatto

di ordine m i7z ogni punto di 1’(4~).

§ 6 . Sistemi a caratteristiche e 

1. - Si supponga che l’equazione (11), nella quale si pensi di aver

posto == o abhia nel }) radici tutte reali, ma non tutte scuiplici ;1 ,z ~ &#x3E; &#x3E; 1

valga però la seguente ipotesi, già introdotta in (1112) (46), e che nel presente
paragrafo supporremo sempre 

IP(Yl’ESI A). - le radici Q2 , .. , ol (2 L n) d eli’ equazione
(Il) sono reali nel D di hcr, in tutto D lo stesso

ordine di »iolteplicit i ; e se v1 , 5 V21 ... , vi sono gli ord’ini di JJloltepUcità 
spettivi (vs + l’2 + ... + vl = n) , il (leteriiiinaitte della 

L L. on cr 
d y 9 2 lia,1 i t alle o 2 92 .. , -01ne q e si 
-1 

== (!, o &#x3E; n enz(, a e ra (]l
d x

della (II), proprio le c( i-(tttei-istiche n - v, , 1-1 1 
1-1 - vl in

tutto il campo D. 
"

(43) Cf’r. 1, TEOREMA 1, p. 7n. 
’

(44) Precisamente è s( ffleieiito qupporre che Aij, Bij’ C, siano in D e le z, (x, y),
siai o ~ in 8 ,

(45) QI08t1111tiMo risultato vale nello campo in cni vale il TEOREMA VII (cfr.
nota (,18».

(46) Cfr- Il. 1, p. 
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Nel presente paragrafo supporremo sempre che tale ipotesi sia soddisfatta.
Supposto che le Ci, (~==1~2....~) siano lipschitziane

rml campo l) , 1 si trova facilmete che nei punti di una curva caratteristica
del sistema corrispondente a una radice or della (II) sono soddisfatte nel caso
presente le segyenti equazioni (che si riducono alle (111) vr - 1)

dove le (8 =-= 1 ~ 2 ~ - ... , sono Y, sistemi di funzioni linearmente indi-
pendenti che soddisfano le

Tali Vr sistemi esistono certamente per l’ipotesi fatta A) che per -

il determinante a primo membro della (II) abbia proprio caratteristica 
Pensando, p. es., aa come variabile indipendente, il sistena (III’) è un si-

stema di it + 1 equazioni nelle n + 1 funzioni incognite zi , z ... , , 
dunque, dando ad arbítrio rz - vr cli tali funzioni, le ríina e ti v,, + 1 sono
determinate dal sistema (I il’) e dai valori assegnati per esse in un punto
~x ~ xo , o, come si suoi curve relative H una radice

er di molteplicità , della 111) dipendono, iiell’ipotesi A) (47), n --- 

vr fun-
zioni (invece che da come avviene se la radice or è sem-

pl ee cfr. 4, n. 1), che da = 1 costanti (i valorí asse-

gnati per le rimanenti + 1 fiiiizinni in un punto x == xo).

(47) Per questo I.igl-llt,,tto p,,,,rtieolare t) sufUciente elle A) sia soddisfatta per
la sola radice gr considera,ta,
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2. - Si considerino 1 radici distinte ai , z . , , ,, L 3 e 111 corrispou-
deuzn gli n sistemi

i iidici&#x3E;iiio 1 [2, Li (i 1.) ) ordinatamente i

sistemi di funzioni (2) ; si può aUoi’n costruire, come 1, Il. 3, il deter-

minante cui tei,iiiiiie generale è

si trova che

flove A è il letei’iiiiiiaiite, il cui tern&#x3E; iie generale è e II è il determi-

nante il l cui tci’iiiiiie g.eiieialtÀ è (i, r == 1 ..., Iu (J/2) si è pro-
vato (48) che iu tutto 1&#x3E; è

Ne tenuto conto che per la (1) 1, 11. 1 è J =~= (J, che

in tutto il campo D .

Si indi(,-h  con . il eo l)leineiito algebrico i11 J dell’elemeuto c 1) ..

3. - I TEOREMI I e II e i relativi OOROLLARI restano validi anche

nel caso, in cui vi siano caratteristiche ulllltlllie? purché sia soddisfatta

Ai, se il sistema di caratteri stielie, a cui appartiene la curva

caratteristica data, è semplice, ed è dunque vi - 1 ; essi si dimostrano coi

metodi tenuti nel § 2 e nel § 3, n. 2, rispetti vaitiente, tenendo conto anche
di quanto è detto nel precedente n, 2 e del fatto che il sistema (VII) è
rimpiazzato nel caso presente dal sistema (VII’), che scriveremo tra poco,
nel quale si faccia però "1 1 . Se v1 &#x3E; 1 , y cioè se il sistema di caratteri-

stiche a cui appartiene la caratteristica data (IV) non è semplice, i TEO-

(48) Cfr. (M2), n. 4, pp. 
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REMI 1 e Il (e i loro COROLLARE) devono essere inodificélti nel senso che

per determinare un integrale si devono dare v, condizioni (invece di una

sola) sulla y (y), oppure sii iin’altra caratteristica, iiscente da un

punto della caratteristica data (IV).
Precisainonte, supposte soddisfatte le ipotesi enunciate nel § 19 n. 4

(eccettuate quelle relative alle funzioni /))? siano dati sistemi

di funzioni O’=l,2,... 2013/.

JlPl1’intel’val1o y, ":--- y., , tali 
’ 

che valgano le relazioni

e indicato con 1 il li n»liiir v1. il tpi&#x3E;inii&#x3E;r gnprnlp è

i

il

I’, -Y e solo c~i

i del 

clte in nrt ó ,’?u.fficienten ente rr è il punto
~~n , i~~~n)l, )III.--~ Il le (V)~ e le J’t 

Geometricamente : « e 

(Il (10)), per lcr, cur1’a r, cli 

v1, e llei 1 , si 11fl x,y i7l

curva dota x --_-_ g (y), v~ 1 (V l’) ».
Le (y) p08sono essere, in tutte e, anche più in

, 

&#x3E;

particolare, tutte nulle, tra ne 1’1 di esse, p. es, le CPsS (y)per s=1,2,...v1
nell’ipotesi che, indicato con K1 il letei’iiiiiiaiitr il cni ter ine geiiei’ale &#x3E;

sia
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Posto allora

le 75 (y) sono funzioni L date, def nte iiellliiitei-v-,tllo y, ,- y s-, Y2; i PssP
sono i valori assegnati per le sulla curva .T==/(~)(~9)~ le (7)
divengono nel caso presente

Vale il : 

COROLLAP.IO I’. - « _Nelle ipot,qi esiste uno e it t solo sistenia

(10) di integrali del siste1illf (I), elLl’ sono iii ó abbastanza r

_piccolo, cr, cui è interno il punto (x o’ f (xo))" iri PII - Il, le

(V) e inoltre le

Geottietricaiiieiite: e sola iretc,gnclc _Y sisteli (1

(1) (di equazioni (10)), passa curva [1, e coiitieiie 

A, che si nello spazio delle z2 , ... , Z1’1 iit

di equazioni

4. - Il l’ si liniostra con i,-,tgioii,,t ieiiti «iinili a quelli te-

nuti iiel § 2 per liii&#x3E;nstrai’e il TEoiiExià I; hisogna tener iiiieseiite che qui il

(49) Si possono darp ad arbitrio sulla cnrwv x = g i valori (li ’Vt qualsiasi delle

zj (x, y), piirché, se j1 1i21 - - - i,, sono i loro indici, il iiiin&#x3E;re colle colonne di in-

dice j1 j2 , .. , , j1, della matrice

sia diverso da zero ; un tale minore, per nna scelt,a opportuna degli indici j1, j2, , , ., jY CS’-
ste certamente, poichè il determinante 4 è diverso da zero (cfr. il precedente n, 2, form, (6)).
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sistema (VII) è sostituito sistema

dove le derivate 20132013 sono defilite dalle (12) e (13) 2, n. 3. Fatte an-
d fr 

’

che qui le posizioni (16) e (19) 2, Il. 3 (tenendo presente che le 

sono ora le l’iii zioi i definite nel precedente che vale la (6)), ci si ri-

conduce ad un PROBLEMA, che generalizza il PROBLEMA a), e che è stato

risolto da noi in (1J/4) (50).

5. - I L I I diviene nel L caso presente (v1 &#x3E; 1 ) :

TEOREMA II’. - I’ (eccettuate 
x # g. (~~)), esi8te uno e un solo ( 10) di integrali del 

(1), rle fiwili in un del x, y, contenente il

punto f (x0)), so to iio, funzioni 1)Ii - L, soddisfano le (V), e inoltre nei

prc7tti (), per il punto (xo , f(xo), (X0)
~~ (xo) ... , e cr un ben da

quello, a lcr, data I’, le

Geometricamente ; -. « Esiste sola superficie integrale _Y del si-

stenia (I), che per ln r I e inoltre è tale lungo
sua C, on7a r un punto in comune e ap-

1tn ben (letei-iniiiato dn quello, (1, cui appartiene la

r, soclclisfcrtte le (X’) ».

~ 

(5°) Cfr. (JI4), n, J1J (V) e 
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Il L OOROLLARIO II (1iVielle: l

COROLLARIO II’. - ipotesi del Il’, e che

valgano le (11) e (13), esiste e solo siste»ia (10) di del siste-

(I), che sono definiti in un piccolo il punto
(xo, punto sono iii 1)11 - Il, 1(, (~r)~ e i Iloltre

nei della e«,&#x3E;.«,ite&#x3E;.isiica C, deliiiita nel TEORr,MA- 11. le

Geoi etricaifleiite : e una solcc 2 del qi-

ste7r2cr, (I), che passa la curva I", e inolt,r°e contiene 

curva, C , crceccte corz r 2cri punto comune e appartenente Cl zeaz

ben dete?.»ii&#x3E;iato (diverso (]i, quello (i c1ti r), la quale si

nello spazio a ’Vi +1 lÌi?ilCil8i0ili, in cui variaito y, z2 , ... , 9

iu data ».

Il TEOREMA Il’ si (lilÌllXtl’ll con Colili(lel’-, Zioni simili a qllelle fatte llbÌ

3, n. 2 per (limosti,are il Il ; 11 L PROBIjEUA b) è q n i AORtitn i to

da un pi,ol)lem-,t pi i geiiei&#x3E;ale, É’ risolto da noi 111 (AI 4) (r’1).

6. - I III e IV si estendono iniineiititaineiite iLl caso, in cui vi

siano caratteristiche innitiple, xaj&#x3E;pnstii- soddisfatta l’ lPori’Esl RPstiin«

pu re tutte le considerazioni faltte nel 3, n. 4 sulla non esi«fPllZli, 111

generale, di nna superficie integrale passante per due curve caratteristi«liv
Fa eccezione il caso 1 = 2, (li eui ci nccnpervnin nel sticcessivo . 7.

7. -- Le considerazioni fatte nel § 4 sulle cnrve e strisce caiiitterixt,i;lir
restano invariate, quando, per quanto il si,,3teiii,,t (I) ai&#x3E;iiiirtttv sistemi di ca-

ratteristiche multiple, il sistema a cui a,ppii,rt&#x3E;ieiié 11L ;nrv&#x3E;i earatteriRtiea data

sei-nplieel cioè se v1 =1. 
"

Se è v1 &#x3E; 1, i TEOREMI VI e VII restano invariati, meiitiv il 

V diviene (supposte soddisfatte le ipotesi di tale 

TEOREMA V’. - « _Data nna. apparte Il ente a 2c7a siste-
di, 1nultiple (li 1JlolteplicitÙ v, , esistoit) infinite 

del ordine, cjze 1«, Icrr,yc7zo corrze 

Cfr. (M4) n. Il form (V &#x3E; e 

’
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zione di ognitita di i esse dipende da v1 costa?iti arbitrarie. Ogititita di i esse è

contenutlt iitfinite striscie del secondo ordine, di cui 
è da v1 costanti arbitrarie. hi generale striscia caratteristica

di i ordine avente per sostegno la curva I’, è contenuta in

infinite striscie caratteristiche di or;’dine m + 1, delle qitali i ogititna è 

da v1 i costanti arbitrarie ».

Da questo teorema e da quanto si è detto nel precedente n. 1 segue
ehe una striscia caratteristica di ordine 7r~, relativa alla radice e1 della (11)
di niolteplicità supposta soddisfatta l’ IPOTESI A), dipende da n - v1 
zioni arbitrarie e da + 1) v, + 1 coqtanti ai-bitrarie.

8. In (1112) (52) è stato dimostrato che &#x3E;ieil’lPu’i°Esi A) il PROBLEMA

di CAITC,HY per il sistema (I) è risolubile in moclo unico. Segue subito che
anche nel caso in cui vi siano caratteristiche multiple vale il TEOREMA IX,
j&#x3E;uiclié Ria soddisfatta A ), In quanto al TkIORE&#x3E;iA VIII, esso resta

invariato, se è, vi = 1, cioè se la curva assegnata inediante le (1) del 5 è

tale che nei punti di = (11 è una radice semplice della (11). Se iii-
dx ‘1

vTece è ’Vi&#x3E; 1, supposte valide le ipotesi enunciate 5, n. 1, e def nito

Il (.r, Q) allo stesso modo che 5, 11. l, il VIII diviriir :

TEOREMA -- è idetiticaiiiente per

e se inoltre una delle di.’?eg1tftglianze (53)

il PROBLEMA di CAUCHY pe1’ il (1), relativo ai dati (1) del 5, non
è ,se alle (15), ide?itic«»ie?itr pei,

il PROBLEMA di il 8Ílsfe1na (1), ai (1) 5, a1n-

1nette infinite soluzioni &#x3E;&#x3E;, 

(52) C fr. (M2), n. 2, p. 6 8 4.

(53) Si -,stippone che f’ (x) coincidfl colla (h della (11). 

13. Annali Pisa.
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§ 7 - - Caso in cui vi siano due soli sistemi distinti di caratteristiche.

1. - Supponiamo nel presente paragrafo che l’equazione (II) abbia due
sole radici reali e distinte Q1 e Q2’ di molteplicità rispettiva ’Vi e ’V2 coni

VI -~- vw = n , 1 e che sia soddisfatta 1’ IPOTESI A); allora il determinante ~i

primo membro della (I1), in corrispondenza alle sue radici Q1 e Q2’ ha pro-

prio come caratteriRtica ,J2 e V1 i’isprttivtviiieiite. Si hanno cos  due soli si-

steini distinti di caratteristiche multiple, di molteplicità risj&#x3E;ettivii v1 e v2, (54).
Il TEOREMA Il’ xi senllplifica notevolmente ; infatti xiij&#x3E;j&#x3E;nst&#x3E;a nota la

s1111PI’ft(’,le integrale 2, lo soddisfa introdotte su di nel § 3,
n. 2, 1P coordinate ~ ~ p ; ,. e posto

sulla caratteristica (’ , oi flnazione Â -- (), yalgono le

(cfr. P enunciato dei TFtoll-RMA Il’), e insieme le

che si ottengono iniinediat&#x3E;iniPiite fiiillr quando in esse 8i ponga i, = 2, e

e si tenga conto delle posizioni (1) e della (2).
Si dimostra taci mente il sistema delle (3) e (4), assien1e alle coit-

dizioni

(54) Cfr, anche (M2), si inteiide che qnanto è detto nel presente paragrafo vaie,
in se v~ - v2 = 1 &#x3E; " = 2 (cfr. anche, per questo caso particolare, (.Mi), ~ 5,
p. 92.93).
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(leterii i ia in modo unico le funzioni

almeno per IL I abbastanza i piccolo. Tali funziuni determinano la curva ca-

ritteristica C del secondo sistema, le cui equazioni si possono dunque otte-
a priori come conseguenza immediata delle condizioni imposte nel TEO-

iiiCJIA ir e del sistema (1) (di cui le (4) sono una anche se

non sono note le equazioni della superficie integrale 2B che soddisfa tale
teorema; ciò non avviene invece nel caso generale 1 &#x3E; 2 (cfr. § 39 n. 4 e

§ 6, 5 11. 6). 
’

Nel caso presente il TEOREMA Il’ si può cutineiare in una tori a più
e si possono fare alcune riduzioni nelle ipotesi ; precisamente il

TEOREMA Il’ equivale al seguente :

TEOREMA X. - « (H) IJ due sole radici 

e distinte Ut e e2 di 1,1 lu F2 (eon 1’1 1 --- iit tutto

l) 13j., , 1)~ - L in D. 

due C dei un 

di 

le , i&#x3E;izio&#x3E;ii (IV) e &#x3E;.isi&#x3E;ettiv«&#x3E;iieiite negli iiite&#x3E;.valli

e sono ivi DI; csiste un yrcrzto (xo , yo) in cui valgono le

ln queste ipotesi e una integrale del sistei ía

(I), le dne cnrve caratteristiche r e U, equazioni

dove Zj (x, y) sono definite in 2co, obbcstccnzcc piccolo, (t

czci è i ite)- io il punto (xo , e sono ivi 1)1 ».

2. - Itagio aii(lo come nel § 3, Il. 2, introdotte le coordinate la

dii ostrazioiie del TEoREinA X Si ricondnce alla riSOlUZiOlle del seguente :

PRoBijh;iA (;). - un x (2,. , u), y ( , .i),
~ ()" , ~~) , Z2 (~ , l’t) , - - - ~ z,~ (À , 11£), , i Il i cr,hl»r,stunzcx, pie-
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%oli, e continue colle loro e colle seconde 7rtzste,
che di equazioni a (55)

e le condizioni ai li1niti

Questo problema è un caso particolare di un problema risolto da noi

in un nostro lavoro di alcuni anni fa (56) e, come Ri vede, è risolubile sotto
. ipotesi più ampie dei PROBLEMI a) e 1».

3. - Confrontando il risultato del TEOREMA X con quanto è detto nel
§ 3, n. 4 e nel § 6, ll. 6, si vede che il caso 1 = 2 si presenta come ecce-

zionale rispetto al caso 1 &#x3E; 2, nel quale date due curve car(ittei-istiche, 
ciue e i t comune, non esiste, in ge.

una superficie integrale clze le eitti,aiitbe. mentre il contrario

avviene, come afferma il TEOREMA X. nel L = 2. 

4. - Poichè il I TEOREMA X sostituisce, nel caso l = 2, i TEOREMI 11

e II’, e vale sotto ipotesi più ampie di quelle introdotte in tali teoremi. le

stesse ipotesi più ampie valgono, nel caso presente, in tutti i teorema che
nei paragrafi precedenti seguono dal II oppure 111 (57).

È sufficiente, in ogni caso, che le siano DI - L, e le fiiii-

zioni (IV) siano in queste ipotesi gli innniti sistemi di integrali del si-
stema (I), di cui il TEOREMA III, p. es., afferi ia l’esistenza, sono costituiti

da funzioni zj (x , y), che sono DI nel campo ó 5 in cui esse sono det -

nite, invece che Analoghi cambiamenti devono essere fatti negli
enunciati degli altri teoremi a cui si è accennato (58).

(55) Il sistema (VII’) si riduce al sistema (VII’") nel caso it = 2.
(56) M. CINQUINI CIBRAltIO, Intorno ad ltn sistei a di eq tazioni alle derivate parziali del

prznio ordine. Rend. dell’Istituto Lombarào, vo1. LXXVI, 1943, TEOREMA 11.

(57) Cfr. TEORRMI III, IV, VII, VIII, IX

(58) Cfr. la precedente nota (5,7).
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§ s - Caso 111 cui vi sia un solo sistema di curve caratteristiche.

Nel § 6 si è escluso il caso 1==1, a cui vogliamo qui accennare bre-

vemente. In tale caso l’equazione (II) au&#x3E;lxlette radice reale rz-pla ;
se vale PIpoTESt A), in corrispondenza a tale radice il determinante a primo
membro della (11) ha caratteristica zero ; in tale caso si dimostra ~59) che il

sistema (1) si può porre sotto la forma

e se in tutto .D è

le equazioni (lelll iníco sistema di caratteristiche hanno la forma

che determinano coi ipleta  ente le equazioni di una curva caratteristica

quando siano alssegvati i valori delle funzioni ,f’(x) ~ ~i (x) in un punto x = x,,.
Dunque, se 1 - 1 , l’unico sistema di caratteristiche (n-iile) non dipende da
funzioni arbitrarie, ma soltanto da n + 1 costanti arbitrarie.

Nel caso presente il TEOREMA l’equivale al risultato che il PROBLEMA

di CAUCHY per il sistema (1) è risolubile in modo unico (sotto ipotesi che
non stiamo a precisare), come si può dimostrare con metodi classici (60),
mentre il TEOREMA Il’ nel caso presente non ha senso.

I TEOREMI III, IV, V’, VII, IX valgono anche nel caso

presente, con qualche modincaxione e qualche sen1plifieazione nelle ipotesi
e nei risultati, che non vale la pena precisare.

alla Redazione il 15-3-1950J

(59) Cfr. E. GOURSA’F. i’i&#x3E;itégratio&#x3E;1 de8 équatioils arcx dn se-

ordre à denx variable3 indépendante, ’I’, 11, Paris, Hermann (1898), n. 216, 323-325;
cfr. iii particolare le furni. (38 bis) p. 324 e (~’,t9) p. 3?~.

(s°) Cfr. anche (11~2)~ n. 8, p. 688.
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