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SULLE MATRICI INFINITE

di SALVATORE CHERUBINO (Pisa)

In questa Nota presento alcune osservazioni sulle matrici infinite di

cui le più semplici potrebbero costitune la premessa per un’esposizione si-

stematica della teoria delle matrici finite o infinite (1).
Particolarmente interessanti e forse nuove, almeno per la forma, credo

siano le proprietà delle matrici antisimmetricne infinite ed il modo di por-
tarle a forma diagonale. Questo modo è del tutto analogo a quello, al-

trettauto semplice, esposto in una n1ia receute Nota (2), che ivi diede luogo
ad una rapida ed elegante dimostrazione del teorema di 

MARD sul massimo modulo del determinante di una matrice finita, insieme

ad osservazioni che lo precisano.
Nell’ultilmo paragrafo del presente scritto, questo celebre teorema viene

agevolmente esteso alle matrici ini nite con determinante convergente, rice-

vendo notevole rilievo nel caso delle matrici delle trasformazioni lineari

nello spazio hilbertiano.
Questa Nota dà ull’idea del iiietodo che potrebbe seguirsi per estendere

alle matrici itifiiiite, quando possibile, molte proprietà di quelle finite, fra le

quali le i l)oi-tai-iti nozioni f’ proprietà delle forme canonica, senii-canottica

e con le relative applicazioni.

. Dipendenza h dipendenza lineare. 
’

1. Sia

una matrice con un numero qualunque, finito o iniill to, di righe e di co-

1 cui elementi al&#x3E;I)arteiig-, i o ad un campo (o corpo numerico commu-
tativo C fissato a piacere.

(1) Come vadu facendo uel corso di Matematiche Superiori di (titest’ai-i o accademico
1919-50 presso l’Llniversità di Pisa. Nella Nota in corso di in questi Annali : Sui

fondainenti del calcolo con V. CHECCUCCl precisa, in forma, comoda e 

gext&#x3E;iva, le condizioni di convergenza ed aSHociati vità del prodotto di matrici ed indica nn

caso notevole di invertibilità. Ql1 i supporremo verificate le condizioni i predette.
(2) S. Forma qiiaxi-&#x3E;aiionira [Anna,ii Re. Nnrni, di Pisa

s. vol. (1948)j ~»P. 151-1(ili,
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Le notazioni, le dennizioni ed il simbolismo in tiso per le matrici fiiiite,
igi estendono al caso delle matrici infinite, purcl è siano verincate

le condizioni di convergenza necessarie e sufficienti perche i simboli o le

operazioni che vogliono adoprarsi abbiano significato e valgano le solite

proprietà formali.
Cos , diremo che le righe di ~4 sono linearmente dipendenti se esiste

un complesso orizzontale

di numeri non tutti zero tale che il prodotto a’ A sia il complesso orizzon-

tale nullo, cioè quello i cui elementi sono tutti zero. Si scriverii, in tal caso :

Ai alogamente essere dipendenti le colonne di LL siguifica che esiste

un complesso x non nullo, tale che

ove ~2013i indica il complesso verticale trasposto di x, cioè lo stesso x scritto

verticalmente : il secondo membro è ora il complesso verticale nullo, nieiiti&#x3E;e

prima era il complesso orizzontale nulio.

La dipendenza può xiissistere nel campo C cui appartengono gli ele-

menti i,., di A: in tal caso gli elementi di .r devono appartenere a C e
non coincidere tutti con lo zero di O ed il secondo membro delle (1.1) , ( 1 . ll’
è un complesso nullo in O, cioè ad elementi tutti eguali allo zero di C ,
Osservisi che le righe e le colonne di A possono esser dipendenti in un

campo più ampio di C (ad es. in quello dei numeri complessi) ed essere in.

dipendenti in C .

2. Se le righe (le colonne) di una matrice A non nulla non sono tutte

linearmente indipendenti saranno tali solo una parte di esse, per es. quelle
costituenti la matrice 7~ mentre le rimanenti sono combinazioni lineari di

esse, cioè costituiscono una nit+ti’ice p Iù (una matrice Br) ove u (ove v) è
una matrice di cui ciascuna riga (ciascuna colonna) indica la combinazione

lineare che occorre eseguire sulle righe (sulle colonne) di B per avere ordi-

natamente le rimanenti righe (colonne) di .1 . Allora, a meno dell’orditie delle
righe (delle colonne) si può scrivere :

Se la indipendenza o dipendenza si considera nel campo C, la ii atrice

M (la matrice v) ha i suoi elementi in esso, 
,
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Osservisi iiii gruppo (li iiglie indipendenti (l 1 (lelle (lUali le ri-

manenti sono combinazioni lineari (a meno che le righe di non siano
tutte indipendenti) può sempre in più modi : ogni riga non nulla

può includersi in iino alitiei o i detti gruppi.
Si (dimostrano facilinente le proposizioni ( cui agli articuli seguenti.

3. PROP. I. due i t(fti-iei sono a righe a colonne)
tutte ii dipei deitti, l)el loro prodotto (se esiste).

Consideriamo il prodotto :

ove a e B sono due matrici a righe tutte linearmente indipendenti. Se C
non fosse aii«h’esxa a righe linearmente indipendenti esisterebbe ila com-

plesso orizzontale x iiou nullo pel quale si avrebbe :

Ponendo :

poiché le righe di ",-1 tutte iudipeudcnti (3) ed .r=-0 sarà uecessaria-

mente y # 0 ; quindi bi 

il che e3 pen:lJÙ l) li a iig.lie tutte indipendenti.
Allo modo si sulle colonne.

PROP. prodotto di dite ha itit di righe
indipendenti, qtcestn è non di 

delle ’righe colonne) (del 
=kbbiasi :

e U Iiite,,trtuettte iudipeudeuti e uun meuo uell’or-

dine delle righe, potrà scriversi :

(3) Per brevità sara &#x3E;iiieNx&#x3E; ogiii volta che ciò non dia

luogo a confusione,
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ove c è la iiiitti-i(-e di n independenti di (,‘ l‘ y Ö una matrice

tuna, ad &#x3E;1 

Dopo lo scambio di iig.lie operato sii O  iu A le pri-
dalle altre, e scriviamo : 1

è una ad n sarà nccessanatmente 

Dico che (li i tutlt ili(lil)en(tenti. ll t*atti,  xe ii(iii lo 

si per un &#x3E;i-coiiij&#x3E;lcsx&#x3E; orizzouta e x non nullo : t

olttin(l  ,tiielie, dalla (7.1) :

le 1)iiiiiiiu.
il nnn ero( eHe imdipendcntidi non pu o minore di Jt ,

Ripeteudo ]0 iag. &#x3E;iiaiiieiit&#x3E; sulla inat ’ice :

prodotto considerato, si trova che il numero delle 

dipendenti di C’ non supera qneHo co onne ii (lil)eiideiiti di B

Colz. 1. l)i,O(])tto di due non iijf iiite righe 
colonne) a°r3rrzce il 1’(tito @e (il secondo 

in,tinite righe (ii[fi&#x3E;1itQ colonne) i t(lipe tde tti.

Coii. 11. Se un di h« indipendenti 
ri ccccrcde del delle 

riglce (colonne) del pri1no ulel 

4. PROP. in tcn dne il I’(ttto -e (il se-

è ((i colonne (rc righe) tutte liiteti-i e tte, indipendenti, il prodotto
indilJendenti le colonne (le righe) 

(alle righe) iitdipe deitti secondo (del 
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Si b)ji  . o

e matrice A sia a colonne tutte indipendente mentre meno dell’or-

eline delle colonlie, si scrive :

con b iii-,Itrice a colonne, tutte lineaviiiente iudipendeiitiy eventuaitnente coiu-

con 1» ), matrice opportuna. 8i lia quindi, con 10 scambiv

dell’ordine delle colonne :

Per la l)ríi a, 4 b è a colonne tutte linearmente l idil)eii(lei t ,
(Iiiin(li C ha indipendenti le colonne corrispondenti a quelle di b. Altret-

tanto accade per le righe, come si vede ragionando sulla trasposta di C .

, 

Il delle colonne (delle righe) li iea - ieitte trtdLtrert-
di 1tn due di cui la (la seconda) è (t colonne

(a righe) tutte líiteir) ei t, è eguale u quello delle colonne (delle
seconda (della 

5. delle t’ighe (delle colonne) liièeíl --

mente independenti di A. è ,fiiiito, anche il massimo numero delle colonne (delle
righe) di A liiie«i- eitte indipendenti è finito ed i due sono eguali.

A possegga n ~ ~) righe linearmente indipendenti e non più di it e sia

A’ una matrice che ha per righe n righe indipendenti di A . Si potrà allora

scrivere, a meno dell’ordine delle righe : 
’

matrice .I’ , un numero (fiuito) H di righe, avrà un numero
linito iit di colonne liiiearnicate indipendenti, e non con O (4). "

quindi può scriversi, a meno (lel1’ordine delle colonne :

(4) interviene la teoria dei sistemi lineari, pnò senza determi-

nanti, sia nel caso fluito che infiuito.
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con a t iatr ce colonne, queste ultime Iiiieari eiite ii- díl)en,

v essendo matrice 

Potrà allora seriversia seiulne a meno (Iell’or(line delle e delle
colonne : . ,

e si avrà :

Onde :

I)o~cl~è le colonne di a sono linearmente indipendenti, sono tali 

qneHe di quindi a possiede m cololle linearmente indipendenti. Non

ne possiede più di tante per (15.1), le rimanenti souo cotubina-

zioni lineari delle t colonne di i

Si è dunque dimostrato che il delle colonne di .1 linearmente

indipendenti non supeia q nello n delle i-iglie.
Analogamente, partendo dalle colonne,, si trova , e si con-

clude che n =,  .

(5) Tutte le colonne di A , comprese qneHe di sono alUra coi b íiazioi  liiieari

diqne e Perciò, se xi preiilvnv ?n’ &#x3E; m colonne qii»lunqne di Â, la loro ma-

trice è data da un prodotto come :

con T matrice ad m righe ed colonne. Essendo &#x3E; tn ed n finito, esiste un 

plesso x non nullo pel si ha 7: x_1 = 0 , quindi

Perciò 7n’ &#x3E; 7n colonne di A non sono mai linearmente indipendenti.
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Con. matrice non ltvere infÏuite righe (colonne) ii dil eit(le t  
indipcndf)nti anche iufinite colonne 

Dopo questa quarta, la proposizione seconda può completarsi come

appresso :

II bis. lSe un prodotto di due o piÙ un filtito
di riglLe e colonne indipendenti, qitesto non è 1uaggiù1"e di

quello di ciascun. 
Segue pure che il cor. I della proposizione seconda può enuncial’si nella

forma seguente :

Urz di dlte o matrici non l) tò avere in.1inite righe (e
colonne) linea -ií e te indipendenti, che pe , tutti i suoi

Cos  pure: 
’

PROP. III bix. Uit l)rodotto di d2ce di nno (t righe e colonne

tutte indipendenti tante e colonne litte(t -,iiieitte indipendenti
ne Tut .fattore.

§ 2. Matrici inverse.

6. Con f iidieliereitio una matrice cioè una matrice avente

tante righe quante colonne, eguali a zero tutti gli elementi non principali e
questi tutti eguali allunila (zero ed uuità di C). Se A sono due u-

trici per le quali si ha :

si dirà che B è destr(t di A e che A è «, 

di In tal oltre ad avere tante righe quante sono le colonne di

A , y avrà tante colonne iiizin«c sono le righe di A , In particolare, se A, è

quadrata anche B è quadrata e saranno entrambe di ordine finito o infinito,
insieme ad I. In ogni caso, questa è dell’ordine delle righe di A (e delle
colonne di B) .

Se A possiede un’inversa a destra B o una a sinistra G~ e se A è

rettangolare, cioè non ha tante colonne quante righe, si dovrà scrivere :

e le due matrici identiche I ed I’ saranno di ordine diverso.
1 

Se si ha contemporaneamente
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si dirà che &#x3E;1 e 1J sono se A e lj sono uutrambu quadrate si

av à I # I’, cioè I ed I’ rappresenteranno la stessa matrice identica (6).

I. y1 ammette un’inverHlt, cr (a, siitisti-a), essa

righe (a culoririe) tutte li tetti- i eitte indipendenti.
Se infatti si ha :

non può aversi x J ‘ U j 5 con r complesso orizzollt,,tle non nullo, percbè
altrimenti si avrebbe :

mentre da (1.2) segue che :

A ialogaiiiente, non può aversi h Y- -- O, cuu y__1 verticale

noli nullo.

I. Uii’iiiv;sa cc, (cr di A, se esiste, è 

a (cc ttettc  Linearmente i dil)e t(leitti.

(JUR. 11. Se A è è ( e colonne indi-

TE( R. 11. Se l(t Al a i ette itit*iitvers« a (a sinistra) e se

le .qiie colonne (le i-igae) li teti-) teitte si ha che:

a) Lcc A a»iinette sola, inversa a dest -a (cr, sirtistree) ;
b) 1+ A è i tvei-tibile;
c) 11 A anl1nette Biiche a siiiist&#x3E;.« (a destra) e qtcestcr è unica;
il) L’i,nvensn a coincide con a sinisirlt.

a) Se si avesse conteinpor:nealxlente :

B , 5 si avrebbe -anche :

(6) Le nozioni di inversa » destra e inversa a sinistra vairone anche per matrici

rettangolari finite.
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con B - B =t= 0 , il che è impossibile, qua,iido A è a colonne liiieaiineiitr

indipenclpnti. -Àiialogiiiiieiite, se valessero le due relazioni :

r1 A fosse ~6 righe indipendenti.
b) Dalla (1.2), moltiplicando u destra per A  . ai 1&#x3E;a : 

dove I’, come poco fa, è la mattrice identica dell’ordine delle colonne di A.

q n ~ : *

Poiché A. è a colonue liiirai&#x3E;iiientr iiilij&#x3E;riilPi&#x3E;ti, è neres-

sarimnente :

Se si parte da questa (4.2) e si suppone che tt righe tutte indi-

si arlica -t a ogaiiieiite alla (1.2).
e) Poichè vale la (1.2.), l0 ati-ice .4 è necessariamente a tutte

indipendenti, onde la (4.2) non può soddisfatta che da un’unica deter.

minazione (11 B .

conseguenza (Ielle parti b) - l’).

Con. A cln (Hnbo le parti, le dalle liie parti
cninchlono in un’unica 

Perciò, se 11 è invertihile, e allora soltanto, si potrà par are (li 

(ii A e indicarla con A-1.

7. Se il campo C cui appartienp A è quello complesso, con A si ill(li-

cherà la matrice con;u{jata, ossia quella i cui elementi sono i complessi co

ninnati ars degli eleiiieiiti corrispo identi (li A. si ha:

Il prodotto :

dove è la trasposta di A , ’! esiste 3Pii l)ie se il nuu ero (Ielle colonne di

A è finito, ma può esistere anche se A è ad infinite colonne.
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Il prodotto (6.2), quando esiste, si no&#x3E;.»ia destra d i per
s272Z,qtl’n di A , se esiste, si intende il prodotto:

Nel seguito supporremo sempre (li avere a che fare con mnatrici che.
come le matrici finite e le matrici infinite dello spazio tilbertiano. ammet-

to io sia la norma destra che la norma sinistra.

8. Una matrice si dice a destra (a ,si7zzstrn) quando la sua

norma destra (sinistra) è una matrice identica. Una matrice si dice 

(a, sinistra) se P reale P(1 è unitaria (1a]la 

Se A è unitaria, j). a cioè 

con I matrice identica «Iellloi-di (, (Ielle riglie d  A), sapphuno, pel teor. I,
che essa è a righe tutto Iiiie-,ti-, (,, ite indipendenti. I?el teor. II, suppiamo
nio tre xe A li;i le coloune pur esse tnttr liiir&#x3E;iri&#x3E;i»iit,e iJHlipendenti, si

ha 1

clove 7’ è la matrice identica (lell’ordine delle colonne ni A, onde A è in-

vertihiJe ed ha pel inversa la trasposta della sua coniugata.
Tenendo presente il teor. li, si ha dunque che :

una da una parte .szcr 

(quindi sia occorre e che abbia indipendenti sia
tufte 1e righe clze tzrtte le colonne (una di queste due condizioni è CllllflP§§$llPlÌZli,
della ipotesi della unitarietà da una delle 

Questo enunciato, insieme al teor. 11, 1a interesse solo per le matrici

ad infinite righe ed infinite colonne ; perche le matrici quadrate finite o sono
invertibili o non ammettono inversa da nessuna delle due parti. Le matrici

cioè aventi più colonne che righe, se il nuinero delle, righe è
finito, pel teor. 11, possono ammettere solo inverse a destra, quindi possono
essere unitarie solo dalla destra. Analogamente, le matrici cioè

con più righe che colonne, se il numero di queste ultime è finito, possono
ammettere solo inverse a sinistra e quindi essere unitarie solo dalla sinistrra.

Ciò posto, sia A una matrice ad infinite righe ed infinite colonne. Se

essa a,iiiniette un8invfBrSH R a destra, og’ni matrice costituita da un numero

qualsiasi, anche non finito, di sue righe -,tini ette ;iii»lilàssii, una inversa a

destra, che è quella delle corrixpondeiiti colonne di B . Analogamente, se
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A ha un’invers-,t a sinistra, anche ogni matrice costituita da un numero

finito o infinito di sue colonne ammette un’inversa a sinistra, costituita

dalle corrispondenti righe dell’inversa a sinistra di A .

Se A è invertibile, la matrice costituita da un gruppo infinito qualun-
que di sue righe (o di sue colonne) possiede ull’inver’sa a destra (a sinistra)
ma non ha necessariamente indipendenti tutte le sue colonne (tutte le sue

righe) perd o esse non sono più quelle (11 A . Ve(lreitio ora che è appunto
cos , cioè che quelle colonne (quelle righe) non sono indipendente quindi
che quella matrice possiede un’inversa soltanto a destra (soltanto a sinistra).

Indichiamo infatti con A’ un gruppo di inuuite rig.lie di A, con &#x3E;i"
la delle riin&#x3E;iiiriiti; porsi, a lrlfilo dette iighe :

Se 1? (’ tiii’iiiverxa (li A a destra, lici&#x3E;i,iiin 1»’ e B" 1h matrici delle eo-

lonne ili i B coi-i,isl)oit(leiiti alle righe di a’ ed I&#x3E;11 :

1’, 5 1" matrici identiche non coincidenti con 1 ne necessm’infnnte tra

pri1na ()nnli P infinita.

Sp ,~ ~ si ha 

lell’nrliiiP delle di 1" .ieiitualineiite listiiitn

( 11,2) 

Se ora le (,oloi i e d  A fossero inclipPJHlentL, pel teor. II, dalla prima
delle (10.2) si lediirrel&#x3E;1&#x3E;e :
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con 1"’ matrice identica infinita. Due i-iglie (Iiialtiii(liie ill -,1 di 1* una di l’’’, xe
di pgnal provengono causa le nl«inir due dalla 

sa riga di .R’. l&#x3E;et-ei ) 1* ed I"’ coiiiciderel)I)oro e Ri necessariamente:

la seconda delle (10.2) assicura che le righe (li sono in(li-

pendenti e che sono indipendenti le co onne di Quindi nessuna colonna
di lt" è nnl a e sr b e la (I1 una co onna (li 7B è necessaria ne ite :

perchè è oertameiùe :

])alla (14.2) s~ ln 

e le righe di A" non séiiel&#x3E;1&#x3E;ein linea ’mente ii dil)e (le ti. Dunque la (? 4.‘’)
è i compatibile con la seconda del1e (10,2) oi de le toloi ie di A’ non sono

linearmente indipendenti e la (13,2) è incompatibile con la prima (lelle (10.2).
Ne segue. in particolarp, che se A è una matrice innnita titaria, ogni

gruppo parziale anche infinito di sue righe (d  sue colonne) una matrice

unitaria soltanto 11 destra (soltanto 11 sinistra).

§ 3. Matrici s tHi etriche o mtisn metr ohe.

9. Una iiiatrice -4 è se coincide c011 la Aua 

è se coincide con 111 coniugata della sua trasposta A_ .
Sia A simmetrica od antisimmetrica ed abbia linearmente indipendenti

solo parte delle sue righe e quindi delle sue colonne. Indichiamo col li la

matrice di un g’i&#x3E;iij&#x3E;j&#x3E;o finito o innnito di di A tutte linearmente indi

pendenti e tali che ogni altra riga sia dipendente da esse.

Scrivendo, a meno de Fordine delie riglie :

oppure :
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secondo simmetrica od antisimmetrica. si avrà :

con A matrice opportuna univocamente determinata questa relazione.

Estendendo in modo ovvio al caso atrici intinite la nozione di

si dimostra 

TROR. I. Se nella A non o (vittisiiiii eti-ica, vi è

gruppo finito o di (un finito o infinito di- eolonne)
indipendenti le righe (c;olora7te) di A sono 

lineari es-Re il di A appartenente a 

11ighe e tutte indipendenti.
Diciamo a questo minore principale, che sara una matrice simmetrica

o autisimmetrica, contemporauea neute 7 
e B il gruppo di righe cui a

appartiene.
esisterà una con le colonne tutte linearmente indipen-

denti tale che ogni altra cotenna (li B è combinazione lineare di quelle Ill

a’, 5 sicchè gi avrà&#x3E; :

con H matrice opportuna, univocamente individuata B e da a’. Tanto 0.’

che H saranno matrici non nulle, altrimenti sarebbe nulla anche B.

Poiché B ha linearn ente indipendenti tutte le rjghe, per la prop. T’T

del § 1 , le sue colonne indipendenti sono quante le righe ; quindi a,’ lia

tante colonne quante sono le righe di R , ossia a’ e una matrice quadrata
dello stesso ordine di a,.

Diciamo I) la matrice costituita dalle colonne di A di cui fanno parte
quelle di a’ . Per l’ipotesi del teorema si avrà" se il è simmetrica :

con ,u matrice sempre hen determinata e quindi : 1

Se A anti simmetrica la (4.3) si mnterà nella

mentre sara ;i,ii.&#x3E;r;1 :

10 Annali della Scuola Norm. Sup- - · Písa.
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Supponiamo ora non sia a righe e quindi n colonne tutte indi-

pendenti. Esisterà allora un complesso orizzontHle x non nullo pel quale si

avrà :

Moltiplicando ambo i membri della (5.3) per x, si 

e allora (,3,llj ~i li-,i : ~.

, 
cioè le iiglie di B, ’I co ttrm’iat e te all’ij&#x3E;nf,esi, non tutte lineaar-

mente indipendenti.

10. TEOR. II. iie .1B (finita o 

lut i di ordine finito tiittí a righe (o a colonne) li-
nearmente dipendenti e goiio zero tutti gli i)i-iii-
cipali, è nulla.

Consideriann) 1n riga e ht si incrocin o ne rlp nento 

cipale qualsiasi .1 i fl . sono l’una h’ sposht o 

Se sono u!!i tutti gli elementi principali e sono t (o 

dipendenti tutti i n ino ’i j&#x3E;iiii.ij&#x3E;ali di 4,1 ’I si avrà :

e sa,iai i o eotiali a zero i letoii»iiiaiiti dpi inori principali (li 

aventi e ementi in quelle o oolontlP, si avrà :

qualunque sia r. 

oppu 1,.e

. segiie necessari ani ente che :

ossia ql1Pl1a e quella iiulle. Ess;iido it qualunque,
sarà nulla anche A .
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gli ed i 

1ninanfi di tutti i ili 

OSSERVAZIONE. I due iQo1°Qiiii dit osh’uti ppr 
trici ennsi t etricÌ eeper 
tali che si abbia (1) :

11, TEORR, III. L« di A h« le

le colonne indipendenti, qit(iii(lo sono tali tutte le (le
di A . tatite, righe e 

It~ ~)c~ rrrrutr- di .A .

Supponiamo in primo ’I sia H tutte independenti sie &#x3E;

chè 1n 

impossibile per x complesso 
le sue right tutte indipendenti

avrebbe; a

quindi anche: -.

Ossia,posto: 

-.

entre, essendo y + 0.e certamente y Y l =1::: (0,

Analogament,non si

quindi :

sia a colonne non indipendenti.
~ 

osservare, queste 
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Supponiamo era che solo una 111 numero finito o infinito 
di ~ ~ y il cui insieme costituisce la matrice /2 , y siano indipendenti.

mentre le rimanenti sono loro combinazioni lineari. Allora porsi, li, meno

dell’ordine delle righe :

con u matrice opportnnn . Si sempre a meno dell’ordine righe P

delle corrispondenti colonne : .-

ossia

Poichè, per Ì?l giÙ dimostrata, si che norma

n I$- di 1&#x3E;’ ha le righe iiilij&#x3E;riidriiti, qiirst&#x3E;i ei in

A A_1 sono indipendenti le contengono BB mentre le 

nent i righe sono combinazioni lineaii di esse.

Aiialogauieiite, se in A sono liiie«&#x3E;i’iiieiite indipendenti solo una parte
delle colonne, il cui iiisieine costituisce la, matrice F, mentre le riinaiieiiti

sono (Ellnl)illtlZi()lÌi di 1 esse, Ri potrà servire a meno dell’ordine (]elle

coloune :

con v matrice opportuna e si avrà, coa lo stesso scambio nell’ordine delle

colonne e clelle corrispondenti i,ig&#x3E;lie :

ossia :

Per la prima è a coloniie tutte linearmente indipendenti: i
le rimanenti colonne di 11 1 il sono  combinazioni lineari .li quelle
contenenti la norma sinistra di onde, 
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La dimostrazione fatta ci dice anche che le righe (le
colonne) indipendenti della norma destra (sinistra) di A sono quelle che oc-
cui&#x3E;aL1o gli stessi posti delle righe (delle colonne) indipendenti di A e che

le rimanenti si ottengono da esse con la stessa combinazione lineare con la

quale le rimanenti righe (colonne) di -1 si ottengono da quelle indipendenti.

§ 1. Diagonalizzazione delle matrici antisimmetriche infinite.

12. Sia ,1 una matrice antisimmetrica infinita non nulla, nè diagonale,
quindi avente almeno un minore principale di ordine finito, ad 

2 non

degenere.
Cambiando opportunamente l’ordine (lelle righe e allo stesso modo quello

delle colonne, si potrà scrivere :

e sarà

una matrice quadrata finit,a e non vi è una 

e una sola per la quale si ha:

cioè ~, = l~ -~ ~I . Consideriamo allora la ni«&#x3E;t,iice :

ove la matrice identica finito, di a ed 1" è quella identica

infinito, di li. Questa matrice H la consideriamo a meno degli
stessi delle righe e delle colonne che ci hanno fatto scri-

vere A sotto la forma (1.4). Sempre a iiieno degli stessi scambi, potreino
scrivere :

dove (8)

(8) Il prodotto i- esiste ed è associativo qualunque siano ed a, perché 
è una matrice ad infinite righe e un numero finito di colonne c , À ad nn numero nnit.o

di righe ed infinite coloniie.
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d*, se non e nulla nè diagonale come si e operato su ...4,
S1 

ove una narice d** una come A* .
Ponendo 

si à%’ià ; -.

Analogamente Si opererà slt e sulla A**. Cosi continuando,
dopo Itll certo numero. eventualmente infinito, di operazioni la data matrice
xi trasforma 111 una composta con infinite matrici antisimmetriche tutte di

ordine filito, parte delle quali possono essere iiiille : quelle che non lo sono
supporsi tutte di ordine non superiore a due.

Queste operazioni ciascuna costituita da non più di due trasformazioni

per anticogredienza (ji a effettuate con matrici come 11 e K, si 

111 un ordine il procedimento esposto determina pienamente. 
anche una con la quale si sceglie il minore principale

r1 , di ordine  2 (o finito) die permette li trovare la Il e, analogamente.
successive matrici e /f. Basterà fare cos  : si considerino Ìil prima

le prime due le prime tré ; si i calcolino i minori i

principali di e secondo ordine 111 esse contenute fermandosi al primo
di essi che è non La ricerca di un numero finito di opera-

zioni. perchè altrimenti, considerando un numero finito comunque 
di di A 111 esse non si alcun minore pnncipale nè (li

primo Ile di ordine non degenere e ciò varrebbe a dire che 111 A

non vi è a cun minore principale di primo () di seconde ordine non leg.enere,
quindi che A è nulla.

13. Quel che ora si è visto significa che .4 si può pensare ridotta alla

torma :
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(I(&#x3E;ve t’ 1 a" . a"’ sono tutte matrici di ordine non maggiore di due.
Cioè a dire, considerato un numero finito qualunque di operazioni come
queile sopra indicate, la risulta composta di un numero finito
di matrici di ordine non superiore a due e di matrice antisimmetrica
innnita sulla quale può operarsi ancora allo stesso modo ; e cos  di seguito.
È ovvio riducendo ciascuna matrice componente di secondloi-dine non
nulla a forma diagonale, anche A vien ridotta a forma diagonale.

Trattandosi di infinite operazione bisogna anche qui determinare l’or-

dine col quale esse si succedono. Basterà cominciare dal primo minore di
svcuiid’ordine non nullo a partire dairalto. Sia esso ti,’ e la matrice

di secondo ordine che riduce i’ alla forma diagonale. Si prenderà allora :

ove è una matrice identica ~li ordine iuhinto e t;~ otterrà :

ùove : O P

è una matrice diagonale di Si considererà poi «", e via di

tralasciando solo le nulle o di prim’ ordine.
Vi i è da osservare che HC le matrici «’’... non iiiill» (ti se-

hanno tutte almeno un elemento diagonale diverso da 

allora le h sono ancora analoghe alla H di poco fa. Infatti, supponendo che
l’eleineiito diagonale non nullo sia il primo (come può sempre farsi scam-

biando eventualmente le righe e le colonne) si ha, ad es. :

Se invece almeno una delle a’ , 5 «" , a’ , ... non nulle e di second’ordiiie
ha entra nbi gli elementi principali egnali a zero, la relativa h riesce diversa
da que la ora detta e sarà uecessario far iutervenire le radici caratteristiche

Allora h , quindi H’ , potrà prendersi unitaria, come si è visto, nella
Nota cit. 1), per A finita,



152

14. t procedimento del n. prec. si può riassumere scrivendo :

ove 1;) indica il prodotto di infinite matrici come H e K, 5 succedentisi in

ordine determinato. Ciascuno di questi fattoria quindi anche il prodotto di
un numero qualunque di i essi ha gli elementi al di sotto della diagonale
principale tutti zero e quelli della diagODale principale tutti eguali ad uno ;

per la solita dennizione di determinante di una matrice infinita, essi hanno
dunque tutti determinanti eguali ad uno, insieme al prodotto di un numero
qualunque di essi.

Lo stesso accade anche quando si passa da A’ alla forma diagonale D,
purchè le matrici a’ , (t" ... che r sultauo di secondo ordine e non

nulle siano tutte ad elementi principali non enti,ainbi zero.

Questo caso si presenta certamente quando A è matrice discriminante
di una forma hermitiana definita, cioè quando si ha :

qualunque sia il complesso orizzontale x non nullo. Tanto essendo ~

le trasformate di A per anticogredienza ancora matrici discriminanti di forme
hermitiane definite, gli elementi principali rimangono selnpre tutti diversi

da zero. Anzi nel caso ora i minori principali di qualsiasi ordine

(finito) sono tutti non perchè matrici discriminanti di forme her-

mitiane definite ; perciò non occorre neppure vensare eftettuato alcuno scam-
bio pre iminare nell’ordineie delle rigite e delle colonne di A.

Ciò posto è seiizl,,tltro i a festo che in questo caso può ripetersi l’os-

servazione di cui al 11. 7 della nostra Nota cit. 1) ed enunciare che :
con H e K, lcr a diaqoitale della

discri1ninaute di z heriiíitiait(i i determinanti dei

contenuti nelle 11 righe (11 finito) restano

invariati (9).
Questa proposizione va intesa nel senso che, fissato un numero naturale

n comunque grande, il procedimento di riduzione permette di ottenere una
matrice nelle cui prime it righe sono diversi da zero solo gli elenenti prin-
cipali e tale che il prodotto di questi elemellti principali è eguale al deter-
minante del minore principale corrispondente della, matrice A di partenza.

(9) Una proposizione analoga vale per ogni matrice amtisimmetrica. Occorre però tener
conto dell’eventuale scambio preliminare delle righe di A, ciò che rende meno semplice
l’enunciato,
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Si può inoltre osservare che anche la proposizione b) uel 11, 7 della

Nota cit. 1) si estende in modo ovvio e dà la condizione necessaria e sufti-

ciente percliè una forma hermitiana su infillite variabili sia definita.

15. Poiché i minori principali della matrice discriminante di una forma

l ei-i itiana definita positiva sono anch’essi matrici discriminanti di forme

hermitiane definite dello stesso segno di quella di partenza, la relazione

(G.4) ci assicura che se A da una forma defilita gli elementi principali di

d* sono in valore assoluto non nlaggiori dei corrispondenti elementi prin-
cipali di d. Gli elementi principali di A* sono dunque tutti dello stesso

segno e ciascuno di valore assoluto non maggiore oel corrispondente di A :

, 
e cos  di seguito. Si ha dunque che :

a) se A è discriminante di he&#x3E;.»iitii&#x3E;ia i

suoi elementi principali sono tutti del segno della, ed in valore assoluto

ciascuno noyz del cor&#x3E;.ispo&#x3E;ide?ite (tutti d-i quel segno)
della diagonale 1_) che si ottiene dlt A ti-isfoi-i ityitdo con H e 

Se si tiene presente che, secondo la definizione solita, per determinante
di una matrice infinita A si intende il limite della successione dei deter-

minanti dei minori principali estratti dalla prima riga, dalle prime due ri-

glle, ... ; dalle prime n righe ... di A, confrontando con la proposizione
ora euunciata e con quella del 11. prec., si deduce senz’altro che :

b) il deferninante della discri!uinante A di una foi- itt 
p ositíva su variabili (se esiste) non il prodotto

dei elementi quindi (,-o tvei-,qe certamente quando il

prodotto degli principali.
Poichè dalla (6.4), sempre nel caso considerato, segue che gli elementi

principali di ~1.~ eguagliano quelli di A solo se ~, = O ~ ossia se b = U , 5 si

ha pure che :

c) il deter tiniitte di cui alla prolJosizione precedente il pro-
dotto dei elementi allora e solo che A è diagonale.

§ 5. Matrici pluri infinite.

16. Date quattro matrici ad infinite righe ed infinite colonne,

diremo bi-infinita la matrice:
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avente per quadranti i le matrici (1.5) le quali i si dirauuo rispettivamente
primo, secondo, terzo e quarto di t-l. Gli elementi principali del

primo e quarto quadrante costituiscono quelli di gli elementi
principali (le] secondo e terzo quadrante si diranno elementi principali di
a nel secondo e terzo quadrante.

Analogamente, la matrice :

si dice Mirtee quando le nove matrici Ar,5 /)C,r-:13y 9
sono tutte a infinite righe ed infinite colonne. Cos  continuando, si possono
considerare matrici 

Per matrici s’intendono le matrici ad infinite righe e colonne
considerate nei §§ precedenti.

Gli elementi principali della matrice ti-i-ii b it,-,t (13.5) sono quelli delle
matrici .4 i B 2 1 C’3 Che diremo occupanti i della matrice ! J

e via di seguito.
Per della matrice bi-infinita a s’intendono le matrici

del tipo :

ove uinori principali dei ({ttadtanti
A, 1» , (f , 1&#x3E; ottenuti come iuLtersezioni di riglic t&#x3E; culollm aventi gli stessi

posti in c asciino dei quadranti. Diremo allora anche che J’ , .1" , a d1V
miuori principali nei quattro iiiadranti, ovvero oecupanti

i~~ essi gli stessi o posti e che essi sono i di

principale 
Anaiogameute. miuo ’e principale della matrice tr -intinitt (3.5) è una

matrice dei tipo :

dove i r = 1,2 3 , sono minori principali r = 1 , 2 , 3, occu,

panti in essi gli stessi po ti ; ’1?’ sono i ininori principali di Br, r -- 1, 2, 3,
occupanti in essi gli stessi posti c1e A’ occupa in A r; cos  i 4~" rispetto alle

C,, . Analogamente si definiscono i minori principali delle matrici pluri-infinite.
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Dopo di ciò, per detelf uinaute di una matrice plui-i-infin t-,t s’intenderà,
quando esiste, il limite della successione dei determinauti dei minori prin-
cipali costruiti con quelli che negli 1.2 quadranti sono contenuti nella prima
riga, nelle prime due nelle i’ig&#x3E;he , ... (1°) .

Dalla definizione risulta senz’altl’o che una matrice pluri infinita che ha
nulli tutti i quadranti da una parte di quelli principali, quando questi sono
tutti occupati da matrici a determinante convergente, ha per determinante il
prodotto dei determinanti delle matrici (dei quadranti) principali.

17. Le matrici pluri-iniinite godono le stesse proprietà delle matrici

finite che ricevono estensione al caso delle matrici uni-infinite. I~~ questo
paragrafo utilizzeremo solo alcune di esse, quali quella che matrici trasposte
hanno egua! determinante, che lo scambio di due linee parallele fa cambiar

segno al determinante, che questo resta invariato quando a1 una linea si

aggiunge una combinazione lineare di linee parallele. Quest’ultima proprietà
vale anche se si aggiunge una combinazione lineare di infinite linee paral-
lele, purchè siano convergenti tutte le serie cui dà luogo la combinazione.

18. Ciò posto, è facile dimostrare che :

il o esistenti è

dci 

Basta dimostrare il teorema per due soli fattori. Siano questi A e i

supponiamo che esista il prodotto C - A. 1» e scriviainn la matrice b -int uita:

Poiché esiste il prodotto A.B, sono verincate le coudizioni di conver-

cui abbiamo accennato poco fa, che permettono di aggiungere alle

coloune secondo e quarto quadrante dopo l’altra tutte le colonne

dei quadranti prilllo e terzo moltiplicate ordinatamente per gli elementi di

una colonna di B. Come nel caso delle matrici finite, ciò fa passare dalla

matrice P ull’altra :

La definizione può estendersi al in cui i quadranti siano in numero infinito,
ma. esige, in primo luogo, che esistano e siano convergenti i determinanti di tutti i mi-

nori principali, che risultano tutti matrici infinite. Matrici come potrebbero dirsi
s tperinfinit(&#x3E;. ’
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dove C ci assicura che :

Si scambiilo ora, nella (7.5) le colonne dei (quadranti (H posto pari con
le corrispondenti dei quadranti di posto dispari mutando i! I segno dell’elemento
principale di 1 che capita nella colonna spostata. In tal modo, pur trat-
tandosi di infiniti scambi di linee parallele, non si ha indeterminazione di

,segno nel determinante, perche og’ni scambio di colonne vien dal
cambiamento di segno di una riga.

Si lia, iu definitiva, che il determinante di F è eguale a quello della

matrice :

Perciò5 esiste il determinante di (7 e si ha : /

Come corollario si ha che:

se i A B 0 11 1~ i 

19. ln modo analogo, ma senza intervendo di matrici si

il i teorema di SYLVERTEH, sul prodotto (11 due matrici rettangolari.
Basta considerare ia matrice 

dove A è una matrice a p righe (p finito) ed infinite culomm, 1» una od iii-

finite righe e p I la matrice identica dell’ordine delle righe di A e
delle colonine di B . Se esiste il prodotto A R. il determinante di Q, se esi-

ste, è eguale a quello della matrice :

che si ottiene dalla (10.5) aggiungendo alle sue prinie p colonne ordinata-

mente le combinazioni lineari delle colonne che contengono A fatte con

coefficienti gli elementi delle successive colonne di B . Quindi è :
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Il determinante del minore principale di (I che è ilelle prime sue

righe, come facilmente si vede secondo i minori delle

prime 1) riglle, tende, al crescere di n, alla serie dei pro(lotti dei determi-

nanti dei minori di ordine p corrispondentisi nelle matrici A e B. Onde etc..

È ovvio cosa avv.ieiie, (Il i conseguenza, nel caso dei minori prinei-
pali delie norme sinistra e destra di una matrice ad infinite e eolonne.

6. Estensione del teorema di Sylvester-Ha(lan ,-, -d.

20. Sia A una matrice infillita a righe e colonne tutte independenti ’, ii

dete ’minante e 1)0880(Ie ite almeno nna norme, ad es. qnella
A--, . Pel teorema dimostrato poco si ha :

Poieliè A . A_j è matrice (liscriminante di una torma hermitiana defi-

nitn positiva, ad essa può applicarsi il i procedimento di diagonaliz7.Hzionf’
con matrici H e it indicato ai § 4 ottenendo una matrice diagonale I) 

la quale si avrà :

Per lu h) del li. l i si im pure che il determinante ora scr tto non sia-

pera il prodotto elementi 

del1a nonna A A-1 di A. Questi eletiiei tí sono e norme delle righe di 

dunque si 

a) una A (i righe e tutte 

pendenti ed a, la destra 

il quadrato del modulo del determinante non il 

delle delle sue (delle que 
b) se A possiede la, (la e se esi8te il de-

di A , convergendo il prodotto delle nelle righe (delle 
di A anche il suo 

La c) dello stesso n. 15 ci dice anche che:

e) il del modulo del determinante di A, quando 
eguaglia il delle delle (delle li A ccllurrr N 

che la destra (sinistra) di i A è 
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l)a questa seguono i dne corollari seguenti:
d) se in A è (cioè ha norme coincidente il quadrato

del d el converge, è al _prodotto delle 
delle sue righe (o colonne) quando e solo quando la sua diagonale,-

e) se le noi-i e delle di A sono eguali a quelle delle sue colonne (11),
le due di A sono di«go&#x3E;iali i (e coiiicideiiti) o dia-

cto7aali, secondo che il del modulo del di i A, 
raggiunge no il suo 

21. Sia A nnz&#x3E; matrice ad infinite righe ed- infinite colonne tale che se

,x,, è un eo]nplesso orizzontale infinito qualunque pel quale norma

x X--1 , i ;ninj&#x3E;le«si, rispettivamelte orizzontale e verticale:

hanno aneb’essi norme convergenti. mnatrici che godono questa 
le diremo j&#x3E;ei’»lié dnnno luogo a trasformazioni lineari dello 

zio hilbertiano.

I,e maltrici bilbertiane godono di una notevole proprietà (12) secondo la

quale esiste iiii numero detto Iii iile,, cli ta]n che qualun-
que sia il al norma convergente xi 

Preso il’ con un elemento eguale ad 1 e gli altri tutti zero, si ha che

le righe e le colonne delle matrici hilbertiane hanno norme non solo con-

vergenti ma anche non maggiori di inoltre esistono (13) entrainl&#x3E;e. le

norme di A, sono hilbertiane coine A e sono matrici discriminanti di forme
hermitiane definite positive non appena le righe che le colonne di /1

sono tutte indipendenti.
. 

Come conseguenza delle proposizioni dimostrate al Jl. precedente e di

quelle del n. 14 si ha che ’ 
,

(H) Ciò che accade, ad es., quando A è simmetrica, anche non normale.
(12) HELLINGltR e TOEPLITZ: Grundlagen /?7?’ iiiie idlicheii Matizen [Math.

Ann. LXIX]. Vedi anche F. RIEsZ: Les ínfinité 
Paris Gautbier-VHÌars (1913)] Cap. IV, 11. 58, ove è osservato che il limite di A coincide

con di i 

(1:3) Pi i in generale. il prodotto, in qualsiasi ordine, di due matrici hi hertiane è

ancora hilbertiano.
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dei dei dei principali di

1 , 2 , , .. , 7r , ... e ciascitito contenuto lHtl est1’atti dalle 

di iiiia hilbel’tiana a di i li1nite Ì&#x3E;i«yyiur«ti dalla successione delle

potenze di quindi, esiste il determinonte di A, il modulo non 

l~) se M A  1 i l A ~ esiste, è .’?~ ~ 1,
detto converge of zero.

Segue che se-una matrice infinita unitaria, quindi i bertiana e nor-

ainmette (14) determinante, questo è eguale n + 1 .

c) di A, il 
(7.G), di A 

I; dopo di righe colonne 

mente anche Mi I, A è

Osserviamo inoltre che :

d) con con 

scalare è a rli modulo 

a futte 

Inrutti, AP ad con Jl F4Î ha:

si qualunque ;ia il eo y l)lergo x non nullo :

xi i rientra nella c) .

alla Rrd«aio»r il 2.c)-12-19491 (

(14) Potrebbe non eonie per iiiat,ri;r - 1 e per qnel]a che’ ba

gl  eleineiiti i p »iiieípali alteri ,,itiv,,tn eiite e,íiali i a + 1 e - 1 e gii a] t ri zero.


