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LA NOZIONE DI INTEGRALE
SOPRA UNA SUPERFICIE IN FORMA PARAMETRICA

di LAMBERTO CESARI (Bologna).

Introduzione.

In precedenti lavori (') ho caratterizzato le superficie continue in forma
parametrica

S z=a(u, v), Y=y, v), z=z2(x,v), (¥ v)eQ=(0,1,0,1),

che hanno area finita secondo LEBESGUE ed ho dimostrato che I'area L(S)
secondo LEBESGUE risulta sempre > all’integrale classico per il calcolo delle
aree. Ho poi stabilito una condizione necessaria e sufficiente (®) affinché I'area
di una superficie sia data da tale integrale e, recentemente, ho dimostrato (°)
che ogni superficie continua di area finita ammette sempre almeno una rappre-
sentazione (e quindi infinite) sul quadrato fondamentale @ per la quale 1’ area
risulta effettivamente uguale all’ integrale classico. E cosi stabilita una completa
analogia con le curve continue in forma parametrica. Nel presente lavoro intro-
duco la nozione di integrale sopra una qualsiasi superficie continua S in forma
parametrica e di area finita secondo LEBESGUE. Analogamente a quanto & stato

(*) L. CEsArI: a) Sulla quadratura delle superficie in forma parametrica, Boll. U. M. 1.,
Ser. II, Anno IV (1942), pp. 109-117; b) Caratterizzazione analitica delle superficie continue
di area finita secondo Lebesgue, Annali Scuola Normale Sup. Pisa, Ser. II, Vol. X (1941),
pp. 263-294, XI (1942), pp. 1-42; c¢) Sui fondamenti geometrici dell’ integrale classico per
U area delle superficie in forma parametrica, Memorie Accademia d’Italia, Vol. XIII (1942),
pp. 1323-1483; d) Una uguaglianza fondamentale per I’ area delle superficie, Mem. Accad.
d’ Italia, Vol. XIV (1944), pp. 891-954 ; ¢) Rappresentazione quasi conforme delle superficie
continue, Rend. Accad. Lincei, Ser. VIII, Vol. I (1946), pp. 509-514; f) Sulla rappresen-
tazione delle superficie continue di area finita secondo Lebesgue, Rend. Istituto Lombardo
di Scienze e Lettere, Vol. LXXIX (1945-1946) ; g) Parametrizzazione delle superficie continue
di area finita secondo Lebesgue. Annali di Matematieca pura e applicata, Vol. 26 (1948), 2¢ sem.';
k) Sulla trasformazione degli integrali doppi (in corso di stampa presso la Pontificia Accad.
delle Scienze); i) Sull’area secondo Lebesgue delle superficie continue, Rend. Accad. Lincei,
1947 ; 1) Sopra un teorema di approssimazione per le superficie continue in forma para-
metrica, id., id.; m) Proprieta tangenziali delle superficie continue, Commentarii Mathem.
Helvetici, 1948.

() Loc. cit. in (%), @), ¢).

(}) Loc. cit. in (!) e), 7), g).
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fatto a suo tempo per le curve continue (*), introduco la nozione di integrale
sopra una superficie come un integrale del tipo di WEIERSTRASS, la superficie
essendo definita mediante una qualsiasi rappresentazione sopra il quadrato fon-
damentale (§ 2).

Tale integrale risulta indipendente dalla rappresentazione della superficie S
(§ 3) e, per ogni rappresentazione della superficie per la quale ’area L(S) &
data dall’integrale classico, anche I integrale dJg risulta uguale al corrispondente
integrale di LEBESGUE (§ 5)

35— [[ Fayy, 25 H, Hy, Hy) dua.
K

Finalmente, se S, S,, n=1, 2,..., sono superficie continue di area finita secondo
LEBESGUE e se S,— S8, L(S,) - L(S), allora anche Jg,—Jg, risultando cosi
assicurato che 1 integrale Jg pud anche calcolarsi come limite dei corrispondenti
integrali relativi ad una successione di superficie che approssimano la super-
ficie S ed insieme la sua area (§ 4).

Per la nozione di integrale sopra una curva, TONELLI, (°) che si era servito
in un primo tempo dell’ integrale di WEIERSTRASS, la curva essendo data in una
rappresentazione qualsiasi, ha preferito successivamente valersi direttamente
dell’ integrale di LEBESGUE, la curva essendo rappresentata mediante la lun-
ghezza dell’arco generico s. Anche per le superficie continue si potrebbe pro-
cedere in modo analogo, utilizzando della superficie una qualunque rappresen-
tazione per la quale 'area & data dall’integrale classico. Cid & possibile dato
che, come io ho dimostrato (°), ogni superficie continua di area finita ammette
almeno una rappresentazione (e quindi infinite) aventi tali proprieta. Ma questo
risultato & assai riposto e di difficile dimostrazione, percid ho preferito intro-
durre la nozione di integrale Jy come un integrale del tipo di WEIERSTRASS, la
superficie essendo data in una rappresentazione qualsiasi. Sono stato deciso a
tenere questa via anche dal fatto di aver potuto dimostrare subito 1’equivalenza
della definizione in questione con quella di LEBESGUE per ogni rappresentazione
per la quale 1'area & data dall’integrale classico, e dal fatto che recentemente vari
autori (MENGER, BOULIGAND, PAUC (")) si sono serviti di tale integrale nelle
loro ricerche sul Calcolo delle Variazioni negli spazi astratti.

(Y) L. ToNELLI : Sugli integrali curvilinei del Calcolo delle Variazioni, Rend. della Accad.
dei Lincei, Ser. V, Vol. XXI (1912), pp. 448-453.

¢®) L. TONELLI : Fondamenti di Calecolo delle Variaziont, 2 voll., Zanichelli, Bologna, 1921.

() Loc. eit. in (1), e), 7), g).

(') Cir. C. Pavc: L’intégral de Weierstrass- Bouligand - Menger et ses applications au
Calcul des Variations. Annali Scuola Normale Sup. di Pisa, Ser. II, Vol. VIII (1939), pp. 51-68,
e la bibliografia in esso contenuta. I’ integrale gy come integrale di Lebesgue, per larghe
classi di superficie, & stato studiato da E. J. MCSHANE : Infegrals over surfaces in parametric
form, Annals of Math. (2), Vol. 34 (1933), pp. 815-838 e da T. Rapo: Double integrals in
parametric form, Trans. Am. Math. Soc., Vol. 51 (1942), pp. 336-361.
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§ 1. - La funzione F.

1. - Sia A un insieme chiuso dello spazio (reale) (z, y, 2) e sia F(z, ¥, 2, u, v, w)
una funzione ad un valore dei sei argomenti z,y, 2, , v, w definita per ogni
punto (z, ¥y, 2) di 4 e per ogni terna (w, v, w) di numeri reali non tutti nulli
La funzione F soddisfi inoltre alle seguenti condizioni :

1#) La funzione F(z, y, 2, w, v, w) & continua in ogni punto (z, y, 2) di A
e per ogni terna (u, v, w) di numeri reali non nulli,

22) La funzione Fl(z,y, 2, u, v, w) & positivamente omogenea di grado 1°
rispetto ad u, v, w, vale a dire, soddisfa alla uguaglianza

F(.Q?, Y, % ku’ k?), IMI)) :IcF(x, Y, & U, 0, w)
per ogni k£ >0.
Porremo F(z, v, 2z, 0, 0, 0)=0 in ogni punto (z,y, 2) di 4.
In tal modo, in conseguenza della 22), la F risulta continua anche in ogni
punto (2, ¥, 5 0, 0, 0) ove (2, y, 2) & scelto comunque in 4.

§ 2. - I integrale Js.

2. - Sia S una superficie continua, tutti i punti della quale appartengono
ad 4, e sia

1) S: r=az(u,v), y=yu, v), z=2u%v), (¥ v)eQ=(0,1,0,1),

una sua rappresentazione. Siano @,, D,, @; le relative trasformazioni piane

nelle quali la superficie S si proietta sui piani coordinati yz, zz, zy e sia L(S)

I'area secondo LEBESGUE della superficie S. Sia [#;, 1=1,2,..,n] un qualsiasi

gruppo di poligoni di @ a due a due senza punti interni in comune, siano C,

t=1,2,.,n, r=1,2 3, le ecurve continue e chiuse immagini delle poligonali =},

costituenti la periferia di n;, rispetto alle trasformazioni &,. Sia inoltre (?)
() = [[ O 23 Cydyds, wlx)— [[ O o5 Cu) dzds,

K, K,

(i) = / f O, y; Cyi)dedy, (i=1, 2,.., 7).
K,

Hoy) =[e2(n) + () + 2 (@))%, ()= | () |y (r=1,2,3).

(®) Per queste, e per le rimanenti notazioni, che qui si richiamano, cfr. loc. cit. in (%),
a), b), ¢). Diciamo K un cubo dello spazio zyz, a spigoli paralleli agli assi, contenente nel
suo interno la superficie S. Siano K, K,, K; le proiezioni di K sui piani yz, zz, zy. Con
O(x,y; C) indichiamo Pindice di KRONECKER relativo alla curva C del piano zy.
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Inoltre

n n
(2) T(8)= extr. sup. > #m;), T(P,)= extr.sup. > t(n), (r=1,2,3),
i=1 i=1
I'estremo superiore essendo preso rispetto a tutti i gruppi [m;, t=1,2,.,n] di
poligoni di @ a due a due senza punti interni in comune.
Analoga definizione abbiano le funzioni 7'(n), Th(n), (r=1,2,3), definite
come le (2) relativamente ad un qualsivoglia poligono = di . Risulta

| 1"7’('”1") ‘ =t7‘(”i) < 771'(”1‘)) (7'= 1) 27 3 ) = 1y 2;“') 7&),

é () < T(Py), (r—1,2,3),
Sty < 7(8), Y Tw) < T(S).
i=1 i=1

Ricordiamo inoltre che, posto

gr(m:) = / /'I Oz, y; Cn) |dedy, g(m)=[g¥n)+gin)+gi()]% (r=1,2,3),
7

r

n n
G(S)= extr. sup. D] g(m:), G(P,)= extr. sup. D, gu(m), (r=1,2,3),

i=1 =1
n
Y(z,y; Pr)= extr. sup. Z | 0@, y;5 C) |, (3 y)e K, (r=1,2,3),
1=1
W (D))= [/ Wz, y; B,)dedy, (r—1,2, 3).
&,

G(S) & Y area di Geocze della superficie S, ¥(z,y, D,) & la funzione carat-
teristica e W(P,) la wariazione totale della trasformazione ®,, (r=1, 2, 3).
La trasformazione @, si dice a variazione limitata se W(®,) <+ oo. Per ogni
poligono =; &
Hm;) < 9(mi), tr() < gi(7), (r=1,2,3)
e, per ogni superficie S di area finita secondo LEBESGUE, & (%)
T(S)=G(S)=L(S), T(P)=G(P)—=W(P)=L(P,), (r—1,2,8)

Se I & un insieme di punti di @ diciamo 5(/) il diametro dell’insieme S(I)
dello spazio zyz formato dai punti che sono immagine di qualche punto di L
Diremo #5(I) I oscillazione della rappresentazione (1) della superficie S sull’ in-
sieme 7 di Q. Se w(d) & il massimo della distanza tra le immagini su § dei
punti P, P’ di @ con PP <4, w(d) dicesi il modulo di continuita della rap-
presentazione (1) della superficie § e tende a zero con d. .

(°) Loe. cit. in (}), a), d), ¢), d).
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3. - Sia [@;, ¢=1,2,.,n] un gruppo di poligoni di @ a due a due senza
punti interni in comune.

Poniamo
K(

3

0= max 75(m), m= max | E, |, E,.— Chri, (r=1,2,3),

i=1,2,.,7n r=1,2,3 i=1

I

= max [T(S)— Zn t(:), T(@,)-Zn L), r=1,2, 3} .

=1 t=1

I numeri 6, m, u si dicono gli ¢ndici dei gruppo [=;] di poligoni di Q.

Per ogni gruppo di poligoni [x;] si ha 6 >0, m >0, u>0. Inoltre (*°) comunque
assegnato un numero y >0 esistono in ¢ quanti si vogliano gruppi di poligoni [x;]
per i quali 6<y, m<y, u<y.

Scegliamo in ciascuno dei poligoni m; un punto (%;, v;) (¢=1, 2,.., #), al quale
corrispondera su S un punto (z:, ¥:, 2:), Ti=(U;, V), Yi=yWU;, v;), zi=2(U;, v;)
che appartiene ad 4.

Consideriamo infine la somma

2 F[Zh Yiy 2y Ti(ni)y Ti’(ni)r 73(7‘@')] .

i=1
Dimostreremo nei nn. 4-12 il seguente :
TEOREMA 1. - Se la superficie
S: .’E:.E(u, ’I)), ?/=?/(uy 2)), Z=Z(u7 7))7 (uy 1))8 Q = (0) 1) 0) 1))

giace interamente in A ed ha area finita secondo LEBESGUE, allora esiste
fintto il limite

n
3) ngalim E Flz:, yi, 2, 1u(m), va(w), ()],
i=1
m >0

y22

Diremo Jg Uintegrale sopra la superficie S della funzione F.

4. - Sia @ una trasformazione piana continua
P: z=z(u, v), Y=y v), (¥, v)eQ=(0,1,0,1),

e sia K un quadrato del piano zy a lati paralleli agli assi z, ¥ contenente net
suo interno I’ insieme B= @(Q).

(% Loe. cit. in (!), ¢), p. 1376.
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Sia [z;, ©=1,2,.., 7] un gruppo di poligoni semplici di @ a due a due senza
punti interni in comune. Siano ¢;, ¢=1,2,.., %, le curve continue e chiuse imma-
gini delle poligonali n} costituenti la periferia dei poligoni =;. Sia £ Y insieme
dei punti di B occupati dalle » curve ¢;, sia cioe

E=Eci.

i=1
Poniamo

m=|E|, p=T(®)= tm).
i=1
Dimostriamo il seguente

LEMMA I. (**) - Se @ ¢ wuna trasformazione a variazione limitata e
Y(z,y; P) é la sua funzione caratteristica, se [n;, t=1,2,..,v] é un gruppo
di poligoni semplict di A a due a due senza punti interni in comune,
allora esiste un insieme I di punti di K di misura <u tale che, per ogni
poligono z di @ senza punti internt in comune con i poligont n;, (i=1,2,..,v),
e per ogni punto (z,y) di K—1I, si ha

Z 0(%?/; C,')= T(:l,’,y; ¢)7 0(2?,?/; C)=O,
=1
ove ¢ ¢ la curva continua e chiusa immagine della poligonale n* costi-
tuente la periferia di =.
E infatti
N(P)=G(D)=W(D), Hm)< g(m), (¢=1,2,.., ),
e quindi

p=T(@) =¥ ta) > W( D)= g = [[ [P, y; )= 3| 0@, y; e || dody.
i=1 i=1 V' i=1
La funzione entro parentesi quadre assume solo valori ¢nferi >0 e percid
I’ insieme I dei punti di K in cui si ha
P y; )= | Oz,y; ¢) | >0,
i=1

ha misura < u. Se ora = & un qualsiasi poligono semplice di ¢ senza punti
interni in comune con i poligoni z;, ¢=1, 2,.., », allora, in ogni punto di X si ha

N[O y; e) |+ O@y; o) | < Pla,y; D)

i=1
e quindi, in tutti i punti di K—1,
O(z,y; ¢)=0.

(*) Cfr. lec. cit. in (1), &), § 2, n. 2.
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5. - Ho gid dimostrato il seguente :

LEMMA II (*?). - Se © ¢é una trasformazione a wvariazione limitata, se
{7, t=1, 2., v], [#n/, 7=1, 2,., ¥'] sono due gruppi di poligoni semplici
di Q, se i poligoni n;, i=1, 2., », sono a due a due senza punti intern:
wn comune ed analoga proprieta hanmno i poligoni =nj, j=1, 2., ', se
nWw)< o j=1,2,., %, se E, E’, I,I' sono gli insiemi dianzi <ntrodoti:
relativi ai gruppi di poligoni [n;] e [n], se E, é I’insieme del punti di K
che distano dall’ insieme chiuso E meno di o, allora, indicati con =, ,
s=1,2.., l;, tutti e soli ¢ poligoni n; interamente contenuti in n;, indicati
con wj, j=1,2,., U, i rimanenti poligoni, si ha

'+ L=,

t=1

e, in quasi tutti ¢ puntt Q = (z,y) di K—E,—E'—I-1I,

O(z,y; ¢i) =Z Oz, y ; 029), (=1, 2,.., »),

s=1

v
=> 0@, ¥; o).

i=1

6. - Dimostriamo ora il seguente
LEMMA III. - Nelle condiziont del Lemma II, posto

J=E,+E' +I1+1I, t(m)=2 r(n:.s)—}-csi, (t=1,2,.,v),

s=1

v
0= 2 g(nj’)r
j=1
rtsulta

E§6i|<2/f¥’(x,y; D) dz dy, 6<[f¥’(x,y; D) dz dy.
J 7 J
Infatti, ricordando il Lemma II, risulta

() — ﬂ O,y ; ¢ da dy — (y[ [+ [[) 0 y; ed vy~
J

/Ou v ) dedy+ 3, [ 0@ y; c.) dody —

8=1K ~d
IE [ [ 0@, y; c;,) dzdy — Z [/ O(z,y; c;,) dz dy + [{O(a;,y, c:) dz dy,
=1% s=1Y

(!*) Loec. cit. in (%), &), § 3, 4, 5, 6.
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e poiché
(7)) = ﬂ O@,y; e;)dzdy, (s=1,2.,1L; i=1,2,..,v),
K

anche

[ 7
di=— / O(x,y;c£s)dxdy+f/0(x,?/;ci)dzd?/-
s=1y I

Sempre per il Lemma II si ha inoltre
14 v
0= L g() =Z f | Oz, y; ¢of) | dewdy = ]/lO(fv,y;c.;’)ldxdy-
j=1 =1y ji=1y
Finalmente

»

> -

2

l; N |
2 [ 0@,y; ey dzdy+ ([ 0@ y; e) dedy | <
> ! |

=1 =1
. » l;
<[ S 3 10@y; ¢ |dady+ //}] | Oz, y; ) |dzdy <
7 =1 s=1 =1
<2 f V(,y;, P)dzdy,

T

P .
fZ | O(z,y; ¢f) | dz dy <f/ Y(z,y; P)drdy.
J =1 J

I Lemma IIT & cosi dimostrato.

7. - Sia S una superficie continua, sia
S r=z(%, v), Y=y, v), z2=2(x,v), (,v)cQ =(0,1,0,1),

una sua qualsiasi rappresentazione; siano @,, @,, ®@; le relative trasformazioni
piane. Sia poi [#;, =1, 2,..., ] un gruppo di poligoni semplici di @ a due a due
senza punti interni in comune. Siano C,, (r=1,2,3; ¢=1,2..,#n), le curve
continue chiuse immagini delle poligonali semplici n* rispetto alle trasforma-
zioni @,. Poniamo

0= max #(w), m= max |E.|, E,— ZC“, (r=1,2,3),

1=1,2,.,n r=1,23 i=1

u— max [T(S)—- é tw), T(P)— é i), r=1,2 3} .

i=1 i=1
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Diciamo inoltre I, I’ insieme dei punti (z,y) del quadrato K, nei quali

v

2 l O(x’?/; C’i‘i) l < gl(z’ Y (pr)) (7':17 2) 3)
i=1
Dimostriamo il seguente :
LEMMA IV. - Se la superficie S ha area finita secondo Lebesgue, allora
per ogni gruppo di poligont semplici di Q, [#;, t=1,2,.,n], a due a due
senza, punti interni tn comune, si ha

@) O G(S) =D g(r) < T(S) =) H) < u
7= t=1
/ A (r—1,2,3).

Intanto
G(S)=T1(S), () < g(7a), (=1, 2,., n),

da cui senz’altro la prima delle (4). D altra parte

n

3 | O y; Cr) ;}dxdyz

t=1

0< G((bo) - 2 gT(nz’) = ” {lll(z7 Y (pr) -

=1 X

T

=.(HT(”’?“ Pr)— é | O(z,y5 Cri) ]]dwdy.
I

t=1
r

Ma la funzione sotto il segno integrale che, in K., & sempre >0, &, in 7,
sempre >1, e quindi

1L < G(B)— D g.().

t=1

Ma
G( D) =T(D,), t(7:) <gr(m), (r=1,2,3; i=1,2,.,n),

e finalmente

.
L < T(@)— 3t < o

t=1

Il Lemma IV & cosi dimostrato.

8. - LEMMA V. - Se S é una superficie continua di area finita secondo
Lebesgue, se la (1) é una sua rappresentazione, se [n;,i=1,2,.,n], [=/,
7=12..,n'], sono due gruppi di poligoni semplici di A, se i poligoni
7, t=1,2,..., n, sono a due a due senza punti interni in comune ed analoga
proprieta hanno ¢ poligoni =i, j=1,2,..,n', se 6, m, u e &', m', u’ sono gli
indici dei gruppi di poligoni |n;| e |nj |, se E,, I, E/, I’ sono i relativi
insiemt di K, e (E,)s é U'insteme del punti di K, che distano da E, meno
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di &, se m,y, s=1,2,.,1;, sono i poligoni nj completamente contenuti in T,
i=1,2,.,m, e 7/, j=1,2,.,l, sono i rimanenti poligoni =;, allora, posto

)‘( l) N
g = ?(’:L) (t=1,2,.,m; r=1,2 3).
Jr=(E,)y + E/ + L.+ 1/, (r=1,2,3),
n l;
D= 3 { Hawis) —[ans 1aleis) + azs Ta(18) + 35 T5(705)] }
i=1 s=1
risulta
14 73 .
S 9@)< Y [ Pay; o) deay,
Jj=1 r=1y

0<D<u+2» U Y(z,y; P)drdy.

<
HN&:
-

Si rilevi esplicitamente che in questo enunciato si debbono del tutto trascu-
rare i poligoni z per i quali #(w)=0.

La prima di queste relazioni segue immediatamente dal Lemma III.

Osserviamo ora che

B (is) =T (0ie) + 13(700s) +73(70s)y V=i + o, (s=1,2,, b5 1=1,2,.,n),
e quindi, per la disuguaglianza di SCHWARZ,
i) = | aui Ta(Tis) + Goi To(Tig) + azits(7wss) |, (s=1, 2,.., 5 ©=1, 2,.., n),

da cui D> 0. D’ altra parte

n 1 n

<D:E Z t(nig) 2 2‘ [a“ Ti(nls)+a’z T2<-7t19)+“3z Tf(ﬂzs)]
t=1 s=1 =
Y @) & ra(7) A T4()
T(S) - :1 ; ti(n‘) s§ Ti(ﬂi§)+ 7;(7,;_ 5_24 2( :e)‘f‘ tg(nl 2‘ ‘h(ﬂzs)%
e, in forza del Lemma III,
&
7 (715) = Z (ig) + 0rsy,  (2=1,2,.,n; r=1,2, 3),
s=1
Z /a‘,,1<2[/p(x,y, ®,) dzdy.

i=1
Ne consegue

t=1r=1

R 2 ) 2
7 () -+ 3(my) + T3() 1(7'1)
=TS = Xy +24 24 =

=1 =1r=1
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ed infine
n 3 ” 3 .
<TE)— X ta)+ D D | on|<u+2Y [[ P, y; D)) dzay.

i= r=1 ;,;/

r=

t=1

Il Lemma V & cosi completamente dimostrato.
Siamo ora in grado di dimostrare il seguente
LEMMA VI. - Nelle condizioni del Lemma V, risulta

. t(m] <2u Z /'I’(x,y; D) drdy .
= J

> >: e “)Z i) = e

Osserviamo intanto che se a,, f,, r=1,2,3, sono qualsivogliano numeri

reali tali che

J w
JE

az—1, pr=1,

]
Il
[
3
I
—

risulta
3 1 3 3 3 1 i
1—2(1,/9,‘———-5{2 af-*-zﬂf—zz a?‘ﬂ?‘}=§z r—Br)?
, = 1 r=1 r=1 r=1 =
Posto
7,.(%;) 7{7i5) 1.2. 8
G ey O P =129,
risulta
3
Y U (”L) T(%is) 1 (7;) Tp(mis) |2 . R
1 _,% Hw) o) 5 [i(.ﬂ) - tTm_\)] y (=1,2,,0;;i=1,2,..,n).

Ne segue, moltiplicando per t(n,-g),

t(nw)—z a,,tr(n,g)—- £(7tis) 2 [v;((:;) té&iﬂz’ (s=1,2,, U5 i=1,2,.,n)

r=1
e infine, sommando rispetto ad s e ad ¢, moltiplicando per 2 e ricordando il

Lemma YV,
n l; 3

tr( i 7’1"( [5) 2 3
5, 3 S - -2 3 X e B | -
=1 8= t=18= r=

3 .
—2D<2u+4Y |[ V(z,y; D) dzdy.
r=1 "Ir

Il Lemma VI & cosi dimostrato.

9. - Dimostrazione del teorema 1.
Consideriamo I insieme 7 di tutti i punti (z, y, 2, w, v, w) per i quali (z,y, 2)
appartiene ad S e u?+v®+w*=1. Tale insieme & limitato e chiuso e percid-
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la tunzione F(z,y,z, u, v, w) & su di esso, limitata ed uniformemente eontinua.
Sia M >0 un numero tale che, per ogni (2,y, 7 w, v, w) di I si abbia
| F(z, y, 2, u, v, w) | <M.

Possiamo inoltre supporre M abbastanza grande affinché si abbia pure
L(S)<M. Sia ¢>0 un numero arbitrario e sia o=¢/3141.

Sia poi ¢ >0 un numero tale che per ogni coppia (2, ¥, 2, u, v, w), (z',y', 2, W', v, w')
di punti di 7 tali che |2—2'|<p, |y—¥'|<eo, |2—72|<0, |u—%]|<o,
lv—v'|<p, |w—w'|<p, si abbia | F(z,y, 2, u, v, w)— F(z,y', 2, w, v, w') |<o.

Per ipotesi la superficie S ha area finita secondo LEBESGUE e quindi le
trasformazioni @,, r=1, 2, 3, sono a variazione limitata e pertanto le loro
funzioni earatteristiche ¥(z,y; ®@,), r=1, 2, 3, sono integrabili L.

Esiste percid un numero 7> 0 tale che per ogni insieme misurabile 4, Ac K,
(r=1,2,3), con |k <7, risulti

[[ W@, y; @) dedy<og, (r=1,2,3).

h

Sia [pi, ¢=1,2,.., »] un gruppo di poligoni di @, a due’ a due senza
punti interni in comune, tali che, indicate econ C,;, ¢=1, 2,..,», r=4,2, 3, le
curve continue e chiuse immagini delle poligonali p; rispetto alle trasformazioni
D, risulti

do=_max %(py)<e,

t=1,2,..,7»
mo= max | B, |<z, |E,|=) Cyu, (r=1,2,3),
r=1,2,8 i=1

»

()= tipd, T(P) =X, t(p), 7=1,2,8|< min [, o%, 7] ().

i=1 =1

Mo = max
L

Seegliamno in ciascun poligono p;, (¢=1, 2, .., »), un punto (%;, v,), sia
{(z:, yi, z;) il punto corrispondente su S e consideriamo la somma

Z Flzi, yi, 2, 1(p:), 12(pi), 75(p1)]-

t=1

Diciamo 7. I'insieme dei punti (z, y) di K, nei quali

3O y; C)|<¥ay; D), (r=1,2, 3).

t=1

(13) L’esistenza di un gruppo di poligoni soddisfacente a queste condizioni segue dal
teorema gia citato in (19).
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Come sappiamo | I, |<u, (r=1, 2, 3), (Lemma IV). L'insieme %, & chiuso e
tutto costituito di punti di X, quindi, per ogni numero reale {>0, ! insieme
(E,): dei punti di K, che distano da &, meno di ¢ & aperto e inoltre

lim (Er)tzETy lim }(E'r)tizlEr *
t—>0 t—0

Esiste percid un numero {=yp, tale che

I(E’l‘)esi<lE7“+T<T+T=2’7 (r=1,2,3).
Poniamo
?’:min' [97 O1y T, Gy 692]'

10. - Sia [n;, i =1, 2, ..., 2] un qualsiasi gruppo di poligoni di ¢, a due
a due senza punti interni in comune, tali che, indicate econ Cy;, (¢=1,2,.., n;
r=1, 2, 3), le curve continue e chiuse immagini delle poligonali #¥ rispetto alle
trasformazioni @,, risulti

1=1,2,..,»

g 0= max n(n;) <y,

n
m— E| < E =N 0 ~1,2, 8
) ,-inf’,‘éfgl <7y i}:l , (r=1,2,38),

/ j—max {T(S)—ﬁjt(n,.), T((p,)—ﬁ‘,t,(ni), r=1,2 3|<y.
i=1

i—1
Scegliamo su ciascun poligono m; un punto (uq, v;), sia (z/, y{, z/) il punto

corrispondente su S e consideriamo la somma

n
}: F[lev yzly Z:'y I1(“1')’ '52(7‘{): Tz(ni)] .
i=1

11. - Sia I l'insieme dei punti (z, y) di K, nei quali

M 10@ y; C) <Wzy; ), (r=1, 2, 3).

i1
Come sappiamo | I/ |<u, r=1,2, 3. Posto J.=(E,), +E;+1I,+1I, risulta
I <| (E)o, +| B+ L+ L <204y +po+ < 20t rt T4+ 1=50

Indichiamo con m, (s=1, 2,..7;), i poligoni z; che sono completamente
interni al poligono p;, (i=1, 2,..,»), e con x;, (¢=1,2,..,7), i rimanenti
poligoni 7;. Indicheremo percid con (Ui, Vi), (Tis, Yisy Zis)y (s =1, 2,0, L5
i=1,2, .., ), oppure con (u.,v)), (z,,yi z), (t=1,2,..,70), i punti (i, v)

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 7
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di @ e i punti (z{, y{,2/) di S, secondoche il punto (w, »;) appartiene ad un

poligono m;s, oppure ad un poligono ;.
Dal Lemma V risulta

.
S 4y < Z 9(x)) [Y’(x, y; 0,)dudy<3-500°—1500* <15 0.

t=1 =1

Dal Lemma VI risulta inoltre

(6) Z Z t(nzs)z [’;g‘)’ ((,f,)} 2u0+42 [ [ (o, y; O)dzdy <

i=1s=1 r*lJ
< 200%+4-3-500*=620p%

Dividiamo ora i poligoni z;, (=1, 2,.., ;; ¢=1, 2,..., »), in due categorie,
ponendo nella prima quelli per i quali, per ogni », risulta

77’(pt) T, (”u‘)

t(p:) t(”zx)

(M

<o, (r=1,2,3),

e ponendo nella seconda tutti gli altri, cioé quelli per i qualiy per almeno
un 7, risulta

7 p3) 7,(7,s)

H(pi) Haw) |~

®)

Indicheremo con > e >)” le somme relative ai poligoni 7; rispettivamente
%8 i, s
della prima e della seconda categoria.
Dalla (8) segue ora, ricordando la (6),

3

. , p Apd) KEN]
0* X} Hemis) < 2 e 3 [i3 = | =
i=1

i S

ll

[T(p2) ’7(”1:)
$ o 3 [0 v

";M=

s—
ossia
0 X" (i) < 6200*
1,8

e quindi

()] ZN t(mi) <620.
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12. - Con ovvie notazioni possiamo scrivere

A= Flzi, yi, 2, 1a( pi)y 12(p3), 1a(0:)] — D, Flai, yiy 20, 1a(mi), 1o(m:), a(mm) ] —

i=1 i1

= 2 Flzi, v(p:)] — Z 2 Flzis, to(nig)] — 2 Flz, w(n)] =

= i=1s=1 =1

— 7;1;1: F [3/'1,}((;’))] Hp:) — g F [ i, tr((ﬂu)] Hovss) — glF {x' z,(u/{)} 1) : _

v i)
—_ - s [ T, (pl _ T, (pl) ) )
Ef Tl . }t(p’) le t<p>} Hois) y +
} ’ e ~w(p) N ) o
Y+ Z0r 't(ps] Hes) = F o, 525t |

G g
"ilgi F[zﬁ, 17(%)} Ha))=si+S:+8+5,.
Si ha ora
a1<g[rlei - o<

< MZ lT(pi) — 2::(%)

+M§ | T(p)—ttp) | =

-M 2 [T( i) — Z t(nls)]—l—M 2 [T(p,) t(pz)}

i=1 =1

<a[1(s) - }; 2 t(nis>}+M[T<S)—é p)| -

t=1

=M [T(S)—— é t(ﬂz)] +M 2 W)+ M [T(S)— 2 t(pe)]

i=1 i=1 i=1

In forza del numero precedente e delle definizioni di u e u,, risulta infine
10) ' sy |<M[u+po+1566] < Mlo+06+1506] = 17 Mo.

Osserviamo ora che

. " X 7(Pi) . 7 (7i5)
Sp = g p F[z“ t(pi)] F[ isy U )] \ (i)

ol S [ = e 7] .
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Ma tanto il punto (z;, y:, 2) che il punto (zi, ¥is, 2:s) sono punti di §
immagini sulla superficie S dei punti (., v;), (uis, i) appartenenti allo stesso
poligono m; e, d altra parte, n(m;)<e e quindi |2;—2zi <o, |¥:i—¥u|<o0,
| 2:—2i | <. Inoltre per i poligoni 7;, della prima categoria valgono le (7) e
quindi, per i poligoni della prima categoria, si ha

I F lx‘ Tr(pi)]_F [./L' T (”u)] |<Q X

Y H(pi) ) Howis)

Pertanto

v ;
(11) |52 | < Y ot(rig) < 63 D) Hawi) <oT(S) =0L(S) < o

i, 8 i=1s=1
Si ha ancora

S3= Z” " F [xi ) tt]((;:;)] - F {zu ) th(‘(ﬂ{)] a t(nis)v

7 7n( 1&) Ir(nis) @
o1 e ] <0

e quindi, ricordando la (9),

(12) | 85| < 2M - 620—124 Mo.

Finalmente, ricordando la (5),

(13) |s4|=)éF[x{,;’;§Z‘;)] Ha )I\ lF[ / ’i(f’f—’Ht( )<M£t(nt)<15Mo
i=1

Dalle (10), (11), (12), (13) segue infine
PA<] sy [+ ]s2|+] 83| +] 8| <(AT+14+124 +15) Mo =157 Mo = ¢/2.

E cosi dimostrato che, per ogni gruppo di poligoni ;, (i=1,2,..., n), di @
a due a due senza punti interni in comune ed i cui indici d, m, u verificano
le relazioni (5), risulta

(14) 3l u(p)]- S Flat, w < ;.

t=1

Se ora [n), =1, 2,.., 7], [#i, t=1,2,.., '] sono due gruppi di poligoni
di @), soddisfacenti alle stesse condizioni (5), risulta

tr(ﬂ)]—ZF[Z.,n )]! % ;=8

i=1 i=1
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Pertanto, essendo &>0 un numero arbitrario, per il teorema fondamentale
di CAucHY risulta dimostrato che il limite (3) esiste ed & finito. Il teorema 1

& cosi completamente dimostrato.

§ 3. - Indipendenza dellintegrale dJs dalla rappresentazione della superficie S

13. - Dimostreremo nei nn. 14-18 il seguente
TEOREMA 11 - L’integrale 35 é indipendente dalla rappresentazione

della superficie S.
14. - Siano @ e Q' due quadrati del piano (u, v) e siano:

(15) S: :I:==$(1L, ’0), ?/—‘-?/(“, v)) z=z(u, ’l)), (u7 ’l)) 3 Qr
(16) S z=(uyv), y=y'(v), =2), ®2)ed,

due rappresentazioni di una superficie S =& di area finita secondo LEBESGUE.
Siano @,, (r=1,2,3), ¢/, (r=1,2, 3), le relative trasformazioni piane. Siano
7, ty, Try, (r=1,2,3), { T, ete. le solite funzioni relative alla trasformazione
15) e, (r=1,2,3), ¢, T, ete. quelle relative alla trasformazione (16). Come

sappiamo (§ 2, n. 2)
T(S)=L(S)=T'(S)=L'(S), T(P)=T(P), (r=123),
e, per ogni punto (z,y) di K,
Pz, y; P)="y; P (r=1,2,3).

Sia ¢>0 un numero scelto ad arbitrio. Gli integrali Jg e dg esistono entrambi
e sono finiti. Pertanto esiste un numero y>O0 tale che, per ogni gruppo di
poligoni semplici di @, [#:, ¢=1,2,.., n], a due a due senza punti interni in
comune e di indici 9, m, u tutti <y, risulti

a7 lgs— 2 F i, Y, 2iy ulm), 12(3), 15(m) | <¢/3.

i=1

Analogamente esiste un numero y’>0 tale che, per ogni gruppo di poligoni
semplici di @', [/, ¢=1,2,..,%'] a due a due senza punti interni in comune
e di indici &, m/, y’ tutti <y', risulti

| dg — E Flzi, yi, 2, (), (7)), ()] l< 8/3'

i=1
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Sia IT insieme dei punti (z, ¥, 2, %, v, w) per i quali (z,,2) ¢S e u>+v*+w?=1.
Sia M >0 un numero tale che per ogni punto (z,y, 2, %, v, w) di I si abbia
F|<M e inoltre tale che L(S)<M (n. 3, a). Sia ¢= min [¢/195M, 5'/13].
Sia ¢ >0 un altro numero tale che, per ogni coppia (z,y, z u, v, w),
@,y,2,w,v,w) di punti di I tali che |z—2'|<g,., | w—w'|<p, risulti

| F(z, w)— F(z,u) | < o.

Finalmente sia 0 <7r<(o un numero tale che per ogni insieme A misurabile,
hc K,, | h|<r, risulti

‘ Y(z, y; D,)dzdy<min]og? o], (r=1, 2, 3).
. Y
A

15. - Sia ora {m;, t=1,2,.., 7} un gruppo di poligoni semplici di @ di
indici, 8, m, u tali che

d, m, p<min [y, g, 7, 0/2, 00°].

In ciascuno dei poligoni z; scegliamo un punto (u,, v;) e sia (2, ¥, %)
Yimmagine di (%;, v;) sopra la superficie S. Deve essere

[JS—.Z Flz;, (7)) | <e/S.

=1
Posto
n
Er: > O'riy (7':1) 2) 3)7
i=1
come sappiamo risulta
E.cK, |E.|<m, (r=1, 2, 3).

Sia 1>0 un numero tale che, indicato con (&,)s; I'insieme dei punti di K,
che distano da E, meno di 24, risulti, per ogni 7, | (E,):: | < | E,|+ 7 e quindi
l (Ey)2a f<m+t <2r7.

Possiamo supporre i< p/2, 1 <o.

Come sappiamo esiste tra @ e @' una corrispondenza biunivoca e continua
T che fa corrispondere ai punti di @ i punti di ¢’, ai punti di @* i punti di Q%
al verso positivo su @* il verso positivo su @Q'* e viceversa. Inoltre se (u, v) ¢ Q
e (u,v')eQ si corrispondono in 7, se P=(z,y,2), P=(2,y, %) sono le
immagini su S e §' =8 dei punti (v, v) e («, ?'), risulta PP < 1.

Pertanto agli » poligoni sr; c @ corrispondono, per la 7, n regioni di JORDAN
ricQ, (i=1,2,..,n), a due a due senza punti interni in comune. Di piu se
diciamo 77 la ‘curva continua, chiusa e semplice costituente la frontiera di r;,
Z”,i la curva continua e chiusa immagine di 7} rispetto alla trasformazione ®,,
risulta

” Criy, Chi ”</1, (t=1, 2,..,n; r=1, 2, 3).
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Sia ’(d) il modulo di continuita della rappresentazione (16) della superficie
S'=8 e sia d, il massimo numero reale tale che w(d,) < i. Per ogni ¢ sia =/
un poligono di ', interamente contenuto in 7; e tale che | 7% 7¥|| < d,. Allora
se C/; sono le immagini delle poligonali zz;* rispetto alle trasformazioni &/ risulta

| Criy Ol <2, (i=1,2, m5 7=1,2,3),
e quindi in definitiva

16. - Consideriamo ora il gruppo {=m;, ¢=1,2,..,n} di poligoni semplici
@', i quali, essendo n; cr;, (¢=1,2,.., n), risultano a due a due senza
punti, né interni né del contorno, in comune.

Siano &', m/, ' gli indici del gruppo {x;} e siano K, i relativi insiemi
n

E/ = E Cii, ElcKk,, (r=1, 2, 3).
1 =1

Anzitutto da n;cr; segue n'(w;) <#'(r;). D’altra parte »; corrisponde per

la T a n; e quindi #'(r;) < 5(w;)+24. Dunque
(@) < n'(rs) <) +24<04+20<0+20=380<y
ed infine
0= max 7#'(7)<y.
1=1,2,..,n
Le curve Cy; sono interamente contenute in (E,),; e quindi
Elc(E))s, |E/|<|(B)n|<2r, (r=1, 2, 3).
Pertanto

m’'= max |E,'|<2t <20<Yy.
r=123

Inoltre in tutti i punti (z,y) di K,—(E,)s; risulta (**), ricordando la (18),

0(1;1 Y CN’)=0($1 Y C,f,'), (7'217 2; ey 15 7':17 2) 3)7~
e quindi, posto )

(19) Ir(”i) _'T'/(ni’)=6’ri ’

— (| 0@, y; ) dzdy — /0<x,y, Cr) do dy =

K
/ [O@, y; C)—O(z,y; Cr)] dz dy.

(&) 24

(*4) Cfr. loc. cit. in (Y), b), p. 257, Lemma 1.
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Infine
0) <3 J[10@y; €| dsay + o [10@y; €1 |dzdy <
Ty, " LB
[ S 106 y; yldsdy + [[ 3106y ciyldzdy <
AR (W) = !
0 Mlp D) d d {2-200%=40p
< '.’ (x)y’ ?‘) z y <'2'20:4:6.
(Er)y,
Si ha ora

T’(@)—Zt(m) T'(P;) - Z!tr(ﬂ)l—T@r) err(m) 0|y (r=1,23)

=1 =1

3 "
T'(S) Zt’<n.)—T(S') 2 > w2 | = 7(8) -
r 1

n

3 ‘g
Z { E [zr(7:) — 0,4 z

t=1 "r=1

D’ altra parte

u,.(ﬂ,-)—a,.,.|>'\| o) | —| bpi | > [erms) = | Os |, (i=1, 2y m; =1, 2, 3),
3 Y2 3 Ya
PECHESNE I ENC
r=1 =

3 3

> 11,(::,)2 Eaz.ﬂ"‘, (i=1,2,., n),

r=

; %
VY o) — a1 { >

r=1

e quindi (Lemma IV)

T'(P7)— > b () < T(Dr) — X[ wrlows) |+ 2| 0ri | =

1= t=1 t=1

{T(@r)~ > tr(nz)‘+ l 0| <ptdo, (=1,23),
i=1 =

n

3 % "% 3 o

P ) ilal) < T(S) = ) ) 21 ORI
=1 1= r = 1= r=

n 3 n

<1 = 3 )|+ X B on < 120

t=1 =1 2=1

[em——

(*°) Si ricordi la nota disuguaglianza

n

S ems (B E "

t=1 T=1 i1
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Finalmente

” n
,u’=max[T’(S’)— S #(l), TUD) + D), 7=1,2,8| <
i=1 i=1
<p+120<180 <y’
Dunque il gruppo dei poligoni { zz; } di @' ha indici &', m’, 4’ tutti minori di y’
Scelto su ogni poligono z; un punto (u;, v') ed indicato con (z/, v/, /)
la sua immagine su 8= 8, risulta

(21) B S Flad, vl 1| <es.
i=1
17. - Nel § 2, n. 8 abbiamo gia osservato I'uguaglianza

3 3
—Sab—3 3 —p)
r=1

r=1

valevole qualunque siano i numeri a,, f,, (=1, 2, 3), tali che

af +ait+ai=1, Bi+pi+ps=1.
ar=7r(”i)/t(”i)1 Igr:r;(ﬂi’)/tl(nil)v

Posto

risulta

3 3
To(%5) t,.(.?l,) 1 Tm) 7 iw)]?
1_r§ ta) t'x) 2 g [t(m) B tL'("s{)]
e quindi, moltiplicando per 2¢#'(s;’) e sommando rispetto ad ¢, si ha
3
N o) @D o [ o)
S £(af) 2 [led _ sl =23 [t - o ” )| <

T(S) — 2 2 ’*""’ ()
[

t=17r=

Ricordando le (19) e (20) risulta

n 3 o
e S e S [m—d <o ) me -3 5 0| -

1=1 r= - t=117r

SRR CEpOECES CES LS O % <

i=1 r=11t=1

n 3 n
<2|T®) = B t)| +2 3 3|0 |<2pu+2-1200°<26 00",
i=1 r=1li=1i
Dividiamo ora i poligoni =y in due categorie ponendo nella prima quelli
per i quali, per tutti gli », risulta

(23)

17‘("1) Tr(”1 .
iy~ ren| <o r=123),
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e ponendo nella seconda tutti gli altri, cioé quelli per i quali, per almeno un r,
risulta

(i) t,'(.ﬂ,;Q

o) — Tw))|”

Indicheremo con E' e 2” le somme relative ai poligoni x;" della prima

? ’L
e, rispettivamente, della seconda categoria. Dalla (22) risulta

3
¢ 5t < ' 01a) 3 (5 - G0 < 200
7 i r=1

e quindi

0" B #() <26 op?
ed infine
(24) N # (i) <260.

18. - Si ha ora

A: F[Z’,, T’r(”z)] - ZF [Z, y Tr(”z )]_

1 i=1

F[ ”rt((“;)} t(m;) — z‘§1 F [ ,’,;’(i:’f)] ! (725) =

7R

-,
I

[

[
M: .‘LM:

1% o 3] 0 = [ 5 i  +
D R =

D’altra parte, ricordando la (19) e la (20), (*%)

ll

<& [t | 100 1<
3

glgg <n.->g‘fz-3§1 o) |
>

3 3 n
2 [rr(n,-)—r:(m’) | =M Z Z | s | < 12Mo.

r r=11t=1

<

<M

1=

—

m ]/z
(16) Cfr. nota (*°) e la relazione [ » x‘f] < E [z ].
) t=1

-,
k|
—
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Inoltre

e Sy Pl ] e,

1
|SZ| <2, Fl 172&%]_F[$111:7’(J‘L1} t,( 1)'
b

Si osservi che il punto (u, v;’) appartiene al poligono =;/c Q' e percid
anche alla regione di JORDAN 7; e‘quindi la T fa corrispondere al punto (%', v;")
un punto (%;”, v;") di n;c @, in modo che, se (z;”, ¥:”, 2”) & I'immagine di
(u;”, v;”) sulla superficie S, allora, avendo indicato con (z;, ./, ') I'immagine
del punto (u;, v;") sulla superficie S’, risulta

|2/ —z” | <4, |y —y.” | <A, | 2d —2;" | <A.

D’altra parte i punti (u;, v;) e (w;”, v;”) appartengono entrambi al poligono
nic @ e 5(w;)<d. Pertanto

lzi—2” <0, lyi—y" <6, |z—2"]<0
e quindi
lzi—a | < |zi—2/ |+| 2" —2/ | <O+ A<p/2+0/2=0, (t=1, 2,., n),
ed analogamente
lys—yd |<e, |zi—z|<e, (i=1, 2,.., n).

Per ogni poligono n; della prima categoria, valgono inoltre le (23) e quindi

|F[x~ Tr(”i)] { , T ] .<

A3 t(”z) l ’t, (’ )

Pertanto

|s:|< o 2 () <o 2 t'(n) <oT'(S) = oL(S) < M.
i1=1
Finalmente si ha

e 3 0~ s 3 e

i

LIRS HF [oo 5] |+] F los, 220 |} a0 <2 ()

e, ricordando la (24),
|8:| <2M-260=52Mo.

In definitiva

| A]<|sy|+]|s:2|+]|8:|<(124+1452) Mo=65Mo < ¢/3,
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ossia

S Flz, w@wd]— S Flof, o(ad)] ‘ <e/3.

t=1 =1

Ricordando le (17), (21) e (25) risulta

(25)

35— 2 F [z, wlwd] | +| 3 Flai, w(w)]— 3 Flad, o) |+

i=1 =1 i=1

| ds—dg <

n
Hog =3 Pla, dan|<S+5+i—e.

=1
Per 1'arbitrarietd di ¢, segue senz’altro
’
33—_ JS” .

Il teorema II & cosi completamente dimostrato.

§ 4. - Approssimazione dell’ integrale Js.

19. - Siano

S S: x=z(u, 'l)), y=y(“1 ’U), z=z(u, ’l)), (u’ 7)) eQ = (07 1, O) 1)!
( Sp : x=——x,,(u, ), ?/:?/p(u’ v), zzzr(uv v), (%, v)e @ =(0,1,0,1),
(p=1’ 2)“')?

superficie continue di area finita secondo LEBESGUE interamente costituite di
punti dell’insieme chiuso 4. Siano P,, &, (r=1,2, 3; p=1, 2..), le rela-
tive trasformazioni piane.

Sia [n;, ¢=1, 2,.., »] un gruppo di poligoni semplici di ¢, a due a due
senza punti interni in comune; siano C,; C¥, (r=1,2,3; i=1,2..,n; p=1,2,..),
le curve continue e chiuse immagini delle poligonali s} rispetto alle trasforma-
zioni D, P,,. Se I & un insieme di punti di @ diciamo %(I), 5 (I) le oscilla-
zioni delle (26) nell’ insieme I Infine siano t,.(%;), f.(7;),.., G(7;), ecc. le solite
funzioni relative alla superficie S, e #\”(m;), #"(n;),..., GP)(;), ece. quelle relative
alla superficie .S,,. Sia (u;, v;) un qualsiasi punto di n; e siano (z;, ¥, 2;)
Iimmagine di (u;, v;) sopra la superficie S, e (z\*, ¥, ) I immagine di
(ui, v;) sopra la superficie Sp, (p=1, 2,..).

Possiamo considerare le sommatorie

(26)

n n
D Flzi, w(m)], X F o, o], (=12,
=1 =1

Diciamo d,, m,, u, gl indici del gruppo di poligoni {=;} rispetto alla
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superficie S e 0,, m,, up gli indici dello stesso gruppo rispetto alla superficie
Sy, ciogé poniamo:

do= max n(n,), o= max IE |, Er= 20,., (r=1,2, 3),

i=1,2,. i=1

pto—max [T(S)— S )y T @)~ S b), r=1,2, 8/,

= 1 t=1
dp= max 5®P(z;), mp= max |E"’" EP = Z CH, (r=1, 2,3),
1=1,2,...,% r= i=1

n

Mp= Max [T(SP)'— 2 t(p)(ni)v (P,)— Z tsim(ni)) r=1,2 3] , (p=1, 2,..).

i=1 i=1

Come sappiamo

n
lim ) F [z, t(m)]=ds, lim 2 F (2P, ©(n)]=ds,, (p=1,2..).
n‘i: %—»0i=1 mm 07!

Ho Hp
Dimostreremo nei nn. 20-22 il seguente
TEOREMA IIL. - Se le superficie (26) hanno area finita secondo Lebesgue
se im L(Sp)=L(S) e, uniformemente in @,
p—>00
lim zp(u, v)=2z(w, v), lLm y,(u, v)=y(u, v), lim z,(u, v)=2(y, v),
p—>®© p—>© p—>©

allora la convergenza dei limiti

o

lim Z F[xgp)) Tﬁ-p)(ni)]=38’,, ’ (p=1) 21“‘))
m: —-0 i=1
Hp

¢ uniforme rispetto a p ed inolire

lim asp =dg.

p—>0e
20. - Poniamo

6p= max {[z,(u, v) —z(u, v)]2+[yp(, v) —y(w, V) +[2p(u, v) —2(, v)]? }

(u, v) e Q

ed osserviamo che lim 5p=0. Sia N una costante tale che per ogni p risulti
P>

8,<N, (p=1, 2,...). Tutte le superficie S,, (p=1, 2,..), sono interamente conte-
nute nell’insieme I,c 4 dei punti (z,y, z) di 4 che distano da S non piu di N.
Se diciamo I I’insieme di tutti i punti (z, ¥, 2, w, v, w) per i quali (z, y, 2) ¢ I,,
u?+ v +w?=1, I insieme I & limitato e chiuso e quindi la funzione F(z,y, 2, u, v, w)
& in I hmltata ed uniformemente continua. Sia M un numero tale che | F'!<M
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in ogni punto (z,y, 2, «, v, w) di I Possiamo inoltre supporre M abbastanza
grande affinchd si abbia L(S) <M, L(S,) <M, (p=1, 2,..).

Dalle ipotesi e da un mio precedente teorema (!7) segue
lim L(¢Pr)=L(@r)r
p—>00

(7‘—'=1, 27 3) ’
o anche (§ 2, n. 2)

lim W(®Dp,)=W(D,), (r=1, 2, 3).
p—>00
Pertanto le funzioni

W(x) Y @’r)) q/(z, Y (Dp,.),

(r=1,23; p=1,2.).
sono equiassolutamente integrabili (2).

21. - Sia £>0 un numero arbitrario. Sia 0=¢/314 M ; sia 9>0 un numero
tale che per ogni coppia (z, ¥, z, u, v, w), (¢, y', 2’, v/, v', w') di punti di I tali
che [z—2'|<p,., |w—w |<p, risulti | F(z, u)— F(z', v') |<o.

Finalmente sia >0 un numero tale che, per ogni insieme misurabile %,
hc K,, con | A |<t, risulti

ﬂ Y(z, y; D) dzdy<op? N Pz, y; Ppr) dzdy < oo?,
3 B
(r=1,23; p=1,2..).
In forza di un mio precedente teorema (*°) esiste un intero p ed un gruppo di

poligoni semplici [p;, ¢=1, 2., »] di @, a due a due senza punti interni in
comune tali che:

. < do= max n(p) <o
(27)

? m,= max | E,|<z, Er=2 Cri, (r=1,2,3),
r=123 i=1

po—=max [T(S)— ¥ Up), T(®) — X tp), r—1,2, 8|<min[o, og*,7]
t=1 i=1
e, per ogni p > p, anche

Op=

max #P(p;) <e

1=1,2..,»

v
My = mla); 3' E’;P) ] <T, Eﬁ.ﬁ)= Z C(}?)
r=1,4

riy (r=17 2’ 3)

i=1

Mp =IMax {T(SP)_ 2 t(p)(pi)y T((pm')_ E t(rm(pi)v 7'217 21 3J < min [67 692) r]'
i=1 i=1

(*") Loe. eit. in (), 7).
(*¥) Loe. eit. in (!), ¢), p. 1348.

(!9 Loe. cit. in (Y), ¢), p. 1385. Un’altra dimostrazione dello stesso teorema vedasi in (%), I
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Inoltre, per ogni p > p,

2 l T(r")(pi) —Tr(pi) |<6921 (r=1, 2, 3)
t=1

(28) »
D | 80(pi) — (i) | < min [o, o*].

=1

Scegliamo in ciascun poligono p;, (¢=1, 2,.., »), un punto (u;, »;) e siano
iy i, 20), @, y¥, 2?") le immagini di (u;, v;) sopra le superficie S, S,
{(p=1, 2,..). Consideriamo infine le somme

21 F[z;, ©(pi)], 21F [#1?, #P(pa)], (r=1,2,.).
i= ie
Sia 0<p, < p un numero reale tale che:
| (B))2o, | <| By | +1<7+7=21, (r=1, 2, 3),
e quindi a maggior ragione
(B, | <27, (r=1, 2, 3).
Sia p >p un intero tale che per ogni p > p, risulti
op<o1, | L(Sp)—L(S)|<oe®, | L(DPp)—L(P,) | < 0o* .
e quindi anche
(29) | T(Sp) — T(8) | <og? | T(DPpr) — T(Dr) | <0p? (r=1, 2, 3).
Dimostriamo che, per ogni p > P, & anche
HEP)e| <27, (r=1,2,3; p>p).
__Infatti se P & un punto di (&{"), esiste in E{” un punto @ tale che
PQ<p,. D altra parte @ appartiene ad una delle curve C® e quindi ad esso
corrisponde sulla curva Cyriy di uguali indici » ed ¢, un punto R tale che

QE<dp<o.
Pertanto PR < PQ+ QR <g:+0:=2p, e quindi

(E(rm)m <(E¢)2e; ’ l E(rp))g. l< I(E’r)%l |<21v r=1,2,3;p >l:7)
Poniamo ora
y= min [Qv 01,7, 0, 092]‘
Confrontando quanto precede col n. 9, si vede che I attuale gruppo di
poligoni [p;], possiede, sia nei riguardi della superficie S, sia nei riguardi di

ciasecuna delle infinite superficie S, con p > p, tutte le proprietd che il gruppo
[p;] del n. 9, possiede nei riguardi della sola superficie S. Pertanto, sia nei
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riguardi della superficie S, che nei riguardi di ciascuna delle superficie Sy,
valgono le considerazioni dei nn. 9 e 10 e se ne conclude quanto segue:

a) per ogni gruppo di poligoni [#;, ¢=1, 2,.., n] di @ aventi indici d, m, u
rispetto ad S tutti minori di y e per ogni scelta in s; dei punti (%, v;) risulta,
indicato con (z/, ¥/, z) I immagine di (u;, v;) rispetto alla superficie §,

(30) S Flai, wpd]— Y Fla/, w(w)]|<
i=1 i=1 !

e quindi anche

é Flai, wm)] = s |< &5

i=1

B) per ogni p >p e per ogni gruppo di poligoni [rz;, ¢=1,2,., 2] di Q
aventi indici d,, m,, u,, rispetto alla superficie .S, tutti minori di y e per ogni
scelta in 7; dei punti (u/, v;) risulta, indicato con (z/®, y;/®), z/®) I'immagine
di (u;, vi") rispetto alla superficie Sp,

14 ”
S P, 40(p)]— X F (29, 40(n)]|<

i=1 t=1

(31)

e quindi anche

(32) S F 5/, @(a)] — s,

=1

<e.

D’ altra parte esiste un y,>0, per il quale vale la tesi g) per ogni p=1, 2,..,
p—1 (in numero finito) e quindi, posto y’=min [y, y.], vale la (32) per ogni p.
Per I’ arbitrarieta di ¢, I’uniforme convergenza affermata nel teorema III & cosi
dimostrata.

22. - Dalle a) e §) segue inoltre, per ogni p > P,

> Fla, 4P(p)]—3s,| <3

=1

(33)

> F [z, w(p)] - 35| <,

=1

e inoltre, sempre per ogni p >, valgono le (31).
Abbiamo piut volte osservato I’ uguaglianza
3 3

1— Z ar ﬂr=% (0r—Br)?
1

r=1 r=

valevole qualunque siano i numeri reali «., £,, (r=1,2,3), tali che
G+ a+ai=1, i+ i+ =1 Posto ar=1(p)/t(ps), Br=1(p)/tP(p),
otteniamo

Hp)  tO(p)

3 (p
1— N\ =2) 7 ()
;;1

() EERS [ z‘r"’mor
Up) tO(p) 2 - '

=1
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Procedendo come nel n. 17, otteniamo
( ) Ty (Zh) Tr (pl)] [ tr(pl) (p)
% ) Z s — gy <2 T80 = § ;1 iy P

e posto
6%)=7r(pi)—tg'p)(pi)7 (t=1, 2,.., ¥; r=1, 2,3; p>=P),

risulta

Ap) _ WD) NN e
S #(p) }, [ ] <2 |T(S) - P P [ () 01| <

t=1

v 3 v
<2|T(S)—T(S) [+2 [7(8) = X tp)| +2 3 3 |67].

i=1 r=11=1

Dalle (27), (28) e (29) segue infine, per ogni p > p,

, (9) ) \12
(34) 2‘ 1 (p;) Z rtr((zf;) — tt(rm((;)f))] < 200° + 200* + 60p* =1000%.
t=1

Dividiamo, per ogni p >p, i poligoni p; in due categorie, mettendo nella
prima quelli per i quali, per ogni 7, risulta

k (p), .
w(p) o (p) l <o (r=1,2,3),

(35) Hpi) 2 ps)

e ponendo nella seconda tutti gli altri, cioé quelli per i quali, per almeno un r
risulta

T(pi) ﬂl)_a)
{p)  t1O(p))

>

Indichiamo con >} e " le somme relative ai poligoni p; della prima e
rispettivamente, della seconda categoria. Utilizzando la (34) e ragionando come
nel n. 11, otteniamo:

37t (pi) <100.

9

Si ha ora, per ogni p > p,

4= Z F [z, w(p)]— }_, F 2, ©”(p)]=

t=1

S i) twa = [an 35| 0w | +

£M=

Y Upi) ¢ un(pi)

w
-M
i

+E”$ 3 [.’I: Tr(pt)] t"”(pz) F[ el 7 (pt)] t(p)(pl) % = 8+ S2+ 82
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e inoltre, per ogni p > P,

ls | < 2| F
i=1

[z- it i)] —F [z"” o (p’)] . 9 (p;).

3 7(ps) N D
[.sz t(pi)] l | t(ps) — t@(ps) | < Mo,

o2 < " U 3 ()

i
Ma i punti (z;, y:, 2), (217, ¥, 2”) sono le immagini sopra le superficie S, S,
-del medesimo punto (u;, v;) di p; e quindi per ogni p > P, risulta
|2 —2? | <8, <01 <o,

ed analogamente
yi—y <o, |a—dP|<e.

D’ altra parte per ogni poligono p; della prima ecategoria, valgono le (35)

e quindi
|8 |< Z t‘l’)(l’o,)<r72J 1P (p;) < oT(8Sp) =06 L(Sp)<<Mo.
i i=1
Finalmente
wAp) ‘ o 7 (2’1)] % ®)( p, -100—
18, | < IF[z t(p)] +F[ | || 49(p) < 201-100—20Me.

In definitiva .

[A] <|si|+]|s2|+]8:]|<(1+1+20)Mo= 22M0— £<£,

-ossia, per ogni p > p,

F [z, w(p)]— X} F &, ©P(p)]| <.

=1

Dalla (33) segue finalmente, per ogni p >,
| Is—Js, |< e+ete=3e.

Per I’ arbitrarietd di ¢ il teorema III & cosi completamente dimostrato.
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§ 5. - L’integrale Js come integrale di Lebesgue.

23. - Dimostreremo nei nn. 24 e seguenti il
TEOREMA IV. - Se S é una superficie continua di area finita secondo
Lebesgue e )

1) S: z=2(u,v), y=y(u,v), z=2(u,v), (w, v)e @=(0,1,0,1),

¢ una rappresentazione della superficie S per la quale le trasformazioni
piane D,, Dy, D, risultano assolutamente continue, allora, indicati con
H,(u, v), Hy(u, v), Hs(u, v) ¢ Jacobiant generalizzati relativi delle trasfor-
maziont D,, Dy, D; (*°), U integrale Is ¢ dato dal sequente integrale di
Lebesgue

‘(36) 3s= f’ F[x(u7 ’U), ?/(u) v)) z(uv ?)), Hl(u) 7)), H2(u7 ’l)), H3(u’ ’U)] du dv.
A
Per semplicitd indicheremo detto integrale anche con le notazioni piu semplici

F[l‘, Y, % H,, H,, Ha] du dv,

=l
¢

s— || Fle, H) dudv, 35— [[ Fdudv.
¢ q

24. - Sia I l'insieme di tutti i punti (z,y, 2, , v, w) per i quali (z,¥y,2)¢S,
u?+v* +w?=1. L’'insieme I & limitato e chiuso e pertanto la funzione F(z, y, 2, u, v, w)
&, su I, limitata ed uniformemente continua. Sia M >1 un numero tale che per
ogni (z,y, 2 u,v,w) di I risulti | F |<< M. Inoltre M sia scelto in modo che sia
anche | L(S) |< M.

Siano d,, J;, J; i Jacobiani generalizzati assoluti e H,, H,, H; i Jacobiani
generalizzati relativi delle trasformazioni @,, @, D;; sia D(u, v)=[I+ IZ+ I2] *%.
Le funzioni d,, ds, d;, H,, H,, H;, sono tutte integrabili secondo LEBESGUE
in Q. Inoltre in fuééi i punti di Q si ha H}+ Hi+ Hi< D?, e, in quasi tutti
i punti di @, si ha

(37) D¥(u,v)=t+ I+ I=H:+ H? —{-H2 (*4).

(2%) Per la definizione dei Jacobiani generalizzati assoluti e relativi, si veda loc. eit.
in (%), @), ¢), k). Per la definizione di trasformazione assolutamente continua, si veda loc.
cit. (1), a).

(%) B infatti sempre | H.(x, )| < I, v), r=1,2,3, e, in quasi tutti i punti (u,v)
di @, Hy(u, v)= ~+ J(u, v); loc. cit. in (), ¢), p. 1492,
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In tutti i punti di @ in cui D=0, si ha H, =H,=H;=0 e quindi
Fz,y, 2z H,, Hy, H;)=0. In tutti i punti in cui vale la (37) e D *0, risulta

H, H, H
(88) | Fay,5 Hi, Hy, H) |~ | Flo,y, 20 2, &) || D|< M| D].
Finalmente, in tutti i punti in cui D+ 0 e non vale la (37) potra aversi
H*+ H3+3i<D? e quindi la (38) vale a maggior ragione ricordando la omo-
geneitd della funzione F(z,y, 2, u,v, w) rispetto ad u, v, w.

Pertanto in fwifti i punti (%, v) di @ vale la relazione
‘ F(xy Y % H,, H,, H3) ‘< JID(%, v).

Poiche la funzione D(u, v) & integrabile L, altrettanto accade per la fun-
zione F e quindi I’integrale (36) & un integrale di LEBESGUE, come si & affermato.
Sia P=(u,v) un qualsiasi punto interno a @, sia g c Q un quadrato a
lati paralleli agli assi w e v, di centro P e sia d=4(¢) il diametro di ¢. Sia
[7;, t=1,2,..,»] un qualunque gruppo di poligoni semplici di ¢, a due a due
senza punti interni in comune; siano C);, (¢=1, 2,..,v; r=1, 2, 3), le curve con-
tinue e chiuse immagini delle poligonali n; rispetto alle trasformazioni @,.
Sia
m = max ’—1 ﬁ Cri
n_r;1?2,3 |‘1'i=1 "

)

1 - ' 1 o
p— max[,—q—,[T(q>~%lt<m>J, m[mq)—% tiw)|, r=1,23|.

Quasi tutti i punti P = (»,») di @ godono delle seguenti proprieta :

@ lim T 3,0), (r=1,28), lim 20 =D, 0), D=3+ +I=;
n
P lim 171| S () =H,, (r=1,2,3), Hi+Hj+H;=9;
m y—>0 i=1

I

(*?) La prima delle @) & la definizione di Jacobiano generalizzato assoluto (loc. cit. in
(1), @)) ; 'esistenza quasi ovunque del secondo limite a) & provata in (!), ¢), p. 1455, 1451;
I’ ultima uguaglianza @) & provata in (!), ¢), p. 14566, quasi ovunque in Q. La prima delle §)
¢ la definizione di Jacobiano generalizzato relativo (loc. cit. in (%), ¢), p. 1432 e &), § 1,
n. 10. La seconda delle B) segue dalle precedenti e dal fatto che quasi ovunque in @ &
H.(u, v)=+ J(u,v), (r=1,2,3). La y) segue da un mio precedente teorema, loec. cit. in
(*) ¢), p. 1469.
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ove a,—H,(u,v)/D(u,v), 7=1,2,8, se D(u,v),+0, ed altrimenti a,, a,, as,
sono numeri arbitrari tali che a}+a}+aj=1.

25. - Sia ¢>0 un numero arbitrario e sia o= ¢/31 M>.

Come sappiamo (Teor. I) esiste un numero y>0 tale che, per ogni gruppo
di poligoni semplici [n;, ¢=1,2,..,7] di @ a due a due senza punti interni in
comune e tali che

do= max #(m) <y,

i=1,2,...,m

n
=

M= max l 2 Cyy
r=1,2,31;"1

<7,

fto— max [T(S)__ S tw), T(D)—D thmw), r=1,2,3|<y,

t=1 =1

risulta

S Fles, yi, 2y 1), vo(m), ()] — asi <,

t=1

ove (zi, ¥, 2) © I'immagine di un punto (u;, v;) comunque scelto su =,
(=1, 2,., n).

Sia 0 >0 un numero tale che per ogni coppia (z,v, 7, w,v,w), (2, ¥, 2, &', V', w’)
di punti di [ tali che |z—2'|< g,..., |w—w'|< o, si abbia | F(z,y, 2, u, v, w) —
— F@,y,2,w, v, w)|<o. Sia t>0 un numero tale che per ogni insieme A,
hc @, con | A|< 7, risulti

// D(u, v) du dv < min [0, o0?, y/4].
n

Possiamo supporre 7 < ¢. Osserviamo inoltre che le funzioni H,(u,v) sono
quasi continue in @, r=1,2,3, e quindi esiste un insieme aperto .1 di punti
di @, di ampiezza |4 |< 7, tale che le funzioni H,(w, v) risultino continue
nell’insieme chiuso e limitato Q—.. Tali funzioni sono pertanto uniformemente
continue in @ —4 e quindi esiste un numero 1> 0 tale che, per ogni coppia
di punti P = (u,v), P'(w,?) di Q—A con PP'< A, risulti | H.(u, v)—
—H.(uw,v) <9, (r=1,2,3). Se w(d) & il modulo di continuita della rappre-
sentazione (1) della superficie S, supporremo inoltre 1 cosi piccolo che si abbia
pure w(4) << min [g, 7].

Diciamo J l'insieme di tutti i punti (», ») di @ — 4 nei quali valgono le
a), p), v), e nei quali inoltre

6) D(u,v)=+0.
Sia K linsieme complementare, K= ()— J, dell’insieme J . :
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Si ha K=KA+ K(Q—A4). In quasi tutti i punti (%,v) di K(Q—4) risulta
D(u, v)=0. Si ha inoltre | KA |<|4|<rx.

Si noti finalmente che quasi tutti i punti P = (%, v) di J godono della
seguente ulteriore proprieta :

¢) lim |—ng']—|| =1, ove ¢ & un qualunque quadrato di centro P a lati paral-
§—>0

leli agli assi w, v e 0 & il diametro di g¢.

26. - Per il teorema di copertura di VITALI esiste un gruppo finito di punti
di @Q:
P, Py,., Py, P;=(u;, vy, (=1, 2,..,, N),

e di altrettanti quadrati
Qi @2y qNy, @i di centro Py, (i=1, 2,.., N),

a lati paralleli agli assi w, », interamente contenuti in '(), a due a due senza
punti interni in comune, e contenenti, ciascuno, un gruppo, pure finito, di poligoni
semplici [, s=1, 2,..., n;],

s € (s=1,2,.., ns; i=1,2,.., N),

a due a due senza punti interni in comune e tali che, indicate con Cj, (=1, 2,.., N;
s=1,2,.,n;; r=1,2,3), le curve continue e chiuse, immagini delle poligonali
7}, rispetto alle trasformazioni @,, risulta :

12) Pied, (t=12,.,N);
N :

28) Mgy <4, (@=12.,N); 2 lqi| >|J|—1;

i=1
i .
3%) II(ITI-I >1—1, (¢=1,2,.,N);
4) |T;*q'i|) — D(u;, v;) | < min [, 00°], D(us, vs) *0, (t=1,2,.,N);
ng 3
s LN N, Y — Ds. v2) | < 002 i—1.2 .
5 ) ’ [qi] 8%1 ,‘%1 Ay Tr(”zs) D(un 7),) '<09 ’ (Z y Syeeny N) b4
ove
3
Hy(u;, v; 2 : .
= gy LB B H ) =D 0 (=12 W)
1 - . .
®) |1 Z, Our| <7 (r=1,2,3; i=1,2., N);
1 &

7‘) ’ q" [T(qt) - Z t(”:s)} < min [01 %} ’ (i=19 2!"‘1 N)"

$=1
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27. - Consideriamo il gruppo finito [m, s=1,2,..,4;; ¢=1,2,.., N] di poli-
goni semplici di @ a due a due senza punti interni in comune ed osserviamo che

”(nis) < ’7(9:‘) < w[é(qt)] < (D(l) <7, (S: 1’ 27'"7 b ) = 17 2)“') N)v
e quindi

(39) 80— max () <7

D’ altra parte, ricordando la (62),

, N n; | N | n N
I > Zoisr\<2'20is¢ <7/2|q,|<7, (7’=1,2,3),
i=1 s=1 boi=1's=1 ' i=1
e quindi
A ‘
(40) Mmo= max | 2 Z Cier <y.

Per ipotesi le trasformazioni piane @, sono assolutamente continue e quindi,
in forza di un mio precedente teorema (*3) e ricordando il § 2, n. 2,

T(S)=L(S)=| (D(u, v)dudv, T(Dp)=I(D,)=|[ I (u,v)dudv, (r=1,2,3).
Q Q
Analogamente, indicate con S; le superficie definite dalle (1) su g, e con P
le relative trasformazioni piane,

T(qs) = T(S:) = L(S:) = // D(u, v) du dv,
q¢ R
Tr(gs) = T(Pri) = L(Dy) = | / I (u, v)dudy, (r=1,2,3; i=1,2,.., N).
a
Indichiamo con R I'insieme

Si ha
R=RJ+ RK=RJ+ RKA+ RK(Q—A4)

e d’altra parte, ricordando anche la (32),

, N . N
RI=(Q— X q:) J=J~ 3 q:J

¥ i=1 ” t=1
RI=17 1= 3 e |< 7| 3% (1= e =
i=1 PR N
x[lJl_Elllqu” + t_zllq,-|<1+1-=21-

(" Loe. cit. in (4), a), teor. VI.
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Analogamente | RKA|<! 4|< 7 e finalmente, in quasi tutti i punti (u, v)
di RK(Q—A), D(u, ) =0. Pertanto

1) o< T(S)—Z T(qs) — /f D(u, v) du dv—

i=1

[[+]] + + ] s D(u, v) dudy <

RT RKD RK(Q—a)
< ; 2y/4+y/44+0=3y/4
2002+ 0p® +0=3 0p?.

Analogamente

3y/4

(42) O<T(45)—Z To(g:)— //Jr(u,v)dudv ]D(u,v)dudv<$39

Dalle (41) e (7*) segue ora

N ng
@) 0< 1) X St~ |705) - S T(g) |+ 3 [T(q)— 3 tlaw) | <
1=1 s=1 =1 t=1 s=1
N
<3Byp/a+y/4 Y | q:| <By/d+ y/4=y,
ed analogamente .
N ooy
(44) 0< (D) — X 2, b)) < 7, (r=12,3).
t=18=1

Dalle (39), (40), (43), (44) segue che il gruppo di poligoni [n.,,, 3—1 2y U

=1, 2. N] ha indici d, <y, my<y, e uo= max [T(S)— 2‘, Z t(7255),
i, =1 8=1
(D, )— \, Z tmig), r=1,2, 3} y e quindi, scelto su ciascuno dei poligoni
1 s—1
Tig, (s: 1, 2.y iy, t=1,2,.., N), un punto (%, v;;) e indicato con (Zis, Yis, 2is) la
sua immagine su S, risulta :

< o< Mo.

(45) [ 2 Flau, wlmi)) —3s |

28. - Dalla relazione gia piu volte adoperata,

3
1-— E ay fr= %2 (ar— )%
r=1

r=1
valevole qualunque siano i numeri a., B,, (r=1,2,3), a4+ o} + o} =1,
B+ B2+ f2=1, otteniamo, ponendo a,=a; = H(ui, v:)/D(us, v5), fr=_PFir—=
=Tr(7lis)/t(ﬂis),
3 3
13 g, 2 1 [a,.,— """”] (5=1,2,.., ms; i=1, 2,., N).
1

17
re1 H(mis) 2 e H(mwis)
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Moltiplicando queste relazioni per 2¢(sz;;) e sommando rispetto ad s e ad ¢

otteniamo :

S 3t 3 o= 555 23 3 [t = 3 vt

t=1 s§=1 t=1 s=1 r=1

7y

ove, per ogni ¢ ed s, risulta:

3
tvis) — D i ti(mi) >0, (5=1, 2, 755 i=1,2,.., N).

r=1

Si ha ora ricordando le (41) e (45),

N ny; N 7y 3
(46) 2 3;1 too) ;:1[ ) 2 {g PEEIESSINIHERTRIE
<2[1)= 3 10| + 23 [Ttg)— Dlue, 0] 0. +
i=1 i=1
+ 2.1\2,1 [D(ui, v) | qs | — } ;3 Tr(nis)} <

N
< 60p? +22 | gi | o0® +2Z | gi | 00* < 10 00>
=1 =1

Dividiamo i poligoni s;; in due categorie, ponendo nella prima quelli per i
quali, per ogni 7, risulta
7 {(75) |

@7 = o <e, (r=1,2,3),

e ponendo nella seconda i rimanenti, cio8 quei poligoni m;; per i quali, per almeno
un 7, risulta
o — 7; (m\) !
T t(nts)

Indichiamo con 2' E" le sommatorie estese rispettivamente ai poligoni sz,
s 4,8
della prima e della seconda categoria. Risulta

7(%s5)

2 Nty < Y t(nw)ré [ T )] <

N n;
< > E t(nzs) Z [an o (“”)] < 1069
t=1 s=1 r=1
e quindi
(48) Z” t(mi5) < 100.

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa.
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Si ha ora
N N o7
z Flz(ui, vi), H(wi, v3)]] gs 1_2 2 Flzs, (7)) =
t=1 i=1s8=1
& (72
:2 3F[$1, ,,]D(u,,v1)| QZ'_Z E [ hltr_('”} U(n zs)%
t=1 t=1 s=1

I
Mz

[(IJ,, tr] [D(u“ ”z)| qi | —T(qi)] +

z;l .
+ 3 Fla, o] [T@) = 3 tl) | +
i= s=1

+ }2' + Z"% % Flziy o] — F [x,s, Tt'((n“)] { b)) =81+ 82+ 83+ 84

Dalla (4%) e dalla (7*) segue:

|3i|<M2; | D(ui,yvi) | qi| —T(qi) | < MZ ol qi | < Mo,

i=1 i=1

|82 |< MZ, ‘T(%)—Z t(7;y) <M2, 0| qi| < Mo.

i=1 s=1 t=1

Osserviamo che i poligoni n;, (s=1, 2,.., #;), sono interamente contenuti nel
quadrato q; e pertanto i punti (u;, vy), (s=1,2,.,n;), appartengono tutti,
insieme con (u;, v;) al quadrato ¢, di diametro d(g;) <A. Pertanto

| 2o~ | < | 2(wiy, vis) —2(w;, v) | <(g) < 0 [6(g)] < 0(d)<g,
(s=1, 2., l;; i=1,2,., N),

ed analogamente |y, —y,;|<o, | zi;—2;|<o. Per tutti i poligoni 7;, della prima
categoria valgono inoltre le (47) e quindi, per gli stessi poligoni,

' Flz;, ay]—F [z,,, o) '<o
Ne segue

|83 | < 2/ ' Fz;, a,] - F [ s W'S)}

187 t(ll )

i) < 0 D) Hi) < 0T(S) =0 L(S) < Mo.

Iﬁfine, ricordando la (48),

EARD

F [ziy airl_F{ 16’ tt’((n“)}

) < 2M 2_' t(n;) <2M-100=20Mo.
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In definitiva

N N =
(49) 2 F [z(u;,y v;), Hwi, v))]| qi | — 2 2 F [z, ()] | <
i=1

t=1s=1

< s |4 so |48 [+ 8 |<(1+14+1+20)M6=23Mo.

29. - Abbiamo gia posto

N
Q— > ¢, = R—RJ+ RE—RJ+ RKA+ RK(Q— A).

i=1

Osserviamo ora che si ha:

. N
‘{F [.77(“, v)) Hr(uy v)]du dv — 2 F [x(ui) vi)v Hr(uh v@)] I qi l =
Q i=1 ’

. N . N
— [ Flo, H)audo + > [[ Flz, H ) dudv — S F [9(u;, v), Ho(wr, 01| s | =
=1

R ’i=1'qi D)

— Uﬁ [f+ i %F[x(u, v), Hy(u, v)] du do+
RS RK4 RK(Q— 4)

+3 ([ Fla, v), Hw, ©)]—F [2(u;, v)), Ho(u,, v)]} du do+
i1 gQ |

n
+3 [[(F o, v), Hw, v)]—F [a(u;, v, Hlttsy )]} du dv—0,+ 03+ 05+ 04+ 05.
i=1g4

Si ha
| RJ | <21, | RKA | <x.
Percid

(oo | < M [ D@, v)du dv<2Mo, |os|< Mf[p(u, v) du dv < Mo.
Ry REA

In quasi tutti i punti di K(Q—A4), e percid anche in quasi tutti i punti
di RK(Q—A4), si ha D(u, v)=0 e quindi anche H,=H,= H;=0, F=0.
Quindi

03=0.

Osserviamo ancora che (u;, v;) s Jc Q—A e che 3(g) <A Pertanto per ogni
altro punto (%, v) di ¢, appartenente a Q—A, si deve avere

'Hr(u; "/‘)“Hr(un '”'i) |<Q7 (7‘=1, 2, 3)
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Per tutti i punti (%, ¥) di ¢ si ha poi
| 2(u, v) —u(u;, v;) | <o Ly (uy v) —y(w;, v;) | <o, | 2(u, v) —2(u;, v;) | <e.
Pertanto, per ogni punto (u, v) e q(Q—4) si deve avere
| F [z(u, v), Hy(u, v)]—F [2(ui, v;), H(w;, ;)] |<o
e quindi

N .
o< X [ F ot 0), Hyw, )]~ F (o, v), Howi, 0)]| du do<
t=1 g(Qd—4)

N .
<o > /{dudv=o

N N
PORTCERIEEIIPAE
i=1 i=1

=1 Q-
Finalmente
N
los | < X0 [[{| F [2(u, v), Hiw, 0)] |+| F [w(wi, v))y H(w;, v)] ]} du dv<
i=1 g4

N . N
<MY || D, v)dudv+ M| q:4| Dui, vy),

=1 q'iA =1

ove

N .
MY || Dw, v) dudv<MﬂD(u, v) du dv < Mo.
S )

i=1 in

D’altra parte Jc Q—dA, g;Jcgi—q; A e percid | q:J | <|qi|—|qid|. Per
la (3%) & | ¢;J| >]|g¢:|(1—=7) e quindi, per confronto, | g; 4 |<7|q:|<o|gqi|.
Risulta, ricordando anche la (4?),

N N N
M D qid]| D(wi, v) <M Do | qi| D(us, v) < Mo D) [T(g:)+0 | qi|1<

t=1 i=1 t=1

< Mo [T(S)+ o)< Mo (M+ o) <2M?%0.
Dunque o; < Mo+2M?% <3M?c e quindi
. N .
(50) [ // F [z(u, v), H(u, v)] du dv— >} F [2(u;, v:), H(u;, v:)]] q: | }<

7 i=1
<oy |4]| oz |+] 05| +]| 04| +]| 05 | <2Mo+ Mo+ 0+3M*6 <TM?.
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30. - Dalla relazione
N n;

>

1 s=1

Jg— f [ Faudv= [e‘Js— Flz., "r(”ia)]] +

N n; N
+ |2 S Flow, wl— 3 Flatu, v), Hiw, )] 2:1| +
i=1

i=1 s=1

+ [ZN F [a(ui, v)), Hy(ui, v)]| @i |— !/F du d"]

1=1

e ricordando le (45), (49), (50), risulta
| Ig— U”qu v '<Mo+23Mo+7M26<31M20= ..
Q

Per 1 arbitrarietd di ¢ segue:

35— || Fdud.
o

11 Teorema IV & cosi completamente dimostrato.
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