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SULLA MOLTIPLICAZIONE DELLE SERIE DOPPIE

di LAMBERTO CESARI (Bologna) (%)

§ 1.

1. - Sia
oo
1) > Cmn
m, n =0
una serie doppia e siano
m n
S = g 2 Arty Omn= " mt 1)(n+ 1) 2 Z Srty m, n=0. 17 27'"r

=0¢=0

rispettivamente le sue somme parziali e le sue medie del CESARO. Secondoche
esistono finiti i limiti
lim sy, lim (lim Spy), lim (lim sy,), m  omn,
n n

si dice che la (1) é convergente in semso ordinario (secondo STOLZ e

.

PRINGSHEIM), per righe, per colonne, oppure che la (1) ¢é sommabile
(C,1,1) (®). Si dice infine che la (1) é sommabile (C, 1, 1), se per ogni
coppia di numeri [, L, 0<I<L< 4 oo, esiste finito il limite

lim opx (%)

m
—> 03
ng~

<™
n

() Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della Scuola Normale Superiore di Pisa.

(®*) In ogni caso detti limiti diconsi somma della serie. Ricordiamo che una serie pud
convergere per righe e per colonne e non essere convergente in senso ordinario. Di piu la
somma per righe e quella per colonne non sono necessariamente uguali. Una serie pud con-
vergere in senso ordinario e non convergere per righe e per colonne. Tuttavia se una serie
doppia converge in senso ordinario, per righe e per colonne, le tre somme risultano fra
loro uguali. Per quanto riguarda i legami fra la convergenza ordinaria e la sommabilita
(C, 1, 1) vedasi L. CEsARI: Sulla convergenza delle serie doppie. Annali Scuola Normale
Superiore di Pisa, Serie 11, Vol. XI (1942), pp. 135-150. :

(®) Detto limite, che risulta indipendente da ! ed L, dicesi somma generalizzata della (1).
Per i legami fra questa nozione di sommabilita e le precedenti, vedi L. CEsAR1I, loc. cit. in (2.
Cfr. inoltre i miei precedenti lavori: Sulle serie doppie. Annali Scuola Norm. Sup. Pisa,

Annali della Scuola Norm. Sdp. - Pisa. 13
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2. - Siano

(1) E amn, (2) 2 bmn,

m,n=0 m,n =0

due serie doppie. Si dice prodotto delle due serie (1) e (2) la nuova serie
doppia

o0 (o]
3) Cnny  Com= D, D) @rsbuy, mn=0,1,2., (*).

- 0 r+u=m s+tv=mn

M8

m

E noto che se (1) e (2) convergono (°) la (3) & non necessariamente con-
vergente e neppure sommabile (C; 1,1) o (C, 1, 1), e cid accade anche se una
delle due serie (1) e (2) converge assolutamente.

Cid mostra il seguente esempio :

1 7n=0 b,*+0, m=0,
A= ¢—1 n=1, b=
0 n>1 0, m>0,
oo
ove 2 b, & una serie convergente assolutamente.
n=0
Si ha
Coun = Qmo boo ’ n=0;
Amo (bon_bO; n——i)r ’n>0,
e quindi

m

2
o (Gotbit et i),

1
cmn=bn_‘bn—iy Smn=(m+1)bn; Umn=§

(o]
e queste ultime formule dimostrano che la serie 2 Cmn € non convergente,
myn=>~0
non sommabile (C. 1, 1) e non sommabile (C, 1, 1),.

Serie II, Vol. I (1932), pp. 297-314 ; Su un tipo di condizioni necessarie per la convergenza
dei polinomi di Fourier e di Fejer e su altre questioni concernenti le serie doppie di Fourier,
Mem. Accad. Italia, n. 10, Vol. VIII (1937), pp. 445-531 ; Recensione al lavoro di L. AMERIO:
Sulla convergenza delle serie doppie, sul Zentralblatt fiir Math., Vol. 25 (1942), p. 155; Sul
campo totale di convergemza delle serie doppie di potenze. Mem. Accad. Italia, n. 21,
Vol. XIV (1943), pp. 603-616 ; Sulle serie doppie di Fourier. Rend. Accad. Lincei, Ser. VIII,
Vol. I (1946), pp. 1173-1175.

(Y) Questa definizione di prodotfo & utilissima nella teoria delle serie doppie di potenze
di due variabili.

() Se le due serie (1) e (2) convergono assolutamente, anche la (3) converge assoluta-
mente. Ricordiamo che la serie doppia (1) si dice convergente assolutamente se converge la

(e o]
serie doppia 2 |@mn|. Una serie doppia convergente assolutamente, converge in senso
m,n=0

ordinario, per righe, per colonne ed & sommabile (C, 1, 1).
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3. - Queste singolaritda nel comportamento della serie prodotto spariscono
non appena si assoggettino le serie (1) e (2) a deboli condizioni, di solito
soddisfatte nelle applicazioni.

Io dimostrerd precisamente (§ 2) le seguenti proposizioni:

TEOREMA I. - Se le serie (1) e (2) convergono ed A e B sono le loro
somme, se

4) lim a@,,=0, lim b, =0,

m + n—>c0 m—+n—>0Q

allora la serie (3) é sommabile (C, 1, 1), e la sua somma é C=AB (%).

TEOREMA IL - Se, per ogni coppia di numeri 0<l'<IL' <+ oo, esistono
¢ limite
lim §p,=4, lim §"p,=258, (7)

1< <1
n n

ove §'mn € 8" mn SONO Tispettivamente le somme parziali delle serie (1) e (2);
se esistono cinque costanti positive P, Q, R, o, 1, talt che per ogni m, n,

| 'mn | <P+Q(m+.1>G+R<n7‘L1)T, o<1, 1<1;

| 8" n+1 m—+1

<

allora la serie (3) é sommabile (C, 1, 1), e la sua somma ¢ C=AB.

TEOREMA IIL - Se la (1) converge in senso ordinario, per righe e per
colonne, se la (2) converge assolutamente, allora la (3) converge in senso
ordinario, per righe e per colonne e la sua somma ¢ C=AB, ove A e B
sono le somme delle serie (1) e (2) (%).

(°) Ricordiamo che le serie doppie di FOURIER verificano in ogni punto la condizione (4).

(") La (5) rappresenta una nozione di eonvergenza generalizzata che pud talora essere
utile. Vedi C. N. MoORE: On the summability of the double Fourier’s series of discontinuous
functions. Math. Ann., Bd. 74, pp. 555-572 (1913); Sur les facteurs de convergence dans les
séries doubles et sur la série double de Fourier. Comptes rendus, t. 154, pp. 126-128 (1912);
E. C. TitcHMARSH : The double Fourier series of a discontinuous function. Proe. Royal
Society, S. A, Vol. 106 (1924), pp. 299-314; L. CEsARri: Su un tipo di condizioni neces-
sarie per la convergenza dei polinomi di Fourier e di Fejer e su altre questioni concernenti
le serie doppie di Fourier. Memorie della Accademia d’Italia, vol. VIII, n. 10 (1937),
pp. 445-531. .

() Questo teorema estende alle serie doppie il ben noto teorema di MERTENs relativo
al prodotto delle serie semplici. Come si vede si avrebbe un enunciato particolarmente
semplice ed elegante se si dicessero « convergenti» le sole serie doppie convergenti in sense
ordinario, per righe e per colonne.
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§ 2.

4. - LEMMA L - Se amn, bmn, m, n=0, 1, 2,... sono due doppie successions e

mn =
Cmn 2 2 At buv s

r+u=m t+v=n

m n m n
Smn= 2 2 Qrty Spn= 2 Z Crty
r=0 t=0 r=0¢=0
allora vale la sequente identita :

O Smn= Z Z St buy -

r+u=m t+v=n

Basta dimostrare questa identitd nella ipotesi che per dati « e v si abbia

1 se m=wu, n=uv,

Bonn= g 0 altrimenti.

Ma in questo caso il Lemma & ridotto alla seguente evidente proposizione:
Se amn, m, n=0, 1, 2.., & una doppia successione e

Um—u, n—v S€ MU, N>V,
0 altrimenti,

m n
Smn= 2 Z Qrty Cmn=
r=0 =0

m n
Smn = z Z Qrty
r=0 ¢t=0

allora
Sm—u, n—v » se m>ut n>”;

Smn= 0 altrimenti.

244 rre

5. Dimostrazione del Teorema I. - Diciamo Symu, Omns Smns Omny Smns Omm
rispettivamente le somme parziali e le medie del CESARO delle serie (1), (2), (3).
Dalla (4) segue che le successioni @nt, @iny bnty ben, £=0, 1, 2..,, tendono a zero
e quindi esistono finite le quantita :

& =_max [I Ant '+, Atn “r 8,,”t=_mil§ [l b l+ |btn “ .
Inoltre
lim &, =0 lim &, = 0.
n—> oo n—>00
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Si ha intanto

’ ,7

g
|ama [< ) 70 b | <
n n
e quindi : '
n . n
(m+1)28t’y (m+1)23t”7
’ t=0 ’r t=0
Sn | < - |8 1< m
(n+1)28,’, (n+1)2 & .
r=0 r=0

D’altra parte osserviamo che, applicando il Lemma alle somme che defi-
niSCONO S;,m € Oy, Si trova

k4

"
8;:; = 2 2 2 2 g byy = 2 2 8'rt buv =2 2 byt S;"” ’
m=0

n=0r+u=mit+v=n r+u=utto=y r+u=utt+v=vy

w v
E+D)O+Don =D D D D busw—
m=0 n=0 r+u=m t+v=n

=2 X =3 X s,

rtu=ut+v=v r+u=putt+v=v

Infine, posto C=AB, si ha

2173 1 / ’7
®) % —C=arneTD o 2 Cnfu—AB)=

r+u=p t+ov=v

1 ’ 4 ’ 4
= mr-,-;:ﬂ t_g:,,{ (srt — A) (Suv— B) + B(sps— A) + A(su'v"‘B)}"'

l 7’ 7 ’ x4 74 24
-~ G T > (sre—A) (sio—B)+ B0y, —A)+ Aloy,— B) =L, + I, + I,
r+u=pu t+ov=7»

Osserviamo che le serie (1) e (2) convergono in semnso ordinario alle
somme 4 e B e verificano la (4). Da un mio teorema (°) segue che le serie
(1) e (2) sono sommabili (C, 1,1), e le loro somme generalizzate coincidono
rispettivamente con 4 e B.

Siano 0<I<L< + o due numeri arbitrari. Si ha intanto

©) lim I’,, = 0 — lim I”,,.
1<f<r 1<f<1

(®) L. CEsaRr1: loc. cit. in (?), Teor. I, pag. 137. Cfr. inoltre L. CESARI, loe. cit. in (7),
pag. 464.
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Sia 0< e <1 un numero arbitrario e sia N un numero tale che per ogni
m, n>N si abbia :

|S,mn_AI<8, ls”mn—B|<8.
Per ogni u, »>2N si ha ora
1
If‘”=w+1><v+1>§ 2 AT +Z 4+ S+

réu,v>N r<{N t<N u N v N
tyu,v >N r,u,v,>N rtHv>N rt,u>N

—
X AN+ F Y ) n—A) (sh—B) — Z I,
7N ro< N ut<N wuoN
u,'v,>N wmt>N r,v>N rt=>N
le sommatorie essendo estese a tutte le quaterne di numeri interi e non negativi
7, ¢, u, v, che verificano le disuguaglianze indicate e inoltre le relazioni :

r+u=pu, t+v=».
Per ogni u, »>2N si ha |J,|< ¢*. Inoltre

N
9 < s D S s A sl —B| <

r=0¢t+v=v

v

N t
< ﬂW ; 2 [[A[+(r+1)2 s;Js<

z=0

1 N »

T | e
< @rneFn 2 X [14] +(N+1)%0
v+1 1 5,
S@WAtyre S s 14+ X e
T=9
e quindi
lim 32;_—0.
#3 oo
1<f<i

Analoghe relazioni valgono per I3, 4, Is.
Si ha ora

N N
136,\<ﬂ+1)(v+1 ; ; |8'r—A || 8 y,—t—B| <

N N ¢ )
<(ﬂ+1)("+1 ; 20 [IAH(’““)Z e,}g<

T=0
1

1 ’y
S @R (141 B 4
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e quindi
lim 36 = 0.

”}—>oo
v

Analoga relazione vale per J,.
Infine :

N N
|\w+1)(v+ § §,

3;',v~v—‘A ” S;Z—r,v—Bl <

—v

N N
& TS ; g {\A SS S,H)Bl—l-(v—l—l) E ]

=0

<(N+1>4-v11[|A1+I§81]'ﬁi{‘31+ Mﬁ‘s;']'

=0
e quindi
lim 37 = 0.
":}—>oo
Analoga relazione vale per Js. Esiste percido un M >2N tale che per ogni
u>M, v>M, I<u[v<L, si ha:

9
<D ]dil<e+e<2e.

i=1
Per 1 arbitrarietd di ¢ si ha, in definitiva
) i

lim I,,=0.
’:}} — 00

i<®<L
v

Ma ! ed L sono numeri arbitrari, 0 <I< L< + o, e quindi, ricordando la (8)
e la (9), segue senz’altro 1 asserto.

6. Dimostrazione del teorema II. - Anche qui diciamo Sy, Ormn, Smn s O s

Smn s G rispettivamente le somme parziali e le medie del CESARO delle serie
(1), (2), (3). Abbiamo gid visto nel n. precedente che

1
1 — S — Spt— A) (Sup— B
(10)  ow—AB— <u+1)<v+1>,+§ﬂt§ (re— ) ($u0—B) +

+B(opw—A) + A(0uy—B) =L+ L +1,.
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Osserviamo che le serie (1) e (2) verificano le (5) e le (8) e quindi per
un mio teorema (*°), le serie (1) e (2) sono sommabili (C, 1,1), e le loro
somme generalizzate coincidono rispettivamente con 4 e B.

Siano 0<V'<L'< + 0o due numeri arbitrari. Si ha intanto :

(11) lim I"m, =0 = lim I”.m' .
<t <r r<®<r
v v

Sia ora 0< & < 1/2 un numero arbitrario e siano 0</<L< + co due numeri

tali che
1

I<1, I<l, I<el, I<(l)=r,
1
I>1, I>¥, L>%, 1> (4,
1

I<U(sL™°)1-=.

Sia poi N un intero tale che, per ogni coppia di numeri m, n, con m> N,

n>N, l< <L si abbia :
|Smn—A |< e, | smn—B|<e.
Per ogni u, » si ha ora, posto a="-r ; + 1 p=
-
L= (p+1)(v+1) lz + 2+ X+ X+ X+ N
<<a<<L el a>L l<a<<L a<l a>L
I<p<L I<p<L I<p<L f<l s<l B<1

9
+ D+ D+ Dl e—A)(sw—)=B DI,
i=1

l<<a<<L a<ll a>L
f>L  B>SL  BSL

le sommatorie essendo estese a tutte le quaterne di numeri interi non negativi
7, t, u, v che verificano le disuguaglianze indicate e inoltre le relazioni

r4u=u, t+v=».

Occupiamoci di J,. Per ogni u>2L(N+1), »>2L(N+1), l,<lt+l <r,

(%) L. CesaRi, loe. cit. in (?), Teor. II, pag. 137. Cfr. inoltre L. CEsARI, loc. cit. in (7),
pag. 466.
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si ha ora r4+1< I(¢+1), »r<<I({+1)—1 e quindi

U=p—r>p— I+ 1) +1 > (@+1) — U +1) > (u+ 1) — 7 (u+1)>
" >(1—e)(p+1)> 3 2L+ 1) >N,

v+1> 5 (u+1)> 1 LN+1)=N+1.

Dunque in tutti i termini di J, &€ » >N, v> N, l<u+1 <L e percid
| $up—B|<e. Ne risulta

1 ’ ’r
| — — — —
132 l< B+ 1) r+u——§t+'v—- I Syt 4 H Suv Bl
rt

+
rrio IS <t

. » wetm 5
“wrnern 2 2 Al Bl<

) r=20
'r+
1< o <L 0Lr<p

v [+ 1) .
Sarern 3 3 [PH A+ QR +R(EH)] <

(ﬂ+1)(v+1)§[P+|A |+ QI°) Uy +1)-(r+1) + R-d(p+ 1) d'B+(p+ 1)t~ <

<s[P+|A|+Q] +eRdd' " ,<[P+|AI+Q+Rdd']s *-

Analoga relazione vale per J,.
Occupiamoci di J;. Per ogni u > (N+1), > (N+1), r< p+1 <L

+1
r+1 t/r-i—l

si ha 14+1< ——, 7 —1e qumdl

e e +1)— X o+1)>

>(1—s)(v+1)> 4 2 (N+1)> N,

ut1>1@+1) > — N1,

(**) Qui ed in seguito diciamo ¢, ¢’, d, d' costanti positive per le quali, qualunque sia #,
accade che

n n n n

1— — —
Zn6<cnl+", En’<dnl+’, Zn <en? 2”’ P
r=1 r=1 r=1

r=1
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Dunque in tutti i termini di J; @ > N, v>N, l< u—rl <L e percio
| Sup— B | < &. Ne risulta

1

195 | < =500 | $7e— A || Supy— B|=
b+ve+1) %tw_v " w
’+1>L z<—jrL <L
r+1
L [‘Zﬂ“ S
S S | Sp—A | 54— B| <
E+ne+ny < S " “
lgf:rtii <L, 0<t<w
+1
VL ]“

r-+1

(,u+1)(v+1 2 go [P‘*“AI‘I'Q(t_i_l) +R<r+1>t] <

S S — M+ pr\tte e
< (ﬂ+1)(v+1)%[P+‘A|+RL I~ e+ 1)+ Q- 0( ) (1)l <

< e[P+|4|+R] % ' e Qed m <[P+]| A |+ Qce' + R]e.

Analoga relazione vale per J,.
Si osservi ora che

1

Jy= (8"st—A)(s" ww— B)
e+ 1)(»+1) +u——2t f=v ! w
r+1 u+
tT<’v+1<l

e che questa sommatoria non contiene alcun termine per I’ < ﬁ—__::i < L'. Infatti

se questa sommatoria contenesse almeno un termine, allora si avrebbe :

pHI<r4+u+1<[i(t+1)]-14+[Uv+1)]—14+1<
<+ +Hie+1) —1<(t+v+ 1)+ 1-1<I(»+1)

e quindi

=

=

<l\l<

1 <L

(=Y

~

cio che & assurdo. Si ha quindi Js=0 e analogamente J,=0.
Occupiamoci ora di J;. Si ha

1 4 24
I — —
(12) 19 < ke D . }” v=1srt Al siw—B].
r+1 , <l

%
t:+1>
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Supponiamo al solito I’ <C f—i—i < L' e quindi

”+1<¢,+1<'“_;1,

L

Supponiamo inoltre u>2N, v>2N, u+1> ll—’
Si ha ora u=u—r, v=v—¢ e quindi

u+1 w—r—+41
v+1_v—4+1<l’

ossia
p—r+1<lv—1It+1,
r>(u+1)y—Iir+1)+1t.

Infine
P> (ut 1) — U+ ) > () — 5 D)= (1= 7) ().

D’ altra parte nella (12) e

ot s i av s =22 <

|Sp—Allsw—B | < [P+] 4]+ Q[
r+1\ofy— ¢t + 1\
< [P+] 4|+| B| 2@+ 2R ((E(=EH).

(+1)° —t+1)°

Ne segue
13 v
Jo|< ———[P+| 4|+| B|+2Q+2R]
9% < @FneTD |41+ 5] TL[(I Zl)( +1)]t=20(.“—-r+1)’ (t+1)°
D

Si osservi anzitutto che

= [(1= F) 40| <u—(1=7) (4D +1= 5 (ut D)

A

< (u+1)"d'[,—l, (u+1)+ 1]1_’<2d’(u+1)1+“" (’) "

e quindi
u —[(1 - §)<n+1)] +1
-~ (r+1)° ” —
2‘ ](I“*T+1)t<('u+1) ngl mrs

[ Do
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D’ altra parte

(v—t+1) k 1)ttr—0 (12
t% AT <k(»+1) %)

e quindi
! —7 l 1—7
|3, |<2kd[P+| 4|+ Bl+2@+2RP (FH3) (5 <
< 2kd'[P+| 4 |+| B|+2Q+2R)%:.

Analoga relazione vale per Js.
Si ha ora, per ogni u, v>2N,

l=oriers]l S +t 3+ X+ + 3T+ +

rylyu,v >N r<N t<N u N <N rtN
tyuyv>N ru,o>N rt,0>N r,t,u>N uo>N

9

+ 3+ 3+ su—A)suw —B)=2 T,
rnoN u,t< u v N =
ttu>N r,o.>N rt>N

le sommatorie essendo estese a tutte le quaterne di numeri interi non negativi
7, ¢, u, v, che verificano le disuguaglianze indicate e inoltre le relazioni

r+u=u, t+v=1,

i< r41 u—|—1

t+1
Si ha intanto | 7} |< e. Inoltre

<L, I< =5 <L

1 7 e
| T2 |< trne T 2 2 | $r—A || $ur,»—t— B|<

t-—o
1 . .
< m Z 20[P+|AI+QL +RI-e <
< WD e [P+ 4|+ QL+ RIT]
e quindi
lim T2==0.
#3400

(*%) Si osservi infafti che:

Ao G—tHY N 1 (1_ ¢ )t(t+])—a:
lxm (v+l) ;:20 @+1)° v_‘:;)ogov.*_! »+1) \vf1
1

= f 1—2)*z °da.
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Analoghe relazioni valgono per T:, 7y, T;.
Si ha ora

N
1 ’ 77
Tl<Gihern X B Al Bl<

r+1 r+1
l<t+1<L <

<L
1

— . 20, —1
< EIDeTD (N+1)2e-[P+| 4 |+ QL+ Rl

e quindi lim 7%=0.
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Analoga relazione vale per T .

Infine
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ed analoga relazione vale per Tj.
Concludendo esiste un intero M >2N abbastanza grande affinch& per ogni

u>M,v>M si abbia |J,|<<e+e=2¢ e, per ogni u>M, v>M, I'< ‘uii <L,

i| < Key ©=2, 3,.,9; dunque, per ogni u, v > < < L', anche
Ji|<Ke, i=2,8,.,9; d gni p Ml’”:;:L’h
| I,|< K¢, ove K & una costante che non dipende da ¢.

Risulta cosi
lim 1,,=0.
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Ricordando le (10) e le (11) ed il fatto che ' ed L’ sono due numeri arbi-
trari, 0 <l'<L'< + oo, segue che la serie (3) & sommabile (C, 1, 1), e la sua
somma generalizzata @ AB. Il teorema IT & cosi dimostrato.

7. LEMMA IL - Sia o,, n=0, 1, 2,., una successione ed esista finito il
oo

limite im 0,—S. Sia > b, una serie assolutamente convergente e sia B
n—>00 n—0

la sua somma. Allora esiste finito anche il limite sequente e si ha:

lim (0, bo+ 0n_s b1+t 0o bn) =BS.

n — 00
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Intanto esiste una costante M tale che |o,|<M, n=0, 1, 2,.. Poniamo

e .
inoltre K= > | by, |.
n=0
Sia £>0 un numero arbitrario e sia N un intero tale che, per ogni n> N,

718

|bu|< e, |o,—8|<e.

r=mn

Per ogni n>2N si ha ora
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e quindi
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r=0
¢ quindi, per I’arbitrarietd di ¢,

n
lim E on_r b,=8B.

N-—>00 p_.

8. Dimostrazione del teorema I1II. Ci serviremo delle stesse notazioni
adoperate nei numeri precedenti. Intanto esiste una costante M tale che

| 8" | <M, m, n=0,1, 2....
Poniamo inoltre

>0 bl -
n—=

Intanto come gia sappiamo

S,:e,v' = Z Z S/M buv .

r+u=pt+ov=v

AS”,w= E Z Abyy

r+u=upn tt+ov=v
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e quindi
Suw — AB =) > (u—A) buy— A" y—B)y=1L,+ L.

r+u—=p tt+ov=v
Sia ¢>0 un numero arbitrario e sia NV un intero tale che, per ogni m, 7> N,

si abbia | §'m,—4 |< e e inoltre

|\M8

m=0 n=0

Intanto, per ogni u, >N, & | L, |<| A |e. Inoltre, per ogni u, »>2N,

S+ 3+ S+ S Al b=

“Vz
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t=0 r=N+1 t=0 r=0¢t=N+1 r=N+1¢=N+1
[ I~) uw—N v—N
<Ot AD] S S 10al=S D lbul [+ 3 S bl <Ot 4] 450
r—0 =0 r=0¢=0 r=01¢=0

Infine, per ogni u, v>2N,
| Sy —AB|<(M+2| 4 |+K)e.

Per 1’arbitrarietd di ¢ segue che la serie (3) converge in senso ordinario e
la sua somma & AB.

Dobbiamo ora dimostrare che la (3) converge per righe e per colonne. Per
questo basta dimostrare che esistono gli infiniti limiti :

. 177 . 177
lim s,,, lim s, (*), wv=0,1,2,..
v —>00 w—>00

Si ha infatti

“w v
’ ’
8" = Z (E Srebp—r, ,,_t) .

r=0 ¢=0

(#3) Ricordiamo che se esistono finiti i limiti

lim s s lims =s
wy

[N
M}—)oo y—> 00
v

allora esiste anche il limite seguente e si ha:

lim s, =s.
u—> 00

In altre parole se una serie doppia converge in senso ordinario e tutte le sue righe sono
comvergenti, allora essa converge anche per righe e le due somme coincidono.
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Ma per ogni 7 e u, la successione §',, =0, 1, 2,.., converge e la serie
oo

2 b,—r ¢ converge assolutamente. In forza del Lemma esistono i 41 limiti
t—=0

m ) 8 bumr, vty r=0,1,2,., 4,

¥ —=>00 =0
e quindi esiste pure il limite

. rrs
lim s, .
v —>00

Ma cid vale per ogni =0, 1, 2,.... La serie (3) converge dunque per righe.
Analogamente si dimostra che la (3) converge per colonne.

Ez10 DELLA MONICA - Direttore responsabile. Finito di stampare il 30 novembre 1947,



