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CARATTERIZZAZIONE ANALITICA DELLE SUPERFICIE
CONTINUE DI AREA FINITA SECONDO LEBESGUE (¥

di LAMBERTO CESARI (Pisa).

§ 4. - Caratterizzazione analitica delle superficie continue di area finita

secondo Lebesgue.
1. - Sia
(1) S r=2x(u, v), y=?/(u, ’”)7 z=z(u, v), (%, 'v) ed = (07 1,0, 1)1
una superficie continua e supponiamo che le tre trasformazioni piane
D, : r=x(u, v), y=y(u, v), .
D, : r=u(u, v), z=z(u, v), (u, v)ed,
Dy : y=?/(u’ v), z=2z(u, v);

siano a variazione limitata.

Sia K un cubo nell’interno del quale & contenuta I'intera superficie S. Per
semplicita supporremo che K sia il eubo (0, 0,0, %, %, k). Siano K,, K,, K; i
quadrati (0, O, &, k&) nei quali il cubo K si proietta ortogonalmente sui piani
coordinati. Siano Y,(z, y), P.:(x, 2), Ps(y, 2) le funzioni caratteristiche delle tra-
sformazioni @,, ®P,, P; (§ 1, n. 3). Tali funzioni sono definite rispettivamente
in K,, K,, K; e integrabili secondo LEBESGUE (§ 1, n. 5).

Sia w(8), 0<d< V2, il modulo di continuitd della superticie S (§ 3, n. 3) e,
per ogni insieme I di 4, sia n(I) Yoscillazione della superficie S su I (§ 3, n. 3).
Sia G la collezione semicontinua supefiormente dei continui massimali mutual-
mente esclusivi di 4 sui quali le funzioni @(u, v), y(u, v), 2(u, v) sono (tutte e
tre) costanti (§ 3, n. 3). Sia G, la collezione (eventualmente vuota) di tutti i continui
di G che separano il piano (§ 3, n. 4). Per ogni continuo g di G, diciamo g
il continuo che si ottiene aggiungendo a g tutti i punti di A che sono separati
da ¢g dai punti esterni ad 4 nel piano n= (u, v) (§ 8, n. 6).

2. - Enumeriamo i vari insiemi di cui avremo bisogno.
Sia anzitutto E, l'insieme dei punti di K, nei quali Y,(z, y) non & finita.
Poiche ¥,(x, y) & integrabile L (§ 1, n. 5) si ha | E,|=0. Diciamo F, I'insieme

(*) Per la prima parte (paragrafi 1-3) vedasi Vol. X (1941), pp. 253-295.
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2 L. CEsARI: Caratterizzazione analitica

dei punti di A, per i quali I’insieme chiuso (151_1(Q) di puntidi 4 ha compo-
nenti continui che non appartengono a (. Come sappiamo dal teorema 8 del
§ 3, n. 10, si ha |F,|=0.

Diciamo poi H, !'insieme di tutti i punti del contorno di K,, nonche di tutti
quei punti (, y) interni a K, nei quali non & verificata 1’uguaglianza
@) Vi@, y)= lim o [ i@+t y+n) didy.
o o

<o’

Dal teorema di LEBESGUE segue che | H,|=0.

Ricordiamo infine 1'insieme numerabile L di punti di X (§ 3, n. 7). Diciamo
L, la proiezione di L sul piano (z, ¥). L, & un insieme numerabile di punti
di K,. Analoghe definizioni abbiano gli insiemi, tutti di misura nulla, E,, F,,
H,, L,, E;, F;, H;, L, rispettivamente di punti di K, e K;.

3. - Come abbiamo gia fatto nel § 1, se » & una regione aperta di JORDAN
di A4, diremo »* la curva continua semplice e chiusa costituente il suo contorno,
r=r-+7r* la regione chiusa di JORDAN definita da », ¢ la curva continua e chiusa
immagine di 7* sulla superficie S, ¢;, ¢;, ¢; le curve piane continue e chiuse
proiezioni ortogonali di ¢ sui piani coordinati (z, y), (x, 2), (¥, 2).

LEMMA 1. - Se sono verificate le ipotesi del n. 1, se Q= (z, y) é un punto
di K,—E,, esistono in A, N poligonali semplici e chiuse II*, i=1, 2,..., N,
0N m, esterne 'una all’ altra e senza puniti in comune con (Dl"l(Q),
talt che

N
m= T,(.Z‘, 7/)=2 | 0('”7 Y; Cil) ’y O(J/‘, Y OH):*:O) 7::17 2,y N;
=1
ove Ci; € la proiezione sul piano (x,y) della curva continua e chiusa C;
tmmagine di II;* sulla superficie S, t=1, 2,..., N.
Poiche @ & un punto di K, —F, si ha m=V,(Q)<< + co. Esiste allora (§ 1, n. 3)
una suddivisione di 4 in regioni di JORDAN {7;, ¢=1, 2,.., »} tale che

n
m=3 |0, y; )|,
i=1
ove ¢;; & la proiezione sul piano (z, y) della curva continua e chiusa ¢; imma-
gine di 7»;* sulla supertficie S, ¢=1, 2,...,, n.
Siano 7;, ¢=1, 2,..., N, quelle sole regioni 7r;, 0 <N <mn, per le quali
Oz, y; ¢1:) =0, i=1,2,.., N, cosl che

N
m=3 0@ y; ¢)|, N<n N<m.

=1
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Infatti O(w, y; €,;)=0 per ogni t=N+1, N+2,..., n, e, d’altra parte, i numeri
|O@, y; )|, =1, 2,.., N, sono tutti non minori di 1. Si osservi che le curve

¢i, t=1,2..., N, non incontrano il punto . Sia >0 la distanza tra il punto @
N

e I'insieme chiuso 2 ¢y Sia 6>0 il massimo numero reale tale che w(d) <#%/2.
i—1
Sia infine II;* una poligonale semplice e chiusa completamente interna ad 7,

la cui distanza nel senso di FRECHET da 7;* & minore di ¢, ¢=1, 2,..., N. Sia C,,
la proiezione sul piano (x, ) della curva continua e chiusa C; immagine di I7;*
sulla superficie S, ¢=1, 2,...., N.

Le curve Ci; e ¢, t=1, 2,.., N, hanno tra loro una distanza nel senso di
FRECHET non maggiore di /2 e quindi, per il Lemma 1 del § 1, n. 6, si ha
O, y; Ci)=0(x, y; €;)*0, ¢=1, 2..., N. Ne segue

n N N
M=§- | O, y; cﬂf)l=§110(w, Y5 cui) | =—§ | O, y; Cii) |

e, d’altra parte, poiché le curve C,; non passano per @, le poligonali II,;* non
hanno punti in comune con l'insieme chiuso @ 1(Q).

4. - Diremo nel seguito campo poligonale o regione R, di ordine di con-
nessione m, l'insieme aperto dei punti che sono interni ad un poligono sem-
plice 7, e che sono esterni ad m poligoni sempliei m,, 75,...., 77, completamente
interni a s, ed esterni ’uno all’altro. La frontiera R* di R & percid costituita
di m+1 continui che sono i contorni dei poligoni semplici 7y, 77450y 7T -

Poniamo R—R+ R*. Vale il seguente

LEMMA 2. - Siano verificate le ipotesi del n. 1, sia B un campo poli-
gonale contenuto in A e o un insieme chiuso tutto costituito di punti
internt ad R © cut componenti ‘sono continut g di G. Se per ognt com-
ponente g di o che separa il piano si ha n(g)<e/4 e g non separa le
poligonal n;*, i=1,2,.., m, dulla poligonale n,*, allora esiste una suddivi-
sione di R in poligoni semplici n/, i=1,2,..,n, sul contorno dei quall
non cadono punti di o e tali che n(w/) < ¢/2.

Sia d, >0 la distanza tra l'insieme ¢ e la frontiera R* di R.

Diciamo ¢ l’insieme chiuso che si ottiene dall’insieme ¢ sostituendo a tutti gli
(eventuali) componenti g di questo insieme che separano il piano il corrispondente
insieme g, ciog il continuo che si ottiene da ¢ aggiungendovi tutti i punti che
sono separati da g da oo.

L’insieme ¢ ha distanza d=4J, da R*. Ragioniamo per assurdo e supponiamo
{R*, 6} —¢'<d. Esistono allora due punti Pes, QeR* tali che PQ=¢ <.
Ne segue che il punto P non appartiene a ¢ e quindi & separato da oo da
qualche componente g di 0. Per ogni componente g di ¢ avente tale proprietd
osserviamo che il segmento P@Q nonche la poligonale x;*, ¢=1, 2,..., n, di R* a
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cui appartiene @ sono privi di punti di g e quindi =,* & separata da oo da g
(@ non pud appartenere a m,* perché nessun continuo ¢ di ¢ pud separare m,*
da o). Ma anche 7z,* separa ;" da oo e quindi (Lemma 7, § 3, n. 1) deve n,*
separare g da co. Ne segue (Lemma 5, § 3, n. 1) che 7;* & separato da g da 7,*, cid
che & escluso. E cosi dimostrato che { R*, 6{>4, e quindi che {R* 6}=4,.

L’insieme ¢ non separa il piano. Ragioniamo per assurdo e supponiamo
che ¢ separi il piano. Esiste allora un punto P, che & separato da co da o.
Il punto P, non appartiene a ¢ e percid neppure a o. D’altra parte P, non &
separato da oo dall’insieme ¢ perché altrimenti esisterebbe qualche componente ¢
di o che separa P, da oo (*°) e quindi P, apparterrebbe a g, ¢id che non &.
Ne segue che esiste una poligonale semplice / congiungente P, con oo priva
di punti di 6. Dunque su / deve cadere almeno un punto @ di o, perchg, in
caso contrario, ¢ non separerebbe P, da oo. Il punto @ non appartiene a ¢ e
quindi, appartenendo a o, deve essere separato da oo da qualche componente g
di . D’altra parte la poligonale /, considerata a partire da (), congiunge @
con oo ed & priva di punti di ¢ e percid dei componenti g considerati. E assurdo
dunque che detti componenti g separino Q da co. E cosi dimostrato che ¢ non
separa il piano.

Sia p un intero qualsiasi tale che J2/2? < §,/2. Dividiamo il quadrato
A=(0,1,0,1) in 2» quadrati uguali ¢ di lato 1/2P mediante rette equidistanti
parallele agli assi # e v. I quadrati ¢ che contengono anche solo sul contorno
punti di o sono in numero finito e li possiamo distribuire in un certo numero
di classi 3P, 3 . Z,fnp: stabilendo che due quadrati g e ¢’ (che contengono
punti di ¢) appartengono alla stessa classe 2 se esiste in 2 un numero finito
di quadrati g, g2,.., @ tali che due qualunque quadrati consecutivi del gruppo
ordinato @, qi, g2, @n, ¢ abbiano un lato in comune.

Ciascuna delle classi 37 ), $=1, 2,..., m,, riempie un insieme aperto e connesso,
che indicheremo ancora con Z}p ), limitato da una poligonale semplice esterna e
da un certo numero di poligonali semplici interne che possono avere punti in

(4% Facciamo uso qui e nel seguito della seguente proposizione: Se A & un insiteme chiuso
e limitato del piano =, se P e @ sono due punti di ®w non appartenenti ad A, allora, con-
dizione mecessaria e sufficiente perché A separi P e Q mnel piano m é che ci0 accada per un
componente C di A.

Per la dimostrazione osserviamo che basta dimostrare la seguente piu semplice propo-
sizione; Se 4 & un insieme chiuso e limitato del piano =, se P & un punto di # non appar-
tenente ad 4, allora, condizione necessaria e sufficiente perché A separi P da oo nel piano =
& che cid accada per un componente C di 4.

Dimostriamo quest’ ultima proposizione. Sia a il componente dell’insieme aperto =z —4
che contiene P. L’insieme a & aperto, connesso e limitato e quindi esiste uno ed un solo
componente f della frontiera a* di a che separa o da oo (cfr. nota (*?) a pié di pagina). Ma 7
& tutto costituito di punti di 4 e quindi f & contenuto in un componente C di 4 che, 2
maggior ragione, separa o, e percido P, da oc.
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ecomune tra loro e cdn la poligonale esterna. Sui lati di ciascuna di queste poli-
gonali non cadono punti di 6, ma ogni punto dei lati di queste poligonali dista
da o per non piut di J2/2r. Per abbreviare diremo che I ?» & un campo
poligonale.

Diciamo w, la massima delle oscillazioni della superficie § nei campi poli-
gonali 7P, P 2,(,{;). Osserviamo che, per ogni p, ciascuno dei campi
3P §—1,2,., mpy,, & completamente contenuto in uno dei campi Zi(p)’
t=1, 2., mp.

Ne segue che wpy, < w, per ogni p. Esiste percid il limite lim w).

p—>o00
Dimostriamo che lim w, < ¢/4. Supponiamo infaiti che sia lim w, > &/4.
pP—>00 p—>co

Osserviamo anzitutto che per ogni p esiste almeno un campo poligonale X®
e su di questo o sulla sua frontiera due punti Pp(w, v) e P, =(uw',v") per i
quali !’ espressione

B {[w(w, v) —aw(w', o) F +[y(u, v) —y(u', o) F+[2(u, v) —2(’, ') F P2

ha il valore w,. Esiste poi una sottosuccessione Z}f_’d‘), s=1, 2., di campi
poligonali per la quale esistono i limiti lim P, =P, lim P,'=P".

§—>00 §—>00

Per il teorema di ZORETTI (§ 3, n. 2, Teor. 1) 'insieme di accumulazione
dei continui costituiti dai campi poligonali Zi(sp 9 e dalla loro frontiera & un
continuo C che contiene i punti P e P'. Per esso si deve avere 7(C) > ¢/4.
Ogni punto di C appartiene poi a o. Infatti ogni punto di C & punto di accu-
mulazione di punti appartenenti a quadrati ¢ di lato piccolo quanto si voglia
appartenenti a Zi(sp 9 e ciascuno di tali quadrati contiene almeno un punto di o.
Dunque C & completamente contenuto in un componente di 6. Ma i componenti
di 6, o sono continui G' di ¢ e quindi #(g)=0, oppure sono continui g rela-
tivi a componenti g di o che separano il piano e quindi 5(g) < ¢/4. Non & dun-
que possibile che sia 7(C)> ¢/4.

Poichg lim w,<< ¢/4 esiste un p, y2/2r < do/3, tale che s < ¢/2. Consideriamo gli

p—>00

insiemi aperti 3{P, 3¢ .., 3P Ciascuno di essi pud essere spezzato in un
p

numero finito di poligoni semplici mediante opportuni tagli eseguiti lungo poli-
gonali semplici che non incontrano l'insieme g, cid che & certo possibile percha
altrimenti o separerebbe il piano ¢id che non &. Siano z,’, 7y',...., 7', M’ > M,
i poligoni semplici a due a due senza punti interni in comune cosi ottenuti.

Completiamo arbitrariamente la suddivisione di R mediante nuovi poligoni
Tt gy T’y tutti di diametro abbastanza piccolo perche, per ciascuno di essi,
si abbia n(m) < ¢/2, i=m'+1, m'+2,.., n.

I poligoni 71’y 72 sy 7'y 7 mrgs gy 76" cOstituisecono una suddivisione di z
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in poligoni semplici e il contorno di tutti questi poligoni non incontra I’insieme o
e percid neppure !'insieme o.
Il Lemma 2 & con cid dimostrato.

5. - LEMMA 3. - Se sono verificate le ipotesi del n. 1, se Q= (x,y) ¢ un
punto di K,—F,—L,, se n ¢ un poligono semplice di A, se ¢>0 ¢ un
numero arbitrario, esiste una suddivisione di n in poligoni semplici
{mi, t=1, 2,...., n} tale che

(5) 77(”2') < 8/27 i=1, 27""> 7, l O(wf Y; ci)l < 2 I 0(w7 Y 0“‘) ‘ ’
=1

ove ¢, e ¢; sono le proteziont sul piano (x,y) delle curve continue ¢ e c;,
tmmagint delle poligonali semplict e chiuse n* e n* che costituiscono la
frontiera dei poligoni = e m;, t=1, 2,..., n.

Se inoltre la curva ¢, non passa per Q allora esiste una suddivisione
di 7 in poligoni semplici { /', i=1, 2,..., n'} sul contorno dei quali non
cadono punti di D7(Q) e tali che

@) O, y; e)=23 0@, y; &);
i—1

=

b) n(r*) < e/2, t=1, 2,..., n’;

¢) gli eventuali componenti di 451_1(@) internt o n che separano il
plano e per i quali n(g) >¢/4 sono completamente interni a poligoni
ai'y t=1, 2., %/, per ¢ quali O(x, y; c¢i;')=0.

Se la curva ¢; passa per @, allora | O(x,y; ¢,)| =0 eil Lemma & evidente.

Supponiamo che ¢, non passi per ¢ e sia 6>>0 la distanza {€), ¢, }. Ne segue
che anche I'insieme intersezione - ®; '(Q) & chiuso.

Poiche ¢ & fuori di F, i componenti dell’ insieme chiuso 'I’l_l(Q) e percid
anche i componenti dell’ insieme chiuso n@TI(Q) appartengono alla collezione G,
cioé essi sono continui massimali sui quali le funzioni x(w, v), y(, v), 2(u, v)
sono (tutte e tre) costanti. Osserviamo piu precisamente che la collezione {g}
dei componenti dell’ insieme chiuso adp! (@) @& semicontinua superiormente
(Teor. 3, § 3, n. 2). Sia {¢g}* la collezione (eventualmente vuota) dei continui
g di {g} che separano il piano.

Se g, & un continuo di {g}* diciamo [¢g], la collezione di continui costituita
da g, e da tutti i continui di {g}* che separano g, da oo (se ve ne sono). Se
due continui ¢, e g, appartengono a [g], allora o g, separa g, da oo oppure
g» separa ¢, da oo. Ne segue che i continui di [¢g], si possono ordinare stabi-
lendo che g, preceda g, se g, separa g, da oo. Allora la collezione [¢g], ha un
primo elemento che & g, e un ultimo elemento g, che & un continuo di {g}*



delle superficie continue di area finita secondo Lebesgue v

che separa tutti gli altri da oo. (Infatti ammesso che la collezione [g], non
avesse ultimo elemento, il continuo g, del Lemma 9a, § 3, n. 5, per la rile-
vata semicontinuitd superiore di {g}, dovrebbe appartenere a {g}* e quindi
sarebbe I’ ultimo elemento di [¢g], contro il supposto).

Di pit i possibili continui g, che cosi si ottengono e che appartengono tutti
a {g}* hanno la seguente proprietd: Il numero dei continui g, effettivamente
distinti e per i quali 5(g,) > ¢/4 & finito.

Siano questi g, g2y G-

Ricordiamo che abbiamo giad indicato con G la collezione di Zu##¢ i continui
massimali di 4 sui quali le funzioni x(u, v), y(u, v), 2(u,v) sono (tutte e tre)
costanti e con G, la eollezione di tutti i continui di G che separano il piano.
Dal teorema 6 del § 8, n. 6, sappiamo che i continui G4 si possono distribuire
in un numero finito o in una infinitd numerabile di collezioni £,, £,y i yeensy
che godono delle proprietad ivi enunciate.

Sia £, la collezione a cui appartiene g,. Se £, ha un ultimo elemento sia
questo g* altrimenti sia g* il continuo di G, che contiene I’ insieme di accumula-
zione dei continui di £, . Ricordiamo che i continui di £, sono ordinati in
modo che g’ precede g” se g” separa g’ da oco. Diciamo poi £ il primo ele-
mento di £, , se esiste, altrimenti diciamo % Iinsieme di accumulazione della
collezione £,, , ordinata in senso inverso a quello ora detto. g, non pud coin-
cidere con g* perche in tal caso ¢g* e quindi g, dovrebbe essere I'ultimo elemento
di £,, e quindi la sua immagine dovrebbe essere un punto di L (§ 3, n. 7)
mentre come sappiamo I'immagine di g, sulla superficie S & un punto della retta
parallela all’asse z e passante per ¢ e non pud appartenere ad L perche @ @&
fuori della proiezione L, di L sul piano (=, ¥).

Diciamo £’m1 la sottocollezione certo non vuota di tutti i continui di 5$m1 che
separano g; da oo.

Dimostriamo che Q’ml non pud avere primo elemento. Infatti se £, avesse
un primo elemento g, questo dovrebbe essere distinto da ¢, e quindi sepa-
rare g, da co. Dunque g, dovrebbe essere interamente contenuto in uno dei
componenti limitati (Lemma 5, § 3, n. 1) di #—g,. Diciamo a tale compo-
nente. D’altra parte 1'insieme aperto e connesso a—g, non potrebbe essere attra-
versato da altri continui g di £m, perché questi dovrebbero essere compresi
tra g, e go in £, cid che & impossibile. Dunque a—g, & uno dei componenti
dell’insieme aperto complementare dell’insieme F,, , occupato da %, g* e dai con-
tinui di £my (§ 3, n. 7). Di pit g, contiene punti della frontiera dell’insieme
a—g¢g,, cio che & possibile solo se il punto immagine di g, su S appartiene
ad L. Da qui segue che £, non ha primo elemento. Invertito I’ordine della
collezione Q'ml sia %’ l'insieme di accumulazione di £’m1. k' & un continuo che
deve appartenere ad un continuo g di {g}. Se g non coincidesse con ¢, allora
(Lemma 9¢, § 3, n.5) g dovrebbe separare g, da oo e quindi apparterrebbe
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a £, e anzi ne sarebbe il primo elemento, cid che si & visto essere impos-
sibile. Occorre dunque che l'insieme g coincida con g, e infine che I'insieme %’
sia completamente contenuto in g,. )

Sia P un punto di &’. Sia §>0 la distanza di P dalla frontiera =* di n.
Sia ¢’>0 la distanza di P da ¢* Sia ¢, il massimo numero reale tale che
0,1 <9/2, 6,<d'/2, w(d:)<0/2, w(d;) <¢/4 Nell'intorno U(P, ¢,) di P "cadono
punti di infiniti insiemi della collezione £m e quindi anche infiniti punti dell’in-
sieme chiuso F occupato da %', g* e dai continui di £, . Esiste percid in U(P, d,)
un punto P’ di F'—Fk’, ossia di uno dei continui di £, (*°).

Il punto P’ appartiene ad un continuo g," di £, che separa g, da co. Il
continuo ¢,” non pud appartenere a ®7'(Q) perché non esiste in D (Q)
nessun continuo che separa g, da oo. Dimostriamo che ¢, & completamente
interno a x. Infatti ai punti di g,” corrisponde per la @, un punto @,’ che
dista da @ non pit di w(d,) ossia non pilt di ¢/2 mentre tutti i punti della
curva ¢, distano da ¢ non meno di 6. Dunque ¢’ non pud avere punti sulla
poligonale =*. D’altra parte g, contiene il punto P’ che dista da P non
pit di 6/2 e P & un punto interno a = Ne segue che g,” & completamente
interno a . ‘

I1 ragionamento fatto avanti per g, pud essere ripetuto per g,, gs,.y Im
Siano ¢.’, 92'y.., g’ 1 continui di G, che cosi si ottengono. Pud accadere che
due o piu di questi coincidano. Se perd due di essi sono distinti, essi non hanno
punti in comune perche i continui di G, come quelli di @ sono mutualmente
esclusivi. Trascuriamo poi tra i continui ¢,’, gsy...., g’ quelli che sono separati
dai rimanenti da co.

Siano ¢,’, 92'ye, gm'’y 1 continui rimasti, a due a due senza punti comuni e
a due a due non separantisi da oo.

Siano Q,’, Q.,...., @' 1 punti ad essi corrispondenti su K, per la trasforma-
zione @, , tutti distinti da . Sia 0<<g,<<¢/4 la minima distanza di tali punti da @
e sia 8, la minima mutua distanza tra i continui g,’, gs'se., gm'’ € @TI(Q). Sia
infine ¢, il massimo numero reale che 6, <dy/3, (d2) <0o/2. Possiamo ora racchiu-

(*") Facciamo qui uso della seguente proposizione gia ricordata nella nota ({6) a pi& di
pagina: Se A+ B e B sono insiemt chiust, se AB=0 e A ¢ non vuoto, esiste una legge per
scegliere un punto P di A. Se A & chiuso la cosa & nota. In caso contrario per ogni intero #,
sia B, 1’ insieine chiuso costituito di tutti i punti di B e di tutti i punti che hanno una distanza
da B <<1/n. Per qualche n I’insieme 4 —AB, non & vuoto. Infatti in easo contrario tutti
i punti di 4 avrebbero distanza nulla dai punti di B e quindi apparterrebbero a B ¢id che
contrasta ’ipotesi 4 B=20. Sia 7 il pil piccolo intero tale cheA—AB% non & vuoto. Se questo
insieme & finito sia P un punto di esso. Altrimenti esiste una legge per scegliere un punto P
di accumulazione dell’insieme 4 —AB_. Il punto P ha distanza > 1/n da B e quindi non
appartiene a B. Il punto P & punto di accumulazione dell’insieme 4 4 B e quindi appar-
tiene ad 4 + B perché questo insieme & chiuso. Dunque il punto P appartiene ad 4.
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dere (Lemma 3, § 3, n. 1) ciasecun continuo ¢, in un poligono semplice =;,
t=1,2,.., m’, in modo che tutti i punti del contorno #;* di n; distino da g, per
meno di ;. Possiamo inoltre supporre che i poligoni semplici 7;, ¢=1, 2,...., m/,
siano a due a due esterni I'uno allaltro e completamente interni al poligono .
Le curve ¢y, ¢=1, 2,.., m’, proiezioni sul piano (x, y) delle curve ¢;, imma-
gini di #;* sulla superficie S sono completamente interne ad un ecerchio di
centro ;" e raggio ¢/4 che lascia percid all’esterno il punto @. Ne segue

(6) O@, y; e1)=0, i=1,2.., m.

Consideriamo ora la regione R (di ordine di connessione m’) racchiusa tra
il poligono =z e i poligoni x;, =1, 2,..., m'. Questa regione pud contenere, come
punti interni, punti di <P1“1(Q) e anche, eventualmente, componenti di questo
insieme che separano il piano ma, se g & uno di questi componenti, si ha 7(g)<<e/4
e g non separa le poligonali =;*, ¢=1, 2,..., m/, dalla poligonale =*. Si ha

m'
poi {R®;(Q), n*+ D "} > %:%’ Diciamo ¢ l'insieme chiuso R®; '(Q).
i—1

Come sappiamo dal Lemma 2 esiste una suddivisione di B in poligoni
semplict =;', i=1,2,..., n', sul contorno dei quali non cadono punti di ¢ e
quindi di @fl(Q) e tali che 5(n;")<<¢/2, i=1, 2,..., n’. La suddivisione del poli-
gono s costituita dagli m' +»' poligoni twutti semplici 7w, , oy sy 701"y 7o' yorrey 70,
risolve la seconda parte del Lemma 3. Si ha inoltre

O(,y; e)=2, O, y; ) + X0, Y5 cx:)

=1 i=1

e, per la (6), O(x, v, ¢1;)=0, <=1, 2.., m', e quindi, maggiorando,

n'

() 1O, 45 e |< 0@, y;5 )]

=1

Per dimostrare la prima parte del Lemma 3 basta dividere i poligoni
i, t=1, 2,..., m’, in nuovi poligoni semplici =;” qualsiasi su ciascuno dei quali
si abbia n(mw") <e/2, ¢=1, 2,..., m. Dalla (7) segue a fortiori la (5).

Il Lemma 3 & cosi completamente dimostrato.

6. - Sia Q =(x, y) un punto di K,—F,. Diremo che una suddivisione di
A4=(0,1,0,1) in regioni di JORDAN {7;, t=1, 2,..., n} (o in poligoni semplici)

2 una suddivisione massimale rispetto al punto @ se accade che

(8) m= Tl(x) ,'/):Z i O(xv Y cii)l'

=1
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Vale ora il seguente

LEMMA 4. - Se sono verificate le ipotesi del n. 1, se Q = (z, y) é un punto
di K,—E,—F,—L, ed ¢>0 un numero arbitrario, esiste una suddivisione
di A in poligoni semplici {m;, i=1,2,..,n} che é massimale rispetio al
punto Q e tale che n(w)<e i=1,2,.., n.

Dal Lemma 1 sappiamo gia che esiste un gruppo di poligoni I7;, ¢=1, 2,..., N,
esterni 'uno all’altro e tali che

=

m=>> I 0("”) Y; OM)‘: Ti(w’ f'/)y O(xy y; Cii) 0, i=1,2,.., N.

7=

[
-

Dal Lemma 3 sappiamo che ciascuno di questi poligoni pud essere scom-
posto in un numero finito di nuovi poligoni x;; tali che

’7(7%:7‘)<8» I O(w) Y; 0“) | <2 i O(xv Y C”.i) } ) i= 17 27""7 N.
J
Se ora dividiamo tutto il quadrato 4 in poligoni semplici [z, i=1, 2,..., 7]

tali che 7(w:)<<e ¢=1, 2,..,,n, e in maniera che tutti i poligoni =; facciano
parte della nuova suddivisione si ha

JR

N
m=2 | O(x, ¥ 5 C,i)[<2 [O(x, ;5 Cigg) [<D 0@, 15 1) | < Vi, y)=m
i1 ;

%) =

-

e quindi

mzzl O(W, Y, Cu’) }= !1/4(.%‘, y)
=1 .

La suddivisione [7;, =1, 2,..., n] & dunque massimale e inoltre

n(m) < e, 1=1, 2,...., n.

7. - LEMMA 5. - Siano verificate le ipotesi del n. 1. Sia Q =(x,y) un
punto di K,—E, e sia {r;, i—=1,2,..,n} una suddivisione di A in regioni
di JORDAN massimale rispetto a Q. Siano r;, =1, 2,..., n, 0<n<n, le sole
regiont r; per le quali O(x, y; ¢1;)=+0 e sia >0 la distanza di Q dall’ insieme

n
chiuso Z cii. Se {r;/,i=1,2..,n"} é una nuova suddivisione di A in regioni
i=1
di{ JORDAN, massimale rispetto a Q e tale che n(r/)<<y, i=1, 2,..., n', allora
a) le regioni r;', 1=1, 2., 7', 0 < ' </, per le quali O(x, y; ¢ii')==0
sono completamente interne alle regioni r;, 1=1, 2,.., n;
b) in ogni regione r;, i=1,2..,n, vi é almeno una regione r;,
t=1,2,..,n;
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¢) per ogni i=1,2,..,7, si ha |O@, y; cu)|=>,|0@, ¥; )], la
J

sommatoria essendo estesa a tutte le regiont v/, j=1,2,..,n', che sono
completamente interne alla regione r;.
d) 0<n<n' <m=V,(x, y).

Cominciamo col rilevare che se una regione 7;’ contiene punti del contorno
di una regione r;, i=1, 2,.., %, allora tutti i punti di ¢,/ distano da almeno
un punto P di ¢,;; per meno di # e quindi la curva ¢;;” & completamente con-
tenuta in un cerchio di centro P e raggio minore di . Ma P dista da @ non
meno di 5 e quindi @ =(«, y) & completamente esterno al cerchio considerato.
Ne segue O(x, y; ¢;')=0.

Sia ora 7,/ una regione completamente esterna alle regioni di JORDAN
rs, t=1, 2,.., #n. Dimostriamo che O(x, ¥; ¢i;)=0. Infatti, in caso contrario,
combinando insieme le 7z regioni di JORDAN 7, ¢=1,2..,n, e la regione di
JORDAN 7, tutte esterne l'una all’altra, si avrebbe

M1O@, y; e)|+| O, y; ery) | >m= Wiz, y).
i—1

Dette regioni di JORDAN potrebbero essere sostituite con poligoni 77;, ¢=1,2,...., #
e 7;/ completamente interni alle rispettive regioni di JORDAN 7y, ¢=1,2,..., %, 7’
e in modo che, con ovvie notazioni,

O@, y; c1)=0(, y; rii)y, t=1,2..,n, O@,Y¥; cljl)= O, y; 71.7")'

Dividiamo ora il quadrato 4 in poligoni. {w,”, ¢=1, 2..., »”} in modo che
tutti i poligoni n;, ¢=1, 2,..., n, 7w/ facciano parte della suddivisione {s;” }. Si ha

n' n
Vi@, y) =m=>D O, y; yii") | =2 | 0@, y;5 e | +
=1 1=1

+ | 0(&?, Y cd,il) ‘ >m= 'Ili(x’ y)v

eid che & assurdo. E con cid dimostrato che le regioni r;, i=1, 2,..., %/, per le
quali O(z, ¥; ¢i') =0 sono completamente interne alle regioni r;, t=1, 2,...., n.
Diciamo ora 7' le sole regioni 7/, ¢=1,2,..., %', che sono completamente interne
alle regioni 7;. Dimostriamo che

(9) 0:*:] 0(1‘7 Y C“') |=2 ' O(wv Y ciij) I’ =1, 2,““1 n.
J

Supponiamo infatti che per una certa regione r; si abbia | O, y; ¢;) | <

<2 | O(x, y; c'“—i)i. Allora combiniamo le regioni di JORDAN 7y, ¢ =4, 1=1,2,...,, %,
4 .
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e le regioni 7";}. relative a 7;, tutte esterne I'una alle altre. Sostituiamo ad esse
dei poligoni =’ completamente interni cosi da non alterare il valore del relativo
indice di KRONECKER. Dividiamo 4 in un numero finito di poligoni 7;” in modo
tale che i poligoni n" facciano tutti parte della nuova suddivisione. Si avra,
come sopra,

W\, y)=m> | 0@, y; 1) > z!0<w,y,eu>1+2|0(xy, i) >

i=1
B z:.:z
> 2 | O(x, v ; Cu‘)i =m=Y(z, ¥),

i—1
¢id che & assurdo. E cosi dimostrato che per ogni ¢ deve aversi

0= 0@, 5 ei0)| =[O, 5 ¢ay) |, i=1,2p,7
7

Supponiamo ora che per un ¢—¢ valga nella precedente il segno >. Si ha
allora successivamente

Yi(x, y)= m"‘z O(x, y; 011)|“Z | O (@, y; e >2_, O, y; ¢vy)|=

7.7

—I

:2 } O('I;) Y ey’ I =m= Wi(d;y !/);
=1

cid che di nuovo & impossibile. La (9) & cosi dimostrata.

Abbiamo dunque dimostrato @) e ¢). La d) segue immediatamente dalla ¢y
osservando che nella (9) il primo membro & diverso da zero e quindi almeno
uno degli addendi a secondo membro deve essere pure diverso da zero. La d)
segue immediatamente da b). Il Lemma 5 & cosi completamente dimostrato.

8. - LEMMA 6. - Siano verificate le ipotest del n. 1. Sia Q = (x, y) un punto
di K,—E,—F,— L, e sia m=",(x, y). Esistono m'=m'(Q), 0<m’ <m, puntz
distinti Py, Py,.., Py di A appartenenti o componenti distinti di ®; (Q)
che non separano il pitano e che non hanno punti in comune con il con-
torno A* di A e altrettanti punti M,, M,,..., M, , non necessariamente
distinti, appartenenti alla superficie S e alla retta parallela all’ asse z e
passante per Q, tali che, se >0 é un numero reale opportuno, qualsiasi
suddivisione di A in regioni di Jordan {r;, i=1, 2,..., n} massimale rispetto
a Q e tale che ¢ =max 5(r;)<n ha le seguenti proprietd :

a) m' e sole m’l regioni 7; (siano esse r;, t=1, 2., m') verificano la
dzsuguaglmnza =0, y; cu) =0, i=1, 2., m';

b) le m' curve ¢;, t=1, 2,.., m', sono completamente contenute mnelle
corrispondenty sfere di centro M; e raggio ¢;
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¢) P; é interno a r;y t=1, 2., m', e M;=8(F;).

Inolire, se r ¢ una qualunque regione di Jordan contenente un punto
P;, i=1,2.., m', se il contorno r* di r non incontra @7(Q), se n(r) <o<y,
allora O@,y; ¢.)=v;+0 e la curva ¢ ¢ completamente contenuta mnella
sfera di ceniro M; e raggio o. Regioni di Jordan r e ', avenii le pro-
prietd indicate e contenenti puniti P; distinti, mon hanno puniti in
comune.

Sia 21E{n§1), =1, 2,. ,n,} una suddivisione di A4 in poligoni semplici
massimale rispetto a ), siano ) , t=1, 2., ny, 0<my<m,, i soli poligoni n(t
per i quali O(x, 4; ¢§§)=£0, i=1, 2., 7,, e sia 9,>0 la distanza di @ dall’in-

sieme Z .
Per il Lemma 4 esiste allora una nuova suddivisione di 4 in poligoni semplici
={a® i=1,2,...,m } massimale rispetto a @ e tale che 17(7'(-2)) < min [1 /2, 7:/2],

z——=1, 2,...., M. Siano P , t=1, 2., My, 0<Mmy<<my, i soli poligoni s per i
quali O(z, ¥; ch)):g:O i=1, 2., ny, e sia 7,>0 la distanza di ¢ dall’ insieme

o
Ecﬁ). E cosi di seguito. Sia X, 25,y Zpyey

S,={a? i=1,2..,m} p=1,2..,
la successione di suddivisioni di 4 in poligoni semplici che cosi si ottiene, tutte
massimali rispetto a . Se indichiamo con 7, la distanza di @ dall’insieme

chiuso Z A? ove o), i—1, 2,..., %, sono le sole curve ¢, i=1, 2,..., n,, per

=1

le quali O, ¥; ¢ff)+0, si ha 7y < [1/pss, 7p/2]-
Dal Lemma 5, n. 7, sappiamo che
@) i poligoni 7™, =1, 2,..., 7,14, ciod quelli per i quali Oz, y; &) =0,
sono completamente interni ai poligoni n‘p), i=1, 2,.., np;
b) in ogni poligono AP i—1, 2., np, vi & almeno un poligono m;
=1, 2, Npya;

(p-l—l)

¢) per ogni 4, (i=1,2;..., 7p), | O(, y; ci?) |=2 | O, y; ¢2™)|, 1a somma-

toria essendo estesa ai soli poligoni n;p'H 7j=1, 2 w Npya, interni a n}m;

d) ﬁi <7l2 <77&3 <-...<7&p <...-<m< + o0,

Esiste pertanto un p=p tale che

=m' <m, m'= lim 7%,
p—>00

T =T 1= 2™
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Ne segue che per ogni p>p ciascuno dei poligoni ni”), t=1, 2., m', con-

tiene uno ed uno solo dei poligoni n(lp“L) e, con ovvia numerazione dei poligoni,

1’1‘2( O(-’B, Y5 clz)) l_| 0(3}‘ Y; clz+l)) I_ =1, 2,., m,y m= 2 Vi

Per ogni ¢=1, 2,.., m’, i poligoni chiusi P ), p=p, »+1,.., sono I'uno
interno al precedente e quindi esiste un punto P; comune a tutti. Di piu, per
il teorema di ZORETTI (§ 3, n. 2), esiste un continuo Cj, contenente P;, insieme
di accumulazione della successione 7" , p=p,p+1,...

Manifestamente #(C;) <7(7)) per ogni p > p e poichd lim 5(z{”)=0 si ha
7(C;)=0. Ne segue che C; & completamente contenuto in un cozr)n_;)f)onente g:di G. Ma

(

ogni poligono 7’ contiene un punto di ®; 1(Q) e quindi P; appartiene a &y 1(Q).

~

Ne consegue che g; & un componente di Dy 1(Q). g: € poi completamente interno

a ciascuno dei poligoni nﬁp ), p>p, perché il contorno dei poligoni nﬁp ) non ha

punti in comune con @P; (Q).

Ne segue che g; non separa il piano percheé altrimenti insieme a g; anche g;

sarebbe tutto contenuto in 7 per ogni p>p e poiche #(g;)>0 si avrebbe

per ogni p>p, n(w; » )) >7(g:) >0 ¢id che & impossibile. Il continuo g; & poi com-
pletamente interno ad ogni poligono aP e quindi & pure completamente interno
al quadrato 4. Il continuo g; non ha dunque punti in comune con la periferia di 4.

Poniamo M;=8(FP;), =1, 2,...,m’. I punti M; appartengono alla superficie S
e poiché i continui g; appartengono a @II(Q), la proiezione dei punti M; su K,
& il punto Q.

Poniamo ora 17=17;/2 e sia {7r;, ©=1,2,.., 7} una qualsiasi suddivisione
di 4 in regioni di JORDAN massimale rispetto a ¢ e tale che e = max 7(r;) < 7.

?
Siano 7;, ¢=1, 2,...., m”, le sole regioni r; per le quali O(z,y; ¢is)==0. Sia 5’

"

m
la distanza di @ dall’insieme Z ¢; e sia p’>p il pid piccolo intero tale che

Nyt <'[2.
Dal Lemma 5 si ha m’=m—<m” <my=m' e quindi m” =m’. Dunque sempre

in virth del Lemma & in ogni pohgono nip ), t=1, 2., m’, si trova una e sol-

tanto una delle regioni 7;, i=1,2,..., m” =m’, e in ogni regione r;,t=1, 2,..., m/,

=1

si trova uno e soltanto uno dei poligoni 2P ), =1, 2,..., m'. Infine

vi=| 0, y; c(i')) |=| O, y; e, i=1,2,..,m

Si osservi infine che il punto P; e il continuo g, essendo interni al poligono 7; 2P)

sono pure interni alla regione di JORDAN 7y, ¢=1, 2,..., m'. Poiche #(r;) <eg,
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1=1,2..,m’, e in virtt del fatto che »; contiene il punto P; e M;=S(FP), le
curve ¢; immagini di 7;* sulla superficie S sono completamente interne alla sfera
di centro M; e raggio e. Le a), b), ¢) del Lemma 6 sono cosi dimostrate. Dimo-
striamo l'ultima parte del Lemma.

Consideriamo uno qualunque dei poligoni 2P ) 4=1, 2,.., m’. Sul suo contorno

non cadono punti dell’insieme chiuso @1 1(Q) e quindi i componenti di questo
insieme o sono completamente interni oppure esterni a :rz?”.

Dimostriamo che non possono esistere componenti di @; 1(Q) interni a 7" che
separano ¢; da oo.

Supponiamo infatti che ve ne siano e sia [g]; la collezione certo non vuota
di tali componenti. Allora esiste un numero reale >0 che & superato da qual-
cuno dei numeri #(g) ove g & uno qualunque dei econtinui g di [g]; che
separano g; da oo e interni a 7. Dalla seconda parte del Lemma 3 (questo
paragrafo, n. 5) segue che esiste una suddivisione di n‘f) in poligoni sempliei
{n;,7=0,1,2,.., n} tale che

@) sul contorno dei poligoni s; non cadono punti di Py o ;

b) i componenti g dell’insieme @i_l(Q) che separano il piano e per i
quali #(g) >n/4 sono tutti contenuti in un certo numero di poligoni s; per i
quali O(x, ¥; ¢;)=0;

n
) 00, y; ¢)=2 O@, y; cy).
=0
E evidente che i continui g di [g]; dovranno essere tutti contenuti in
un solo poligono ;. Possiamo supporre che tale poligono sia s, cosl che
O(x, ¥ ; €1) =0. Osserviamo che 5, contiene oltre ai continui g di [¢]; anche il
continuo ¢; e il punto P;.
Da c) segue che esistono certi poligoni 7; , 7, sy 7y Jiy J2 gy Jm=1, 2y.... 7,

tali che O(x, y; ¢,;)=+0, s=1, 2., m, e quindi

0=£vi=| O, y; cﬁ@) |=|2 O(z, y; 04j)[<2|0(w; Y Cux)’-
j=0

s=1

Diciamo ¢,>0 la minima distanza della curva ¢, dal punto @ e sia p’ i

pilt piceolo intero tale che 7(n") < 0y/2.

Il poligono 7"” contiene il continuo g¢;. Ne segue che la curva ¢{?) & tutta
costituita di punti che distano da @ per meno di 6,/2. Con il solito ragiona-
mento segue che nﬁp ? non pud avere punti del contorno in comune con m, e
neppure pud contenere quest9 poligono. Dunque nﬁp e completamente conte-

nuto in 7,. Allora i poligoni n}p ), Ty y TGy yereey Ty WPy =1, =1, 2,...., m’, sono tutti
esterni I'uno all’altro. Esiste percid una suddivisione di 4 in poligoni semplici
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{m",i=1,2,.,n"”} tale che i poligoni sopra menzionati facciano parte di
questa suddivisione. Ne segue

m=>3 0, y; ") |>D 0@, y; ) |+ | 0@, y; ¢,) | +|0@, y; &) |>
=1 t=1 s=1
t1

= (m—v)+vi+v;>m,
cid che & impossibile. Abbiamo cosi dimostrato che in 7’ non cadono compo-
nenti di @7}(Q) che separano g; da oco.

Sia ora » una qualunque regione di JORDAN contenente P;, il cui contorno
non incontra punti di @7 '(Q) e tale che n(r) <o <.

Allora r deve contenere nel suo interno l'intero insieme g;. Inoltre i punti della
curva ¢, distano da @ per meno di 17=171;/2 mentre i punti della curva ¢
distano da ¢ non meno diﬁ;. Ne segue, con il solito ragionamento, che » &
completamente interna a ("

Sia 7z un poligono semplice tutto interno ad 7 epperd contenente g; e P; e cosi
prossimo ad 7 affinche O(x, y; ¢,)= O(x, y; ¢,), ove ¢, e ¢, sono rispettivamente
le proiezioni sul piano («, ) delle ecurve ¢ e ¢ immagini dei contorni z* ed r*
di 7 ed 7.

L’ insieme ®;(Q) non pud separare z da z{", perche in tal caso P 1(Q)
separerebbe g; da oo cid che & stato escluso. Ne segue che la regione R di
ordine di connessione 1, compresa tra i poligoni #{) e m pud essere scom-
posta in un numero finito di poligoni semplici =,’, 7,’,...., 7’ mediante poligo-

nali che non incontrano I'insieme @i () (Lemma 2, n. 4). Si ha allora

n
(10) Oy )= O, y; ei)+ 0@, y; ¢).
i—1
Dobbiamo dimostrare che per ogni¢=1, 2,..., n, si ha O(z, ¥; ¢;;')=0. La
dimostrazione & del tutto analoga a quella fatta nelle righe precedenti e non la
ripetiamo. Si ha allora dalla (10)

vi=| O@@, y; &) |=| O, y; &)|=|0(@, y; ei).

Finalmente poiché 5(r)<<o e in virti del fatto che » contiene il punto F;
e M;=S(P;), la curva ¢, immagine di r* sulla superficie S, & completamente
interna ad una sfera di centro M; e raggio o.

Il Lemma 6 & con cid dimostrato.

9. - L’insieme M di una superficie continua.
Sempre nelle ipotesi enunciate nel n. 1 di questo paragrafo, abbiamo dimo-
strato, nel Lemma 6, che, per ogni punto @ = (z, y) di K, —E,—F,— L,, esistono
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certi punti M, Ms,..., My, in numero di m’'=m'(Q) < Pi(z, y) finito, che appar-
tengono alla superficie S e alla retta parallela allasse z passante per @.
Diciamo M,(Q)) Vinsieme di questi m’ punti e diciamo M, Yinsieme di tutti i
punti di S che appartengono a qualche insieme 3,(Q) ove & un punto qua-
lunque di K,—FE,—F,—L,. Scambiando I ufficio degli assi x, y, # potremo
definire in modo analogo gli insiemi M, e M, di punti di S.

Osserviamo che M, ¢ segato da quasi tutte le rette parallele all’asse z
in un numero finito di punti e che analoghe proprieta hanno M, e M;.
Diciamo nucleo della superficie S 1 insieme di punti di S

(11) M=M,+ M+ M,.

Dimostriamo il seguente
LEMMA 7. - Se sono verificate le ipotesi del n. 1, il nucleo M di una
superficie continua S qualsiast ha misura (tridimensionale) nulla.
Basta evidentemente dimostrare che gli insiemi M,, M,, M; sono misurabili.
Occupiamoei ad esempio di M, .
Sia K’ Yinsieme dei punti di K la cui proiezione su K, non cadein £, + F, + L, .
Sia J,; U insieme dei punti M= (x, y, z) di S tali che:
a) il punto @ = («, y) appartiene a K,—F,—F,—L,;
b) nell’ insieme S~!(M) dei modelli di M possono scegliersi certi punti
Py, i=1, 2,..,, u, (u>1) appartenenti a certe regioni di JORDAN y;, a due a
due senza punti comuni e tali che, detta y,* la frontiera di y;, ¢; la curva
immagine di y,* su S, ¢;; la proiezione di ¢; sul piano (, ), si ha

77(7@') < 1/”1 O("L'J Y5 Cii) :FO, 1’=1) 27""1 H;

¢) la regione di JORDAN y; contiene un cerchio di centro P; e raggio
1/n+h; i punti della curva ¢; distano dalla retta 7(¢)) passante per ¢ e per M
di almeno 1/n+4%; la curva y;* ammette una rappresentazione parametrica sulla
periferia I" del cerchio unitd tale che se P e P’ sono due punti di ' e @ e @’
le loro immagini su y* si ha PP'/n+h < QQ < nPP.

oo
Poniamo In=2 Jan, n=1, 2. £ subito visto che: a) gli insiemi Jpp,
h=1
n=1,2.., h=1 2.  sono tutti chiusi relativamente all’insieme K’; f) ogni
punto M di M, appartiene a qualche I, da uno di essi in poi; -y) soltanto i

punti M godono questa proprietd. Ne segue che M, = lim 2 I, e quindi M,

M—>00 y 4
& un insieme misurabile.
OSSERVAZIONE. - Il Lemma 7, che & una immediata conseguenza del Lemma 6
e della definizione di nucleo M di una superficie continua S, & notevole perche
assicura, in particolare, che, per ogni superticie S di area finita secondo LEBESGUE,

Anneali della Seuola Norm. Sup. - Pisa. 2
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& possibile scegliere su di essa un insieme di punti M, aventi le proprieta

espresse nel Lemma 6, che & sempre di misura nulla, sebbene la superficie S
possa occupare un insieme di punti di misura positiva.

10. - Sia {@} una collezione finita di punti di K. Siano {Q,}, {@:}, {@s}
le collezioni dei punti effettivamente distinti proiezioni dei punti @ sui quadrati
K,, K,, K; rispettivamente. Siano {7, }, {7}, {73} le rette, rispettivamente paral-
lele agli assi 2, ¥, @, passanti per i punti @ di {@}. Diciamo {@*} linsieme
finito di tutti i punti di K in cui due rette 7, si incontrano. L’insieme {@*}
contiene {Q }. Supponiamo che le collezioni {Q:} siano costituite di punti
di Ky—E.—Fi— L, t=1,2, 3, e che tutti i punti Q* in cui due rette r,
t=1, 2, 3, si¢ incontrano siano fuori dell’ insieme M considerato nel
numero precedente. Ad ogni punto @, di {Q:}, £=1, 2, 3, corrisponde in K
(Lemma 6, questo paragrafo, n. 8) un gruppo di punti M non necessariamente
distinti appartenenti ad S ed alla retta 7; passante per @;. Tali punti M sono
in numero di m'=m'(Q;) ove m' & < al valore m della funzione V(@)
per @=@;. Considereremo nel seguito come un unico punto quei punti M
relativi ad uno stesso punto €; che coincidono. Allo stesso punto ). corri-
sponde inoltre su 4 (Lemma 6, questo paragrafo, n. 8) un gruppo finito costi-
tuito di m'=m'(Q¢) punti P a due a due distinti, le cui immagini su S sono
i considerati punti M. Ogni punto P appartiene poi ad un continuo g di G e
punti P distinti appartengono a continui g distinti di G-

Diremo nel seguito { M} la collezione finita di tutti i punti M relativi a
qualche punto @., t=1, 2, 3, diremo { P} la collezione di tutti i punti P visti
sopra e {g} la collezione di tutti i continui ¢ di G a cui appartengono i
punti P.

Dimostriamo che i punti M sono tutti distinti. Intanto, con la convenzione
fatta sopra, tutti i punti M relativi al medesimo punto @; e quindi appartenenti
alla stessa retta #7; sono tutti distinti. Se due punti M appartengono a rette 7,
parallele o sghembe essi sono a fortiori distinti. Se infine due punti M appar-
tengono a rette distinte che si incontrano in un punto, questo punto & certa-
mente un punto fuori di M e quindi i due punti M non possono cadere in tale
punto e sono percid certamente distinti.

Dimostriamo che i punti della collezione { P} sono tutti distinti. Infatti se
due punti P sono relativi allo stesso punto §); allora sappiamo gid che essi sono
distinti in virtt di quanto abbiamo ricordato dal Lemma 6. Se poi due punti P
sono relativi a punti @, distinti, allora le loro immagini su S, che sono due punti
di M non appartenenti alla stessa retta, sono certo distinti in virtt di quanto
si & detto avanti e quindi anche i due punti P sono distinti.

In modo analogo si dimostra che i continui g della collezione {g} sono
mutualmente esclusivi.
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Vogliamo ancora rilevare che i punti ¢ essendo tutti punti di intersezione
di rette r; sono fuori dell’insieme M e quindi le collezioni { M} e {Q } entrambe
finite, non hanno punti in comune e neppure hanno punti in comune le colle-
zioni {M} e {@*}. Diciamo infine ¢ I'insieme chiuso costituito di tutti i punti
di A la cui immagine rispetto alle trasformazioni @; cade in un punto @,
t=1, 2, 3, ossia

o= Q)+ Q)+ D5 (@v),

le sommatorie essendo estese rispettivamente ai punti delle collezioni finite
{@:3 {Q:} {@s}.

Poiche i punti @; sono fuori di F; i componenti di ogni insieme chiuso @fl(Qt)
sono continui g di G e quindi, su ciascuno di essi, le tre funzioni x(w, v), y(u, v)
z(u, v) sono costanti. Ne segue che due componenti appartenenti a insiemi
@fl(Qt) relativi a punti ¢, distinti o coincidono oppure sono mutualmente
esclusivi. Ne segue che i componenti dell’insieme chiuso ¢ sono anche continui
g di G (*Y).

11. - Per semplicita di esposizione vogliamo ora raccogliere nel seguente
Lemma i risultati delle considerazioni che faremo nei numeri 12-17.

LEMMA 8. - Se {Q} é una collezione finita di punti di K tali che, per ogni t,
t=1, 2, 3, le colleziont {Q.} siano tutte costituite di punti di K;— E;— Fy— Ly
e ¢ punti di intersezione delle rette r, non appartengano ad M, allora ad
ognt numero ¢ >0 arbitrario puo farst corrispondere una suddivisione di 4
in poligoni semplici m,, 7tz ...y T € TR campt poligonali Ry, R,,..., R, tali che:

a) sul contorno n;* det poligoni n;, i=1, 2,...., m, non cadono punti di o;

b) sui contorni interni dei campt poligonali R;, i=1, 2,..., n, non ca-
dono punti di o mentre sui contorni esterni possono cadere punti di o solo
su quet lati e vertici che si trovano sulla periferia del quadrato 4 ;

¢) n(m) <ef2, 1=1,2,.., m, ¢ per ogni poligonale semplice y appar-
tenente a qualche R; e avenle al piu ¢ punti estremi sulla periferia di 4,
si ha q(y) < /2

d) le superficie, contenute in S, immagini dei campi poligonali R,
t=1,2,..,m, sono interamente contenute nell’ insieme aperto costituito dai
punti di K internt ai cilindri circolari rettt di raggio &/2 e aventi per
asst le rette ry, t=1, 2, 3;

e) le curve continue e chiuse immagini di quelle poligonali semplict
che costituiscono la frontiera di R; e che sono completamente interne ad A

(*!) Basta applicare un numero finito di volte la seguente elementare proposizione: Se
F, e F, sono insiemi chiusi e © componenti dell’ insieme chiuso F,F, sono componenti di F
e di F,, allora © componenti dell’ insieme chiuso F;+ F, sono o componenti di F, o com-
ponenti di Fy.
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sono interamente contenute in una sfera di raggio < &/2 non avente nessun
punto in comune con le rette ry, t=1,2, 3.

f) per ogni punto Q. di {Q:}, t=1,2, 3, esistono m’'=m'(Q:) poligoni
7y =1, 2., m', tali che

m’

O(Qt; Ctis) =7 =+ 0, §= 1, 2,...., 1}2', z l Vg [ = Tt(Qt))
§—

1
O(Q¢; c¢u) =0, i1, s=1,2.., m' =1, 2,.., m,

O@'s; ¢u) =0, s=1,2,..,m/, per ogni punto Q1= Q: di {Q.},
O@r; cri)=0, s=1, 2., m', per ogni punto Qv di {Qv}, ¥+t

0Ve C;y Ciiy Cai, C3iy L=1, 2., m, tndicano le tmmagint delle poligonali n*
sulla superficie S e le relative proiezioni sui piani (z,y), (2, 2), (y, 2). Inoltre
le curve ¢, s=1, 2., m/, sono interamente contenute in m’ sfere di raggio
< ¢/2, aventi il centro nei punti M relativi al punto Q:, che mor sono
segate da messuna delle rette r; non passanti per Q. e da nessuna delle
rimanenti rette ry, t' == t.

12. - Consideriamo anzitutto la collezione finita {M }4-{Q*} di punti a due
a due distinti. Sia 6>0 la minima mutua distanza tra questi punti. Conside-
riamo poi la collezione finita {7;{ delle rette r, passanti per i punti @;, £=1,2, 3,
e sia ¢’>0 la minima mutua distanza tra due qualunque rette »; che non si
incontrano. Sia J, il pit piccolo dei due numeri d e &'

Consideriamo I'insieme 4 —o aperto relativamente ad 4. Esso ha un numero
tinito o una infinith numerabile di componenti aperti e connessi. Diciamo {a}
la collezione di questi componenti e sia a uno di essi. La frontiera «* di a &
costituita di punti di ¢ e di punti del contorno 4* di 4. Esiste uno ed un solo
componente £ di a® che separa tutti i punti di « da oo (*?).

(*?*) Dimostriamo infatti la seguente proposizione: Se o ¢ un insieme aperto, connesso e
limitato del piano =, esiste uno ed un solo componente f della frontiera o* di a che separa
a da oo.

La frontiera o* di o & un insieme limitato e chiuso. Sia ¢ un quadrato contenente a e
a* nel suo interno. Tra i componenti dell’insieme aperto # —a* sia ay quello che contiene
i punti esterni a ¢ e sia £ la sua frontiera. Osserviamo che anche a & un componente di
@ —a*. Dimostriamo che 7, & un continuo. Infatti in caso contrario esisterebbe una poligo-
nale semplice e chiusa p (Lemma 2, § 3, n. 1) senza punti in comune con £, e tale che tanto
all’ interno che all’esterno di essa cadono punti di . Esistono allora tanto all’interno che
all’esterno di essa punti di a, e quindi esiste una poligonale semplice tutta costituita di punti
di a; congiungente un punto interno con un punto esterno di p (Lemma 1, § 3, n. 1). Ne
segue che su p cadono punti di o, e quindi p & tutta costituita di punti di e, perché altri-
menti su p cadrebbero punti di 7, c¢id che non &. Ma £, & interamente costituita di punti
di a* e quindi esistono tanto all’ interno che all’esterno di p punti di « e percido (Lemma 1,
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Osserviamo che f & interamente costituito di punti di ¢ e di punti di 4*
Dimostriamo che o 7 & interamente costituito di punti di ¢ e quindi & comple-
tamente contenuto in un continuo g di o che separa il piano, oppure f contiene
punti di 4* che non appartengono a ¢ e allora, posto

f=Fo+F(A* — 4%q),

‘tutti i componenti di fo contengono almeno un punto di 4% e f(4*—4%s) & la
somma di un numero finito o di una infinitd numerabile di archi del contorno 4*
di 4 senza punti comuni. Basta che ec¢i occupiamo della seconda alternativa.
Allora ! insieme f(4*— A*0) non & vuoto. Se P & un punto di esso P non appar-
tiene a ¢ e quindi P ha una distanza positiva 6 da o.

Ne segue che tutto il cerchio C di centro P e raggio § & costituito di punti
non appartenenti a 6. Ma P & un punto di accumulazione di punti di a e quindi
debbono cadere in C punti di a. Ne segue che tutti i punti di A C appartengono
ad a e che tutto un arco di 4* di centro P e lunghezza >2J appartiene all’in-
sieme f(4*—A*6). I’insieme f(4*— A*s) occupa percid un insieme aperto di
punti di 4*. Che i componenti di 7o abbiano almeno un punto su A* segue
dal fatto che f & un continuo. L’asserto & cosi dimostrato.

Dal Lemma 5, § 3, n. 1, segue che i componehti dell’insieme aperto z— 7
sono semplicemente connessi e a deve percid essere completamente contenuto in
uno degli insiemi aperti limitati e semplicemente connessi di 7z —f.

Sia ay questo componente di 7z —/7 contenente a.

Se f & un componente di o* distinto da £, sia J la sua distanza da f e sia
0 < < 6/2 un numero arbitrario. Sia p una poligonale semplice senza punti
in comune con a* racchiudente f nel suo interno e tale che tutti i punti di p
distino da f per meno di # (Lemma 2, § 3, n. 1). Poich& tanto all’interno che
all’esterno di p cadono punti di a, esiste (Lemma 1, § 3, n. 1) una poligonale
semplice tutta costituita di punti di a congiungente un punto interno e un punto
esterno a p e quindi esiste su p un punto di a. Ne segue che p & interamente costi-
tuita di punti di a perché altrimenti cadrebbero su p anche punti di «* ¢io che non .

Da qui segue che ogni componente § di o* distinto da f appartiene ad un
componente g di ¢ che non tocca 7. Segue pure che due componenti f di a*
distinti e distinti da 7 appartengono a componenti g di ¢ distinti, e percid mu-
tualmente esclusivi.

§ 3, n. 1) esiste una poligonale semplice tutta costituita di punti di ¢ congiungente un punto
interno e un punto esterno di «. Esiste dunque su p un punto appartenente contemporanea-
mente ad o e ad @,. Ne segue che a e a, sono un medesimo componente di #— a*, ¢id che
& impossibile perché a & limitato e a;, non lo e.

Abbiamo cosi dimostrato che 7, & un continuo che separa i punti di a dai punti esterni
a g. Ma f; & tutto costituito di punti di a* eppercio 7, sara contenuto in un componente 7
di a* che, a maggior ragione, separa « dai punti esterni a ¢, ossia da oc.
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13. - Sia {g} la collezione fintfa considerata nel n. 10 di tutti i compo-
nenti g di @ relativi ai punti M di { M} secondo il Lemma 6 del n. 8 di questo
paragrafo. Sia {5} la collezione finita dei numeri 5 ad essi relativi secondo il
Lemma 6 e sia 7, il pitt piccolo di tutti i numeri # di {#} e del numero J,
dianzi definito.

I continui g di {g} non separano il piano e non contengono punti di 4*.
Sia g, uno di questi continui e sia M il punto di {M } ad esso corrispondente
su S. M appartiene ad uno e soltanto ad uno dei gruppi M;(Q:) e Q: & la
proiezione di M su uno dei piani coordinati (cfr. n. 10). Appartenga M al gruppo
M; (Q:,)- Dalla dimostrazione del Lemma 6 sappiamo che esiste una successione
di poligoni semplici 7,, p=p, p+1,.., I'uno contenuto nel precedente, conte-
nenti g,, non contenenti componenti di (15;;1(62,0) separanti g, da oo e tali inoltre
che m,* (Dt_ol(Qto)=O, n(np) <1/p, p=p, »+1,..... Possiamo evidentemente sup-
porre che le poligonali s,* costituenti la periferia dei poligoni 7,, p=p, p+1,..,
siano interamente costituite di punti interni al quadrato 4.

Supponiamo p abbastanza grande perché 1/p <,/2. Allora in 7, =, + ;"
non possono cadere punti P di ¢ che non appartengano a @EI(Q%). Infatti un
tale punto P dovrebbe cadere in uno degli insiemi @; '(Q’) con £={,, op-
pure =%, @';+ Q. Se diciamo ¢ l'immagine di P su &, allora ¢ appartiene
ad una retta 7; distinta da quella 7; a cui appartiene M e quindi M@ & > alla
minima mutua distanza tra le rette »; senza punti in comune, oppure > alla
minima distanza tra I’ insieme _Jl[to(Qto) e le rette 7, che segano la retta 74, pas-
sante per ;. Si ha dunque M@ >J, e quindi P non pud appartenere a .

Ne segue che su ciascuna delle poligonali n,* (p=p, p+1,...) non cadono
punti di ¢ e quindi 7,* & tutta costituita di punti di un solo insieme a di {a}.

Sia 7,* una delle considerate poligonali, a I’insieme al quale essa appartiene,
f il continuo relativo ad «. Osserviamo anzitutto che fz,*=0. Infatti i punti
di 7,* sono tutti interni ad 4 e non appartengono a ¢ mentre i punti di 7
interni ad 4 appartengono tutti a 0. Ne segue anche che / & completamente
esterno a s, perché altrimenti / sarebbe completamente interno a x, e i punti
di a che sono su m,* non sarebbero separati da 7 da oo. Infine se @ & un
punto di a interno a s, allora sia f sia z," separano € da oo e quindi
(Lemma 7, § 3, n. 1) dovra 7 separare m,* da oo.

Dimostriamo che le poligonali =,*, p=p, p+1,..., appartengono tutte al mede-
simo insieme a, di {a}. Ragioniamo per assurdo e supponiamo che, per un
certo p, 7,4 appartenga ad un insieme o’ di {a{ distinto dall’insieme a di {a!}
a cui appartiene mp*. Intanto aa’=0. Siano £ ed 7’ i continui relativi ad o e
ad o. Con lo stesso ragionamento adoperato sopra si dimostra intanto che
f'ry*=0, f'7a*,11=0. Se @ & un punto di o interno a =*,.,, @ & separato
da oo sia da 7', sia da #*,;, e quindi anche da z,*. Ne segue (Lemma 7,

Py

§ 38, n. 1) che o f’ & separato da x,* da oo e separa =*,,, da m,*, oppure 7’
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separa mp* e quindi anche n*,,, da oco. La prima alternativa & da escludersi
perche il continuo 7, tutto interno a s, , risulterebbe un componente g di @gl(Qto)

-

e g separerebbe n*,,, e quindi g, da oo, cid che & impossibile. La seconda
alternativa & pure da escludersi perché esisterebbero sia all’interno di #*,,, che
all’esterno di 7,* punti di o’ e quindi, essendo o’ connesso, esisterebbero su 7,*
punti di o’. Gli insiemi a e o’ avrebbero dunque un punto in comune ¢id che
& impossibile.

E con cid dimostrato che esiste un insieme a, di {al che contiene intera-
mente tutte le poligonali 7,*, p=p, p+1,.... Ricordando che queste poligonali
convergono verso il continuo g, diremo nel seguito, per semplicitd di esposi-
zione, che I'insieme a, di {a} «contiene» il continuo g,.

Siano a4, 0g,..., an gli insiemi a che « contengono », nel senso espresso
dalle righe precedenti, qualcuno degli insiemi g di {g}. Aggiungiamo inoltre
agli insiemi a; anche tutti quelli, in numero finito, per i quali si ha #(a) > ¢/4.
Siano in totale a,, as,.., an gli insiemi cosi costruiti. Diciamo £, f3,.., fn quei
componenti degli insiemi a;* che separano a; da oo, ¢=1, 2,.., n (**).

Dividiamo gli insiemi a; in due categorie mettendo in una prima categoria
tutti quegli insiemi a; per i quali f; & esclusivamente costituito di punti di o
eppercid f; & contenuto in un componente ¢ di ¢ che separa il piano z. Met-
tiamo in una seconda categoria tutti gli altri.

14. - Sia a; un insieme della prima categoria. Sia ¢;, quel componente di ¢
che separa il piano e che contiene interamente l'insieme 7;. Sia § un qualsiasi
altro componente di a;* distinto da 7;. f & completamente contenuto in un com-
ponente g di ¢ e in g non vi sono altri componenti g di a;*

Siano ¢iy, Gizyey gem quei soli componenti (eventuali) di ¢ in numero finito,
contenenti componenti di a;* distinti da 7; e per i quali 5(g;) > min [¢/4, 7/2],
s=1, 2,..., m. Certamente i continui g, separano il piano perché altrimenti
sarebbe 7(g;;) =0. I continui g;; non hanno percid punti in comune con quei continui
(eventuali), in numero finito, della collezione {g} che sono « contenuti » in a;.

Sia gi;; uno dei componenti visti sopra. g;; appartiene ad una e ad una sola
delle collezioni £, del § 3, n. 6. Sia £,,’ la collezione dei continui g di £, appar-
tenenti tutti alla collezione @, che separano ¢, da oo. Manifestamente £,’ non
& vuota, altrimenti g;; sarebbe ultimo elemento di £, e quindi I’immagine di g,
su S apparterrebbe ad L e quindi almeno un punto ¢); dovrebbe appartenere
a L;, cid che & stato escluso. Con il ragionamento gia fatto per il Lemma 3 di

(3%) Gli insiemi f;, ¢=1, 2,...., #, non sono necessariamente distinti. Basti ricordare che
L. E. J. BROoUwWER ha tra 1’altro provato che si possono costruire un numero finito ed
anche una infinitd numerabile di insiemi aperti limitati e semplicemente connessi aventi
tutti la stessa frontiera.
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questo paragrafo, n. 5, si vede che, ordinata la collezione £,’ in senso inverso,
gis deve contenere I'insieme di accumulazione di £,’".

Sia #; la minima mutua distanza tra i continui 7, g, gizye gim € quegli
eventuali continui di {g} che sono «contenuti » in a. Sia P un punto di g;
che appartenga all’insieme di accumulazione di £,’. Allora in ogni intorno
U(P,1/n) di P esiste un punto P® appartenente ad un continuo ¢ di £’
che separa g;; da oo (cfr. lo stesso ragionamento fatto per il Lemma 3 di questo
paragrafo, n. 5). Dimostriamo che la massima distanza d, dei punti ¢{¥ da g
tende a zero quando n—> co. Infatti in caso contrario esisterebbero un numero
>0 e certi puati P® di g{¥, n=1, 2,.., tali che lim { P®, g;,} > ¢ >0. Esiste-

n—>00
rebbe altresi una sottosuccessione di tali punti P®.), m =1, 2,..., tale che
lim P®) = Py, {P,,gis} >¢.

m —>- Qoo
. . . . . . . n . . ~ .
Ma l'insieme di accumulazione dei continui {gism) }, in virth del teorema di

ZORETTI, & un continuo e questo deve contenere P, ed essere tutto contenuto
in ¢;. Il punto P, apparterrebbe dunque a ¢;; e avrebbe da questo distanza

positiva, cid che & assurdo. Abbiamo cosl dimostrato che lim d,=0. Si dimostra
n—>o00

pure facilmente che anche l'estremo superiore d,”>> 0 delle distanze da g; dei
punti P di A4, che non sono separati da oo dal continuo ¢;; e lo sono dal
continuo g%, tende a zero quando n# — X

,Per semplicitad diciamo g;’ il primo dei continui gV; per il quale d,<#;/5,
8, < /5, w(dx) < min [e/4, n,/2]. Il continuo g;' separa g; da oo, non appar-
tiene a ¢ e la sua immagine e quella di tutti i punti che sono separati da >
da g;’ e non ne sono separati da g; sono tutti contenuti in una sfera avente
per centro 'immagine @ su S del continuo g;; che & un punto appartenente alle
rette {r¢}, =1, 2, 3, e avente raggio ¢/4. Diciamo 7, 0<7,<e/4, la distanza
dal punto @', immagine del continuo g;', dall'insieme delle rette {7}, =1, 2, 3.
Quanto si & ora detto per un qualunque continuo g, s=1,2,..., m, pud essere
ripetuto con ovvie modificazioni per il continuo ¢;. Sia ¢, un continuo, sepa-
rato da o da g;, non appartenente a o e tutti i punti del quale, nonché tutti
i punti P di A che sono separati da oo da g¢; e non lo sono da ¢;’, distano
da g; per meno di #;/5. Tutti i punti di a che distano da 7; per piut di #;/5
sono separati da oo dal continuo g;'. Sia infine 74, 0 <7; < ¢/4, la distanza
del punto @’ immagine di g, su S dall’insieme delle rette {7:}, =1, 2, 3.

Poniamo 7; = min 745. Sia 5,/ il massimo numero reale tale che 7%, <#./5,
$=0,1,...,n

w(nd) <ti/2.

In forza del Lemma 2, § 3, n. 1, esistono m+1 poligonali semplici e chiuse
7%, §=0, 1,...., m, interamente costituite di punti non appartenenti a ¢ e tali
che, per ogni s, a) 7;* separi g; da g,/ nel piano (u, v); B) ogni punto di ;"
abbia una distanza da g’ minore di #; (si applichi il Lemma citato ai com-
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ponenti g, e ¢g;’ degli insiemi chiusi 6+ g;;). Poich@ sia all’interno che all’esterno
* cadono punti di a;, le poligonali 7;* debbono contenere almeno un punto
di a; e quindi, col solito ragionamento, esse sono interamente costituite di punti
di a;. Ma g, s=1, 2,..., m, separa g;; da ~ e quindi ¢g;; & esterno e g; interno
al poligono m;. Analogamente g;, & esterno e ¢;,’ interno al poligono ;. E
evidente inoltre che i poligoni m;;, s=1, 2,..., m, noncheé i continui g di {g} che
sono « contenuti » in q;, sono interni a ;.

La poligonale 7;,* e le poligonali n;*, s=1, 2,..., m, esterne le une alle altre
e interne a 715", definiscono un campo poligonale 2; di ordine di connessione m
il quale contiene tutti i continui g di {g} relativi all’insieme aperto a;.

Se g & un qualunque componente di ¢ contenuto in 2; si ha 7(g) < min [¢/4, 1,/2]
e g non separa nessuna delle poligonali 7;*, s=1, 2,..., m, dalla poligonale ;"
Esiste .percid (Lemma 2, n. 4, questo paragrafo) una suddivisione di 2; in
poligoni semplici = sul contorno dei quali non cadono punti dell’insieme o e tali
inoltre che, per ciascuno dei poligoni =, si abbia 5(x)<< 2 min [&/4, 1,/2].

dl TUie

15. - Sia ora a; un insieme della seconda categoria. Sia f; quel componente
di a* che separa a; da oo. Siano g, Gizye., gem quei componenti di ¢ conte-
nenti continui f di a* per i quali %(g:) > min [¢/4, 1,/2]. Sia come sopra 7;>0
il numero relativo ad a;. Procediamo come per gli insiemi della prima categoria
alla scelta dei continui g che separano g; da oo e alla scelta delle poligonali
s, s=1, 2,...., m.

Come abbiamo gid osservato in principio, poiche 7; contiene punti di 4* che
non appartengono a g, posto f;=17; 0+ f;(4*— A%0), I insieme f;(4*— A%0) &
non vuoto e costituito di archi aperti mutualmente esclusivi della periferia
A* di 4.

Diciamo F; l'insieme chiuso ricoperto da tutti i componenti di ¢ che hanno
almeno un punto in comune con f;o. I componenti di #; sono componenti di ¢
e, se g &€ uno di questi componenti, g deve contenere almeno un punto di #.
Per ogni » siano p!*, p{,...., p;":z poligoni semplici che ricoprono interamente F;
il cui contorno non contiene punti di ¢. Ogni punto del eontorno di p{™ abbia
una distanza dall’insieme chiuso p,F; non maggiore del piut piccolo fra i
numeri 7;/5 e 1/n. Infine ogni poligono p{"+' sia interamente contenuto in un

poligono p{”. Si dimostra immediatamente che lim [a;—a; D, p{"]—a; e inoltre

lim max #(a;pd)=0. n>eo
n->00 $=1,2,....,u,

s=1

Diciamo 2, il campo poligonale costituito di tutti i puntidi A che sono non interni
ai poligoni 7, s=1, 2,...., m, che sono non interni ai poligoni p{”, s=1, 2,..., n.

La sua frontiera & costituita delle poligonali interne s;;* e di una poligonale
esterna 7{” formata da archi dei poligoni p{” e da tratti del contorno A4* di 4
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che appartengono ad £i(4*— A4*0) alternatamente. Ogni punto P di questa poli-
gonale che non appartenga ad A* appartiene ad un poligono p@ e la sua
distanza da 7;p{” & non maggiore del pill piccolo tra i numeri #;/5, 1/n. Sia 7
il pit piccolo intero tale che max #(a; p™) < min [¢/4, 70/2]. Per semplicita
scriveremo in seguito s=1, 2y pi;

Zi=27, mo=ay, ps=p, s=1, 2y pty pu=py.

Per il Lemma 2 di questo paragrafo, n. 4, esiste una suddivisione di 2; in
poligoni semplici sz sul contorno dei quali non cadono punti dell’insieme ¢ e
tali che su ciascuno dei poligoni n si abbia 7(7) <2 min [¢/4, 50/2].

16. - Abbiamo cosi costruito (nn. 14 e 15) certi campi poligonali 2, 3, ..., 2,
ciascuno dei quali & stato suddiviso in poligoni semplici sul contorno dei quali
non cadono punti di .

Per ogni punto P di 4 diciamo 6(P) la distanza del punto @ —S(P) imma-
gine su S del punto P dall’insieme delle rette {7;, £=1,2, 3}. In tutti i punti P
dell’insieme o si ha d(FP)=0. Consideriamo I'insieme chiuso costituito di tutti
i punti di 4 sui quali 6(P)<e/2. Il suo complementare in A & un insieme
aperto y e quindi costituito di un numero finito o di una infinith numerabile
di componenti. Siano y,, ¥s,u. Yu,-. I componenti di yx.

Ciascuno di questi deve essere interamente contenuto in un insieme a perché
su di esso non cadono punti di o. D’altra parte su ciascun insieme a esistono
punti di o e quindi se un insieme a contiene un y si ha #(a)>¢/2. Ne segue
che ciascuno dei componenti y;, ¥s ey ¥4, appartiene interamente ad uno degli
insiemi a,, as,..., a, € inoltre anche al corrispondente campo poligonale 2.

Ne risulta in tal modo che tutti i punti P delVinsieme A — (3, 4 Zp + we+ 30)
hanno una immagine ¢ che dista dall’insieme delle rette {7;}, £=1, 2, 3, per

meno di ¢/2. L’insieme ora considerato & spezzato in un numero finito di campi
poligonali R,, R,,..., R,. Sia R uno di questi. La sua frontiera & costituita di
una poligonale m,* esterna e di un certo numero di poligonali z;* interne.

Se m, & poligonale interna della frontiera di un campo poligonale 3 allora
le poligonali z;, ¢=1, 2,..., n, saranno poligonali esterne della frontiera di campi
poligonali 2 relativi a insiemi a della prima categoria e quindi, per la costru-
zione eseguita nelle righe precedenti, le curve continue e chiuse immagini di 7,*
e di #;* su S saranno interamente contenute in sfere di raggio 7/2 aventi per
centro certi punti la cui distanza 7>0 dall’insieme delle rette {7}, £=1, 2, 3,
& minore di ¢/4.

In caso contrario z,* dovra contenere punti di 4*. Allora m," sara costituita
di certi archi consecutivi ,, i, ls, A2,y &y 4,3 A1y Agyey 4, essendo archi del
contorno 4* di 4, &4, l,,.., I, essendo poligonali semplici congiungenti punti
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distinti di 4* Gl archi /,, l,,..., , appartengono inoltre a poligonali p’ e quindi
su ciascuno di essi si ha 5(l)<<e/2, i=1, 2,..., .

14. - Resta da dimostrare la 7) del Lemma 8. Riprendiamo in considerazione i
campi poligonali %,, 2,,.., 2, i quali sono stati suddivisi in poligoni semplici.
Diciamo x;, ¢=1, 2,...., m, 1 poligoni sempliei cosi ottenuti. Diciamo ¢;, ¢,;, €2, €3
le curve continue immagini delle poligonali z;* su S e le relative proiezioni sui
piani (z, ¥), (%, 2), (¥, 2), ¢=1, 2,..., m. Sulle poligonali ;* non cadono punti
di ¢ e inoltre #(m;) <<%y, t=1, 2,..., m. D'altra parte i continui g della colle-
zione {g} sono interamente costituiti di punti di ¢ e sono tutti interni ai ecampi
poligonali 2, 3,,..., 2, (cfr. n. 14). Ne segue che i continui g di {¢g} saranno
completamente interni ad alcuni dei poligoni m;, ¢=1, 2,...., m.

Sia @ un qualsiasi punto della collezione {@Q,}, =1, 2, 3. Siano P,, Ps,...., P,
m' =m'(Q:) i relativi punti della collezione { P}, ciascuno contenuto in uno ed
uno solo dei continui g di {g} (cfr. Lemma 6, n. 8 e n. 10). Esistono percid
m/' poligoni 7; , s=1, 2,..., m/, che contengono interamente i punti P,, Ps,..., Pm
e i continui g ad essi relativi. Ricordando la definizione del numero 7, (n. 13)
e in forza del Lemma 6, & evidente che tali m' poligoni non hanno punti in
comune. Inoltre

(18) 0@ Ci)=v+0, s=1,2u,m, D |v|=PdQ)

s=1

e ciascuna curva ¢; & interamente contenuta in una sfera di raggio <7, avente
il centro in uno dei punti M relativi al punto .. Detti punti M appartengono
alla retta »; passante per @; e la loro distanza da ogni retta »; non passante
per @; e da ogni altra retta »y, £’5¢ & >0, >7,. Ne segue che per ogni
punto Q';=+ @, si ha

O(Q't; eu)==0, s=1, 2,.., m/,
e, per ogni punto ., ¢ ¢,
0@y ; eri)=0, s=1, 2,..., m’.

D’altra parte si ha

m

0@ e)| < PUQ),  t=1,2,8,
=1

e dalla (18) segue
O@:; cu)=0, i+, s=1,2..,m, i=1,2..m

Il Lemma 8 & cosi completamente dimostrato.
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18. - Dimostreremo nei numeri 19-33 il seguente definitivo
TEOREMA. - Condizione necessaria e sufficiente perché la superficie
continua

S': .I/‘=./1)(’Ll;, v)’ y=1/(u, 7)), Z:Z(u7 ?)), (u) U)GZE (07 1’ Or 1)7

abbia area finita L(S) secondo Lebesgue é che le tre trasformazioni piane

D,: r=u(u, v), y=y(u, v),
D, r=2x(a, v), z=2z(u, v), (u, v)ed,
Dy y=y(u,v), z=2(u, v),

stano a variazione limitata. Inolire, per ogni superficie continua, st ha
12) W (D) < L(S) < W(Dy) + W(Ds) + W(Ds), t=1, 2, 3,

ove W(®y) é la variazione totale della trasformazione piana 9y, t—=1,2, 3.

19. - La necessitd della condizione segue dal teorema 5 del § 1, n. 12.
Dobbiamo dimostrare la sufficienza della condizione enunciata. A tale scopo basta
dimostrare che ad ogni intero m >0 pud farsi corrispondere una superficie polie-
drica 2, tale che

(13) 3w, SI<L,  LEW)<I=W(P)+ W(Do)+ W () < + .

Nel seguito m indichera percid un intero prefissato qualunque. Il cubo X

dello spazio (%, y, 2z) nel cui interno & completamente contenuta la superficie §
abbia lato %. Supporremo inoltre, come & lecito, che K sia il cubo (0, 0, 0, %, £, k).
Sia N il pit piccolo intero tale che

20. - Dividiamo K nelle N? celle (cubi)

Sun: aGt—l)<x<ai, a(j—1)<y<aj, ah—1)<z<ah, %j, h=1,2,..,N,

ciascuno di lato @. Diciamo IR V'insieme degli spigoli delle celle S, , ossia il
reticolato costituito dai segmenti
r=ai, Yy=af, ah—1)<z<ah, ,j=0,1,.,N, h=1,2,.., N,
(14) R: v=ai, a(j—1)<y<aj, z=ah, ¢, h=0,1,., N, j=1,2.., N,
( a(i—1)<z<ai, y=aj, z=ah, j,h=0,1,., N, i=1, 20y N,

tutti contenuti in K. Diciamo My, = (o, aj, ah), 4,7, k=0, 1, 2,.., N, uno qua-
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lunque dei vertici di IR. MR pud anche essere considerato come costituito dai
punti di X appartenenti alle rette

&L= at, Y=ay,
X=at, z=aqah, i, 7, =0, 1, 2,..., N.
Y :—‘ajr Z=ah,

Siano Ei, Fi, L:, H gli insiemi dei quadrati Ky, ¢t=1, 2, 3, gia definiti nel
n. 2 di questo paragrafo.

21. - Considgriamo Uinsieme M=M,+ M+ M; di punti di K. Effettuiamo
sull’ insieme MS;;, ossia sull’insieme dei punti di M che appartengono alla
cella S;;, uno spostamento rigido di componenti —a(¢i—1), —a(j—1), —a(h—1);

sia m;y 1insieme cosl ottenuto, tutto appartenente alla cella Sy=S,4,.
N

Poniamo m=">) M. Poiche |M;|=0, i=1,2, 3, (Lemma 7, n. 9) si ha,
%, h=1
successivamente, |mgs|=0, ¢, j, k=1, 2,..., N, |m|=0.
Gli insiemi %, , F,, H,, L, sono costituiti di punti di K, = (0<w <k, 0<y<k).
Diciamo FE,; l'intersezione di E,+ F,+ H,+ L, con il quadrato

[eC—1)<zx<ai, a(j—1)<y<ai], 4, j—=1,2,.., N.

Eseguiamo su E,;; uno spostamento rigido di componenti —a(i—1),—a(j—1).

Sia E',;; Vinsieme che si ottiene tutto contenuto nel quadrato (0 <z <a, 0<y <a).
N

Poniamo E,'= D) E’y; e infine diciamo e, l'insieme dei punti (x,y, 2) della
i, j—1

cella Sy=S,,;, che appartengono ad una retta parallela all'asse z e passante per
un punto di E,’. Poiche |E,|=0,|F,|=0, | H,|=0,|L,|=0, si ha, successiva-
mente, |E;|=0, |E'\;|=0, %, j=1, 2,.., N, |E,"|=0, |e,|=0. Analoghe defini-
zioni abbiano gli insiemi, di misura spaziale nulla, ¢, ed e;. Poniamo infine
e=m-+e,+e,+e;. L'insieme ¢ ha misura spaziale nulla. Diciamo F(x,y,2) la
funzione definita in tutti i punti (x, y,2) di S,

N
(15) F(z, y, 2)=2 Plla(i—1) +a, a(j—1)+y]+

2, j=1

N
+3 ilai—1)+a, a(h—1) +2]+

%, k=1

N
+ > Vla(G—1)+y, a(h—1)+2], o<z, y, z<a.
j,hzl
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La funzione F(z, y, #z) & integrabile L in S, e si ha

aaa N

(16) i/// F(w, vy, 2)dadydz— S //'Ti[a(i_1)+w, a(j—1) +y] dowdy + ...—

000 =1 g0

___./:[lpi(w’ y) dedy +f[5”2(90» 2) dadz + [f‘ljs(y, 2)dydz=I< + oo,
K, K, )

1 , Ky

22. - Dimostriamo che esiste un punto (& %, [) interno a S, e non appar-
tenente all’insieme e=m -+ e, +¢e,+e; tale che

(17) a*F(& n, )<L
Dimostriamo anzitutto che I'insieme X dei punti (z, 4, 2) di S, tali che

@*F(z, y, 2) <I
& di misura positiva u. Infatti in caso contrario si avrebbe, per quasi tutti i
punti (o, ¥, 2) di S,,
@?F@,y,2)>1L (%Y, 2)eS,,

e quindi, integrando in S, e dividendo per a?,

aaa
o[ Fa, y, 2) dodydz > 1,
000
cid che contrasta la (16). Dobbiamo ora scegliere un punto (&, #, {) dell’ insieme -
Poiche F(x, y, z) & quasi continua in S, esiste una legge che, ad ogni intero m >0,
fa corrispondere un insieme aperto ¢, contenente tutti i punti di e, di misura <1/m
e tale che F(x, 9, 2) & continua nell’insieme chiuso Sy—¢. Ma | So—¢|>|S,|—1/m,
|Z|=pu>0 e quindi |(So—¢)2|>pu— 7—1& Sia e il pit piecolo intero tale che
| (Sy—%)2| > 0. L’insieme (S,—%)2 & chiuso perche F' & continua fuori di ¢ e
ha misura positiva eppercid contiene punti interni ad S,. Sia % il piut picecolo
intero tale che, indicato con S,, il cubo concentrico e omotetico con S, di lato
(n—1)a/n, anche I'insieme chiuso Sox (Sy-—%) 2 abbia misura positiva. Sia (&, #, {)
quello fra i punti (2, ¥, 2) di Son (Sy—7%)2 per il quale & minima la quantita ]z—‘—2Z [
Se di questi punti ve ne fOSSBApil\l di uno scegliamo quelli per i quali & minima
anche la quantita |y—g—| e indi quelli per i quali & minima anche [ac—gl, infine

quello (unico) per il quale & minima anche 2. Il punto (& #, {) & interno ad S,
e non appartiene all’insieme e.
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23. - Poniamo
wl:a(i_l)"'év yj=a(j_1)+777 zn=a(h—1)+, i7j7h=17 2y N

Siano ora i punti

(18) Qu = (J/’i, Yis 0)) thE (mh Or Zh)) thE (01 Y, Zh); 7;) j! h= 17 2)“”7 Nr
QiihE (wi’ Yiy Zh)’ i; j; k:1, 2)"") ]Vv

e le rette

Tyt X=%i, Y=Y;, ¢, j=1, 2., N,
(19) Pint r=ux;, Z2=2zy, t, h=1,2,..., N,
Tin - Yy=1Y;, Z2=2p, j, k=1, 2,...., N.

Le proprietd di questi punti e rette possono essere riassunte come segue:

a) 1l punto @, appartiene alle rette 7, 7, 7j; il punto @, & interno
alla cella Sy, e non appartiene a M=M,+ M, + M;;

b) Le proiezioni di @ sui piani coordinati sono @, Qin, @jn ¢ Qs non
appartiene ad E,+F,+ H,+L,, @ non appartiene ad E,+ Fy+ Hy+ Lo,
@;» non appartiene ad E;+ Fy+ H;+ Ly ;

¢) L’intersezione M,(Q) della retta r; con l'insieme M, relativo alla
superficie S & costituita di un numero finito di punti. I punti @, =1, 2,..., N,
non sono in essa. Analoghe proprieta hanno le rette 7, 7j;

d) Dalle (15), (16), (17) segue

N N N
(20) D arWi(xi, y5) + D, @ Pali, 21) + X, @2 Vs(y;, 2n) — a2 F (&, n, £) < I < + oo
i, j—=1 i, h—1 Gy =1

I punti @; non appartengono a E,+ F,+ H,+ L, e quindi, in particolare,
i relativi insiemi chl(Qij), %, 7=1, 2,..., N, sono chiusi e i loro componenti sono
continui di . La stessa proprietd hanno gli insiemi

O, (Qu), 4 h=1,2,., N, &5 Qp), j h—1,2.., N.

Ne segue che anche 1’insieme

v y u
0=2 @TI(QM) + Z ¢2_1(Qik) + Z @3_1(th)

iy j—1 i, k=1 Gy h=1

& chiuso e i suoi componenti sono continui di G (cfr. n. 10).
Ciascuno degli insiemi M,(Q;) di punti della retta r; & costituito, come sap-
piamo, da un certo numero m,; finito di punti che diremo @’;;.., =1, 2,...., my;.
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Poiche il punto €, punto d’incontro delle rette 7y, 7, 75, non ha punti in
comune con alecuno degli insiemi 7finiti M,(Qq), M2(Qin), Ms(Qsn) costituiti di
punti delle tre rette ora considerate, e cid vale per tutti gli ¢, 7, A=1,2,..., N, ne
segue che i punti M,(Qs), M=(Qin), Ms5(Q;n) nonchd i punti @y, ¢, j, k=1,2,.., N,
sono fut¢e distinti e quindi esiste una loro minima distanza positiva &’. Sia
poi ¢” la minima distanza di ogni punto @.; dalle facce della cella S5 a cui
appartiene. Sia infine ¢=1/2 min (¢, ¢”). Manifestamente ¢<a/4.

24. - E ben evidente che tutte le condizioni del Lemma 8 sono qui soddisfatte
e quindi esiste una suddivisione di 4 in poligoni semplici e in campi poligonali
che hanno tutte le proprietd enunciate e che qui, per brevitd, non ripetiamo.

Prima di procedere oltre costruiamo una nuova superficie S’ nel modo seguente.

Sia R; uno dei campi poligonali della considerata suddivisione e supponiamo
che tutti i contorni di R, siano interni ad 4. Siano ., 7, s=1, 2,..., m, tali
contorni. Come sappiamo ciascuna delle curve continue e chiuse immagini di
queste poligonali & completamente contenuta in una sfera di raggio < &/2 non
avente nessun punto in comune con le rette 7y, 7, 7 (19).

Siano m;, e 7, s=1, 2,..., m, nuove poligonali vicinissime alle precedenti,
7’ contenuta in s, 7’ contenente m;, s=1, 2...., m.

Come sappiamo la superficie S; immagine del campo poligonale R; & inte-
ramente contenuta nell’insieme aperto 2 costituito dai punti di X interni ai cilindri
circolari retti di raggio ¢/2 e aventi per assi le rette (19). Ma ¢/2<a/8 e a &
la minima delle distanze tra le rette 7; che non si intersecano. Ne segue che
possiamo pensare di deformare con continuitd la superficie §; in altra super-
ficie S;” tutta costituita di punti delle rette (19). Cido pud essere ottenuto mediante
una trasformazione

T: a'=z'(zy,2), y'=y'(, v, 2), 2 =2 (x, y, 2),

continua in Q e che ad ogni punto (z, y, 2) di Q faccia corrispondere un punto
(@, y', 2) delle rette (19). La superficie S;" ammette la seguente rappresentazione

Sy’ m’=w'(u, v)=x’[w(u, v), y(ur 2)), z(u, 2))]) ?/'=?/'(% ’l)), ZI=Z,(u’ v), (% v) 873,-.
Procediamo alla costruzione della trasformazione 7. Consideriamo le (N 4-1)3
celle (cubi)
sin: w<x<xita, Y<Yy<yy+a, zZm<z<znta,
4,7, h=0,1, 2..., N, (@o=@1— 0, Yo=Y1—Q, Zo=21—a),
e indichiamo con Uy il centro di s;n e con sy, i, $; le rette passanti per Uy
e parallele rispettivamente agli assi 2, ¥, #. Sia P= (x, ¥, 2) un punto di s;; non

appartenente alle rette s;, s, Sjn. Sia 6,(P) la proiezione di P dalla retta s;
sulle facce della cella s;; parallele alla retta s;;, siano oy(P) e o3(P) le analoghe
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proiezioni del punto P dalle rette s; e sp. La trasformazione 7T=o3 05 6, &
continua e univocamente definita in tutto £ e verifica le condizioni richieste.
Sia ora S;” la superficie

S7: @ =ww+{, Y=y @+, S—r@+;,  (v)eR.

La nuova superficie S;” non ha punti in comune con le rette (19) ma tutti
i suol punti appartengono ad un sistema di rette 7’ parallele alle rette (19) e
similmente disposte. Infine rappresentata biunivocamente la regione R; nella
regione R;’ compresa tra le poligonali m; e 7', s=1, 2,..., m, diciamo S;” la
superficie cosi ottenuta identica alla precedente

8" x=a"(u,v), Yy =y"(u,v), 2'=z"(u,v), (u,v)eR,.

-

In infiniti modi & possibile completare la definizione delle funzioni z”, y”, 2”
nelle regioni comprese tra le poligonali n;; e le m;', s=0, 1, 2,...., NV, in modo
che le nuove funzioni ristabiliscano la continuitd con le funzioni x, ¥, z sulle
poligonali s;;, s=1,2,..., %, e in modo che la superficie S;” cosi ottenuta in R; non
abbia punti in comune con le rette (19) (%*).

(*%) Per fissare le idee sostituiamo alle poligonali =;,ex';, le circonferenze y*=(u® 4 v*= 16),
y"* =(u?+4v?=1). Sia ¢ la curva immagine della poligonale z;, sulla superficie S. La curva ¢
¢ tutta contenuta in una sfera s di raggio <{¢/2 tutta esterna alle rette (19). Sia @, il
centro di s. Sia ¢’ la curva immagine della poligonale =;,’ sulla superficie S;". Noi sup-
porremo che ¢ e ¢’ siano le immagini delle circonferenze y* e p"™*.

Osservando che la sfera s dista dalle rette (19) meno di ¢/2 e quindi dalle rette s;;, s, Sja
non meno di a/2—3¢/22>a/8, ne segue che 1’intera sfera s viene trasformata da 7 nei punti
di un segmento oppure di tre segmenti passanti per un punto e appartenenti alle rette (19).
La curva ¢' & percid costituita dei punti di un segmento o di tre segmenti passanti per un
punto che si ottengono dai precedenti mediante la traslazione di ampiezza (£/4, £/4, &/4). Sia Q,’
il punto comune ai tre segmenti considerati oppure un punto qualunque del segmento al
quale .appartiene la curva ¢'. Siano yp'* e ™ le circonferenze u?-+v*=9 e u?+v?=4.
Siano y, y’, »”, »" i cerchi (aperti) definiti dalle circonferenze y*, y'* y"* y"*. Sia O il punto
(u=10, v=0).

Ad ogni punto P=(u, v) di —¢y’ facciamo corrispondere il punto Q=(z,y,2) di K
che si ottiene come segue. Sia P’ la proiezione del punto P da O sulla circonferenza y*,
sia Q' I’immagine di P’ su ¢, sia @ il punto di K appartenente al segmento Q,Q' e avente
da @, distanza = Q,Q'(OP—3). Ad ogni punto P=(u,v) di 7 {"—y" facciamo corrispondere
il punto Q=(z, y, 2) di K che si ottiene come segue. Sia P’ la proiezione di P da O sulla
circonferenza »"*, sia Q' I’immagine di P' su ¢/, sia @ il punto di K appartenente al seg-
mento Q,'Q' e avente da Q,’ distanza ==, Q' (2— OP). Supponiamo ora che il segmento @Q,Q,’
non passi per alcuna delle rette (19). Ad ogni punto P= (u,v) di ' —y" facciamo corrispon-
dere il punto @ =(z, y,2) del segmento Q,Q, avente da @, distanza=\Q0Q0’(5f—2). Se il
segmento Q,Q,' tocca qualcuna delle rette (19) si sostituisca a detto segmento una spezzata
vicinissima al segmento @,Q,' e non passante per alcuna delle rette (19). Dalle precedenti
posizioni risultano definite certe funzioni z(w, v), y(«, v), z(u, v) continue e ad un valore in
tutto P’anello circolare (chiuso) 3 —y" che soddisfano alle condizioni richieste.

W
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Supponiamo ora invece che il contorno esterno di R; contenga punti di 4*

Siano 79, 7i5, $=1, 2,...., m, i contorni di R;. Per i contorni interni valgono le
stesse considerazioni come nel caso precedente. Siano come prima 7', s=1, 2,...., m,
poligonali vicinissime alle 7;; e contenenti queste poligonali.

La poligonale 7 & invece costituita di archi consecutivi y,, 4y, 2, 42,e..s, Yur ll“

ove y; sono poligonali senza punti in comune con ¢ sulle quali 7(y;) < ¢/2 e A;
sono tratti del contorno A* del quadrato A.

Siano y/, ¢=1, 2,..., u, archi vicinissimi agli archi y; e congiungenti un punto
di A;_, con un punto di 4; (al posto di O silegga u). Siano 1,/ gli archi conte-
nuti in A; compresi tra i punti in cui y;/ e y’;,, toccano A;. Diciamo R, il
nuovo campo poligonale cosl costruito.

Si proceda ora alla costruzione della superficie S” come sopra

8" w=a"(u,v), y=y"(w,v), z=2"(y, ), (u, v) SR?

tutta costituita di punti non appartenenti alle rette (19).

Il raccordo tra la superficie S;” e la superficie S nelle regioni comprese tra
i poligoni z;’ e 7 e mei poligoni compresi tra le poligonali y, e y,’ si faccia
come sopra avendo cura che la superficie di raccordo non abbia punti in comune
con le rette (19) (%%).

Da quanto precede risulta cosi definita in tutto A4 una nuova superficie che

(*®) Eseguiamo il raccordo tra la superficie S;” e la superficie S nei poligoni compresi
tra le poligonali y, e y,/. Per fissare le idee supponiamo (cfr. nota (*¥) a pié¢ di pagina) che
un tale poligono sia il trapezio ABDC e che y; e y,' siano rispettivamente le basi 4B e CD
di esso.

Sia ¢ la curva (aperta) immagine del segmento 4B sulla superficie S e sia ¢’ la curva
(aperta) immagine del segmento CD sulla superficie S;”. Le curve ¢ e ¢’ sono prive di punti
delle rette (19). Ne segue che anche i punti 4 e C rispettivamente sulle curve ¢ e ¢’ sono
fuori delle rette (19). .

Se il segmento @, @,’ non passa per alcuna delle rette (19) ad ogni punto P = (u, v)
del segmento AC facciamo corrispondere il punto Q= (z, ¥, 2) del segmento @Q, Q,' avente
da Q, distanza = Q, Q' . E/ AC. Se il segmento @, Q,’ tocca qualcuna delle rette (19) si
sostituisca ad esso una spezzata vicinissima al segmento @, @, e non passante per alcuna
delle rette (19). Diciamo ¢” 1’immagine (segmento o spezzata) del segmento AC.

Dividiamo il segmento BD in tre parti uguali e siano E ed F i punti di divisione. Ad
ogni punto P= (u, v) del trapezio ABCD facciamo corrispondere il punto Q@ = (z, y, 2) di K
definito come segue. Se P appartiene al quadrilatero AEFC sia » = P'P'' la retta passante
per P che divide AC ed EF in parti proporzionali; se P appartiene al triangolo ABEF sia
r = P'P" la retta passante per P e parallela ad AE; se P appartiene al triangolo CDF sia
r= P P" la retta passante per P e parallela a CF. Il punto P appartenga rispettivamente
ai segmenti 4C, 4B, CD. Sia @ il punto di K immagine del punto P’ sopra la corrispon-
dente curva ¢, ¢, ¢'.

Dalle precedenti posizioni risultano definite certe funzioni z(u, v), y(u, v), 2(«, v) continue
e ad un valore in tutto il trapezio (chiuso) ABCD che soddisfano alle condizioni richieste.
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diremo S’. Osservando che la trasformazione 7' trasforma ogni punto @ di Q
in un punto @’ distante da @ meno di V3 €/2, si ottengono facilmente le relazioni

I8, 87| < V82, ||S7, S'||=V3e/4, |8, 8| <V3e/2+V8e/4
e quindi || S;, 8/”'|| < 3¢, per ogni i. Ne segue
1S, 8| <8e<a<1/8m.

Divideremo ora in un modo qualunque i campi poligonali B; in poligoni 7,/
in ciascuno dei quali e in relazione alla nuova superficie S’ si abbia (7)) <e.
E evidente che le superficie immagini su S’ dei nuovi poligoni non toceano le
rette (19). Abbiamo cosi una suddivisione di A in poligoni semplici 7z,
s=1, 2,.., M.

25. - Dalla f) del Lemma 8 segue che per ogni %, j=1, 2,..., N, esistono m;;
poligoni 7, , t=1, 2,..., m;, tali che

(21) 0@Qy; €1s)F0, t=1,2..,my, D2 |0@y; cis)| = Pi(Qs)
=1

e tali che per ogni punto Q;;=+@; e per ogni punto @i, e Qjn si ha
O(Qi'j’; Cist)=0, t=1, 2,.., my, Qi’j':i:Qijr t,J'=1, 2., N,
O(Qi’h; Oggt)=0, O(Qj'h; C3st)=0, t=1, 2,...., mi;, ’I;', j', k—-—‘—l, 2,...., N.
Inoltre per tali m; poligoni 7, le curve ¢; sono tutte contenute nella sfera
di eentro My;¢, t=1, 2,..., m;;, e raggio ¢. Valgono infine proprieta analoghe

alle precedenti scambiando 1’ufficio degli indici 4, 7, A.
Per tutti gli altri poligoni s che non appartengono ai

p= Mg+ > M+ >, My,

poligoni ora considerati si ha

(22) O(Qij; 018)=07 O(Qih; 028)=07 O(th; 038)=07 7’.7 .7‘) h=1’ 27""7 N.

26. - Consideriamo ora le M—pu regioni considerate nel numero precedente.
Se 7, & una di tali regioni, la curva ¢, & tutta contenuta in una sfera di centro C,’
di diametro . Se la sfera C,’ non tocca nessuna delle rette (19), allora la curva ¢,
pud deformarsi in un punto senza traversare nessuna delle rette menzionate.

Se la sfera C; tocca una sola delle rette (19), ad es. 7y, allora, poiche

O(Qyj; €15)=0,

la curva ¢, pud deformarsiin un punto senza traversare nessuna delle rette (19).
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Supponiamo infine che la sfera C,’ incontri due o tre rette (19) cid che pud
accadere solo se C;’ e quindi ¢, & tutta contenuta in una sfera C, di raggio 2¢
avente per centro uno dei punti ¢);. Dimostriamo che anche in questo caso
la curva ¢; pud deformarsi in un punto senza attraversare nessuna delle rette (19).
Sia 20, la minima distanza della curva ¢, dalle rette (19). Ricordiamo che ¥,(Q)
& una funzione semicontinua inferiormente che assume soltanto valori interi,
eppercid esiste un numero d, >0 tale che in tutti i punti @ del cerchio di cen-
tro Qg e raggio J; del piano (2, ) si ha

(23) 71(@Q) > Pi(Qu)-
D’altra parte @; non appartiene ad H, e percid
.1
lim = [ V(@) d@ = ¥i(Qu).

o—> Y
Q_QU<0

Sia 0 (0<9,, 6<d;) un numero positivo tale che

(24) 0< = [[ Pu@aQ- 7@ <5
QQ,; <

Supponiamo inoltre 6 abbastanza piccolo perché valgano formule analoghe
alla (23) e alla (24) per i punti @, e @n nei piani (2,2) e (y,2) relativamente
alle funzioni Y,(x, 2), Ws(y, 2). Siano y,, y,, ys i cerchi di raggio 6 e centri
Qij, Qin, Qjn dei rispettivi piani. Allora in y, I'insieme I, dei punti @ in cui &

7.(Q) = Pi(Qsy)

ha misura > (1 — %) 70%; infatti in caso contrario si avrebbe ¥,(Q)— ¥, (@) >1

in un insieme di punti di y, di misura > Enéz e quindi

% / V,(Q) dQ — P, (Qy) > %
Q< '

Analogamente in y, e y; hanno misura > (1 — E) 76® gli insiemi 7, e I, in cui

(@) =T2@n)y V(@)= Vs(Qn)-

Ne segue che I'insieme I dei punti della sfera = di centro @ e raggio 0 le cui’
proiezioni sui tre cerchi y,, s, ys di centri @, @:r, @;» e raggio d appartengono rispet-

tivamente a 7, I,, I; ha misura > §n¢33—26 (% 702 + %néz + %né“’) = §n63>0.
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27. - Possiamo allora scegliere in v quattro punti (x:, ¥:, 23), ¢=1, 2, 8,4
distinti, appartenenti all’insieme I della sfera 7 e tali che '
a) Q' =(x., y.) sia un punto di y, non appartenente a E,+ F,+ H,+ L,;
Q" = (22, 2;) sia un punto di y, non appartenente a E;+ Fo+ Hy+ Ly;
Q" =(ys, 25) e Q= (Y., 2,) siano punti di »; non appartenenti a
E;+ Fs;+ H;+ Ls ;
b) 2:>2:> 24, Ys <Y1 <Y1, L2 <Ts;
¢) Yu@)=Y.(@Qy), P2(Q")="P2Qun), ¥s(@")=T:s(@™)= V(@)

In tal modo le quattro rette

91t L=y, Y=Yy
92: J)=m2, Z=32,

gs: Y=Ys, 2=2z3,
gs: Y=Y, Z=2,,

passanti rispettivamente per (x;, ¥, 2:), 1=1, 2, 8, 4, sono a due a due senza
punti comuni e-le rette g, e g, segano la striscia piana compresa tra le
rette, tra loro parallele, g; e g,.

Di piu se diciamo x,, 7;, 73 i cilindri circolari indefiniti di assi 73, 7, 7
e raggio 0, & evidente che la curva ¢, é tutta esterna all’ insteme m,+ 7ty + 75
mentre le relte g,, g» e gs, g, sono rispettivamente interne ai cilindri
Ty, Ty € Ty

Rileviamo poi che

0@'; i) =0(Qis; ), O(Q"; C26) = O(Qin; 25), O(Q"; €35) = O(QW; €55) = 0@ ;

28. - Sia 3z la minima mutua distanza tra le rette g,, ¢, 93, g., a due
a due senza punti comuni.
Aggiungiamo all’insieme ¢ I insieme dei punti

B7NQ) + B2 Q")+ D3 Q") + D3 Q™).

=

Anche il nuovo insieme ¢’ & chiuso e i suoi' componenti sono continui di G.
-Possiamo inoltre supporre che ¢’ non abbia punti in comune con nessuna delle
poligonali z,*, 75%,...., n’;u come & lecito poiché possiamo supporre ¢ comunque
piceolo.

Sia 7 un numero tale che w(y) < 7. Con le stesse considerazioni fatte per
la dimostrazione del Lemma 3 del n. 5 di questo paragrafo, possiamo dividere 7,
in un numero finito di poligoni semplici {n;, ¢=1, 2,.., M’} sul contorno dei
quali non cadono punti dell’insieme ¢’ e inoltre tali che

a) se mg, t=1, 2., M”, sono quei poligoni eventuali che contengono
componenti g di ¢’ che separano il piano e per i quali 5(g)> 7/4 allora le curve

Cas)-
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continue e chiuse ¢y, immagini su § delle poligonali 7,;* sono completamente
interne a sfere di raggio /2.
b) per tutte le altre regioni 7y, t=M" +1,..., M, si ha (ms;) < 7/2 e quindi
vale ancora a).
Siano dunque s, i nuovi poligoni tutti contenuti in =, e siano ¢;, €14,
Cosiy C3si le curve immagini di 7" e le loro proiezioni sui piani coordinati,

~

t=1, 2,..., M'. Ciascuna delle curve ¢,; & interna ad una sfera o,; di diametro t

e percio tale sfera o & esterna alle quattro rette g,, g., g5, g:, oppure tocca
una sola di tali rette. Dimostriamo che in tutti i casi si ha

(26)  O(Q'; i) =0, O(Q"; c20)=0, O(@Q"; s0)=0, O(Q"; €35)) =0.

Supponiamo infatti che per un certo ¢ si abbia, ad es., O(Q’, ¢,s)=F0.
Allora dalle (21), (22), (25) segue

M o/ m;;
Z(Q)=>D10@; c) |+ D1 0@ csi) | > D 0@ ; e) |+
t+s i—1 =1

+0@Q'; ew) | > | 0@y ) | =Pi(Qu),
=1

ossia P,(Q') > V,(Q;) cid che contraddice la ¢).
Le (26) sono con cid dimostrate.

~

Ogni curva ¢y € interna ad una sfera oy di diametro z. Se la sfera oy non
ha punti in comune con le rette g;, ¢=1, 2, 3, 4, allora ¢, & a fortiori il con-
torno di una superficie (del tipo topologico del disco circolare) senza punti in
comune con le rette g;, ¢=1, 2, 8, 4, anzi tutta interna a ;. Se oy ha punti
in ecomune con qualcuna delle rette g;, allora o, ha punti in comune con una
sola di queste rette, ad es. g,. Ma dalle (26) e con il ragionamento gia fatto
nel n. 25 segue subito che anche in questo caso la curva ¢, & il contorno di
una superficie del tipo topologico del disco circolare senza punti in comune con
la retta g, e anzi tutta interna alla sfera o,; e quindi senza punti in comune
anche con le rette g,, ¢g;, g.. Dunque tutte le curve ¢, sono il contorno di una
superficie del tipo topologico del disco circolare senza punti in comune con le
rette g;, t=1, 2, 3, 4. Ma le curve ¢ sono in numero finito e quindi anche tutta
la curva ¢; & il contorno di una unica superficie dello stesso tipo topologico e
senza punti in comune con le rette g;, =1, 2, 3, 4.

Ricordando ora (n. 26) la disposizione delle rette 7, 7, 7, g1, 92, 93, 94
e della curva ¢, e ricordando un nostro precedente risultato sulla topologia delle
curve (2°) abbiamo ora: Condizione necessaria e sufficiente perché esista una

(*6) L. CESARI: Su di un problema di Analysis Situs dello spazio ordinario. Rend.
Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, Sez. III, Vol. LXXIV (1941).
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superficie del tipo topologico del disco circolare avente per contorno ¢, e
senza punti in comune con le rette g,, gz, g3, 9. € che esista una super-
ficte dello stesso tipo topologico avente per contormo cs e senza puniti in
comune con le rette ri;, Tin, Tjn.

Ne segue percid che esiste una superficie o, del tipo topologico del disco
circolare avente per contorno ¢, e non avente punti in comune con le rette r;,
Tiny, Tjn. Di pit poiché ¢; & tutta interna alla cella S;; possiamo supporre che
anche o, sia tutta interna alla stessa cella.

29. - Per riassumere riprendiamo il reticolalo m,, s=1, 2,.., M, nel quale
noi abbiamo diviso 4 e osserviamo che a u poligonali n,*, s=1, 2,...., M, corri-
spondono u curve ¢; s=1, 2,.., u, che circuitano, ciascuna, una ed una sola
delle rette (19) 7, 7, 7jn €, pill precisamente, si ha

(27) O(Qi; ) F0, O(Qin; €25)=0, O(Qjn; €35)=0, E” | 0@y 1) | = Pi(Q4),

s=1

oppure relazioni analoghe scambiando tra loro gli indici. Inoltre

p=>, M+ >, Min+ D, Mjn.

A tutte le altre poligonali =%, s=pu+1,.., M, corrispondono curve ¢; che
sono il contorno di certe superficie o, del tipo topologico del disco circolare
che non hanno punti in comune con nessuna delle rette 7y, 7, 7j5. Piul preci-
samente dette superficie o sono completamente interne ad una cella S;, oppure
sono interne ad una sfera di diametro ¢ minore della minima distanza dei
punti @ dal contorno della cella Syp.

30. - Sostituiamo ora alle curve ¢;, s=1, 2,..., M, delle poligonali ¢, passanti
per tutti i punti delle curve ¢, che corrispondono a qualche vertice dei poligoni ;.
Sostituiamo inoltre le superfici o, con superficie poliedriche o, aventi per con-
torno le corrispondenti poligonali ¢; e la distanza nel senso di FRECHET tra
le attuali e le precedenti superficie sia < 1/8m e cosi piccola che valgano
ancora tutte le proprietd enunciate nel n. 29.

P M
31. - Sia 1, la minima distanza dell’insieme chiuso I=> ¢, + >, o, dalle

‘ s=1  s=ut+1
rette (19) 7y, 7, 7. Tale distanza & evidentemente positiva. Proiettiamo ora
da ogni punto @y insieme ISy, su S}in. Poiche i punti che sono sulla fron-
tiera delle celle S;x rimangono invariati nella proiezione ed essendo 1,>0, la

~

trasformazione effettuata & continua su I e pereid le poligonali ¢; e le superficie
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poliedriche o, si saranno trasformate in nuove poligonali ¢,” e nuove superficie
N
poliedriche o’ tutte costituite di punti di >} S}, . Il nuovo insieme I' = 3¢’ + >
":yj ’ h=1
ha una distanza dalle rette (19) che @ non minore della precedente e percid
> 4o > 0. Eseguiamo successivamente su /'’ le seguenti operazioni elementari :

N

a) proiezione ortogonale dalle rette 7;; sulla frontiera dell’ insieme 2 )S_vijh;
k=1
N

b) proiezione ortogonale dalle rette 7; sulla frontiera dell’insieme E §,-j,,;
j—1
NJ
¢) proiezione ortogonale dalle rette 7, sulla frontiera dell’insieme Z Sijn -
i—1
Le poligonali ¢, e le superficie poliedriche o,’ si trasformeranno in nuove
poligonali ¢,” e in nuove superficie poliedriche o,”.
Si deve ora osservare che I’insieme chiuso I"=263” + Z o,” & tutto costituito
di punti del reticolato 1R. Pili precisamente le poligonali sono interamente costi-
tuite dei punti dei quattro lati di una delle facce delle celle Sy, e di punti
(eventuali) degli otto segmenti che partono dai vertici di questa e sono ad essa
perpendicolari. Le superficie poliedriche ¢,” essendo tutte costituite di punti del
reticolato R, hanno area nulla secondo LEBESGUE.
Finalmente osserviamo che le poligonali ¢,” possono pensarsi come ottenute
dalle curve ¢; mediante successive deformazioni continue senza incontrare nessuna
delle rette (19) 7, 7, 7;n e quindi valgono le seguenti relazioni

O Qij; €1)=0(Qij; €1)=0(Qy; ¢1)=0(Qy; C1s"),

O@Qin; ) =0(Qin; €)= O0(Qin; €25)=O0(Qin; 25"),

O@Qjn; €3)=0@jn; C35)=0@jn; €3)=0@Qjn; €35"),
i jy h=1, 2y N, 8=1,2.0

(29)

OVE Cigy C2g, C3gyeey C1s”y Cog” C3s” sono le proiezioni sui piani (z, ¥), (, 2), (y, 2)
delle curve cs,..., ¢s”, s=1, 2,.., u.

32. - Supponiamo, per fissare le idee, che ¢,” sia tutta costituita dei punti
della periferia della faccia @, @, @; @, (parallela al piano (x, ¥)) di una delle
celle Sy, e di punti degli otto segmenti che partono dai suoi vertici e che sono
a questa perpendicolari. E evidente che possiamo sopprimere da ¢,” tutti i lati
che cadono su tali segmenti. Sia ¢,” la nuova poligonale. ¢,” & una poligonale
piana tutta costituita di punti della periferia del quadrato @, Q. @; Q.. Sia o,

una superficie poliedrica del tipo topologico dell’anello circolare che ha per



delle superficie continue di area finita secondo Lebesgue 41

contorno esterno ¢,” e per contorno interno ¢,” e di area nulla secondo LEBESGUE.
Sia o,/ una superficie poliedrica, del tipo topologico del disco circolare, avente
per contorno esterno ¢,” e la cui area &

o) =a*| O(Qy; ¢")|=a*| 0@y, ¢i") |,

ove a? & larea del quadrato @, @, Q; Q. e ove si dovrd porre @z o Q;, se
la faccia @, Q. @; @, non & parallela al piano (x, ¥).

L’area della intera superficie o," formata da o, e o,/ & uguale alla prece-
dente e le M superficie o;", s=1, 2,..., M, costituiscono una unica superficie
poliedrica 2, del tipo topologico del disco circolare, la cui area &

M "
WZm) = 2 Aos") = 2 Aos") =
s=1 s=1

=a'22 | O(Quy cisﬂ) l+ a® ZJ \ O(ch ’ 028”) 1+ a? 2 l O(th) Css ) ly

s=1
ove, per ogni s, uno soltanto dei 3N*> numeri

O(Qij; 018”)) O(Qih; 023”), O(th; 033”), iv jy h=1; 2)"'7 Ny

& non nullo, dato che, in forza della (29), questi numeri sono uguali a

O(Qij; cis)v O(Qﬂb; c28)r O(th; Css)y i’jy h=1, 23----7 N.
Ne segue, in forza della (21),

w

u N
A Zm) ;a22 Z‘ O(Qy; cus)|+a? 2; Z 1 O(@jn; 029)|+a22 2 |O(Q7h, css) |=

8=1 1, j==1 s=1 ¢, h=1 s=1 j, h=1
=a?® z Wi(sz) +a? 2 L 43 (th) +a? 2 g]3(Q.7h)
i, j= i, h=1 §, =1
Infine dalla (20)

A(Zm) <I= W(D,) + W( D) + W(Ds).

33. - Osserviamo ora che, se F; & un punto qualunque della curva c
e P, P/, P,”, punti delle poligonali ¢, ¢, ¢,”, se P e  sono punti delle
superficie o; e g;”, si ha
1

D 1 D p D
{Pr Ps} <8—m’ {Psv PS}<%7 {Psy Ps,} Sm’ {P I)ér”1 7 {P 2] Q} <8m



42 L. CESARI: Caratterizzazione analitica delle superficie continue, ete.

b
. Ne segue

e quindi {0, 0,” } < o

’ 6
“Sr Zml< 8m!?
e poichd [, §')|< o si ha |8, Zu|< ..

Per ogni intero m esiste dunque una superficie poliedrica 2, che verifica
la (13) del n. 19 cid che basta per dimostrare la sufficienza della condizione
enunciata nel teorema del n. 18.

Dalla (13) segue inoltre la seconda delle disuguaglianze (12) nell’ipotesi che
le tre trasformazioni piane ®,, ®P,, ®; siano a variazione limitata. Se per
almeno un ¢ si ha W (®;)=+ oo la seconda delle (12) & banale. Infine la prima
delle (12) segue dal teorema 4, § 1, n. 11 osservando che, per ogni £, si ha
W (D) < L(DPr) < L(S), t=1,2, 3. Il teorema del n. 18 & cosi completamente
dimostrato.

84. - OSSERVAZIONE. - Supponiamo che la superficie continua .S sia definita
da relazioni del tipo

51_7=«’D(u, v), y=y(u, v), z2=0
e quindi || S, @,||=0, L(S)=L(D:), W(D;)= W(D;)=0.
Dal teorema del n. 18 segue, per {=1,

W( D) <L(S)=L(P,) < W(Dy)
e quindi
L(Dy) = W(Dy).

Abbiamo cioé il teorema: Per ogni superficie piatta @ si ha L(DP)= W(PD).
Dal teorema del n. 18 segue allora la seguente proposizione: Per ogni super-
ficie continua S qualsiast si ha

L(D) < L(S) <L(D:) + L(D2) + L(D5).



