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EQUATIONS INTEGRALES POUR LES POLYNOMES D’HERMITE

A UNE ET PLUSIEURS VARIABLES, POUR LES POLYNOMES DE

LAGUERRE, ET POUR LES FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES
LES PLUS GENERALES

Dédié a M. le Prof. L. Fejér & son soizantiéme anniversaire

par ERVIN FELDHEIM (Budapest).

Introduction.

Le point de départ du présent travail est '’équation intégrale

g L) m (-

m 2 min (m,n) r
~(=1 -2 S () ) ) e ) e (55

démontrée dans un travail récent (*), et fournissant la généralisation de la relation
bien connue () de la théorie des « transformations de GAUSS »:

@

(1) V}Je—(yfoz H (3 dt = (1—/11)E H, (W_y__l).

—aoo

Nous avons déduit de cette équation (1) une série de formules remarquables
pour les polynomes d’ Hermite Hyp(x), parmi lesquelles des représentations -
intégrales pour produits de ces polynomes, et des développements en série.

Tout récemment nous avons remarqué la ressemblence de forme entre le
second membre de (1), et le développement connu (voir formule (9)) du
polynome d’ Hermite a deux variables en une série contemant le produit
de deuxr polynomes d’ Hermite a une variable. Cette observation nous a

() E. FELDHEIM : Développements en série de polynomes d’ Hermite et de Laguerre d
Uaide des transformations de Gauss et de Hankel. Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wet. Amsterdam.
43, 224-239, 240-248, 379-386 (1940). Nous renvoyons, pour la plupart des résultats cités dans
ce travail, & la Bibliographie jointe & l’article précédent, que nous désignerons dans la suite
par I.

(®*) P. APPELL - J. KAMPE DE FERIET : Fonctions hypergéométriques et hypersphériques.
Polyrnomes d’ Hermite. Paris, 1926. Cet ouvrage important sera cité au cours du présent
travail comme: Appell, loec. cit.
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amené i généraliser I'équation intégrale (1) pour le produit d’un nombre
quelconque de polynomes d’ Hermite, et & trouver la source commune de
certains résultats précédemment établis, et exposés dans notre travail cité sous (*).
Nous donnerons aussi ume équation pouvant étre considérée comme U inver-
ston de (1).

Le fait connu que les polynomes d’ HERMITE sont des limites des polynomes
ultrasphériques, nous a conduit & faire quelques considérations analogues sur
ces derniers polynomes.

Dans la seconde partie du travail, nous chercherons a généraliser, dans le
méme ordre d’idées, certains résultats relatifs aux polynomes de LAGUERRE Lﬁ,’;)(w)y
et 4 trouver I'origine commune de ces formules, établies indépendamment 'une
de l'autre (*). Nous donnerons ici, comme résultats les plus généraux, des équations
tntégrales particuliérement remarquables pour les fonctions hypergéomé-
triques de Lauricella, et nous allons indiquer les cas particuliers les plus
importants de ces équations, entre autres ceux qui concernent les polynomes
hypergéométriques (de JACOBI), et leur cas limite, le polynome de LAGUERRE.

Nous commencons par rappeler brievement (4) la définition et les principales

~

propriétés des polynomes d’ HERMITE & plusieurs variables.

I. - Relations fonctionnelles entre les polynomes d’ Hermite
a une et plusieurs variables.

§ 1. - Les polynomes d’ Hermite & plusieurs variables.
Soit

1,n
(2) () = @21, @ yeury Tn) = Z Aix%iTx (@ir=aws)
i ke

une forme quadratique a # variables, de déterminant non nul: A=|au|#=0.
On définit encore par

43

1
’ 4;
(3) (@) = (1, Ba gy Tn)= D) = @ik,

il

£

la forme quadratique adjointe 3 ¢, ol A est le mineur de A correspondant
a I'élément a. (Nous désignerons quelquefois, s’il y a lieu de mettre en évidence
le nombre des dimensions, ces formes quadratiques par ¢, et wx).

(®) Les résultats de ce genre sont résumés dans le § 1 de I.
() Pour ces notions, et les notations que nous adoptons dans tout ce travail, nous ren-

voyons & APPELL, loc. cit.
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Il faut encore mentionner les substitutions linéaires

1 0g(2) ~—
(4) &= 3 —'53;' == E_‘ Aixl
; (z=1, 2,..., n)
’ 10 E\ Ai
(#) Ti=3 % =2 F e

et la relation
n
2 .’L‘,&=qp(w1 y Lo yoeeey xn) =1)U(§1 y 52 geavey Sn).
i—1

Le polynome 'HERMITE & 7 variables (du 1°r genre) Hyp , m,,..., m,, (¥1 %2 5y Zn)
est défini au moyen de la fonction génératrice (°)

(5) 62(h1 51+h2§2+-'-+hn§n)_q7(h1) h2 yeory hn) ==

0,0
_'Z Ry By Kiyn

e Hongymapesm (45 Tty 20)

My Mgyeeey M,

@ étant la forme quadratique définie positive (2) (4>0). Dans le cas
d’une seule variable, on pose habituellement ¢(x)=2x? et 'on aura

[0 0]
’ o h™
(5 e 2ha—h? _ 2 n_z?H’”(m)'
m=0

Nous avons adopté cette définition dans nos recherches: la définition employée
par plusieurs auteurs correspond 32 (p(w)=%2.

Le polynome d’ HERMITE adjoint (ou de second genre) a = variables
Gy myyey m, (T1y B2 yeey @n) sera défini également par la formule:
(6) o 2hy &ythy Xyt oAb, @) —p By s by by)

=0’E°° YR Y T

my! my! ... mpy!
n

Gml y Mg yerey My, (wl) Lz yeeey mn)'
Mgy Myyeney M

-

Si la forme ¢ est identique & son adjointe vy, les deux systémes de poly-
nomes H et G se confondent, et se dégénérent en un produit de 7 polynomes
d’ HERMITE A une variable. Insérons ici encore la remarque trés utile que 'on
passe de la fonction génératrice de G' & celle de H en remplagant, d’une part,
les x; par les &;, et d’autre part, la forme v par son adjointe ¢ (c’est-a-dire,

A
les ag par les —Aﬂ).
() I1 y a ici une différence entre la définition (5), et celle A’APPELL, qui considére au

1
lieu de ¢, la forme quadratique 3 et les polynomes d’ HERMITE qui leur correspondent

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 16
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Nous aurons besoin aussi de la définition par des dérivées partielles

(7)  Hpmys myys m,, (Tay @2 yeeey Tn) =
am1+m2+...+mn[e—¢(w1, Lggeeey '%)]

0™ 1022 ... OXa

= ( — 1)m1+m2 Fotm, g@@y xgz,)

(8) Gnyy myyeny m, (B1y Ba ey Tn) =
omytmot-...tm,, [e—w(é’l, Eayeens §n)]
051" 082 ... 0E™ )

= (_1)m1 +my +et m, e P&y Egyeens 1)

Nous choisirons, dans les problémes qui vont étre traités, des systémes a;
appropriés, mais nous n’introduirons pas de nouvelles notations pour le polynomes
d’ HERMITE qui leur correspondent. Nous croyons qu’il ne faut pas eraindre
d’une confusion, et, dans la plupart des cas, nous réerivons encore explicitement
les formes quadratiques relatives aux polynomes d’ HERMITE qui interviennent
dans les formules.

Par exemple, si =2, nous prenons, selon I’ usage,

¢2E¢(x7 y)=aw2+2bw?/+cy2 (a>0y C>O, A2=ac—'b2>0)’
(¢=az+by, n—>bx+tcy)

et les polynomes d’ HERMITE correspondants seront H, , (@, ¥) et G, » (% ¥).
On connait les formules (auxquelles nous avons fait allusion dans I’introduction):

m  » min (m, n)

@)  Hualwy)—a®e’® D (-f_f_)rr!('f)(’j)ﬂm_r(%) Hn_r(%)

r=0 ac
m n m+n min (m, n) — —
—c?a’d * 26\ (™ (™ 4 4
(10) Gm,n(w) ?/) c a4 1;) (Va_c) ! (1‘) (7‘) Hyr (x‘/z) Hoer (y‘/t_l.)

On aura encore

(11) 11m /1;"1 ],'21'2 ceee lz’n Hml, My ey M, (%, %,...., %i)=(2£1)m1(2§2)m2. (2§n)m,z

A=> 0,4, >0

et

/

(A1) Hm A A e K Gy gy (“1 p x")=(2xi)m1(2w2)mz....(2wn)m,..

re y el yerey e
).1->0,...,}.,n—»0 '11 '12 Ay

Pour ce qui est d’autres résultats concernant ces polynomes d’' HERMITE

=

a4 m variables, nous renvoyons a I'’ouvrage d’APPELL cité A plusieurs reprises,
et & un de nos travaux actuellement sous presse (°).

(°) E. FELDHEIM : La transformation de Gauss & plusieurs variables: Application auz
polynomes d’ Hermite et a la généralisation de la formule de Mehler. Rendic. della R. Accad.
d’Italia (sous presse).
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§ 2. - Nouvelles formes de I’ équation intégrale (1).

En confrontant les seconds membres de (1) et (9), nous voyons qu’en prenant
a=Ai*—1, b=-—1, ce=u*—1; y=4§, z2=mn,

avec les hypothéses: 1.0 [1|>1, |u|>1; 2° 1154— ;}, <1, la formule (1) devient

+ )
o tsz (E_—:;'—_E) H, (t

—Q0

(12) -:’7) At=2""p=" Hypy (7, y)

1

Va

ou H,, , (%, y) correspond a

plw, y) = —1)* =20y + (> —1) g%, et E=(AP—1)a—y, n=—a+(u*—1)y.
Sous les mémes hypothéses, faites pour 1 et u, (1) et (9) donnent

—+o0 X
%’ { e CH, (t—*l‘—”) H, (ﬁ;—?’) =1 " G (0, Y)s

—Q0

(12')

ou le polynome G, . (%, y) correspond & la forme quadratique vw(x, y)=
=(42—1)2*—2xy + (u*—1)y*. (La remarque du § 1 montre comment on peut
déduire des formules sur H,, ,(, y) celles concernant les G, » (%, ¥), de sorte
que nous ne chercherons dans la suite que les premiéres).

Nous avons ainsi obtenu I équation intégrale (1) sous une forme trées
simple (12), mais dont la validité est limitée aux valeurs des parameétres A et u
soumises aux conditions précédentes, nécessaires pour que, d’aprés la définition
du § 1, les polynomes d’ HERMITE & deux variables aient un sens, tandis que
nous n’avons pas fait de telles restrictions au sujet de la formule (1). Les résultats
particuliers importants que nous avons déduits de (1) étant précisément ceux
qui correspondent & des valeurs de 4 et u pour lesquelles la définition usuelle
des polynomes d’ HERMITE précédents, et par cela, la validité de (12) cesse, nous
examinerons un 3 un ces cas, que nous appelons cas limites. Ici, nous intro-
duirons les notations HY) (=, y), et H).(x, y) pour désigner ce que deviennent
les polynomes d’ HERMITE a deux variables H,, , (v, y) dans les cas limites ol
le déterminant A,=ac—b* est nul ou négatif respectivement.

Cas limites. - 1.° A4,=0. Dans le cas présent,

A2=12,u2——~12—-,u2,

de sorte que 4, sera nul si 'on prend A*=1+4k% p?>=1+4 %, k étant quelconque.

Alors ,
@, y)= (]m"_ %) ’
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et la définition (7) montre immédiatement que le polynome d’ HERMITE & deux
variables se réduit a

0) —( —1\2 [pm—n _g
(13) HY (2, y)=(—1)" " Honyo (k2—Y),

c’est-a-dire, le polynome d’ Hermite ¢ 2 variables correspondant ¢ une forme
quadratique de déterminant nul se réduit au polynome d’ Hermite & une
variable de degré égal au degré total du polynome & deuz variables, et
d’ argument égal & une combinaison linéaire des deuzr variables.

Comme ici

E=ko—y=rkez, n=k%—x=—,i:,

la relation (12) devient, aprés quelques changements:
m-+n

00
1 [ kz+t z—kt -
14 = H,, H, at=k™(1+ k%> 2 Hmyn(2).
(14) VnJe <l1+lc2> (Vl +Ic2) (1+7) +n(2)

Nous retrouvons, sous une forme légérement différente, une équation intégrale
établie dans notre travail cité sous (*).
Si nous prenons k=1, la relation précédente se réduit & la formule bien

connue
P
m4n 2
(15) 277_7 e P (z+itymn dt= Hypn(2).
Yo

Si nous posons k=tg a, la formule (14) redonne notre résultat cité:

+
(14') Vi_ {e—tz H,(z sin a+¢ cos a) Hy(z cos a—1 sin a) di=
”‘
—© = sin™ a cos” a « Hpya(2).

valable pour toute valeur de a.

202 A,<0. Le déterminant A, sera égal 3 —1, si l'on fait A=u=1. Alors,

‘p2("‘c’ y)=—2wy, (§=—?/, "7=_'77)r
et 'on démontre trés facilement, par une simple transformation de (7), que

oMt (82333/) -

(16) H(m_,)n(m; Y) =( - 1)m+n e 0z 0y

=( —1)m+n . On, gpn—m g2y Wfﬂ )

d(2zy)"
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En se rappelant la définition des polynomes de LAGUERRE

ecx ® d”($a+n e—x)
n! dz" !

(17) L) —

on verra que le polynome d’ Hermite & deux variables, relatif o la forme
quadratique @q(x, y)= —2xy, se réduit &

(18) H (v, y)=27n! (—y)" " Ly (—22y)  (m=n).
L’équation (12) prend, dans ce cas, la forme intéressante (7)
00
‘ 2
(19) V_I; j e " Hu(t+y) Ht—z)dt=2mn! ym L (2zy)  (m=n).
—Q0

Le déterminant A, est encore égal a —1, si Pon prend p. ex. i=1, u=0.
Ce cas sera indiqué dans le n.° suivant.

3.0 Si nous admettons, dans ces cas limites, les interprétations (13) et (18)

pour les polynomes &’ HERMITE 3 deux variables, nous pouvons déduire de (9)
des formules équivalentes & (15) et (19).

Dans le eas ot A=pu=0, c’est-a-dire si a=b=c=—1, et 4,=0, nous tirons

de (9) et de 1.°, le développement :

min (m, n)

(20) Hsal)= 3} (=27 7! () (7) Hnrle) Hur(@),
r—

retrouvant ainsi une formule établie préalablement (2). (Il faut encore remarquer
que cette déduction de (20) n’en constitue pas une nouvelle démonstration, parce
que nous avons employé, dans notre travail cité sous (*) le méme raisonnement
pour prouver (20) que celui qui conduit & (9). Nous y avons d’ailleurs donné
une autre démonstration aussi). La relation (20) complete done (9) pour le cas
ot le déterminant A, de la forme quadratique ¢s(x, y) est nul. Nous avons ainsi
trouvé l'origine de notre formule (20) dont la ressemblence de forme avec (9),
comme nous I'avons déja dit dans I’ Introduction, nous a conduit aux problemes
généraux qui sont traités dans le présent travail.

Dans le cas ot A=pu=1, c'est-d-dire si a=¢=0, b=—1, et dy,=—1, la
formule (9) se réduit, en vertu de (18), a I'expression explicite des polynomes
de LAGUERRE L{(x).

(") Voir I, ou encore E. FELDHEIM: Ezpansions and Integral-Transforms for Products
of Laguerre and Hermite Polynomials. Quarterly Journal of Math. 11, 18-29 (1940).

(]) M. L. ToscaNo indique dans une Note récente (Rendic. R. Accad. d’Italia, I, 405-411
(1940)) que cette formule, ainsi que (32'), ont été déja trouvées par N. NIELSEN. (Ajouté a
la correction des épreuves).
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Si i=1, u=0, c’est-a-dire a=0, b=c=—1 (et &=—y, n=—x—y), les
formules (9) et (12) donnent lieu 2
gn ‘}‘00 2 min (m, n) m\ [ n
e — 2\ —_ —O2\r ! m—r
V;‘/ e " Ho(t+ &) (n—ityrdt EO( %) 7! (r) (r) (28)" Hy_o(n).

Passons a présent a la généralisation de notre équation intégrale (12).

§ 3. - L’ équation intégrale générale.

Donnons-nous n quantités réelles Ay, Adz,.., in telles que

n
Lo I >1 (k=1 2oy )i 20 o <L

Y}
k=1 *k
Soit a; le systéme de coefficients défini par
(21) a=—1; ap=—1 (7, k=1, 2,..., n; j+ k),
et considérons la forme quadratique & #» variables
1,n
(22) (pn(.’h, T3 yeaney .’L‘n>—‘= Z Qi X Ty o
ik

dont le déterminant est

n
A= A2 22 22 (1— > %)

=1 &
Les conditions 1.° et 2.° montrent que a;>0, et 4,>0, done on peut adjoindre
d’aprés le § 1, a la forme quadratique @, un systéme de polynomes d’ HERMITE
a m variables. four les buts du présent §, il sera le plus commode de définir ces
polynomes & 1’aide de la fonction génératrice (5). Des considérations trés simples
donnent alors, en vertu de (5) et (5'), I’ équation intégrale générale que nous
avons cherchée:

(23) Vl;f; g (z—jlé) H,,(* f?) oo Hyy (?’—1‘5_) dz—
—o0

=47 A" v A Hml, My yeeny mn(xi s B2 yurry Tn)-

=

Ici, rappelons-le, le polynome d’ HERMITE a4 #» variables correspond a la forme
quadratique définie par (21) et (22), et les & sont liés aux a par (4).

Si n=2, (23) se réduit a la relation (12).

Il est indiqué, dans le cas général aussi, comme pour n=2, de chercher ce
que devient I'equation intégrale (23) pour les valeurs des paramétres ne satis-
faisant pas aux conditions imposées plus haut.
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En général, si 4,=0, la forme (22) se réduit, d’apres la théorie des formes
quadratiques, & une forme & 7 —1 variables, de sorte que le polyrnome d’ Hermite
a n variables, correspondant & une @, pour laquelle 4,=0, s’exprime au
moyen des polynomes d’ Hermile ¢ n — 1 wvariables. Si I'on considére
le cas le plus simple ot ;=0 (k=1,2,., %), on aura 4,=0, azp——1 et

&= — (@1 +22+ ...+ 25), pour tous les indices,
On(L1y B2 yeeny Bp) = — (21 + Zp + o + 20)>
Le polynome d’ HERMITE correspondant sera tout simplement
Hi?z)l, Mgpeery M,, (@1y @2 yorry Bp) =01 T Mat o tm, mytyt ... +m, (s + s + ... + 220).

L’ équation intégrale (23) se réduit a I’expression bien connue des polynomes

-

&’ HERMITE 2 une variable par une intégrale analogue a (15).
La généralisation de (9) pour les polynomes & #» variables donnera lieu, dans

~

le cas présent, 3 une relation analogue 3 (20). Nous croyons qu’il est inutile
de I’ éerire ici explicitement.

Cas limites pour n=3. - 1. Une des possibilités les plus simples ot 43=0
est fournie par Ax— |3 (k—1, 2, 3). Alors
(@1, T2y Bs)=(21— ) + (X2 —@s)* + (w3 —21)*  (@y=2, ap=—1),

et il faut chercher & exprimer le polynome H (,‘,),)1, gy My (24, %2, 23) correspondant
a 'aide de (7). Si nous faisons

Ty —Te=Y1—Y2, X2—Tz=Y2, T1—T3=Yy,
ou
Ps(®1, T2, ) =2(Yi— Y1 Y2+ ¥3) =,

nous aurons

MMyt My gy 0matmy  [gmg e vs 1)m gmitmy (Ge=P G\ s
0x™ Bz O™ QY™ dye { o } —(=1)m Yy oyra\dys  Oys ) o

& oMy tmytmy o=@
— ms
=( '—1)"!3’20( k) Byt GyratE !

de sorte que
mg

(24) H'(r?l,)l, My, Mg (ﬂ'z‘i, Lo, w3)=(—1)m3 Z (723) Hml—i—m;,ﬁk, m2+k(w1—w3, w2—$3),
k—0

avee a;=2, azx— —1, pour tous les deux polynomes d’ HERMITE qui y inter-
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viennent. L’équation (23) s’écrit alors, avec des petits changements de notations :

(28) = ﬁo—o H, ( + j’g‘”) H, (_7;; 2”) H, (“ +V”§‘z) dz—

_mtntp p
2

E (Z) Hm—|—p—k; n+k(u, 1)).

k=0

—3

2. L’autre cas limite, comme pour n=2, est celui ou Ax=1 (et a;=0,
Ajr= —1) Tei

<P3(9«"1y P2,y 503)= —2($1x2+$2w3+0¢3w1), (A3= —2)

=

et des calculs analogues & ceux de 1.° permettent de déduire de (7) la relation
my +a+ L

— 2+ B! my! e
(25) Hs"l)’ magymy (15 B2, W) == 2 %7_3 2 2 (— &y —mwg)™mateh <
otp+y=mg I

> LGt P2, 4 2) (224 35)] - Hyfw: 12),

ot L désigne le polynome de LAGUERRE (17), et oit 'on suppose que m, = m,+m;.
Si m3=0, on retrouve (18); on peut aussi écrire une équation intégrale, se
réduisant, pour n;=0, a (19).

Une application de (23). - Dans le cas olt &, =x,=wx3=0, et m;=m,+ms;,
le second membre de (25) n’est différent de zéro que pour a=y=0, f=m;, et
alors

H) iy mg (0, 0, 0)=2m19m, !

En général, si 'on pose dans (23), #y=2y=..=2,=0, Li=4y=..=1,=1, et
en supposant que my+ 73+ ...+ Myp=m; =m, on retrouve la formule (°)

1 e 2

= / 6 Hyp(2) Hy(2) o Hy (2)d2—27m!

—Q0

(23) peut encore étre considéré comme la généralisation de cette relation.

§ 4. - Inversion de l'équation intégrale (23).

Nous savons que les formules particuliéres (15) et (19), correspondant aux
cas out 4,=0, et 4,=—1, admettent des inversions, pour lesquelles nous ren-

(°) BaiLEY W. N.: On Hermite polynomials and associated Legendre functions. Journal
London Math. Soc. 14, 281-286. (1939).
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voyons au travail cité sous (*). Nous nous proposons de chercher dans ce §
I équation intégrale générale qui pourra étre considérée comme U’ inversion
de (23), et qui contiendra, & la limite, ces formules spéciales mentionnées tout
a 1’heure.

D’apres la définition (5),

D R Ry By

my !l my!..om!

u u u
Hml’ My yeeey M, (.’171 +1—1, La +z;,...., wn‘,—z) =

n n
= exp [2 Z hybr—@n(Rsy hzyy )] - €xp [20 2 hy pie],

r=1 r=1

ol &= Zar&vs, Hp= 21“”;. , ®n la forme quadratique (2), et i;, s,y 4n

s=1
n quantités qui seront premsées plus loin, ainsi que les coefficients a,;. Multi-
plions les deux membres par e~ @9 olt { est une quantité arbitraire du plan,
et intégrons (!°) par rapport & » de —oco & + co. Il vient

(26) > ——

hy{thy 2 iy

my! my!l.... my,!

“+oo
[€740 Hopyy sy m, (@041 @24 7y @0t ) A

—o0
n n n
= f7t exXp [2 2 (Sr'l‘t,ur)kr"' 2 Z (#r,“rs_ars)hrks]-
r=1 r=1 s=1

Le second membre se décompose au produit de n fonctions génératrices
de polynomes d’ Hermite o une variable, lorsque
Qs = r/hs, pour r=s.
Nous définirons alors la forme quadratique & 7 variables au moyen des coef-
ficients

27) ap=2-k[1—(n—1)k], ap=4i-k, (r,s=1,2..,n; r=Fs)
et Pon doit avoir 0< Ic<n—1_—1 . Les nombres u, définis tout & 1’heure seront

égaux a p,=ki,, et on aura: a@,,—pui=2%- k(1 —nk).
Le second membre de (26) devient ainsi

n
(26') exp D [2, (&, + tuy) — (aw—#r)h]~exng2hrVarr f"“"" (o Vi — i 2
=1 r=1 Qpp— Uy
RIS .. B " &+t Entipn
L L N e )
my! myl.... ay— QApn—

(1% Pour la légitimité de I’intégration terme-a-terme des séries multiples qui interviennent
dans ce travail, il est suffisant de rappeler la convergence uniforme de ces séries. Voir,
d’ ailleurs, APPELL, loe. cit.
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D’ autre part, il est facile & montrer que le déterminant de la forme quadratique ¢,

de coefficients (27) est
An=22 B 22, « k" (1 —nk).

Remarquons immédiatement que la condition 4,>0 remplace les mégahtés

0<k<~—- par
1
(28) 0<Ic<1—b.

Si nous posons ensuite, dans (26) et (26), t=£V1—nk, nous trouvons

finalement, par identification, dans (26) et (26’), des coeffieients de Aj**... hy "
I équation intégrale cherchée: '
, R
VI U U u
(29) ]/_7—! ‘ e_(u~EV1__nk) Hml’ Myyerey M, (971 + 2*1 y .’,v2+ };,...., XLn +l—n) du
—o0
my + mgy + ... + M,

my ym. m —_— —'E
= A Yy 2 Ay v (1 — 2 H,,
A2 e By (1= k) (T+11V1——n’0) o (74 57 a)

(Pour =1, (29) se réduit & (1’)). Rappelons que le polynome d’ HERMITE &
n variables figurant dans cette équation correspond & la forme quadratique ¢y,
définie par (27), avec k satisfaisant a (28), tandisque les nombres réels i, ne

sont soumis & aucune restriction; le parameétre v peut prendre n’importe quelle
valeur réelle ou complexe du plan entier.

Cas particuliers et cas limites de (29). - 1.0 Si Ic=:;, Ay =0, et ars='%f,

(r, s=1, 2,..., n) de sorte que
1 \
q)n(.m y L2 yeenny m«n)= 7—2-2 (lifci Bl T ke ol o 17@@7;)2 =22
Dans ce cas, d’aprés (7),

©) mq 4Mm m —(my+my+ ... +m )
H My, Mgyerey M, (03'1 y L2 yeeeny xn)=ll 1112 2. }'n "n 1 2 " Hm1+m2+---~+mn(z)'

Si Pon remarque que E,.=,1,£, I’ équation (29) se réduit a I'inversion de (15).
;{—oo
(30) }—17—_1 ’ e~ Hy(z4+u)du=(22)" (ol m=my +mMs+ .. +my).
—o
2.2 Considérons ici seulement le cas o »=2, et soit £=1. Alors a,,=0,
Qps=Arks (1, =1, 2). Soit Ay =1,=—1q, dolt dy=—1, et &= —x,, &= —a,; en
tenant compte de (18), nous trouvons

+oo

(31) e ””2 [ e~ I (g b duymime LT [ 2(a, + du) (2, +9u)] du—
—o = Hml(xg + T) Hmz(wi +T) (mi ng).
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Si nous considérons encore le cas particulier ou ;= —v, =9, nous aurons
I équation intégrale trés intéressante ('), fournissant I'inversion de (19):

2mp !

o0
(319 . [e—(“"i’)z (v+su)" L™ (2u + 20%)du = Hu(2+v) Hi(z—v)  (m=n).
44 .

—Q0o
§ 5. - Inversion du développement (9).

L’ expression (5) des fonctions génératrices permet d’établir, dans le cas
de n=2, et avec les notations utilisées dans le § 1, la formule inverse de (9):

» min (m,n)

& ny\_ 2 —z 1 [m (n
(32) H, (V_E) H, (—g) =a ?c¢ EO (28)" ! (r> r) Hy o) nr (2 y),
olt le polynome d’ HERMITE & deux variables correspond & la forme quadratique
@a(2, y)=ax*+2bxy + cy?, avee d;=ac—b*>0. La généralisation de ce dévelop-
pement pour plusieurs variables peut étre établie sans difficulté.

Dans le cas limite ol a=b=c=1, et 4,=0, (32) devient, en vertu de (13),

min (m, n)

(32) H(w) Ho() =§O2r ! ( ’r”) (j) Huyn (),

Py

se réduisant ainsi a4 une formule établie antérieurement (*2). Cette relation (32’)
peut aussi étre considérée comme I'inversion de (20), et nous voyons que ces
deux résultats trouvent leur origine dans la théorie des polynomes d’ HERMITE
a deux variables.

Si a=c¢=0, b=—1 (o dy=—1), (32) se réduit, en vertu de (18), a « I'in-
version » bien connue des polynomes de LAGUERRE, que nous rencontrerons
encore dans le chapitre qui s’occupera de ces derniers (*2).

() Voir I. Remarquons que des changements de paramétres permettent de donner a (19)
une forme qui montre que (81') est I’inversion de cette équation (19).

(*?) Pour les indications bibliographiques, voir I, § 1.

(**) Nous étudions la liaison entre les polynomes de LAGUERRE i une et deux variables,

et nous traitons des questions analogues a celles du présent article dans un travail en

préparation. (Ajouté a la correction des épreuves).
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. - Résultats sur les polynomes ultrasphériques.

§ 1. - La formule de multiplication des polynomes V().

Définissons les polynomes ultrasphériques (!*) a l'aide des fonetions géné-
ratrices

(1) (1—2aw+a2)_3=§ a*V¥(x),

n—=0

olt s est un nombre réel non nul, qui n’est pas égal & un entier négatif, la va-
riable x étant dans l'intervalle —1=2=1. Ces polynomes sont orthogonauxz,

1
dans Ulintervalle (—1, +1), par rapport au poids (1—a?)" 2.
Rappelons encore la relation

(s)
@) 2 —20Vt(a),
et la formule limite
(3) lim 5~ ¥ Kg»(ys) = Hy(w),
8

se déduisant de (1) et de la relation (5’) du Chap. I
Remplacons, dans (1), @ par ie, et « par , de sorte que

§ a2 vy (§)=(1 —2aw+a?) (1— LU=E) )‘8 _

= 2az + a?
—Z (& b) k) k(1 —22)% (1 —2az + a?)~Eth),
—0

En tenant compte de (1), et identifiant aux deux membres les coefficients de a®,
il vient la « relation de multiplication » des polynomes ultrasphériques:

[ ]

N3

(4)

)=V (3)-

Dans ces formules, d’aprés la notation usuelle,

I k
(37 k)= ;(—:) )

(%) Appell, loc. cit.
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11 suit immédiatement de (1) que

tim 22V (7) = %7 (20)

i>0

de sorte que, posant =0 dans (4),

Y ,IC s
(5) ©") (2 Z &8 poiig),

qui est «l'inversion » des polynomes ultrasphériques V().
Une transformation de (4) est la relation suivante:

H

Si Yon y fait 41— 0, on retombe sur (5). Si A—1, on a le développement
direct des polynomes V\(z):
K3
B

, s (s, n—k) —2
(") & )($)=§0(—1)k 121 (2O
On trouve ensuite la formule
n
(7) Vi(w-+y)= 2 BB 20y ve(y).

-

Le passage & la limite exprimé par (3) redonne, par les relations précédentes,

les résultats connus (*®) relatifs aux polynomes d’HERMITE A une variable.

§ 2. - Généralisation de I'équation intégrale (1’) (Chap. I)
pour les polynomes V().

PN

Il est facile & voir que l'intégrale, qui se réduit, par (3), & celle du premier
membre de (1’) du Chap. I, est de la forme

+1
— % e (T+y)
](1—$2)s 2 V,,(,)(T) dx.
1
Cherchons & trouver la valeur de celle-ci, exprimée a I'aide des polynomes ultra-

(*5) Voir 1, § 1.
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sphériques d’argument y. Or, en substituant a V,‘f’( ) le second membre de
la formule correspondante (7), et se rappelant que
1 1 1
-+ . _F(s+2)F<r+2)

J(l—.’v?) Tprdp— T

nous trouvons finalement I'équation intégrale

. 2] N
® Sz [y Ve an %(s+(2’,2:)+ )lr.z v (Y).

En appliquant ici le passage a la limite (3), et tenant compte de la limite
correspondante de (6), nous retrouvons l'équation concernant les polynomes
&’ HERMITE (1’) (Chap. I).

Il est indiqué de chercher si le second membre de (8) pouvait étre mis sous
une forme analogue & celui de (1’) (Chap. I), de sorte que le passage a la limite
réduise (8) directement a cette équation des polynomes d’ HERMITE, sans 1in-
termédiaire de (6).

Si P'on écrit (8) sous la forme

I's41) ) s S+2ry 0 o oy (Y
Jn,__' - Jn: T ol ( An rlf,( +7rr) ),
I’(s—{—% = s 2r r ) t (l

Papplication répétée de (6) conduit a
_— (s) s) Y
J =(A2—1)" (W ), Jy = (A2 —1) 7 (“2 ),

il

[ 1217 *:_l/_~ 2(s +2) & Y s(s 4 3) 9
Iy =(12—1) V] (sz:l)’L e =y () + T (),

Ty = (32— )V(°><V__>+(/V )V“")( L

Nous voyons done que seulement pour n=1 et n=2, trouve-t-on des expressions
analogues a (1’), mais pour des valeurs plus élevées de », on aura, comme valeur

)pourr 0,1, 2,. H

de J,, une série contenant les polynomes V., ( =

]
(8’) n— = / m?)s_ ‘}T Vés) (.’l}—;‘—?/) dx= 11(:9_—:: 12)) é A(n) Vr(zs)2r (ﬁy‘—l) ,
—1
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n
ol les coefficients A® dépendent de s et de i: AJ’=(A*—1)2. Nous n’effectuons
pas ici le calcul de ces coefficients.

Si A—0, ou 1— 1, on trouvera des formules analogues a celles des cas limites
des polynomes d’ HERMITE, sans avoir évidemment la simplicité et I'élégance des
résultats, pour lesquels nous renvoyons au travail cité sous (%).

En spécialisant le paramétre s, nous obtenons des relations pour les diverses

sortes de polynomes ultrasphériques. Si s=%, par exemple, V¥(x) est le poly-
nome de LEGENDRE X,(x), etec.

Nous connaissons aussi l'extension de ces polynomes au cas de plusieurs
variables. Si nous voulons trouver la généralisation de I'équation intégrale (12)
du Chap. I pour ces polynomes ultrasphériques & deux variables, nous avons a
exprimer Y intégrale

+1

’ 2\S— s t+§ ]
111(1—152) V;,,’,,( - )dt,

en fonction des polynomes V%), (x,y), et les polynomes a deux variables qui y
figurent sont définis par (%9)

[o o )
(1 —2hw—2ky + k2 + k)~ 60 =3\ N "V (2, y),

m=0 n=0

et

{(hE+ ey — 1)+ @a(h, &) [1— go(w, y)]3~ 2 Zh’”k"‘”v‘f’)n(w, Y)

m=0 n=0

la forme quadratique ¢, et les variables & et # étant les mémes qu'au § 1 du
Chap. I. Par les passages a la limite analogues & (3), cette dernidre intégrale se
réduira a (12) du Chap. I. Vu que le résultat (8'), relatif 3 une variable, est
déja assez compliqué, nous croyons qu’il n’y aura pas grand intérét & déterminer
cette relation. On voit, en tout cas, dans quelle direction les équations intégrales
(23) et (29) du Chap. I peuvent encore &tre généralisées.

(1%) APPELL, loc. cit. et ANGELEsCU: Thése. (Paris, 1916).
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IIL. - Fonctions hypergéométriques et polynomes de Laguerre.

§ 1. - Relations pour les polynomes hypergéométriques de Jacobi.

Observant que les polynomes ultrasphériques V(x) sont des cas particuliers
d’une classe plus générale de polynomes, appelés polynomes de JACOBI (*7), il
est naturel de voir si certains résultats, établis pour les premiers, pouvaient étre
étendus a ces derniers polynomes. Ceci est encore plus indiqué si 'on se rappelle
que les polynomes de LAGUERRE (17) (Chap. I) peuvent étre obtenus comme
limites des polynomes hypergéométriques, et 'on pourra ainsi s’attendre a trouver
des généralisations et nouvelles interprétations pour des résultats concernant les
polynomes de LAGUERRE, et n’ayant, & premiére vue, aucune liaison entre eux.

Ces polynomes de JACOBI sont définis, dans I'intervalle (0, 1), par

1=y ({ g\ @ n
(1) Fula, 1 o)=L — G Lo (=),
7 étant un entier non négatif, a et y deux paramétres. Nous savons que les 5,
sont orthogonaux dans lintervalle (0, 1), par rapport au poids a**(1—az)r—1,
On a encore
Fuloy y, )=F(—n, a+mn, y, )

ol F est la fonction hypergéométrique de GAUSS & une variable, définie par

(a2, m) (B, m) I'y) g a
(2) Fla b, 7, 2 a(;nm)/infn "= F(ﬂ)l"(;—ﬂ) [u (1 —w) 41 —uz)du,

avec R(y)> R(p)>0.
Les polynomes ultrasphériques V. )(x) sont liés a ces polynomes ¥, par

V@) =(—1p P Fuls 150, 1)

En confrontant la formule (17) du Chap.I & la relation (1) de tout a I'heure,
on verra que

(3) L(a) = e lim &, (3, at1, ew).

(!7) Nous utilisons ici la définition et la notation dues & APPELL. Certains auteurs
appellent polynomes de JAcoBI les polynomes (2 un facteur prés):

n+t.
Jul@y b @) =(z+1)"*@—1)7* "lety a = 1)n+M] (—1z=<1).
xn

Entre les deux définitions, il y a la relation de passage

—1)”
9’% (a, 7, 7)== 2,,,( )n) I(22—1, y—1, a—7).
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Cette relation se déduit d’ailleurs de la définition des fonctions confluentes
(de KUMMER) (*%)

1
A _ —o—
(4) G(a, V4 $) —llm F(a, » ex) Iﬁi)‘——a) u* ‘(1—%)7 * ‘e“wdu,

avec R(y)>R(a)>0, si 'on se rappelle que
(3) @)= T2 G(—n, at1, ).

La représentation intégrale (2) des fonctions hypergéométriques F permet de
déduire trés facilement la « formule de multiplication » des polynomes de JACOBI :

(5) Ar ?n(ay Vgl 1) 24 ( )(}~ l)k?’n—k(a'f‘k: ” ),
qui peut aussi se mettre sous la forme suivante:
n
X A
() ATy (ar 4] I)=Ic§0 (:) A—=1)""*F 0 r (a+kr 4] Ii—l) ’
ol 4 est un paramétre arbitraire. Tenant compte de ce que (dapras (1)),

. (n+av n)
il-l:(} ln?n(a) g l> ( 1)n @, n) "

et posant, dans (5) et (5’), 4—0 et 1—1 respectivement, on aura les deux
développements inverses:

© F ol 7, 7)— 2( () EEnB e,
’ (n+a,n) e
® AL

- . ~

En appliquant & ces relations le passage a la limite (3), on retrouve des
résultats connus (*°) relatifs aux polynomes de LAGUERRE L{(w), p. ex. son
développement en série de «, 'inversion de celui-ci, formule de multiplication, ete.

(1%) On a DI’habitude aussi de désigner ces fonctions confluentes par ,F,(a, y, ). Nous
conserverons plutét les notations d’APPELL. Faisons observer que, dans le cas ol les con-
ditions imposées aux paramétres ne sont pas vérifiées (comme pour les polynomes de
LAGUERRE, p. ex.), on emploie, au lieu de (4), une représentation par une intégrale curvi-
ligne de POCHAMMER.

(*%) Voir I.

Annali della Seuola Norm. Sup. - Pisa. 17
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Insérons ici seulement la relation :

(7) »Lf (3)= é A=ty (24 ) 19(0)

§ 2. - L’équation intégrale générale
pour les fonctions hypergéométriques /4 de Lauricella.

Cherchons maintenant une équation intégrale analogue a (8’) du Chap. II.
Sans nous occuper du polynome de JACOBI ¥,, ni de la fonction ' a une va-
riable, dont il est un cas particulier, nous porterons notre attention immédiatement
sur la fonction hypergéométrique 2 n variables /4 de LAURICELLA, parce que
cette derniére contient tous les cas particuliers importants. Par définition,

(8) Fay(a; Buyos Brs Viyewy Yrj o goeey Tn)==
=2 @y my 4 oo +m) By y My)eeee (B mn) “ws

. Ty
Piy M)eees (Puy M) My Lii My, !

Nous n’avons pas besoin de nous occuper ici des conditions de convergence
de cette série multiple, et mentionnons seulement que, dans le domaine de con-
vergence, et sous les conditions imposées aux paramétres qui y figurent, il est
légitime d’intégrer cette série terme & terme, aprés 'avoir multipliée par une
fonction intégrable et telle que l'intégrale obtenue ait un sens. Multiplions done
les deux membres de (8) par #'*(1—wx)*r~%, remplacons #,, %;,.., &, respec-
tivement par ax,, x®s,.., xx, (oll tous les x ne sont pas égaux a 1), et inté-
grons les deux membres par rapport 2 2 de O a 1. Il vient alors immédiatement

Véquation intégrale trés simple et particuliérement remarquable:

1
9) /w’“‘(l—m)a“y“iFA(a; By Brs Vigoowy Prs BLy gounny B2y ) A2 =
0 o a—
= %l) FA(}’; ﬁi yorney ﬂn; Vi geeery Yy Lt yonnsy CL‘”)

avec les conditions R(a)>R(y)>0

§ 8. - Quelques cas particuliers ou limites de (9).

1.0 Si #=1, on trouve I'équation intégrale, valable sur le plan z, et dans
les conditions z=1, |arg (1—2)|<m,

1
o) (a—
(1) [om(—ay g, B p ez)do= "= o, §, 4, 2),

]
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avec R(a)>R(0)>0. C’est un résultat de M. A. ERDELYI (*°). Si I'on y fait
encore a=7y, (10) se réduit, & cause de

F(y, B, 7 xz)=(1_xz)—ﬁy

3 la représentation des fonctions F par 1’intégrale

1

I C ]

F(o, B, 7, ®)— fv(T,)j%)Ta) jz"_i(l—z)”_"_‘(l—m)' Pdz,
0

et vu le role symétrique de a et 8 dans (2), nous constatons que I'expression
précédente est équivalente a4 la formule (2).

2.° Rempla¢ons dans (9) les f par %, et Ty, Ta ey Tn PAT EX1,y EL2 yeuery EXpe
Si e—0, (9) devient

1
(11) [:)(ﬂ'—‘(l——av)"‘_"_1 Wo( @5 Yagoory Y BB gorrey Bl) A=

6 LM (a—
=%2T2(7; Vi Y3 Bt yuny Tn)

¥, étant la fonction hypergéométrique confluente i n variables de M. P. HUMBERT,
généralisant la fonetion G(a, y, ) de KUMMER.
Si

a——~,ui+,uz+.--.+,un+k+g,
y=pstpat e +pntl+ s,  R(E)>R(D>0,  R(a)>0,

yi=2m+ 1y,  yu=2u,+1,
MI"" My yeey Mn(wi 9oy wn) =

O e
mty waty — 4
n

=, ‘.. e 2 (et pntk+ g—; Qi+ Lyeonsy 200+ 15 Ly gy @)

(*®) A. ErpELY1, Quarterly Journ. of Math., 8, 200-213, 267-277 (1937). Nous n’avons
pas eu l’occasion de consulter ces articles (nous les avons vus cités dans la Note de M.
C. S. MEWER: Zur Theorie der hypergeometrischen Funktionen. Proc. Kon. Ned. Akad. v.
Wet. Amsterdam, 42, 355-369 (1939) qui donne a son tour de formules du méme genre).
M. ERDELYI a traité le méme probléme dans une Note récente (Ibid. 10, 176-189 (1939)),
dont nous avons vu un rapport dans les Mathem. Reviews (1, 117 (1940)). Les formules
générales (9) et (14) ne sont pas mentionnées dans ces citations ou rapports. Remarquons
dés maintenant que les équations (19) et (25') (que M. ErRpELYI a publiées ultérieurement
aux Notes du Quarterly Journal) se déduisent de (9).

Indiquons aussi que (9) et (14) généralisent encore les intégrales calculées dans le tra-
vail de M. A. Erpfrvi: Uber einige bestimmite Integrale, in denen die Whittakersche
My, -Funktionen auftreten. Math. Zeit., 40, 693-702 (1936).
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est la fonction de Whittaker & n variables, on tire de (11) I'équation suivante:

1 att,

(12) [ 241 —w)k*‘l”ie_u—x) 2 M_g, .., ,,n(wwi youney LLy) A=
6 _ (k—1)

(1 + ot 1+ 5, B—D)

M_lv Mooy Ky, (xi ’ L2 geeery wn)

3.° Pour les polynomes &, de JACOBI, on a l’équation trés simple qui se
déduit immédiatement de (5):

1

(18) me—i(l_w)a—y—i?‘n<a’ ”, ;) do— I'y) I'(a—y) (a+n,n) (1_‘ l)n

I'(«) (o, m) /)

Avec le passage 3 la limite (3), (13) devient

n!

(13)) f e Y (3—”) do=TC0FT2+1) (1 _ %)"
0

Avant de passer & la déduction des autres relations concernant les polynomes
de LAGUERRE (*!), établissons d’abord une équation intégrale, analogue a (9),
pour les fonctions hypergéométriques Fp (généralisant les fonctions ¥, d’APPELL).

§ 4. - Une équation intégrale pour les fonctions hypergéométriques
Fp de Lauricella.

Ces fonctions Fp, étant définies par

Fp(a; Buyun Bus 75 Bty Tn)= D, (@ Myt oo 1) (B 101)-ro By ) Ty e Ly

@y my+ o +my) my ! comy !
on en tire immédiatement 1’équation

1
(14) f 21 —x)ert Fpa; Biye Br; 75 @1y Xn) A=

o
I'(y) I'(c —
- -Q)—I;((G—)—QFD(a; By Bry G5 Ziyey &n)

avec R(o)> R(y)>0, tous les #; n’étant pas égaux a 1.

(*!) On aurait pu encore déduire de (9), dans le cas de »=2, une équation pour les
polynomes de JacoB1 & deux variables § .., .(a, ¥, ¥', @, y), définis par P. APPELL, et qui
se décomposent a la limite au produit de deux polynomes de LAGUERRE. Nous laissons au
lecteur le soin d’écrire ces équations, de méme que d’autres cas particuliers de (9) et (14).
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-

1.2 Pour n=1, I'équation (14) se réduit & la formule de M. ERDELYI
(analogue a (10), et valable dans les mémes conditions):

1
T -
(10%) fxy_i (1 —a) 7 Fa, B, y, wz)dw= ﬂ)_l{'((o;‘)'@ F(a, B, o, 2)
0
2. Si 'on remplace, dans (14), a par %, et 1S @y ,ey Ty PAT €Ly ey ELn,y

si ¢~ 0, on aura

1
(15)  [@ (L =) 1 DolBu e fin 75 By ) di—

0 I'(y) (6 —
- _(f)_n(:)_ﬂ Dy (Bi gy By O3 B yornsy Tn)

les @, étant encore des fonctions confluentes de P. HUMBERT.

§ 5. - Equations intégrales contenant les polynomes de Laguerre.
Généralisations.

1.2 Considérons la formule (9), pour n»=2; soit a= %, et remplagons &

par er. Si ¢ —0, on trouve a la limite, I’ équation:

<«

(16) /”_‘e—xG(ﬂu 71y 7Y) G(Be, y2, #2) du—
’ =TGVF:y; By B 715 723 902 - (R()>0).
Dans le cas ot y,=y,=y, (16) devient, en vertu de formules de réduction -
connues (2):
o
(7)  [orte=G (B, y oy) G(B) 7, a2)da—
’ =I(y) (1—y)# (=27 F(B, By 5 =)

Si les § sont des entiers négatifs, ces formules se réduisent, par (8’), & (*?)

oo
(16 ] arte~® LI (wy) LY az)daw—
0

(15 )
= Zi_%ﬁ F(y)F2(y; —MmMy, —R; Yiy Y25 Y, Z)v

(*®) P. ApPELL, loc. cit. p. 24, équation (28), et p. 35, équation (10).
() L’ équation (16') est un cas particulier de 1’intégrale calculée au § 3 du travail
de M. ERDELYI, cité tout a I’ heure, Math. Zeits, 40.
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et (avee y=y,=p=a-+ 1)
o
[ o e L' (wy) LY (wz)dw—
0

_(a+1,m)(a+19") ) \m ({1 —»\n — _ ¥
— m o [(a+1)(1—y)"(1—2) F< m, —m, at1, 72—

min (m, n)

I'm4-o+1)I'n+a+1) Q) r! m\(n\ — ) \m—r(1 — y\n—r
- m! n! %0 F(r—l—a—}—l)(r)(r)y Z"(l y) T(l Z) :

On en déduit immédiatement la propriété d’orthogonalité des polynomes
de Laguerre: si m=mn, le second membre est nul pour y=z=1. Si y=2=1,
I'n+a+1)

et m=mn, sa valeur est o

2. La formule (14) donne, pour =2, et f;,=p,= %, remplagant x, et x,
par e, et ex, (avee xy+x:=y), et ¢ -0, le résultat de M. ERDELYI:
1

[or1(1—ay=r= 6(a, 1, ay)do—"OLE=D G (4, 0, )
0

avec R(o)> R(y)>0.

3.° Dans le cas de »=2 encore, si I'on fait dans (9), a=;, ,31=§, et

remplacant « par ex, x; par —ex,, si I'on fait tendre & vers O, on trouve
I’ équation

@
(18) [5'77—1 e I (ye, —aw) KBz, poy awe)do=T" () Pily; Bes 71, 725 —u, @2),
0

ot la fonetion J(y,, —aw,) est liée a la fonction usuelle de BESSEL par la relation

n—l1

Tys, —wo)=T(ps) (@) * Jyyi(@Vaw,)

et ¥, désigne une des fonections hypergéométriques confluentes de P. HUMBERT.
Cette formule (18) généralise une équation intégrale concernant les polynomes
de LAGUERRE qui est du méme genre que I'équation (1’) du chap. I. Soit en
effet dans (18).

1
y=r=y:=a+1; U=y, 2= 7; Pr=—mn.
En tenant compte des formules de réduction citées sous (*?), et de

G(B, » a:)=e”G(y—-ﬁ, 7 —).
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(3’) permet de retrouver la relation (**)

o0, o
(19) [0 e=d,(2 Vay) LY (%) do— (1 — ey L (1_3—1) .
0
4.° 11 est possible de généraliser ce résultat, pour =3, et en général,
pour un nombre quelconque de variables. On obtiendra ainsi une formule
analogue 4 (18), qui est d’ailleurs une forme limite de (16). Nous ne nous
occuperons ici que du cas »=3, pour trouver la généralisation de (19), et pour
en déduire une équation fonctionnelle trés intéressante concernant les polynomes
de LAGUERRE.
Avec des passages A la limite analogues 4 ceux de 3.°, et avec les mémes
notations, on déduira de (9) I'équation suivante:

(20) fom :ﬂe = J, 15 (2 V) L‘“’( )L(ﬁ)( >d -
0

_Cettm @i, 2té

m!n!

1(oz-}-,8+1; —m, —n; a+f+1,a+1, +1; —y, %,i)

On voit que (20) est une extension immédiate de (19), avec le second membre
analogue a celui de (18). Il est alors indiqué de chercher a transformer ce
second membre a une forme semblable au second membre de (19).
Ecrivons, pour cela, I’équation analogue a (18):
Qo
(21) J= /W_’ e J(yr, —aws) G(B2y vz, 2w2) G(Bs, 3, aw5)dw=
0 =1I(y) Yi(y; Bey Bs; 71y 72y ¥s5 —®1, @, Ts),

et supposons que y=y;=y,+y;—1. Le second membre de (21) peut alors se
mettre sous la forme suivante:

— k
I'(y2+y;—1) Z Fo(ys+ys—14k; Bsy Bs; ey 735 @, ’U3) mi) .
£=0
Utilisons maintenant la représentation bien connue des fonctions F, par une
intégrale double, qui donne ici
— k
(22) I'(ys+ys—1) Z Fo(yetys—1+4Fk; B2y B 72y 735 2y 903) x‘)
£—0
_ I'(yo+v3—1) I'(y2) I'(7s)
F(/gz) I'(Bs) I (ya—B2) I'(vs—B3)

{ / ubrt pbs (1 —u)re—Fe (1 —w)rsFs—t (1 —uw, —vis) 7273t e - Tuay g dudv
00
formule variable pour R(y:)>R(f:)>0, R(y;)>R(f:)>0, R(y:+ys:)>1.

(**) Voir I. Bibliographie.
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Posons ici

1 I T I N —
(23) a=1——x2'—;};’ b= @y +a3—1’ o= @y +a3—1" (a+b+c_1)

et effectuons, dans l'intégrale double, les changements de variable:

as at

U=1"ps—at’ Y"1 bs—a"

L intégrale J de (21) devient ainsi, en vertu de (22), et avec les abbréviations (23):

Tty —1) I'(re) I'(75) a8
(24) I= 1) I TGe—F) Firs—F) &
11

<[ [t (L) (1—8)+ e(1 — O {b(1 —5) +
00

+(1—=0) (1 =)z ot g1 U—bs—cDdsdlt.
Avant de passer plus loin, indiquons immédiatement une conséquence importante
de cette relation. Si I'on y fait b=c=1 (c’est-a-dire a= —1, ¥y =x3=1), I'inté-
grale double (24) se décompose au produit de deux intégrales simples. En se
rappelant la représentation des fonctions de KUMMER par une intégrale (4) (sous
les conditions imposées aux paramétres), on aura:

I y5—1) I'(yy) T )
J= F(y:EZiﬂgi)F(§:iﬁz%;s) (— 1)’ s G(Bay y3+ Po— B3y @) G(Bsy y2— P2+ Py m)-

L’ équation (21) devient dans ce cas, avec quelques changements de notation,

[ee]

T oatp _
(25) [ e Js2Vay) Gy, at+1, 1) GO, f+1, x)da

0
I'(a I —qytd atp
AT TG Y * ¢ G 4r=0,4) 60, at 1= +5,y)
[R(a—y+9d)>—1, R(f+y—90)>—1, R(a)>—1, R(f)>—1, R(a+p)>—1]

fournissant ainsi la généralisation d’une équation intégrale de M. A. ERDELYI (*°),
relative au cas particulier des polynomes de LAGUERRE, obtenu par (3’), et

posant y=—m, 6= —n. Cette formule est done la suivante:
Path -
(25) o= e durp (2Vay) Li)a) LD (@) da—
0
a4+

=(—1)mtn y-_z eV L(rﬁ-—m+n) () ng+m—‘n) @),
avec la condition R(a+p)> —1.

(**) A. ErvEvrvi: The Hankel-Transform of Products of Whittaker’s functions. Journal
of the London Math. Soc. 13, 146-154, 1938. Voir encore I
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Pour ce qui est des conditions de validité de (25), nous avons di, pour la
légitimité des calculs, faire certaines restrictions sur les parameétres qui figurent
dans (21). Il est évident que le résultat obtenu est indépendant de la plupart
de ces conditions, et il ne faut conserver que celles d’entre elles qui sont
nécessaires pour que (25) ait un sens. D’ailleurs, on aurait pu se passer
des restrictions telles que p. ex. R(f:)>0, R(f;)>0, dans la déduction de (24),
par prolongement analytique, et en utilisant au lieu de (22), des intégrales cur-
vilignes de POCHAMMER. D’autre part, il était aussi possible de retrouver les
résultats précédents par réarrangements des séries multiples convergentes qui
y figurent, n’ayant ainsi besoin que de faire des restrictions telles que les
arguments des fonetions I intervenant (ou leur partie réelle au moins), soient
positifs.

Retournons maintenant sur (24). Si b et ¢ sont différents de 1, 1'intégrale
double ne peut pas se réduire au produit d’ intégrales simples (sauf si yo=pg,+1
et y3=p3+1, cas que nous écarterons ici). Développons alors les expressions
entre crochets dans I'intégrale double du second membre, et effectuons ensuite
! intégration. Il vient la formule généralisant (25):

@©

(26) ‘/'ﬁ—ﬂe—w s (2Vay) G (y, a+1,—§) G(a, B+ 15) d
0

atB . .
_ D(a+1)I(B+1)(—1)'+° % NV (0= =i+ 1, ) (B—0—k+1,4)  ap i b te—ith
i ALADID IR o= e sy e F T
— \a—y—i (1 — y)B—0—k —3 M ;— by

o< (1= D)7 (1 — )P G(y, a—itk+1, l+,u~l/4> G(a,ﬁ+z Ic+1,l+l‘_lﬂ)
les paramétres a, g, y et 0 étant assujettis & des conditions telles que les arguments
des fonctions I" qui figurent dans cette équation, soient positifs, et R(a-+)> —1.

En considérant ici le cas ou y et 0 sont des entiers négatifs —m, et —n,
nous aurons, en vertu de (3’), I’équation cherchée:

o]

(20') 0/ &1 e g, (2 fay) LY (’{) A4 (g) do—
—(— 1)m+n(;.+ﬂ_,1ﬂ)~(«+ﬂ>ya-? v ; % (m j‘ a) (” 4}; f’) ABFi—Em ya—itken s

 \atm—i ({ — 1\t r—F (a—i+k)( vy ) (ﬂ+'i—k)( Ay
<(1—A)etm—t (1 —p)ftn—k L, TTa—Ta Ly Frp—p
avec R(a+p)> —1, 4 et u n’étant pas nuls tous les deux. On en déduira immé-
diatement I équation (25’) de M. ERDELYIL
On peut encore considérer des cas particuliers de (20'); p.ex. pour A=1, u=1,
ou 1=0, u=0.
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Indiquons, pour terminer, une autre expression de I'intégrale (20). En tenant
compte de (7) et de (25’), il vient la formule

o)
a+p i
o [ e 1) 20 e
0

a:ﬁ — - itk m—i n—tc (M+0\ (R+B\ 7 (p—itk) (a+i—F)

—y® v S (1) ity () () i) i)
=0 k=0

Si A=u=0, la relation (20) se réduit a la représentation bien connue des
polynomes de LAGUERRE par une intégrale définie (formule de LE RoY, obtenue
de (19) en passant & la limite 2 — 0). Dans ce méme cas A= u=0, on tire de (27)

(m-l-”) %iﬁ) (Z/) ‘51 2‘ (m—{—a) (”‘l‘ﬂ) L(ﬂ i+k) (?/) L(a+z k) (?/)

m ) \n
=0 k=

Si »=0 (et ainsi £=0), cette relation se réduit & une formule connue (voir
loc. cit. sous (*):

@B ()~ (ma ($—1)
L @=3 (1) 2 )

ce qui permet d’exprimer la somme double précédente par une somme simple,
et dont la vérification directe ne peut pas offrir de difficultés.



