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STUDIO E RISOLUZIONE DI UN’ EQUAZIONE FUNZIONALE
DEL TIPO MISTO

di RENATO NARDINI (Bologna).

1. - 11 Prof. TONELLI in un interessante lavoro (*) ha studiato e risolto
U equazione funzionale

0) #(@) =1 (@) + Alz, ¢ @)]

x
dove A[z, (y)] & un funzionale dipendente dalla z e dai valori che la funzione
0

incognita ¢ (y) assume nell’ intervallo (0, ) ; in quest’ equazione rientrano come
casi particolari le equazioni integrali del tipo di VOLTERRA. Il TONELLI, sotto
opportune ipotesi, ha dimostrato I’ esistenza della soluzione della (0) e ne ha
stabilito alcune proprietda fondamentali.

Il metodo del TONELLI consiste in grandi linee nel costruire una successione
di funzioni che, dal punto di vista intuitivo approssimano una soluzione dell’ equa-
zione proposta ; si verifica poi che in un certo intervallo (0, /) con />0, tutte
queste funzioni sono ugualmente limitate ed ugualmente continue quindi esse
ammettono almeno una funzione limite che si mostra essere soluzione dell’ equa-
zione proposta nel detto intervallo. Sotto ulteriori condizioni si dimostra I’ unicita
della soluzione, I’ uniforme convergenza delle funzioni costruite precedentemente
verso !’ unica soluzione, I’ estensione dell’ esistenza di questa all’ intervallo (0, 1).

Tale procedimento & stato ripreso dal prof. D. GRAFFI che lo ha adattato
allo studio e alla risoluzione di un’equazione funzionale vettoriale (*) pure a
limite superiore variabile che gli si & presentata in una questione di fisica-
matematica. Essendo dunque il metodo del TONELLI cosi efficace nel trattare
equazioni contenenti funzionali a limiti variabili, noi lo sfrutteremo qui per lo

(!) L. ToNELLL : Sulle equazioni funzionali del tipo di Volterra. Bull. of the Calcutta
Math. Soc., Vol. XX, 1928.

(®) D. GRAFFI: Sopra un’equazione funzionale e la sua applicazione a un problema di
fisica ereditaria. Annali di Matem., Serie IV, Tomo IX, 1931.
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studio e la risoluzione della seguente equazione
b

~ z b
1) v (@, y)=f (@, Y +4 [ K(,y, 2) y(s 2)dz+ A[2, y, w(f; 2]
0

in cui la funzione incognita y(z, y) compare sotto un integrale a limiti fissi e
sotto un funzionale con un limite variabile, riguardo al quale verranno esposte
fra breve le condizioni a cui s’ intenderd sottoposto. La presenza dell’ integrale
a limiti fissi rende necessaria qualche variante al ragionamento seguito dal
TONELLI, variante dedotta dalla teoria delle equazioni integrali del tipo di
FREDHOLM : a tale proposito si supporra sempre che A non sia autovalore del
nucleo K(z, y, 2).

Casi particolari interessanti della (1) sono le seguenti equazioni integrali: (*)

b x b
v, D=1 @ +1 [ K(@,9,2) via, ddz+u [ dt [ Hay, 4,2 vt 2)d=
0 o 0

z b
@ y) =7 (@ 9)+u [ dt [ H(sy,4,2) p(t, dz
0 0

che equivalgono nell’'ordine alle seguenti in coordinate polari

27 1 ?:z
vie, M) =1le, 9)+1 [ K(e, 8, 9 ylo, #)d0' +u [ de’ [Hle, 9, ¢ ) wle', #)
0 )
o 2 ’
vie, =1, ) +u [ de’ [ Hie, 3, &', 9) wle', )ab".
0 0

Altri casi particolari si potrebbero avere considerando equazioni integrali non
lineari nella funzione incognita y(z, y) come per esempio

b z b
v, Y)=F @ y)+1 [ K@y, 2) vie, Ade+u [ dt [ Hia, g, b 2 v(t, 2))dz
0 0 0

2. - Per definire il funzionale che compare nella (1) intenderemo designare
col simbolo

z b
Az, y, v (2]
00

(dove b & un numero fisso compreso (*) fra 0 e 1) un numero reale dipendente

(®) Saranno esposte fra breve le condizioni a cui si suppongono sottoposte le funzioni
note f(z,y) e K(z, y, z); riguardo ad H(z, y, ¢, 2) si ammette la continuita per z, ¢ variabili
in (0, 1), ¥, 2 in (0, ). Analoga osservazione va fatta per il nucleo dell’ultimo esempio
H(z, y, t, 2, ), in cui y si suppone in modulo minore od uguale di un numero a.

() T ragionamenti seguenti si potrebbero far valer con qualche piccola precisazione
anche nel caso che fosse b > 1 sempre restando finito.
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secondo una data legge esclusivamente da z e y variabili rispettivamente in
(0, 1) e in (0, ) e dai valori che la funzione vy (f, z) assume nel cam po rettan-
golare con i lati paralleli agli assi avente come vertici opposti i punti (0, 0),
(1, b) — per designarlo adotteremo il simbolo B(0, 1) — nel quale essa verra
supposta continua percio in modulo minore od uguale di un numero positivo a.
Supporremo poi che il funzionale soddisfi alle condizioni seguenti :

I) Esiste un numero M tale che per ogni punto (z,y) di B(0, 1) e per

ogni funzione wy(f, z) continua ed in modulo < a nel campo B(0, z), si abbia

z b
(Ci) i A [.’5, Y V"((t)’ i)] '<M£L’

“II) Ad ogni ¢>0 si possa far corrispondere un ¢>0 tale che per ogni
coppia di punti (zi,y:) e (2;,¥:) con 0<z,<z2,<1, y,, ¥, in (0, b), z.—2, <o,
| y1—y2| <o, e per ogni funzione (¢, 2) continua ed in modulo <a in B(0, z,),
si abbia

z, b Zo b
(C2) | A[z1, v, w({; 2]~ Az, e, w(t; ]| <e

IIT) Ad ogni £¢>0 si possa far corrispondere un ¢>0 tale che per ogni
punto (z,y) di B(0,1) e per ogni coppia di funzioni y,(¢,2) e y.(¢, 2) continue
ed in modulo < a nel campo B(0, z) ed ivi soddisfacenti alla condizione che
sia sempre |yi(¢ 2) —ya(Z, 2) | < 0, risulti

z b z b
(Cs) | Alz, 3, yally 21— Alz, v, yalhy ] | <

Per quanto riguarda gli altri elementi che compaiono nella (1), supporremo
che 7(z, y) sia data finita e continua in tutto B(0, 1) in modo che ivi sia sempre
| f(z,y) | <N, N essendo un numero positivo, K(z, y, 2) sia pure finito e continuo
per 0<z <1 y, 2z in (0, b) e percid considerato quale nucleo di un’equazione
di FREDHOLM nella variabile indipendente y ammetta un nucleo risolvente I’
(z, y, z; 1) pure continuo e limitato e tale che sia, sempre per 0 <z <1 e per
¥, z in (0, b), | AI'(z, y, 2; 4) | < L. Imponiamo infine la condizione (*) che sia

@) N(A+L)y=a—56  (con 6>0).

(°) Di questa ci si servira per ottenere che
b
| F(z, )| + ]}./K(z,y,z) f(z,2)dz | <a—d.
0

Con qualche precisazione si potrebbe sostituire la (2) con la condizione meno restrittiva
b

3 ]
70,9+ 14 [ KO,4,2 70, 2z | —a—28' (6'=3).
0
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8. - Ci proponiamo anzitutto di dimostrare che esiste un />0 tale che nel
campo B(0, /) esiste almeno una soluzione finita e continua della (1).
Definiamo a tale scopo per ogni valore intero positivo di # una funzione
wn(2, y) pensata in modo che al crescere di » tenda intuitivamente ad appros-
simare una soluzione della (1). Precisamente poniamo
per 0<z< X
n b

(3) yul@, §) =12, )+ | K(z, y, 2) yals, 2)dz.
0
Osserviamo che tale definizione & effettiva per ogni y di (0, ) in quanto,

Py

tenendo presente che 1 non & autovalore di K(z, y, #), si ha che la (3) consi-
derata come equazione di FREDHOLM nella funzione incognita wy,(z,y), — dove
z si considera un parametro — ha come soluzione determinata ed unica

b

@) wale, y)=Fe, y) =1 | T, y, 25 1) @, 2)de.
0

Continuiamo nella definizione di y,(z, ¥), nel modo seguente :
per —1n—>x, O0<y<>b

b L
1 zon b
@ wule, =@ )+ [ K@y, 2 yals, A+ Alz— 5, 9, yull”
0
Per mostrare che tale definizione & valida per 0 <y <b, 0 <z </ con />0
indipendente da 7, osserviamo che in base alla (3’) si ha per OSzé%

b

| wa(, y) | <A@, 9) [+ | I(@, 9, 25 ) fl, 2)dz |
0
ciog ricordando la (2)
®) | yalz, y) | < a—0.
Orbene indichiamo con / il massimo numero positivo non maggiore di 1 ne
r 41

. r . . . . .
e sia — <7< — —. Successivamente prendiamo in considerazione
n

di i
il funzionale che compare nella (4) ed osserviamo che essendo yy(f, z) continua
e in base alla (5) in modulo <@ per 0 < té—:;, 0 <z<b, esso & una funzione
nota di z e y per %<zé§, 0<y<b e in forza della (C,) in modulo <MI;

ponendo quindi

1 z—= b
A[I—;L, Y, ¥ty 2)]=7pn(z, Y)
0 0
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otteniamo che la (4) quale equazione di FREDHOLM ci da la y,(z, ) sotto la forma

b
@) vales ) =@, )+ 7l )= [ T, 9, 23 D [, 2)+1ala, 2)} d
0

Da qui si ricava (sempre per %< zéz, 0<y<"d) che

(5') | wn(@, ¥) | < N(1+bL) + Mi(1+ bL) < a—o6+9.

§’¢ cosl mostrato che & |y,(z, ¥) | <a in tutto B(O, ;), analogo ragionamento
fa valere la (5’) nel campo B(O, 2) e cosi di seguito fino ad arrivare al campo

B(0, 7). In quest’ultimo campo allora le y,(z, ¥) risultano completamente definite (%)
dalle (4) o (4') e per giunta ugualmente limitate; per dimostrarne anche I'ugual
continuitd premettiamo che scelto un ¢>0 e detto & un numero non maggiore

&
é di edi —— —— @ ibi =5 <z,<
né di ¢ né di SLT M © possibile trovare un g, tale che per 0 <z, <z,<!

e per ¥y, ¥ in (0, b) con 2, —z; <4, |Y2—Y:| <04, sia

i 1
1 z— b 1 n— b
(6) |7n(@2, y2) —yulzs, ?/4)|=EA[172—;L:?/2; Wn(gv OZ)]—A[%“;Z; Y Wn(ﬁr ff)]|<81

Infatti basta prendere g, non maggiore del ¢ considerato nella condizione II)
riferito ad & e non maggiore di ;—} per comprendere il caso in cui fosse z; < "

e quindi z,— 1< 1) € con cid il secondo membro della (6) si riducesse a
N

1
1 b .
| Alzs— a0 Yo wn(ﬁ, .g)]] che per (C)) & <Mp,<é.

Dopo di che all’ ¢ assegnato si fard corrispondere un ¢ non maggiore del o,
associato ad ¢ e tale che per z,—z,<g (con 0<z,<z,<I), |y.—y:|<eo (con
Y1, Y2 compresi fra 0 e b) sia (7)

[ F(2y Yo) —F(@0, yi) | <& AL (@2, Y2y 25 A)— AL (21, Y1y 25 ) | <&
Ora dalla (4’) si ottiene

(M) , (@2, Y2) —wn(@ey ¥1) | <|F(@2, Y2) —F@1, y1) |+ | yul@2, ¥2) — yu(@s, ¥1) |+

+ /I lr(‘z?: Yo, T5 l) §f($2, Z)+7n($2r z)% _l[’(zi) Y1y %5 '1) ff(xh Z)+7"(zi’ z)§ I dz.
0
(6) Nella (4) o (4') si pud far rientrare rispett. la (3) o (3’) facendo la convenzione che
per 0 <=z S% sia yn(z, y) = 0.
() Cid & possibile per la continuita di Az, y) e di Az, y, z; 4).
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Indichiamo per brevitd con I, espressione AI(z., ¥, 2; 4), con F, lespres-
sione f(z, 2) + yu(2:, 2) e analogamente con I, l'espressione Al(z,, y:, z; A),
con F, lespressione 7 (z:, 2) + yu(Z:, 2); 'ultimo termine a secondo membro
della (7) diviene
b b
[IT2F~T.Fi|dz  ciot [|[iFi—IFs+ I, Fo—T\F,|de.

0

0

Il termine in questione & percid minore od uguale di
4 3
fissitieriaes {1 15esa
0 0

quest’ultima espressione &, per le condizioni poste sopra (?), minore od uguale di
b(N+Ml)e,+2bLey, <(RQL+M+N)ey <e.
Concludendo si ottiene quindi dalla (7)

| (@, Yo) — (@1, Y1) | <es+e1+e<3e

quindi le y,(z, y) costituiscono in B(0, /) un insieme di funzioni ugualmente
continue e ugualmente limitate. Per una proprieta (°) di questi insiemi le y,(z, ¥)
ammettono nel detto campo almeno una funzione limite continua che indicheremo
eon (7, y) e verso cui converge uniformemente una successione vy, (7, ¥),
Yno(Ty Y)yoy Wn, (Ty Y),- estratta da quella delle y,(z, ¥) ; inoltre la wu(z, ¥) come
limite di funzioni in modulo minore di @ risulta soddisfacente alla medesima
condizione, quindi sono definiti i funzionali contenenti y(z, ¥).

S’& detto che dal punto di vista intuitivo le y,(z, y) tendono ad approssimare
una soluzione della (1) al crescere di n; effettivamente si pud ora verificare con
tutto rigore che la funzione limite y(z, ¥) & soluzione della (1) cioé mostrare che

. . z b
(8) Yool Ty y) — (2, y) —4 / K(z, 9, 2) Yo (2, 2)dz— A[z, ¥, ";Uoo(f)y %)]20

Per giungere a cio, scelto un ¢£>0, fissiamo un i, abbastanza grande in
modo che, considerato un o corrispondente secondo la condizione III) all’c scelto,
si abbia per m>m, in conseguenza dell’uniforme convergenza delle vy, (z,Yy)
verso la y(z, ¥)

) [ Yoo(, ¥) — Y, (2, y) <o

(®) Riepilogando si ha: |I} | <L, |F| <N+ ML, |F—F| <2, |[[,—I|<¢.
(°) Qui si fa uso del teorema di Ascorr (Vedi p. e. L. TONELLI: Fondamenti di Calcolo
delle Variazioni. Vol. I. n. 22) esteso al caso delle funzioni di due variabili.
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dove inoltre supporremo per la ragione che vedremo poi, che ¢ sia minore di ¢
e di 'b_efl’ H essendo il massimo modulo di 1K(z, y, 2) nel campo di definizione
di tale nucleo.

Inoltre possiamo ammettere che m, sia abbastanza grande da far si che

1 . . . . .
per m>my, ~— sia minore del o associato secondo la condizione II) all’z scelto
e

. o . &
e minore altresi di 7

Ora ricordando la definizione di v, (, y) secondo la (4), si ha che il modulo
del primo membro della (8) & minore od uguale dell’espressione

b

(10)  [vecles ) i, @ 9) |+ 11 [ K@, 2 [, (&2 )~ peels D} dz |+
0 B
—-Lp 1 —-Lb

1 Ny z .
+‘A[Z_n_m’ Y, w'nm(f)’ f)]_A[z_'ﬂ_m’ Y 1/’00(5» %)]l +
1 a—-Lb z b
+IA["E—'n_y Y, %o(t, mz)]‘_A[z; Y, %o(t» z]) |
m 0o o 00
Il secondo termine della (10) & <¢ in quanto esso & (sempre per m>m,)

minore di dHo, essendosi supposto a<17;—1; il terzo termine & <& per la (C;)
che si applica in base alla (9); l'ultimo termine & minore di ¢ sia se & z>771—
— per la (C;) —,siaseéz énL — percheé in tal caso, basta considerare la (C,).

— Concludendo, il primo membro della (8) risulta minore di o4 3s<<4¢ quindi,

per l'arbitrarietd di & si conclude con la piena validita della (8) la quale mostra

appunto che yw(z, ¥) & soluzione della (1) almeno per 0<z<[, 0o 0<y<b.
4. - Per poter affermare che la soluzione della (1) & unica, sottoporremo il

zb
funzionale A4z, y, w(¢, 2)] all’ulteriore condizione seguente:
00

IV) Esiste un numero M’ tale che per ogni y di (0, ), per ogni z di (0, 1),
per ogni z, di (0, ) e per ogni coppia di funzioni vy'(f, 2) e yv”(f, 2) continue
ed in modulo <@ in B(0, z) sia

z b zb
() | Az, y, V(6 2] — Al y, v (5 2)] |<a
z Zo
§(z—zo)max |y —y” |+, max]zp’;—zp”g
Zo
dove max\qp’?y;”f rappresenta il massimo valore di
1

|v'(¢, 2)—vy" (¢ 2)| per = <t<z,, 0<z<b.
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Dopo di ¢id mostriamo che se per 0 <z <4, 0<y <) esistono due soluzioni
della (1) v'(z, y) e yw”(z, y) finite e continue, esse devono coincidere.

0b
Siccome & per la (C.) A[z, y, (£, 2)]=0, si ha dalla (1)
00

b
¥ (0, 9)=A0,9) +1 | K(0, 9, 2) v/(0, )dz
0

b

' (0, y)=A0, y) +1 | KO, 3, 2) v"(0, 2)dz
0

allora, stando sempre nell’ipotesi che 1 non sia autovalore di K{(z, y, 2), si ha
che y/'(0, y) =v”(0, y) per qualunque y di (0, b) per il fatto che & unica la
soluzione di un’equazione di FREDHOLM in cui A non sia autovalore del nucleo.

Scelto ora un £>0 arbitrario, sia z, il massimo numero compreso fra 0 e 4

tale che in tutto B(0, z,) sia

]w,(xr y)—v"(z, y) i =<e.

Se z,=A, allora, per Varbitrarietad di ¢, la nostra proposizione & dimostrata. Se
invece non si pud affermare che z,= 4, allora in un punto almeno la cui prima
coordinata & z;, — la seconda la indicheremo con y, — si avra

(11) |?,U'($1 y Y1) =T, Y1) |=£

altrimenti, essendo v/'(2, y) —y”(z, y) una funzione continua in B(0, A), si avrebbe
che |y'(z, y) —y" (2, y) | sarebbe minore di ¢ in un campo piu esteso di B(0, z4).
Per il fatto che v'(z, y) e v”(z, y) sono soluzioni della (1), si ricava da
quest’ ultima
b

(12) Y@, y) —v" (@, y) =4 / K(z,y,2) {y'(z, 2) —y" (2, 2) § dz+
) .

z b z b
+ A[z, y, W,(gy 5)]—‘4[‘/5: .7/71/’”“6 z;))]

Considerando la (12) come un’equazione di FREDHOLM dove si assume y come
variabile indipendente, la si risolva considerando la differenza dei due funzionali
come funzione nota e chiamandola con y(z, y); si ottiene

b

~

(13) W (@ y)—v" (@& y) =1 y) =4 | L@y, 2; 1) 1z, 2)dz

Y

0

Se ora applichiamo la (C,) a |x(z, ¥)|, facendovi z,=0, si ha

/lI

| 2@ y) | < M -z-max |y’ —y
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Caleolando la (13) nel punto (z,, ¥:) e passando ai moduli nei due membri,

z
risulta, ricordando la (11) e tenendo presente altresi che max|1p’0—zp” | <,

e<M-z,-6-(14+0L)
ciodé
es<M-z,-¢-(1+1L)
e quindi z, = mﬁ—T) per ogni ¢ Cid significa che almeno in tutto B (O, ﬁ-l:f))
& y'(z,y)=v"( ) .
Se ora a |y(z:, y:)| applichiamo nuovamente la (C,) facendovi z,-— WAL
1

M (1L
e teniamo presente che max |y’ —y”| =0 otteniamo
0

//!

1 2
| [N - ’__
x| <M (z‘ M’(1+L)> max|y/—y

M(A+I)
e percio
, 1
SéM '(zj—M—,(m)'S'(l-l“bL)
da cui per ogni valore di g,
2
5 A

ciod v'(z, ¥) =v"(z, ¥) almeno in tutto B (0, TATD) 12 T L)) .

Proseguendo si dimostra in tal modo che cid avviene in tutto B(0, A).

B. - Sotto le condizioni del numero precedente, basandoci sull’unicita della
soluzione della (1) si pud dimostrare, con considerazioni identiche a quelle usate
da TONELLI a tale riguardo nel lavoro citato, che & tutta la successione vy,(z, y),
2(z, ¥)... considerata nel numero 3 che converge uniformemente nel campo B(0, {)
verso la yy(z, ¥) unica soluzione della (1). Pili in generale mostreremo che se
v*(z, y) & in B0, A) — con A= — soluzione della (1) ed ivi & sempre in
modulo <@, allora in esso le y,(z, ¥) convergono uniformemente verso la y*(z, y).

Questo avverra di certo, per quanto si & detto precedentemente, in B(0, I)
quindi limitatamente a questo campo, detto 44 il minimo (*°) di a—|vy*(z, ¥)|
in B(0, A), & possibile trovare un n, tale che per n>n, sia

(g, y) —v* (@, y) | <4 ciod  |yu(z, y) | <|y*(z, y) |+ 4

(1) Tale minimo esiste ed & maggiore di zero in quanto si & supposto che in B(0, A4)
sia sempre |y*(z, y)| <a.
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e infine
(14) lyn(z y) | <a—34.

Inoltre determiniamo un /, >0 tale che sia contemporaneamente per 0 <z’ <z” <1,
2" —2'<1l, e per ogni y di (0, b)

(15) [ z", y)—Az, y) | <4
e
b
(16) Hj {K(z", y, 2) w(a", 2) —K(&, y, 2) (@', 2) }dz| < 4
0 z’ b z b
17 |A[z”y Y, w(t, 2)]—A[Z, y, v(i, 2)] ] <4
0 0 00

per qualsiasi funzione w(¢, z) definita per 0 <¢{<z", 0<z<b ed ivi continua
¢ sempre in modulo <a. La determinazione di /;, in modo che siano soddisfatte
le tre relazioni suddette & possibile per la (15) in seguito alla supposta continuita
di 7(z, y), per la (16) avendo ammesso la continuita di K(z, y, z) e di y(¢, 2),
per la (17) in conseguenza di (C,).

Prendendo sempre in considerazione solo valori di » maggiori di #,, potremo

. . . N4 r-+1 . .
supporre 7, sufficientemente grande in modo che, se & ;t<l < %, si abbia
s+1

r4-1 . s s s
L= —;';— —1 e precisamente <1, < —; - Ora si ha evidentemente

Iwn(x7 y)lélwn(ly ?/)l‘f‘}f(z’ y)—1(, :'/)l'f‘

b
+14 [ 1K@ 9, 2) yale, DK, 3, 2) yally )} d |+
0

1 a—7 b 1 L-g b
‘HA[-T—;L,?/, 'l’n(ﬁr 'g)]‘“A[l—;u Y, wn((t)’ g)] l

. r<+1 . . . ..
Se si suppone léxé—jn—— e si applicano ai termini del secondo membro nel-

Iordine la (14) e, essendo z—1I1<[,, la (15), 1a (16), la (17), si ricava

lyn(z, y) |[< $a—384}+4+4+4

si conclude che |y.(z, ¥)|<a, per ls:cé%'—{,

Ripetendo il procedimento seguito si mostra che |yn(z, ¥)|<a anche per
r1
n
in tutto B(0, I+17,): allora ivi le y,(z, y) sono per n>mn, ugualmente limitate;
ragionando come al n. 3 si deduce che esse sono ugualmente continue e si
conclude che in tutto B(0, /4+,) convergono uniformemente verso I'unica solu-

< zéf—? e cosi di seguito fino ad ottenere che tale espressione & valida
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zione della (1) cioé verso la v*(z, y). Se ora si determina un 7,>mn, tale che
per n>mn, valga la (14) in B(0, [+ 1,), applicando nuovamente il ragionamento
fatto si vede che le wy,(z, ¥) convergono per n>mn, verso la y*(z, y) in tutto
B0, 74+21,) e cosi si procede fino ad aver estesa la proprietd de dimostrarsi
a B(0, 4).

6. - Vogliamo ora modificare le condizioni del n. 2 per poter affermare che

la soluzione della (1) esiste in tutto B(0, 1): ad esse sostituiremo le seguenti:

I'). Ad ogni numero intero positivo m si possa far corrispondere un

numero M, tale che, se y(f, z) & una funzione continua ed in modulo < per
0<i{<z<1, y 2z in (0, b), si abbia per ogni punto (z, y)

z b
(Ci,) 1A[Z, Y, W(f)’ OZ)] | <Mp-z

IT"). Per ogni m, scelto un ¢>0 gli si possa associare un g, tale che,
per ogni 0<z,<z,<1, y;, y, in (0, ) con Z,—,<QPm, |Y2—¥Y1| <Om, € per
ogni funzione (¢, 2z) continua ed in modulo <m in B(0, z,), valga la (C,).

IIT’). Per ogni intero m, scelto un ¢>0 gli si possa associare un o,,>0
tale che per ogni punto (z,y) di B(0, 1) e per ogni coppia di funzioni y,(Z, 2)
e y;(f, 2) continue ed in modulo <m nel campo B(0, z) ed ivi soddisfacenti
alla condizione che sia sempre |vy,(¢, 2) —y:(f, 2) | < om, risulti valida la (C;).

Supporremo inoltre sempre valida la condizione IV).
Premettiamo inoltre la seguente osservazione:
Ad ogni m soddisfacente a

b
| (=, y)[+|l/l’(z, y, 2; ) Az, 2)dz| < N1+ bL) <m
0

& possibile associare un 4,, massimo tale che in B(0, 4,,) la (1) ammetta solu-
zione continua ed unica y*(z, y) che ivi rimanga in modulo < : basterebbe
all’ uopo ripetere, valendosi perd delle nuove condizioni, il ragionamento mediante
il quale ad @ si & associato il numero /. E evidentemente Amys Z Ay ; preci-
sando maggiormente verificheremo che Ay > A,,.

Mostriamo a tale scopo che se A4,, & il massimo numero compreso fra 0 e 1
— e precisamente sia 2 <UAp< f—ii — tale che in tutto B(0, Ax) sia |y*(z, y) | < m,
dev’essere almeno in un punto (z, y) del campo

' v, ¥) ‘ =m

altrimenti si pud provare che |y*(z, y)| @ < m anche in un campo B(0, An+1,)
con /, >0, contro la definizione di A,.
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Ammettiamo infatti che |y*(z, y)| sia <m in tutto B(0, A); chiameremo
54 il minimo di |m—y*(z, )| in tale campo. Ora in tutto B(0, 4.) le w.(z,y)
— definite dalla (4') — convergono uniformemente verso vw*(z,y) quindi &
possibile trovare un 7, tale che per »>n, sia

lya(e, ¥) —y*(z, ) | <4
ciog,
| yn(z, y) | <m—44.

Determiniamo ora un [, >0 tale che per 0<z’' <2”’<1, 2" —2'<!, e per
ogni y di (0, b) siano soddisfatte le (15), (16), (17) del numero (5). Sostituendo
nel ragionamento ivi svolto A, al posto di / si deduce che per n>mn,

(18) | wulz, )| <m—4

in tutto B(0, Am+ 1), nel cui campo le y,(z,y) convergono uniformemente verso
la y*(z, y), quindi & possibile determinare un 7, tale che per n>m, si abbia

17/’70(271 y) — "z, ¥) l <4
e quindi per la (18)
lv*(z, y) | <m

in tutto B(0, Am+{) contro la definizione di An.

In tal caso & allora Ap, 4> Am perché in un punto (z, ¥) almeno di B(0, Anys)
dovra essere |y*(z,y)|=m+1 e tale punto non pud appartenere a B(0, An).

I A, costituiscono allora una successione crescente avente infiniti termini
percid o esiste un A;;=1. e con cid resta dimostrato che la y*(z, ¥) soluzione
della (1) esiste unica e continua in B(0, 1) ed ivi in modulo <, oppure i A,
ammettono un limite superiore 4 <1. In tale caso perd la y*(z, ¥) per almeno
un valore di  di (0, b) quando z tende a A dovrebbe in modulo diventare
maggiore di qualsiasi numero positivo assegnato; mostreremo che invece entro
B(0, A) la y*(z, y) si mantiene finita quindi sara esclusa l'esistenza di questo
A <1 e resterd confermata quella di un 4; = 1. A tale scopo supponiamo, come
s’¢ gia fatto precedentemente, che sia N il massimo modulo di #(z, y) in B(0, 1),
L quello di 14(z, y, #; A) nel campo di definizione di tale nucleo, inoltre indi-

chiamo con ¥ il massimo modulo della y*(z, ¥) in B(O, A— 2—M’(++f))’ con D(z)
quello della y*(z, y) in B(A—m,—(%_—*:f), z).

Siccome *(z, y) & soluzione della (1), si ha da questa la relazione

b
z b
V'@ ) =15, 9+ Als, v, v D+ [ K@y, 2) via 2)de
0



di un’equazione funzionale del tipo misto 213

.

che, ponendovi A[z, y, v*(¢, 2)]=y(z, y) (funzione nota), pud essere considerata
un’equazione di FREDHOLM e darei percid la y*(z, y) sotto la forma

b
v(@ §)=f@, 9)+ (@ y) =4 | (@, y, 23 1) {1z, 2)+ (3, ) de.

0

Ora osserviamo che

z b z b z b
i?’(xv Y) i < |A[:L', Y, 000”+ iA[x’ Y, "P*(g’ ﬁ’)]—A[xr ?/7000] |;

considerando solo valori di z soddisfacenti alla relazione A — mf(;_i_—l.;) <z<A4
e applicando la (C,’) al primo termine del secondo membro, la (C,) all’ultimo
facendovi zo=A— __r si ha

oM (1 -+ L)

1 1
T+ L)) Y+orarn P@ %

|7(2, 9) | < Mo+ 2"} (4
Dopo di cid si ricava

|9"(@, 9)| < N(L+BL)+ Mu1+bL)+ M ¥ i B(2) | (145L)

da cui
B(@) < (N+ M+ M P) 1+ L)+ | D(2)
e infine
D) <2(N+M+M'¥) 1+1L)
il eche mostra che y*(z, y) & limitata per ogni y di (0, b) e per ogni z soddi-

sfacente a 0 <z < A.

Si conclude che la (1) nelle ipotesi poste ammette soluzione finita e continua
in tutto B(0, 1).



