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PROBLEMI DI VALORI AL CONTORNO
PER EQUAZIONI DIFFERENZIALI DI ORDINE n

di SiLvio CINQUINI (Pavia).

In due recenti lavori (*) ho stabilito, sotto condizioni molto ampie e con
procedimenti di carattere elementare, numerosi teoremi di esistenza di un inte-
grale dell’equazione differenziale

(1) :'/”=f(x) Y, ?//)v

il quale congiunga due punti assegnati.

Conformemente a quanto ho soggiunto alla fine dell’introduzione al primo
dei miei due lavori citati, voglio ora mostrare in qual modo il metodo gia se-
guito, (che si basa sulla considerazione di equazioni ausiliarie analoghe alla (1),
ma con secondo membro continuo e anche lipschitziano rispetto a (y, ¥’)), possa
riuscire altrettanto utile, quando sia opportunamente modificato e generalizzato, per
stabilire l'esistenza di un integrale dell’equazione differenziale di ordine n (2=>2),

(2) Y =£@, Yy Yy Y™ ),

il quale congiunga 7 punti assegnati, (o pilt generalmente soddisfi a una qua-
lunque condizione valevole a determinare un polinomio di grado n—1).

Nelle proposizioni stabilite nella presente Memoria non verra presupposta
Pesistenza di aleun integrale particolare del’equazione (2) (?). Inoltre le condi-

(!) S. CINQUINI: Problemsi di valori al contorno per equazioni differenziali (non lineari)
del secondo ordine. (Annali R. Scuola Normale Superiore di Pisa, Vol. VIII (1939), pp. 1-22).
- 8. CiNnQuiINI: Sopra ¢ problemi di valori al contorno per equazioni differenziali del se-
condo ordine (ibidem, pp. 271-283). Tali lavori verranno indicati nel seguito, rispettivamente
con M.I e M.II

(?) Non viene data alcuna estensione di quelle proposizioni dei miei precedenti lavori,
nelle quali giocava un ruolo essenziale la preventiva conoscenza di due integrali particolari
dell’equazione in questione, perché un semplicissimo esempio basta a mostrare che il pro-
blema analogo a quello allora risolto pudé non avere soluzione per »Z>=3.

Sia 1’equazione differenziale y''' =0, e si considerino i suoi due integrali particolari

1
y=-k, (ove k£ & una costante >1). Se & ¢>0, i tre punti (—1, —1), (1—6, —5), 1, —1)
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zioni cui verra sottoposta la funzione f(z, y, ¥',..., ¥™ V) presenteranno una gene-
ralitd anche maggiore di quelle cui era sottoposta la funzione f(z, ¥, ¥’) nei miei
precedenti lavori: cid risulterd ben evidente dal fatto che i due teoremi che stabi-
liremo nel presente lavoro forniranno, anche nel ecaso particolare »=2, nuove
estensioni di alcune delle pilt notevoli proposizioni dei miei precedenti lavori (3).

Il procedimento seguito nella dimostrazione del primo teorema della presente
Memoria generalizza uno dei metodi gid seguiti, per 72=2, nei precedenti lavori,
utilizzando ancora, in modo opportuno, la classica successione dei polinomi di
STIELTJES; e dobbiamo soggiungere che, tenendo presente un recente lavoro
del TONELLI per le equazioni del secondo ordine (*), abbiamo potuto semplifi-
care qualche particolare della nostra dimostrazione.

Per stabilire il secondo teorema, siccome I’uso dei polinomi di STIELTJES
non sarebbe stato altrettanto efficace, abbiamo ricorso ad un altro metodo di
approssimazione, il quale si giova di una classe di funzioni; della quale abbiamo
gia fatto uso nel problema di approssimare contemporaneamente una funzione
e un certo integrale, e che fu introdotta dal TONELLI nelle sue ricerche sulla
quadratura delle superfici. Peraltro, 'uso di tale classe di funzioni non viene
fatto immediatamente, ma & subordinato ad una operazione preliminare, in virtu
della quale la successione di funzioni £,, con le quali, in definitiva, viene appros-
simata la funzione 7, soddisfa alla disuguaglianza

l fm(z’ y) yli"'” y(”_i)) l S | f(xf y’ y’?""’ y(’ﬂ—i)) l'

Questa seconda dimostrazione mette in luce il fatto che, per quanto le nostre
ricerche non vengano mai meno al loro carattere estremamente elementare e
traggano il loro spunto dalle ben note ricerche del SEVERINI, il metodo seguito
si rinnova in ogni singolo caso, utilizzando nuovi originali procedimenti appros-
simativi che si presentano particolarmente efficaci.

Da quanto abbiamo detto nell’introduzione al nostro primo lavoro e nella
presente risulta, naturalmente, che nel primo dei teoremi del presente lavoro sono
contenuti, come easo particolare, tutti i risultati gid pubblicati dal CAccioPPOLI,

sono interni al rettangolo R=[—2<zr<2, —k<<y<k]. L’unico integrale y —y(z), (con
y(2), ¥'(x), y''(z) assolutamente continue), dell’equazione differenziale considerata, passante
7

- 1
86(2 — o) ’

7
per i tre punti fissati & evidentemente y-= 0@ —0) (1—2z%—1, onde y(0)=

e quindi per 0 <o < 1—'/1—-;— 1—_1|—_—k, risulta y(0) > k. Cioé, fissato %, si pud sempre tro-
vare una terna di punti interni a R e tali che non esista alcun integrale dell’equazione in
questione passante per essi e tutto contenuto nel rettangolo R.

(3) Precisamente di quella del n.°o 4 di M. I, e di quella del n° 1 di M. II.

(*) L. ToNELLI: Sull’equazione differenziale y'' =f(z,y,y'). (Annali R. Scuola Normale
Superiore di Pisa, Vol. VIII (1939), pp. 75-88).
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basandosi sul noto principio di BIRKHOFF e KELLOG, e che abbiamo citati nella
nostra prima Memoria (%).

Possiamo soggiungere che i nostri procedimenti sarebbero altrettanto efficaci
per stabilire analoghi teoremi per i sistemi di equazioni differenziali (¢).

1. - TEOREMA I. — Sia Az, Y, ¥y Y™ V) una funzione definita per
ogni z di (a, b) e per ogni n-pla (¥, Y y.., y» ) di numeri reali, la quale,
per ogni z fissalo, risulti continua rispetto a (¥, y',.., y™ 1), e, per ogni
n-pla (Y, Y’y Y* V) Fissata, risulti quasi-continua rispetto a z. Conside-
ratt n punii qualunque (z:, y:), (t=1, 2,..., n), con a<z,<2:< ... <&, <,
st supponga che esistano n+1 funzioni w(z), o;(z), (=0, 1,..., n—1), non
negative e integrabili (') sull’ intervallo (z., z.), e tali che sia

(3) [ (2"”“““’”}’), aj(x)) dz<1,

(n—j
tn modo che in tutto il campo
Co: Tm<z<1,, lyD | < + 00, (j=0, 1, n—1; yO=y),

sta verificata la disuguaglianza

n—1
4) @, Yy Y oy YN <D (@) |99 |+ (),  (¥O=y).
7=0

(°) Anche il recente risultato di G. ZWIRNER [Su un problema di valori ai limiti per
le equazioni differenziali ordinarie del quarto ordine. (Rend. Seminario Matematico R. Uni-
versitd di Padova, A. IX (1938), pp. 150-155)], &€ contenuto come caso particolare nel presente
lavoro, in base a quanto & detto al n.c 3. Peraltro la dimostrazione dello ZWIRNER, a diffe-
renza di quelle del presente lavoro, fa uso di considerazioni topologiche.

Durante la revisione delle bozze di stampa del presente lavoro abbiamo avuto occa-
sione di esaminare un estratto di un lavoro di G. ZWIRNER (Problemi di valori ai limiti
per equazioni differenziali ordinarie) non ancora pubblicato, e che figurerad nei Rendi-
conti del Seminario Matematico di Padova. In una nota a pié di pagina alla fine del lavoro
stesso, nel quale & contenuta una semplice estensione alle equazioni di ordine = di un teo-
rema stabilito dal ToNELLI per n=—2, ’A. accenna alla possibilitd di generalizzare alle
equazioni y(M =7, ¥, ¥'y..., ¥ ) un altro teorema gid noto per =2, qualora la fun-
zione f soddisfi « probabilmente » alla disuguaglianza

| @y 4y Y'yeerey YO | < @0y )@y h) - 1(2).

Tale vago cenno trova, nel presente lavoro e in condizioni molto ampie, una ben chiara
precisazione.

(5) Cfr., per un caso particolare, A. MINzZONI: Su un problema ai limiti per un sistema
di due equaziont differenziali del 1° ordine. (Rend. Seminario Matematico R. Universita di
Padova, A. IX (1938), pp. 142-149).

() In tutto il presente lavoro 1I’integrabilitd va intesa nel senso del LEBESGUE.
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Allora Uequazione
T
(5) Yy =ye(z,) + / @, Y, Y’y y"V)dz
%1

ammette almeno una soluzione y=y,(z), (. <r<12,), con y,(z) assoluta-
mente continua insiteme con le sue derivate dei primi n—1 ordini e sod-
disfacente alle condizioni

?/o(xi)=?/i, (i=1, 2)'"'7 n)

Potremo sempre supporre, per semplicitd di dimostrazione, che sia

(6) Yr1=Yz= ... =Yn=0 (®).
Posto

n—1
| {Z aj(w)+w<z>] do

i Limo

le

’
zﬂ
~

n—1 (x s )n—j—i
1— | [z DT aj(x)] dz
o j:O *

1

L=(1 + L;)[l + (xn—zi)n_ilv

e considerato z come parametro, in modo analogo al n° 1 di M. II, si appros-
simi nel cubo ad » dimensioni I'=[|yW|<L+1; j=0,1,.,2—1; yO=y] la
funzione 7(z, ¥, ¥y, ) mediante la nota successione dei polinomi di STIELTJES
nelle 7 variabili y, ¥%',.., y® 9. Si avrd cosi una successione di funzioni
I(z, Yy Y sy YD), (m=1, 2,....), definite per ogni z di (z,, z,), e per ogni
n-pla (¢, ¥'yoy y® ) di I, e ognuna di tali funzioni sard, per ogni 7-pla
@, Y'yery YD) fissata, quasi-continua in =z, e, per ogni z fissato, razionale in-
tera nelle y, ¥,..., y®.

In virta della (4) e per note proprieta dei polinomi di STIELTJES, (cfr. M. I,
n.e 1), esiste un intero positivo m, tale che, per m >m, risulta in tutto il ecampo

C,: <z<z,, lyW| <L, (j=0,1,2,.,n—1; yO=y),

n—1 n—1
D) | Ta@, Y, Yy YN <D 0(2) YD 4 D) 0i(@) +9(2),  (O=y),
=0 j=0
ed anche
n—1
® | (@, Yy Y ooy Y )| < (L4 L) D 0i(2) + 9(2).
j=0

() A questo caso ci si pud sempre ridurre con un opportuno cambiamento della fun-
zione incognita y(z), in virtit del quale, nella (4), le a;(r) restano immutate, e varia soltanto

la y(z).
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~

Pertanto, analogamente a quanto si & ricordato al n.° 1 di M. II, & possibile
determinare una funzione y(z) non negativa e integrabile sull’intervallo (z,, z,),
in modo che risulti in tutto Cp

OIL,(zy ¥y Y'yerey YD)
(9) (T, ¥, y y Y ) Sx(x),

dy@ (7=0,1, 2., n—1; yO—y).

Nel campo Cy definiamo una successione di funzioni Qu(z, ¥, ¥',..., y®),
(m=m+1, m+2,..), ponendo per ogni z di (z,, Z.):

Q@ Yy Y sy YN =IL,(2, Y, Y'yry Y™,
per |y | <L, (j=0,1,2..,n—1; yO=y);
Q)= TT@, Y, Y r 99, L),
per I y(j) I <L, (.7=07 1, 2,-..., n——2), y("—i)> L;

Qm( =Hm(z) Y, y,)-"'r ?/(n—z)7 — 1),
per ‘ y9 I <L (j=0,1,2..,n-2), y"<—-L;

Qm()= Qm(ﬂ’, Y, ylr"" 3/(”—3)1 L! ?/(nﬂi)))
per [y <L, (j=0,1,2,.,2—3), y®I>L |y |< 4 oo;
Q)= Qu(@, Y, Y'yoy Y, — L, =),
per |yD|<L, (j=0,1,2..,n=38), y" I —L, [yr|<+o0;

..............................................

Q) = Qm(@, Ly 'yenery y™ 1),
per y> L, |y(j)‘ <+o0,(j=1, 2., n—1);

Qo) = Qulz, — Ly Y'seeeey y™1),
per y<—L, |yV|<+o0, (j=1,2,.,n—1).

Per la (7) risulta in tutto Ci

n—1 n—1
(10) l Qn(Z, Yy Y'yeeery ) I < 2 a; () | y» l + z a;i(z) +y(z),
=0 =0
ed anche per la (8)
n—1
(11) | Qm(@, Yy Yy Yy )| < A+ L) X 0(2) + ().
pary

Inoltre, tenendo conto del modo in cui & stata definita @, in virti della (9),
risulta per ogni z di (21, T,), se (41, &'y L), (L, £y EY) sono due n-ple
di numeri reali,

(12) !Qm(z, by by BY)— Qn(z, by ty/n, tg("*“)[é
<A@ [t |+ 8~ 8 |+ o +[ 40— 2],

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 5



66 S. CINQUINI: Problemi di valori al contorno

Considerata l'equazione differenziale

X

(13) Y=y @) + | Qula, Y, Y ey YV d,
1

e presi comunque #—1 numeri finiti ¥, ¥,”,.., ¥Y, in virth della (11) esiste,
su tutto l'intervallo (zi, 2,), almeno una soluzione della (13) y=y(z), con y(z)
assolutamente continua con le sue derivate dei primi #—1 ordini, verificante le
condizioni ¥%(z,)=0, yW(z,)=y,Y, (j=1, 2,.., n—1). Inoltre, tenendo presente
che, in virti della (12) e per un noto teorema (°), tale soluzione varia con con-
tinuita al variare di ¥/, ¢1”)w ¥ ed estendendo un noto ragionamento di
carattere elementare (*°), si conclude facilmente che esiste almeno una soluzione

y=ym(z) della (13), per la quale risulta
(14) Ym(z)=0,  (i=1, 2,..., n).

(% Vedi p. es. C. CARATHEODORY : Vorlesungen iiber reelle Funktionen. (Teubner, 1918,
Leipzig), Cap. XI.

(19 Per semplicita di scrittura indicheremo in qual modo si estende il ragionamento,
gia ripetutamente sfruttato nei precedenti lavori per n =2, supponendo 7n=4.

Indicata con 6 la minore delle differenze z, — 3, 35— %5, ¥, —;, poniamo

Ty 3
A=z, — 1y, I:f[(l—Q-L) zaj(a:)—}-tp(x)] dz,
Ty J=0
z t ﬂt ﬂt
Flz) = / dt / at | at , Qulty Y(&)y ¥' @)y YY)
b S T T |

e teniamo presente che risulta per la (11)

— 3
(2) ey | <0 =a,8,4.
Sia inoltre
I4? \ 2 2 IA? 4 4> 143
A3=3 5 42:§A(}'3+1)+§ 5 11:§()~2+1)+ﬁ(13+1)+ 31"

Se v,y v,''y /"' sono tre numeri reali qualunque, dalla (13) abbiamo per n=4

z — x,)* , (@—a)3
() y=w'@—a)+y, TSI g OB g,
Ora, tenuta presente la (a), se &
(9] ) Iy | <A +1, lya"" | <23+ 1,

risulta y(zy) >0, per y,' >1,, e y(@) <0, per y,'<—4,. Quindi, in corrispondenza ad ogni
coppia #,'"’, v,''', che soddisfi alle (c), esiste un valore y,’ dell’intervallo (—4,, 4,) per il
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Esistono quindi, per j=1, 2,.., n—1, almeno n—j valori distinti z,, 2, ,..,
2 ,_;, contenuti nell’intervallo (z,, ), e tali che

(14) yP@RI=0,  (i=1, 2y =55 =1, 2y n—1, yfla) = 222,

Pertanto, per una nota formula di Caleolo differenziale (*!), indicato con K
il massimo modulo di y%~Y(z) sull’intervallo (zi, 2,), sono ivi soddisfatte le
disuguaglianze seguenti

n J—4 .
5 @) <STWN g (j=0,1, 2, 125 yO—y).

quale risulta y(z,) =0, cioé

— 2
0=y @—z)+y By @8N pgy,

Sostituendo nella (b) il valore di y,’ ricavato da quest'ultima, abbiamo

@ y=yy EEHE o CoBC BT B ) | pe— 222 Ry,

Pertanto, tenendo ancora presente la (a), se & |y,'"' | <13+ 1, risulta y(z) >0, per y,'' > 4,,
e y(@) <0, per y,'' < —2y. Quindi, in corrispondenza ad ogni y,''’, con |y,""" | <4341,
esiste un valore y,'’ dell’intervallo (— 45, 4;), per il quale risulta y(z;) =0, ciog

v (23— @) (B3 — ) Ty, (3 — @) (23 — ) (¥3 + 2y — 23))

0= 21 31

+Fle) — 2t Fla).

]

Dalla (d), sostituendovi il valore di y,'’ ricavato da quest’ultima, abbiamo

i @—z) (@ —2) (T — )—|-F'( ) — —z) (@ — F(z,) + (z—z)(z—

Y=Y 31 ( —x)(:vs——z') (@3 — @p) (2, — e

Ma per y,''’' > 1, risulta y(z,) >0, e per y,'"' << —I; risulta y(z,) <0; e quindi esiste un
valore y,'’' dell’intervallo (— 43, 43), tale che y(z,) =0.

Se ne conclude che esiste una terna di numeri reali y,’, v,'/, ¥,'"', per i quali risulta
y(xo) = y(x3) =y (2,) = 0.

(1) Se z(z) & una funzione finita e continua, insieme con le sue derivate dei primi »
ordini, sull’intervallo (a, 8), e se ay, G4,...., a,, sono v 1 valori distinti appartenenti a tale
intervallo &

1 1 . 1 1 1 1
a, a a, ay ,
............. e
v—1 v—1 y—1 ! 4
L
2(ag) 2oy ... 2(a) a(’; a;' - a

ove &, & un opportuno valore dell’intervallo (a, f).

Per provare le (15), posto a:,-::v(,?,),, (t=1, 2,.., n), si faccia v=n—j—1, o=z,
a; —zﬁf,),“ (t=1, 2., n—jF—1), 2(2) = (’)(a;), ove j assume successivamente i valori 0, 1,
2,...., n—2, e si tengano presenti le (14) e (14').
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Ora, essendo z

Yo~ (z) =/ Quly Ymy Y'myey You V) d,

(n—1)
Tm, 1

ed anche, per la (10)

,,x n—1 n—1
v @I<|[ [ S a@) 191+ 3 a@+ @) d
, P

1) §=0
16% 1 )

’

in virti delle (15) risulta

T Ty gy

k(i[5 %= w)as)< |3 w0 +v@) a,
J= J=

Ty

Ty
cioe K<1L,.
Tenendo ancora presenti le (14) e (14’) se ne deduce che ogni punto
@, Yn(2), Y m(@)yey Y2(2)), (2. <z<2,) appartiene al campo Cr, e percid
Y=yYm(z) & anche soluzione dell’equazione

z
Yy =y(z,) + f IIn(2, ¥, y'yy Yy V) da.
7

Per provare il nostro asserto non rimane che ragionare, come nei nostri pre-
cedenti lavori, tenendo presente che l'uguale continuitd delle derivate y%~%(z),
(m=m+1, m+2,..) discende immediatamente dalla (8).

OSSERVAZIONE I. - Il teorema del presente numero contiene come caso parti-
colare i teoremi del CAccIOPPOLI citati in M. I. Basta ripetere, opportunamente
generalizzata, I'osservazione fatta alla fine del n° 4 di M. L.

OSSERVAZIONE II - Anche nel caso particolare n—=2, il teorema del presente
numero fornisce un’estensione del teorema del n.° 4 di M. I

ESEMPIO. - Sia =3,

&y y,y")= ,i V?/Z"{'?/l?"l' y"% per z=F0,

z

f(z7 Y, ?/,’ y”) =O, per z=0.

Se & O<z, < i, ed ., Y2, ¥3 sono tre numeri reali qualunque, esiste sempre
almeno un integrale y=y(z), (Oéx\;>, (con y(z) assolutamente continua in-

sieme con y'(z), y”(z)), dellequazione
y'=y" O+, 9, 4/, y")ds,
0

per il quale risulta y(0)=y., ¥(2:) =¥, y(%)=y3.



per equaziont differenziali di ordine n ' 69

_1
Infatti & verificata la (4) per ao(z) =a,(z) =ax{z) =2 3, e il primo membro

della (3) si riduce a 1

a1 [ —4
=2 " 3 dr—
32., z °dz

0

123

_4
o 16 3 <1.

Peraltro non & applicabile alcuno dei teoremi del CACCIOPPOLI, perché i}

rapporto _@M:i’ non tende allo zero per ]/y?+g/’2+y”2 — 00, ma

ESLESTLR
anzi & grande fin che si vuole per z sufficientemente prossimo allo zero.

2. - TEOREMA II. — Sia Az, ¥, ¥'y.., y* V) una funzione definita per
ognt z di (a, b), e per ogni n-pla di numert reali y, y' ..., y* 4, la quale,
per ogni z fissato, risulti continua rispetto a (y, y',..., y* ), e, per ogni
n-pla (Y, Yy, y* ) fissata, risulti quasi-continua rispetto a z; e si sup-
ponga che: I) esistano n+2 funzioni non negative y,(w), y2(4)yuy Yn_1(®),
w1 (7), p(v), P:1(v), di cui le prime n—1 siano integrabili sull’intervallo
(—o0, + ), yi(z) sia integrabile sull’ intervallo (a, b), p(v) e @.(v) siano
continue in (—oo, + o), con @[)>0, e tali che esista un numero k>0,
per il quale st abbia

(16) [v] () < kp(v),
e che sia
foa v
vav vav
(17) 6[;(17)_"“”’ _.Lq,—(v—)—“oo,

in modo che, in tutto il campo

a<z<b, lyP | < + o0, (j=0,1, 2., n—1; yO=y),
risults
(A8)  [£(@, 4y 'y YN | < 11" )0y ) +

+ @) [y [+ 73" ) [ |+ o
v F 702 (¥) |97 |+ 70s (@) |9+ 91(@) s (™)
II) in corrispondenza ad ogni numero A* >0 st possa determinare una
funzione v, (x) non mnegativa e integrabile sull’intervallo (a, b), in modo
che, per ogni (n+1)-pla (2, Y, Y., y*), con a<z<b, |yP|<i* (=0,
1, 2., n—1; yO=y), risulti
|A@) Yy Yy Y [ S 90(2).
Allora se (z;, y:), (=1, 2,.., n) sono n punti qualunque del piano (z, y),
tali che sia a<z,<2:< ... <%, <b, lequazione

4

(19) YOI =y @) + | 2, Yy Y ey Y
1
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ammette in (z,, T,) almeno una soluzione y=y,(z), (1 <z<z,), con y,(z)
assolutamente continua insieme con le sue derivate dei primi n—1 or-
dint e tale che sia
Yo(Z:) =Y, (t=1, 2,..., n).
Infatti, osserviamo innanzi tutto che, in virti della condizione I) del nostro
enunciato, esiste un numero finito Z’'>0, tale che se y=y(z) & una soluzione
della (19), che verifica le condizioni

(20) y(zi) =Y, (2 = 19 2’“"7 n)y

risulti in tutto (2., 2.), |y® (@)|<L (**). Ne segue immediatamente che esiste
un numero positivo L, tale che, in tutto (2, z,), sono verificate le disuguaglianze

lyP@) | <L, (j=0,1,2..,n—1; yO=y).

(!2) Per provare il nostro asserto basta tener presente che, in virth delle (20), esiste al-
meno un valore & di (z,, z,), per il quale risulta

1 1 T | 1 1 e 1

z Ty e B, z; Ty e Ty
YODE = —1)V | e 3 P

A A I

Y1 Yo e Yn ot o e oy

ed usufruire della seguente estensione del lemma indicato nella nota (%) di M. IT:

Sita w(z) una funzione assolutamente continua, insieme con le sue derivate det primi n—1
ordini, sull’intervallo (e, B), siano p, (%), Po(®)y.ery Y1), 4(@), P®), @,(v), 7 4 2 Funzioni non
negative, di cui le prime n—1 siano integrabili sull’intervallo (— oo, 4+ o0), y,(z) sia inte-
grabile su (a, ), p(v) e @,(v) siano continue sull’intervallo (— oo, + 00), con @(v) >0,
tali che esista una costante k>0, per la quale sia

(1)) [v] @1(v) < kg(v),
e che sia
0
v
[ 5 ==

—Q0

T
g =t

tn modo che in quasi-tutto U intervallo (a, p) sia verificata la disuguaglianza

an  |ut@)| < r @) H(@) +
+ [ (@) |wCA@) |+ eore + Pus(u(@) | % @) | + 91 (@)] @1 ("))

Allora, in corrispondenza ad ogni numero k' >0 é possibile determinare un numero H' >0,
in modo che, se esiste almeno un valore o' dell’intervallo (o, f) con |u™(a')| <A/, risults,
in tutto (a, f), |uY@)| < H'.

Per la dimostrazione basta ripetere, con alcuni complementi, un ragionamento gia fatto
dal ToNELLI (vedi luogo cit. in (%), n.° 6, ¢)). A tal uopo si tenga presente che se (ay, ),
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In corrispondenza ad ogni numero intero m > L, definiamo, per ogni z di (z., Z,)
~

e per ogni n-pla ¥, ¥’,.., y® 1 di valori reali, una funzione 7,(z, ¥, ¥',...., y"™)
nel seguente modo :

Posto Am=L:m, per ogni z di (z,, z,) e per ogni 7n-pla (Yo, Yo )y YY)
appartenente al cubo ad # dimensioni '=S[—L—-1<yW<L4+1; j=0,1,2,..,

n—1; yO=y], poniamo 7u(Z, Yo, Yo'y ¥;>) uguale al minimo della funzione
fz, ¢, Yy, y* ) in tutto il ecubo ad 7 dimensioni Y —h, <yV<y{+h,,

/=0, 1, 2,.., n—1), se in quest'ultimo cubo & sempre 7(Z, ¥, ¥y..., y* V) =0;

uguale al massimo della funzione stessa nel cubo ora indicato, se ivi & sempre
(&, Yy Y yry YD) <0; uguale allo zero altrimenti. Poi, per ogni (¥, ¥',...., 1)

esterno a I, poniamo 7, (%, ¢, ¥y, y®* 1) =0. Fatta tale operazione per ogni Z

di (2., z,), la funzione ?m risulta definita per ogni z dell’intervallo ora indicato
e per ogni »n-pla di numeri reali ¥, ¥’,..., y® .

Successivamente definiamo una funzione 7, (z, ¥, ¥',., ¥ 9), ponendo in
tutto il eampo

Co: Ty <z<z)p, lyD | < 400, (j=0,1, 2,.., n—1; yO=y),

f’m(xy Y, :’/,r"'v y(”t~i)) =
h k

ne m

1 ~
= m [ coee /fm(x, y + Zo y y, + 2y yoosey y(n_i) +zn__1)d29dzi coer dzn_i .
- n

La funzione f, risulta, per ogni n-pla (y, ¥',..., y® 1) fissata, quasi-continua
rispetto ad z, ed anche, per ogni z fissato di (2, z,), continua rispetto a
¥, Y sy YY), come facilmente si verifica.

(con z>ay) & un intervallo di (e, f), in cui & sempre w"—1(z)>=0, dalla (II) in virta
della (I) si deduce

x X
WD z)u) () o n—
[ @ 0@) dz <f 71 (@) ") dz +

%o %0

T
e | [ =) | =0) |+ v 1000 [+ 160
o
e quindi, siccome in (a;, ) w"~?(z) cambia segno al pilt una volta, u("—3)zx) al pitt due
volte, ..., «'(z) al pilt » — 2 volte, ne segue

dz,

_y‘”;‘)(w) 40 +o0 B

uauw

[ sf yiu) 4 & [ / £ 275(0) + 875(0) 4 o+ (0 — Vy_s(e0)} ds +‘[ wi(z)dz] ,
y("—i)(ao) -0 —00 a

ecc. ece.
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Inoltre, sempre in base alla costruzione fatta, risulta in tutto il campo Cy
e per ogni intero m> L

(21) | Fn@y Yy Yy Y| S| F@y Yy gy y* ). .

Infine, determinata, in base all’ipotesi II) del nostro enunciato e prendendo
per 2* il numero L-+2, una funzione y,(z) soddisfacente alla condizione 13 in-
dicata, in virtl del modo in cui & stata definita la funzione £,,, e tenendo conto

della (21), risulta in tutto C e per ogni m>L

(22) (@) Yy Yoy y* ) [ Sy (2);

ed anche, se (£y, )y £ 7Y), (L, €2y £97Y) sono due n-ple qualunque di nu-
meri reali (*?)

(23) [ Fn(@y Eiy By 60 —Fn(@y oy &y V) | <
1
h—w*(z)”tg—til‘!-ltz '—ti |+ +It(n~1) t(n—“l].
Osserviamo ancora, per il seguito, che, per ogni z di (z,, z,) e per ogni %-pla
(yf yl7“"7 y(nh_i))7 con ! y(]) | S L’ (.7':0’ 1) 2)"“’ n— 1; ?/(0)=?/)) fm(z) ?/7 .7/,,-"-1 ?/(n_i))

converge, per m — oo, verso f(z, i, Y y.., YD),
Cid premesso, considerata I'equazione

Yy =y (z,) + f Fu(@y Yy Y yoy YD) dz,

tenendo conto delle (22) e (23) e ragionando in modo analogo al numero pre-
cedente, si conclude che esiste almeno un integrale y=yu(z), (2. <z <z,),
(con yn,(z) assolutamente continua insieme con le sue derivate dei primi 7—1
ordini), dell'equazione ora considerata, per il quale Tisulta

Ym(Z:)=Yi, (t=1, 2,..., n).

(!3) Per provare la (23) basta tener presente lespressione della funzione 7, ed osservare
che sussiste la relazione seguente

h,, toth,, ty+h,,
/‘[F(t2 +2) — F(t, + 2)]dz -/F(v)dv — / F(v)dv =
i to—h,, tl k,,
tyth, t—h,, t

%/F(v)dv—fF(v)dv—*/[F(u+k, ) — Fu— hy)] du.

Gth,, 6—h,,
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In virtu della (21) e per il ragionamento fatto all’inizio della presente dimo-
strazione, risulta in tutto (z,, 2,), e per qualunque m>L

ly(rﬁ)(x) l = La (.7=0, 17 2y'"'1 n—1 ’ y(0)=y)7

e si conclude in modo analogo al numero precedente.

OSSERVAZIONE I - Se &, in quasi-tutto (— oo, 4 00), y2(¢)=yp3(tt)= ... =
=yn—1(#) =0, ed anche, in quasi-tutto (a, b), w.(z)=0, I'ipotesi (16) va soppressa.

OSSERVAZIONE IL - Se le funzioni y,(%), y2(%),.., Yn—1(%) seno limitate su
tutto Pintervallo (—oo, 4+ o0), lipotesi II) del nostro enunciato pud essere
soppressa, perché & conseguenza immediata della I).

OSSERVAZIONE III. - Tenute presenti le precedenti osservazioni, il teorema
del presente numero fornisce, anche nel caso particolare n=2, un’estensione di
quello dato al n° 1 di M. IT (**).

EsEMPIO. - Alle condizioni del teorema del presente numero soddisfa la

seguente funzione. Sia =3,

—z
l/fv Syt 4y’ Vidy g 14"
V£ T+ ¢ @+ Vg oD
fz,y,y,y")=0, per z=0.

, per z+0;

f(ﬂ") Y, ?/” ?/”)=

Risulta

1
1

" L2 g
<l? Vity™lg(+y'™ |

: W L Yir g7 log (1497
Vg™ 14 1y'])

V@& 41y |z

ed & quindi verificata la (18) per

1 4
na=r@=, ',  wE@=|z 5,
W (L |ul)

p@)=|v| 1+ 1g A+v2)+1,  @)=1+? g (1 +v?).

Inoltre, per |y |<2* |y'|<<i% |y”|<2* risulta
1 2 4
1f|<|z| ® |[1+21*2 2 (L+29)° 1g (1+1*).

Pertanto, se (z;, ), (¢=1, 2, 3) sono tre punti qualunque del piano (z, y)
con z;,<2,<;, (ove lo zero pud anche appartenere all'intervallo (z,, z;)),

(1) Per la dimostrazione confronta quanto & detto al n.c 3 del presente lavoro.
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I'equazione

T
Y =y" @)+ f 9,9, y")de
sl
ammette sempre almeno una soluzione y=y(z), (z:<2z<z;), con y(z), y'(z), y” ()
assolutamente continue, per la quale risulta y(z;)=y;, (=1, 2, 3).

3. - Una generalizzazione del teorema II. — Il teorema del numero prece-
dente pud essere posto sotto una forma pilt generale che, per semplicitd, ci limi-
tiamo ad enunciare per le equazioni del secondo ordine, ottenendo cosi una
ulteriore estensione del teorema I di M. IT (*®).

Sia f(z,y,y’) una funzione definita per ogni z di (a, b) e per ogni
coppia di numert reali y, y', la quale, per ogni x fissato, risulti continua
rispetto a (y, y’), e, per ogni coppia y, y' fissata, risulti quasi-continua
in z, e st supponga che: 1) in tutto il campo

a<z<b, |y|<+oo, |¥[<+oo,
sta verificata la disuguaglianza

(24) [z, ¥, ¥)| < 7@ @) + (@) (') + v2(2),

ove Y (z), wo(x) sono due funzioni mon negative e integrabili sull’inter-
vallo (a, b), y(u) é mon megativa e integrabile su (—oo, + ), @;(v) é
non negativa e continua tn (—oo, + ), @(v) é continua in (— oo, + ),
sempre >0, tale che sia

fod v
vav vav
@ Jow=t~ [fm=—

e soddisfacente alle due seguenti ipolesi: a) quando mon sia, in quasi-
tutto (a, b), w2(x)=0, esistano due numeri 0’'>0, k' >0 tali che: a,) per
v>0' sia sempre o(v)Zk'v, oppure gli intervalli in cui sono verificate
entrambe le disuguaglianze v=0', p(v)<Ekv abbiano lunghezza comples-
stva infinita; a,) per v< —0 sia sempre @(v)=—k'v, oppure gli inter-
valli in cui sono verificate entrambe le disuguaglianze v<—6, p(v)<—k'v
abbiano lunghezza complessiva infinita; B) quando mon sia, in quasi-
tutto (a, b), pi(z)=0, esistano due numeri 6” >0, k” >0, tali che: B,) per
v>0" sia sempre p(v)=k"vp,(v), oppure, detto I, Iinsieme degli intervalli

(%) Anche il teorema II di M. IT & suscettibile di un’analoga estensione, il cui enun-
ciato si deduce facilmente da quello del presente numero.
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in cut sono wverificate entrambe le disuguaglionze v=0", p(v) <k"vp.(v),
. [ d
risults [

v
J @1(v)
1

la seconda eventualita e I, abbia lunghezza infinita, risulti / ;Z—;—) = 4 o0,
1
E

per ogni insteme E di punti appartenenti ad I, e di misura infinita;
B2) per v< —0" sia sempre @p(v)Z—k"vp.(v), oppure detto I, Pinsieme
degli intervalli in cui sono verificate entrambe le disuguaglianze v<—0",
dv
] 910)

I,
in as) abbia luogo la seconda eventualita e I, abbia lunghezza infinita,
risulti [
E
misura infinita ; II) in corrispondenza ad ogni numero 1*>0 si possa deter-
minare una funzione . (z) non negativa e integrabile sull’ intervallo (a, b),
in modo che, per ogni terna (z,y,y’) con a<z<b, |y|<A* |y |<I* risulti

= + o0, intendendosi inolire che, qualora in o) abbia luogo

(V) < —k'vp,(v) risulti = + 00, inlendendost inolire che, qualora

wifv—) =+ o0, per ogni insieme E di punti appartenenti ad I, e di
1

| Az, ¥, ¥) | < v.(2).

Allora se (zi, y1), (2, Y2) sono due punti qualunque del piano (z,y) tali
che sia a <z, <2, <b, lequazione

y'—y'@)+[f(a,y, y)dz

Z

ammette in (T, ) almeno una soluzione y=y.(z), con y.(z), y.' (z) asso-
lutamente continue e tale che

Yo(Z1) =Y, Yo(Z2) =Y.

Per la dimostrazione basta ripetere il ragionamento fatto al n° 1 di M. 1],
tenendo conto di un’opportuna estensione del lemma enunciato nella nota (°)
di M. IT (*%).

ESEMPIO. - Alle condizioni del teorema del presente numero, (ma non a quelle
di aleuno dei miei precedenti teoremi), soddisfa, anche nell’ipotesi che il valore

(*%) Relativamente alla dimostrazione dell’estensione di tale lemma & da tener presente
un’osservazione che ci limitiamo ad esporre per »>> 0, soggiungendo che essa si ripete lette-
‘ralmente, « mutatis mutandis», per ¥ <<0. Se in una soltanto delle condizioni e;) e B,)
& verificata la seconda eventualita, ci si riconduce, in modo evidente, al caso in cui in en-
trambe abbia luogo la prima eventualiti. Qualora in entrambe tali condizioni si presentila
seconda eventualitd, possiamo senz’altro supporre, per semplicitd e senza far con c¢ié alcuna
restrizione, che sia 6'=20''. Consideriamo allora, allo scopo che in entrambe le condizioni
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z=0 appartenga all’intervallo (z,, z,), la funzione definita da

1
f(x; Y, yl)= 3 [(
Va2 -y
f(z,y,y')=0, per 2z=0.

+1)(y’2sen4y+ )+1gw2] per z=+0;

Vigy?

Infatti, risulta

’ ! 1 g2
|f(xy?/»y)!<—‘—i—'— (|y'|® sent y' + 1)+ <y’2 Sen*y +}/1+ )+| gg |;
fy|? Vity? z3 Y

ed & quindi soddisfatta la (24) per
1

YY)=—1—3
ly|? Vity?
Pl P ooty +15 pul) =y sent y'+ e
_2 le 22
n@=r 7 pe)=
z3

a,), B,) sia verificata 1a prima eventualita, una funzione ®(v) definita, per ogni v>=6', nel
seguente modo:

P(v) =Ek'v, nell’insieme E; dei valori di », per i quali & £'v = @(v) =k 'vp,(v);

D(v)=Fk''vp,(v), nell’insieme E, dei valori di », per i quali & &''ve,(v) = @) >k'v;

@(v) uguale al maggiore dei due valori k'v, k''vp,(v), nell’insieme E; dei valori di v, per
i quali @ @) <K'y, p(v) <E''vg,(v);

infine, per ogni altro »> 0, poniamo P(v) = @(v).
—+co

Occorre mostrare che risulta f %% =400

A tal uopo basta osservare che sussiste una almeno delle uguaglianze
vdv vdv
(@) ‘ 3(7)=+°°: ] ¢—(v5=+00
1 ES
Infatti, o E, ha misura infinita ed allora & verificata la prima delle (a), oppure la
misura di E; & necessariamente infinita. In tal caso, indicato con E;'’ I’insieme dei valori v,
appartenenti ad E;, e per i quali & $(v) =k''vp,(v), poniamo E = E;— E;''. Ora se la mi-

: N e . . R . vd .
sura di E;' & infinita, siccome in E;' & ®(v) =k'v, risulta ¢—(—)~+oo, e ne segue imme-.

8
diatamente la seconda delle (a). Se poi la misura di E,' & finita quella di Ej'' risulta infi-

. . dv s
nita; quindi, siccome i punti di E,'' fanno parte di I, risulta / =400, e pereid
. J @4(v)
anche in questo caso ha luogo la seconda delle (a).
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ove hanno luogo le (25), avendosi, per la prima di esse,

1
[ vdv S vdv
J v¥sentv4-1 h v3sent v 41

>

=1 yn

& nx 1
>Z(—*1—3—1—— [av=3 ST

13
= ”“+ﬁ);a;2+’n’n "=‘(’“‘+n—n)—

ed essendo quest’ultima serie evidentemente divergente.
Si verifica immediatamente che & soddisfatta la condizione «), tenendo pre-

sente che, in ciascuno degli intervalli (nn, na+ nl—n), (n=1, 2,....), la cui lunghezza

~

complessiva & infinita, risulta ¢(v) <wv; la condizione f) & pure soddisfatta es-

sendo, per ogni v, @(v)Z|v|@.(v). Infine & verificata 1'ipotesi II), perch& per
ogni coppia ¥, ¥’, con |y |<1* |y'|<A* risulta

_2z
|z, g, y) <z ® [(A"+1)*+|1g 2*[].

OSSERVAZIONE. - Soggiungiamo ancora che, per la dimostrazione del caso
generale del teorema del presente numero, che si ha per 2 >2 e che non abbiamo
enunciato, basta ripetere il ragionamento fatto al n.° 2 del presente lavoro, te-
nendo conto di un’analoga estensione del lemma enunciato nella nota (*?) del
presente lavoro,

4. - Un’estensione dei teoremi precedenti. — I feoremi del presente lavoro
continuano ad essere validi, se si sostituisce alla condizione che I inte-
grale, di cui st dimostra Vesistenza, passi per n punitt assegnati, un’alira
qualunque condizione valida a determinare un polinomio di grado n—1.

Le dimostrazioni procedono in forma identica, modificando in modo evidente
alecuni ragionamenti di carattere elementare, e tenendo conto di alcune formule
di Caleolo differenziale, di cui abbiamo fatto uso in altro lavoro (7).

(1") S. CiNQUINI: Nuovi teoremi di esistenza dell’estremo in campi illimitati per i pro-
blemi di Calcolo delle Variazioni di ordine n. (Annali R. Scuola Normale Superiore di Pisa,
Vol. VI (1937), pp. 191, 210).
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