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SULL’ EQUAZIONE DIFFERENZIALE y" =f(x, y, y’)

di LEONIDA TONELLI (Pisa).

Mi occuperò qui di una questione relativa all’esistenza di una soluzione del-

l’equazione differenziale ordinaria

che negli estremi di un dato intervallo assuma valori prestabiliti.
In una recentissima Memoria (~), GIUSEPPE SCORZA-DRAGONI stabilisce la

seguente interessante proposizione (estensione di altra già nota):
« Se la funzione f(x, y, y’) è finita e continua nel campo

e lipschitziana rispetto ad y e y’ in ogni porzione limitata di questo campo ; se,
inoltre, essa è della forma gg(x, y) + y, y’) con y) continua e non decre-
scente in y e y, y’) uniformemente infinita d’ordine minore di uno (in parti-
colare limitata) con y e y’, cioè tale che

uniformemente rispetto ad x, quando 1 y + ~ y~ ~-· + 00; allora, fissati comunque
due numeri yo e yi, esiste in (xo, x,) almeno una soluzione y(x) dell’equa-
zione (1), tale che si abbia y(xo)=yo, ».

La dimostrazione datane dallo SCORZA-DRAGONI occupa circa 16 pagine ed
è (come dichiara lo stesso Autore) « piuttosto delicata ». Per altro, ad una prima
impressione, sembra che il fatto in essa provato discenda abbastanza naturalmente
dalle ipotesi ammesse ; e ciò mi ha indotto a ricercare una forma di ragiona-
mento che permetta in modo semplice e rapido di stabilire rigorosamente il teorema
enunciato. Non mi è stato difficile di rintracciare questo ragionamento, che esporrò
nelle pagine che seguono per dimostrare una proposizione più generale di quella
~ 

(1) Su un problema di valori ai limiti per le equazioni differenziali ordinarie del

secondo ordine. (Rendiconti del Seminario Matematico della R. Università di Roma, S. IV,
V. 2, fasc. 3, 1938, pp. 177-215), § 3.
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dello SCORZA-DRAGONI e per ottenerne con facilità anche altre, corrispondenti ad
ipotesi assai più larghe (2).

1. - Dimostrerò il seguente teorema :
Sia f(x, y, y’) (3) una funzione finita e continua nel campo

e tale che, presi ad a1’bitrio un a &#x3E; O ed un Y -&#x3E;- 0, si possa sempre trovare,
in corrispondenza, una funzione y~(x), positiva e integrab le (4) in (x,, Xi),
in modo da aversi, in tutti i punti del campo C,

(z) In una nota a piè della prima pagina della Memoria citata, lo SCORZA-DRAGONI, dopo
di aver citato il _lavoro di A. MAMBRIANI : S2c un teorema relativo alle equazioni differen-
ziali ordinarie del 20 ordine. (Rend. R. Accad. Lincei, S. 6, V. 9 (1929), pp. 620-622), aggiunge:
« Riguardo la quale Nota mi sia però permesso far notare che non mi sembra esatta l’afferma-
zione fatta da MAMBRIANI a piè di p. 622, secondo la quale il ragionamento da lui svolto

darebbe, senz’altro, anche la completa dimostrazione del teorema da me enunciato nella

Nota : Su un’equazione differenziale particolare (ibidem, pp. 623-625). Un esempio in cui, pur
essendo soddisfatte tutte le ipotesi di questo mio teorema mancano quelle proprietà di dipen-
denza univoca e continua dai valori iniziali sfruttate in modo essenziale dal MAMBRIANI, si
trova indicato nel n.- 48 della mia Memoria del Giornale di Battaglini già citata. Un esempio
analogo ecc. ecc. ».

Poichè la Nota del MAMBRIANI alla quale lo SCORZA-DRAGONI si riferisce fu da me presen-
tata all’Accademia dei Lincei, mi si consenta di dare allo SCORZA-DRAGONI ampia assicurazione
che 1’ « affermazione » del MAMBRIANI è pienamente esatta, ciò che è ben facile di verificare.

Ed infatti, nelle ipotesi ammesse nel teorema dello SCORZA-DRAGOrtI, la mancanza della
dipendenza univoca e continua dai valori iniziali può verificarsi soltanto quando nel punto
iniziale sia x= 0, ed il ragionamento fatto dal MAMBRIANI per dimostrare 1’« unicità » vale
evidentemente anche in questo caso. Per quanto poi riguarda 1’« esistenza », basterà conside-
rare, quando non ci sia un unico integrale, il fascio di tutti gli integrali che escono dal

punto (0, yo) con una data direzione.
D’ altronde (anche indipendentemente dalla considerazione di questo fascio) è immediato

(dopo il ragionamento fatto dal MAMBRIANI per l’unicità) che tutti gli integrali che inte-

ressano nella dimostrazione del MAMBRIANI e che escono dal punto (0, yo) sono univoca-
mente determinati dalla loro intersezione con la per un 3 positivo, comunque
piccolo. 1

(3) In tutto il presente lavoro si considereranno sempre soltanto costanti, variabili e

funzioni reali.

(4) Intenderemo sempre, in questo lavoro, l’integrabilità nel senso del LEBESGUE.
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se è y  - Y. Allora, fissati comunque due numeri yo e yi, esiste in (x,,, Xi)
almeno una soluzione y(x) dell’equazione (1) tale che si abbia

Senza nuocere alla generalità del risultato a cui voglio pervenire, posso
senz’altro supporre (s).

a). Consideriamo una funzione y(x) che verifichi l’equazione (1) in un

intervallo (~o, ~i) contenuto in zi) e che soddisfi alle condizioni

Scegliamo un o&#x3E;0, tale che sia

e facciamo Y= 0. Ne segue, per (2) e (3), che, in tutti i punti del campo C per
i quali è y&#x3E;0, vale sempre la (3).

È perciò, in tutto (~o, ~ ~.),

Integrando su (x, ~i), per ogni x di (~o, $i), ponendo

e indicando con A(&#x3E;0) il massimo di y’(x) in (~o, ~i), abbiamo

onde

e, per la (7),

Dunque, per ogni x di (~07 ~i), è

ed anche

(5) Questa proposizione contiene evidentemente, come caso particolare, quella citata dello
SGORZA-DRAGONI.

(6) A questo oaso ci si riconduce sempre con una semplice trasformazione.
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Analogamente, se la y(x), soluzione della (1) in (~o, ~~), è tale che sia

si ottiene, in tutto (~o, ~’1),

Ragionando in modo corrispondente se in (~o, ~í) è sempre y(x) ~ 0, si ha,
in definitiva, che, se y(x) verifica l’equazione (1) in un’intervallo (E0, E1)
(con nel quale tanto la y(x) quanto la y’(x) non cambiano
mai segno, e se in un estremo di questo intervallo la y’(x) si annulla, in
tutto (~o, ~1) è

dove H è dato dalla (8) (ed è quindi &#x3E; 0) nella quale la è la funzione che

figura nelle (2), (3), (4), quando si prenda a soddisfacente alla (7) e Y=0.

b). Supponiamo ora che la funzione y(x) verifichi l’equazione (1) in tutto
(xo, x,) e che sia =0. Allora, in tutto (xo, xi), vale sempre la (9) e
si ha perciò, per una nota proposizione (7), in tutto l’intervallo detto,

e quindi anche, per la (9),

Dunque, se y(x) è un integrale della (1) in tutto Xi), con 
in tutto l’intervallo detto è

c). Poniamo

e consideriamo il nuovo campo

Poi supponiamo in un primo tempo che la f(x, y, y’) sia lipschitziana rispetto
ad y e y’ in ogni parte limitata del campo C (8).

Definiamo una nuova funzione, che indicheremo con y’), ponendola uguale
n, " , 

(7) Cfr. E. KAMKE : Differentialgleichungen reeller Funktionen. (Lipsia, 1930), p. 93.
(8) Questa ipotesi è ammessa esplicitamente nella proposizione dello SCORZA-DRAGONI

riportata nell’ introduzione.
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Questa nuova funzione fo(x, y, y’) risulta continua e limitata in tutto il

campo C, restando in valore assoluto sempre minore o uguale del massimo di

I f(x, y, y’)/ in 00. È, inoltre, lipschitziana rispetto ad y e y’, e soddisfa come
la f(x, y, y’) alle (2), (3), (4).

Per le proprietà indicate della fo(x, y, y’), l’equazione

ammette, come si sa (e come si vede con un noto semplice ragionamento), in
tutto l’intervallo (xo, almeno un integrale yo(x) soddisfacente alle condizioni

Questo integrale, in virtù delle (10), verifica in tutto (xo, x,) le

ed è perciò anche un integrale dell’equazione (1). Con ciò il nostro teorema è

dimostrato nell’ ipotesi supplementare che la f(x, y, y’) sia lipschitziana rispetto
a y e y’ in ogni parte limitata del campo C.

d). Se abbandoniamo questa ipotesi supplementare, a partire dalle (10), e
definiti ancora Ho e Co come in c), possiamo procedere nel seguente modo.

Consideriamo una successione di polinomi Pn(x, y, y’) (n=1, 2,....) tale che, in
tutto il campo Co, sia

e con y’) definiamo la funzione fn(x, y, y’) nello stesso modo con cui

mediante la f(x, y, y’) abbiamo in c) definito la fo(x, y, y’). La fn(x, y, y’) risulta
continua e limitata in tutto il campp C, perchè detto M il massimo di y’)1 I
in Co, è ~ Pn(x, y, y’)’  M+ 1 in Co e perciò f,,(x, y, y’) 1 in tutto C.

Inoltre, la fn(x, y, y’) è lipschitziana, rispetto a tutte le sue variabili, in tutto C,
e mentre la f(x, y, y’) soddisfa alle (2), (3), (4), essa soddisfa alle

Ciò posto, l’equazione
.1 -1

ammette, come si sa, in tutto (xo, x,), almeno un integrale yn(x) tale che

e tutti questi integrali in virtù delle (10) (quando si sosti-

tuisca con + 1 e quindi H con ~ ..
n

glianze 
’

soddisfano alle disugua-
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e quindi, per ogni n maggiore di un certo no, alle

Ne segue che, per n &#x3E; no, yn(x) è in tutto (xo, x1) anche un integrale del-

l’equazione

Dalle (13) e (14) si deduce che, per ogni le e le yn’(x) sono ugual-
mente limitate ed ugualmente continue in tutto Si può dunque ottenere
una successione

con ni, n2,...., ~w,.... numeri interi crescenti, maggiori di no, in modo che,
per 7~-~00~ ~ ~~ (.x*) 5&#x3E;1 (z) convergano uniformemente in tutto verso

due funzioni limiti y.(x), la seconda essendo la derivata della prima.
Ed avendosi

in virtù della (11) si ha che anche yn (x) converge uniformemente in (xo, xiy
&#x3E;n

verso yrn(x) e che è

È poi evidentemente e il nostro teorema è completamente
dimostrato (10).

2. - La dimostrazione del 11.0 1 prova anche la seguente proposizione (che
ammette un’ immediata evidente estensione):

Se f(x, y, y’) è finita e continua nel campo C e, preso ad arbitrio

un o&#x3E; 0, si può sempre trovare una positiva e integrabile in (xo, x1)
in modo da aversi in tutti i punti di C

(9) L’ applicazione del postulato di ZERMELO si può qui evitare nel modo noto. Ma si

può anche fissare, per esempio, di considerare, per ogni dato n, quella soluzione della (12)
per la quale y,,’(xo) ha il minimo valore.

(10) Un esempio in cui il teorema ora dimostrato è immediatamente applicabile è dato
dall’ equazione
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se è y -:-:--0; allora esiste sempre in (xo, xí) almeno una soluzione dell’equa-
zione (1) che si annulla in xo e in xs.

3. - Il ragionamento svolto nel n.O 1 si presta ad essere sfruttato anche per
la dimostrazione di un teorema più generale che ora daremo.

Sia f(x, y, y’) una funzione finita e continua nel campo C e tale che,
preso ad arbitrio un Y~ 0, si possano sempre trovare, in corrispondenza,
tre funzioni a(x), ,8(x) e 1p(x), non negative e integrabili sull’intervallo (xo, x,)
e soddisfacenti alla disuguaglianza

in modo che in tutti i punti del campo C si abbia

se è y  - Y. Allora, fissati comunque due numeri yo e yl, esiste in

tutto (x,,, Xi) almeno un integrale y(x) della (1) tale che y(xo) ==yo, (11).
Possiamo anche qui supporre YO=Y~=O. Allora, se nell’intervallo (~o, ~i),

contenuto in (xo, xi), una soluzione y(x) dell’equazione (1) soddisfa alle condi-

zioni (6), considerate le funzioni a(x), (1(x) e corrispondenti a Y=0, in tutti

i punti del campo C per i quali è y:~&#x3E; 0 vale la (16). È perciò, in tutto (~o, ~~),

da cui integrando (e conservando le notazioni del n.O 1)

Ne segue, in tutto (~(), ~~),

(íl) Questa proposizione contiene come casi particolari quella del n.~ 1 e quella data da
S. CINQUINI nel n.· 4 della sua Memoria: Problemi di valori al contorno per equazioni
differenziali (non lineari) del secondo ordine. (Annali della R. Scuola Normale Superiore
di Pisa, S. II, Vol. VIII, fase. I). 

della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 6
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dove si è posto

e come nel n.° 1 si conclude che, se y(x) è soluzione della (1) in un intervallo (~o, ~,)
(contenuto in (xo, zj)) nel quale tanto la y(x) quanto la y’(x) non cambiano mai
segno, e se in un estremo di questo intervallo la y’(x) si annulla, in tutto (~o, ~i) è

Di qui segue, analogamente a quanto si è detto nel n.° 1, che se y(x) è in
tutto (xo, xi) un integrale della (1), tale che sia in tutto l’ inter-

vallo detto è, se ko &#x3E; 0,

ed anche

Proseguendo ora in modo analogo a quanto si è fatto nel n.O 1, si conclude
con la proposizione enunciata. 

’

4. - Passiamo a dimostrare che :

Se f(x, y, y’) è finita e continua nel campo C e tale che:

1°) ad ogni Y&#x3E; 0 si possano far corrispondere due funzioni 
e non negative e integrabili rispettivamente sugli intervalli (- Y, Y)
e (xo, Xi), in modo che in ogni punto del campo C per il quale è I y  y

risulti

20) che esistano un Yo &#x3E; 0 e tre funzioni a(x), 1p(x), non negative
e integrabili sull’ intervallo (xo, x ) e soddisfacenti alla disuguaglianza

in modo che in tutti i punti del campo C per i quali è y &#x3E; Yo risulti
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e in tutti quelli per i quali è y  - Yo risulti

allora, fissati comunque due numeri yo e y,, esiste in tutto (x,,, Xi)
almeno un integrale y(x) della (1) tale che y(xo)=yo, 

Scegliamo un numero e tale che sia e suppo-
niamo che la funzione y(x) sia in tutto (xo, x,) un integrale dell’equazione (1)
con y(xo) =yo, In virtù della condizione 2°), i ragionamenti del

n.° 1 mostrano che si può determinare in un certo modo una costante k &#x3E; 0 tale
che ogni arco della curva y=y(z) sul quale sia sempre oppure

sempre y  - Y~, verifichi le due disuguaglianze

La condizione 1°), facendovi Y = Yi, mostra poi che la costante può esser
scelta in modo che ogni arco della curva tale che sopra di esso sia

sempre verifichi ovunque le (20). Ed infatti, se è, in tutto (xo, Xi),
poichè esiste in (xo, Xi) un x tale che

dalla condizione 1°) seguono (12) le (20), per una scelta opportuna di 1~.

Se poi non è sempre Yi, la curva y=y(x) si può spezzare in archi
su ciascuno dei quali vi è almeno un punto in cui è y(x) 1= Y, ed in cui perciò
la y’(x) risulta già inferiore in valore assoluto alla costante k determinata per
gli archi che verificano la y(x) ~ ~ Ys . Allora su quegli archi sui quali è

sempre y(x) (  Ys e che contengono un punto per cui è i y(x)i = Y1, la condi-

zione 1°) dà ancora le (20), sempre per una scelta opportuna di k.

In conclusione, si può determinare in un certo modo k &#x3E; 0 cos  che le (20)
risultino verificate ovunque in (xo, xi) da ogni integrale della (1) che assuma
in xo e a*i i rispettivamente i valori yo e 

Stabilito ciò, consideriamo il campo

ed una successione di polinomi tale che, in tutto Ci, sia

(i2) Cfr. loc. cit. in (li), n.o 2, 03B2).
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Costruiamo poi la funzione y’) (~3) ponendola uguale

Considerata allora l’equazione

e se è un suo integrale in tutto (xo, X~), tale che Yn(xo)=Yo, 
per n maggiore di un certo n risultano soddisfatte in tutto (xo, xi) le

Da ciò segue nel modo solito la conclusione del nostro teorema.

OSSERVAZIONE I. - Se la condizione 1°) dell’enunciato vale, non per tutti

gli Y positivi, ma soltanto per quelli non superiori al numero Yo della condi-

zione 2°), allora la dimostrazione data prova il teorema con l’ipotesi supplemen-
tare 

OSSERVAZIONE II. - Nella condizione 1°) del teorema dimostrato nel presente
numero, alla disuguaglianza (19) si può sostituire l’altra

dove, ferma restando l’ipotesi già fatta sulla yo(y), la g(y’) è una funzione continua
e positiva per ogni y’ e tale che sia .

si può anche alla (19) sostituire la disuguaglianza

sotto le ipotesi già dette per purchè in più si ammetta che

esistano due costanti positive A e p tali che per tutti gli y’ soddisfacenti alla

(i3) Supponendo, come è lecito, k &#x3E; Y, , la fn(x, y, y’) può costruirsi nello stesso modo usato
per la fn(x, y, y’) del n.- 1. La variante qui introdotta serve per quello che diremo nel n.- 6.
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sia cp(y’) ( y’ I, oppure tali che gli intervalli costituiti dagli y’ &#x3E;À per
i quali è ,uy’ abbiano una lunghezza complessiva infinita, e che altrettanto
avvenga per quelli in cui è ~’~2013~ e  -~cy’.

5. - La dimostrazione data nel numero precedente è essenzialmente fondata
sui due fatti seguenti :

1°) che, corrispondentemente ad ogni Y&#x3E;0, si possa determinare una fun-
zione F(z) non negativa per ogni z &#x3E; 0 e tale che, se y(x) è soluzione della equa-
zione (1) in un intervallo (E0, E1), con xo :::;;E0  i 2-2:: xí, ed è sempre, in (e0, E1i),
i _./ - B _! - 1- "L! -

qualunque siano i punti x’ e x’‘ di (~o, ~i) (14);
2°) che si possano determinare un Yo &#x3E; 0 ed una funzione 4$(z), continua

e positiva per ogni z&#x3E;0 e soddisfacente alla condizione

in modo che, se y(x) è soluzione dell’equazione (1) in un intervallo (~o, ~~),
con è sempre, in (~o, ~i), y (x):~&#x3E; y (~o) == y (~~) &#x3E;-&#x3E; Y.,
oppure sempre si abbia, in tutto (~o, ~i),

(14) Se la F(z) risultasse indipendente da Y, non ci sarebbe bisogno di tener conto

del fatto 2°).
(15) Dalla (22) segue facilmente, per la soluzione y(x) considerata, una limitazione in

dipendenza del valore Supposto, infatti, che in (~o, ~!) sia sempre 
si consideri l’equazione differenziale

che, posto zo = y(~o), ammette come integrale particolare,

Se x = x(z) è la funzione di z definita da questa uguaglianza, e se z = z(x) è la sua funzione
inversa, si ha

È poi z(~o) = zo = y(~o), y~ (~o) 1  0 (y(~o) ) = z~ (~o) ~ Se esistesse un x tale che ~o  á~ ~:l
y(Y) = .s(~)~ si avrebbe allora, per il più piccolo di questi x,

ciò che è impossibile. È dunque sempre, in (~ o’ ~ i), y(x) ~ z(x) -:,:---z(~.). Analogamente, se

fosse Y(X) -- - YO su tutto (~û, ~~).
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La dimostrazione di cui si tratta richiede però che le condizioni rappresentate
da 1°) e 2°) valgano, con le stesse F(z) e Ø(z), anche per gli integrali dell’equa-
zione (21), per tutti gli n maggiori di un certo n. Tuttavia, relativamente alla

condizione 1°), si può dire che per gli integrali della (21) (per n &#x3E; n) basta che
essa valga con la stessa F soltanto per I y’ (x’)1 entro certi limiti.

6. - a). Il fatto 1°) indicato nel n.O 5 si presenta sicuramente se ad ogni Y&#x3E; 0
si possono far corrispondere due funzioni e ~~(x), non negative e inte-
grabili in (xo, x1), in modo che, in ogni punto del campo C per il quale
sia y  Y, risulli 

., .,

b). Una nuova condizione sufficiente affinchè si presenti il fatto 2°) indi-

cato nel n.O 5, è la seguente :
Esistano un Yo &#x3E; 0 e due funzioni non negative e integrabili in (xo, x1),

e in modo che, in tutti i punti del campo C per i quali

e in tutti quelli per i quali è y - Yo risulti

Sia, infatti, y(x) un integrale dell’equazione (1) in tutto un intervallo (~o, ~i),
contenuto in (xo, x1), e in (~O,~i) risulti sempre e y’(x):&#x3E; l. Allora,
in tutto (~o, ~1), è

donde, posto

Ragionando analogamente se in (~o, ~i) è sempre e y’(x) -1,
oppure sempre y(x) -- - Yo e y’(x):&#x3E; 1, oppure sempre y(x) -- - Yo e y’(X) -- - 1,
si ottiene che, se y(x) è un integrale della (1) in un intervallo (~o, ~i), con

e y(~O)=Y(~i), ed è sempre, in (~o, ~i), 
oppure sempre y(x)--y(~,)~y(~í)---Y0, in tutto l’intervallo detto risulta

c). Un’ altra condizione sufficiente affinchè si presenti il fatto 2°) indicato
nel n.° 5, può enunciarsi come segue :

Esistano un Yo &#x3E; 0 e tre funzioni y(z), y(y) e di cui le prime due

(’6) Cfr. CINQUINI, loc. cit., in (1~), numeri 2 e 3.
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siano non negatiue e integrabili rispettivamente su (xo, xi) e su
e la terza sia sempre positiva e continua e tale che

in modo che, in tutti i punti del campo C per i quali è 

e in tutti quelli per i quali é ~  - Yo risulti

intendendo che, ove non sia 1p(x) = 0 in tutto (x,, Xi), esistano due costanti
positive À e ,u in modo che, per tutti gli y’ tali che sia sempre

~(y’) ~ ~c ~ y’ I, oppure in modo che gli intervalli costituiti dagli y’ &#x3E; ~ per
i quali è  lAy’ abbiano lunghezza complessiva infinita e che altrettanto
avvenga per quelli in cui i

Supponiamo che sia sempre, in (xo, oppure che risulti sempre,

per Il terzo caso considerato nell’ enunciato si riconduce

al secondo sostituendo alla funzione q(y’) un’altra funzione uguale alla g(y’)
ove è I e uguale a I altrove.

Sia y(x) un integrale dell’equazione (1) in tutto un intervallo (~o, ~i), conte-
nuto in (xQ, x,), e in (~o, ~1) risulti sempre y’(x) ~ 2 (il A essendo =1
se è == 0). Allora, in tutto (~,, ~i), è

ed anche, ponendo

Dunque è oppure

Ragionando analogamente se in (~o, ~~) è sempre y(x) ~ Yo e y’(x)  -~,, oppure
sempre y’(x) ~ ~, oppure sempre y(x) ~ - Yo e y’(x) -:-:::~ -A, si ottiene
che, se y(x) è un integrale della (1) in tutto (~o, ~~), con 

ed è sempre in oppure sempre
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, in tutto l’intervallo detto risulta

dove K è un numero qualunque maggiore di A e tale che sia

7. - Termineremo osservando che il ragionamento fatto nel n.° 1, in a), prova
che, se in un intervallo (x,,, x,) una funzione y(x) è continua insieme con le

sue derivate y’(x) e y"(x) (~7), ed è sempre e .

con 6 &#x3E; 0 e detto x il primo punto (se di tali punti ne esistono) soddi-
sfacente alle y’(X-) == 0, si ha .

Il

Ed invero, dovrà essere y’(xo) ~O, e se fosse y’(xo)=0 risulterebbe, da (23),
y"(xo) &#x3E; 0. Dunque, per un 6 positivo e sufficientemente piccolo, e per xo  x - xo + b,
è y’(x) &#x3E; 0. Ammesso che esista il punto ~, si ha, per ogni x tale che xo  x  ~,

e quindi, ragionando come nel n.O 1, a),

da cui la (24). 
~ ’ ,

Analogamente, se fosse y(xi)==0 (ferme restando le altre ipotesi, tranne

la y(zo) =0), detto x’ l’ultimo punto (se di tali punti ne esistono) soddisfacente
alle y’(x’) == 0, si avrebbe 

- 

.

Il

Se poi fosse, contemporaneamente,. Y(Xo) = O e ferme restando le

altre ipotesi, si avrebbe cos  il modo di determinare una limitazione infe-

riore, in funzione di a, per la differenza x1-xo.

Analogamente, se in (x,,,x,) fosse sempre y(x)  o, con y(xo) =0, oppure

In modo corrispondente si tratta il caso in cui in (23) e (25) valgano, rispetti-
. 

vamente, i segni &#x3E; e , purchè la y(x) non si annulli identicamente in (x,,, x,)
e la y’(x) non possa avere infiniti zeri. 

_

(17) La continuità della y"(x) non è indispensabile. Basterebbe che la y’(x) fosse assolu-
tamente continua. ’ 

°


