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LE SUCCESSIONI AD UN NUMERO FINITO DI BASI

di ANTONIO MAMBRIANI (Bologna).

In questo lavoro, applicando la mia « Algebra delle successioni » (!), inizio
Panalisi diretta della struttura dimportanti successioni alle quali do
il nome di successioni ad un numero finito di basi: ogni simile successione
fan}=(a, ai, as,..) & caratterizzata dal’avere una decomposizione che
pone in evidenza certe quantitd ¢ in numero finito e un uguale numero
di certe nuove successioni appartenenti ad uno stesso tipo, pit semplice di
quello della {a,}. S’imponeva di trovare dei nomi per queste quantitd e queste
nuove successioni: mi & parso logico — come risultera dal seguito — I assu-
mere per le prime il nome di basi della successione {a,} considerata e per le
seconde il nome di componenti ologene (ed anche, in altro caso, di compo-
nenti ordinarie) della §ay}.

A una « successione con un numero finito di basi» si puo fare corrispon-
dere in pitt modi delle funzioni quasi-intere, cioé delle funzioni analitiche
uniformi, con un numero finito di singolaritd. Accenno qui, per ragioni di sem-
plicitd e importanza, ad una corrispondenza biunivoca fra le successioni {a,}
ad un numero finito di basi e le funzioni 7(2) quasi-intere, regolari e nulle
all'infinito: risulta che le basi ¢; di una tale {a,} sono tutte e sole le singo-
larita della corrispondente f(z), e che le componenti ologene (o le componenti
ordinarie) di {a,! hanno unicamente I'ufficio d’individuare le diverse nature
delle singolaritd di 7(2). Determino fra l’altro, in modo semplicissimo, dei teoremi
di composizione di tali basi, teoremi i cui corrispondenti per le singolarita
delle dette 7(z), vengono chiamati feorema di HADAMARD e {eorema di¢ HURWITZ
e PINCHERLE (questi ultimi teoremi, com’& ben noto, hanno un’applicazione pilt
generale).

Tale investigazione diretta del comportamento asintotico delle sue-
cessioni ha fra i suoi scopi principali quello di preparare il materiale neces-

(1) Sull’Algebra delle successioni (Memoria I), « Annali di Matem. pura e appl. », s. 4,
t. 8 (1930), pp. 103-139; Idem (Memoria II), « Annali di matem. pura e appl.», s. 4, t. 9
(1931), pp. 25-56. Queste due Memorie saranno richiamate, in questo seritto, con 4lg. suce., I;
Alg. suce., 1I.
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sario ad approfondire — secondo una via molto naturale che indicherd prossi-
mamente — lo studio dell’importantissima nozione di funzione di¢ una o piu
successtont. Questa nozione porta poi logicamente ad applicare in modo siste-
matico, nel campo funzionale, tutta I’Algebra delle successioni. Viene cosi
a prendere sviluppo cid che denominerd concisamente 'dAnalist infinitesimale
delle successtont: essa trarrd il suo primo orientamento dai vari indirizzi
funzionali ora esistenti, e porra in luce — come, fra I'altro, mi pare fin
d’ora — molti interessanti collegamenti.
Ad altri lavori rimando diversi completamenti e varie naturali estensioni.

§ L. - Le successioni ad una base.

1. - Definizione di successione ad una base.
Una successione di potenze

17 Q) q2l q3""" qn)"“

ha un comportamento che risulta completamente individuato dalla conoscenza
della base q. In relazione a cid, generalizzando le progressioni geometriche,
pongo la seguente definizione:

Una successione §a@,}=(ao, @, @z,..) non totalmente nulla (*) si dird
una successione ad una base se ha una decomposizione della forma (*)

»
1) An=0oy, * q"

dove ¢ & una quantitd indipendente dalla variabile » ed {a,} & una successione
ologena cio¢ tale che sia
n
@) lim |Va,|=0.
7n— 00
La quantitd ¢ si dird la base della {@,} e la successione {ay} si dira la compo-
nente ologena della {a,i.
Ad esempio, la successione
1 n

@n= 1

TR (") L (=01,2.)

(?) Una sueccessione si dice « totalmente nulla» se ha nulli tutti i suoi elementi (cfr: Alg.
suce., 1, pag. 105).
(®) Nell’Algebra delle successioni (cfr. Alg. succ., I, pag. 109) si pone brevemente:

Z (?) o g,

u=0

n
“ﬂ . q’ll
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5 . . . 1
¢ ad una base, precisamente di base 1 e di componente ologena %;—,%, la sue-

cessione costante (e non totalmente nulla, per avere scelto a==0)

n
ap=a=ae,* 1%, (n=0, 1, 2,..)

ha la base 1 e la componente ologena {ae,i=/(a, 0,0, 0,..); la successione

n
n=g,_, * 1%, (n=0, 1, 2,..)

ha la base 1 e la componente ologena {e, ;}=(0, 1,0, 0, 0,....).

2. - Prime conseguenze.

Se in (1) si ha ¢=0, risulta (*) a,=a,, cioé:

Le successioni ologene sono tutte ad una base, di base ¢g=0 e di com-
ponente ologena la successione stessa; & quindi equivalente dire « successione
ologena » o «successione di base zero». Particolari successioni di questo tipo
sono, ad esempio, tutte le successioni ultimamente nulle (°).

Se in (1) si ha {a,}=(1, 0, 0, 0,...) =fe,}, risulta a,=q"; ciod:

Le progressions geometriche §{q"} sono successioni ad una base, di base
la ragione q e di componente ologena f{e,}.

Se in (1) si fa a, =0, risulta pure @, =0 qualunque sia g, e viceversa ; quindi:

La successione totalmente nulla si puo ritenere come una successione
ad una base, avente componente ologena pure tolalmente nulla e base
indeterminata.

Da (1) e (2) risulta

— n
®3) lim |Va,|=[q]|.
7n —» 00

Possiamo osservare che se una successione {a.} ha una decomposizione

della forma (1), ne ha una sola. Invero, se oltre ad (1) si avesse

n n_
@, = By * P con  lim |}B,|=0,
n-—>0o0

dovrebbe essere
n n
oy . anﬁn.pn,
da cui (%)

=P (D— )"

(*) Cfr. Alg. suce., I, pag. 122, annotazione (!), e pag. 109, n.c 5.

(°) Una successione si dice « ultimamente nulla » se ha nulli tutti i suoi elementi a
partire da un certo in poi (cfr. Alg. suce., I, pag. 105).

(%) Cfr. Alg. suce., I, pag. 132, n.o 27; pag. 139, form. (20').
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Prendendo qui la radice 2°5™2 in ambo i membri e passando al limite per % — o,
s’ottiene
0 =p—q

ossia p=g¢q e quindi anche g,=a,.

8. - Un’interpretazione trascendente.

Giova vedere subito un’interpretazione trascendente, particolarmente impor-
tante, della nozione di «base». Dalle precedenti formule (1), (2), (8) risulta (%)
che la serie

(o)
ay
Z Pka st
n=0

converge per |z|>|q| e definisce una funzione analitica (uniforme) f(z) che

Y

ha Vwunica singolaritac z=q e che é rappresentata dalla serie

(o]

> e
— o)+’

=9

tnversamente, per ogni simile funzione uniforme (regolare e nulla oll’in-
finito) la successione dei coefficienti della corrispondente serie di potenze
di z7' é ad una base e ha per base proprio la singolarita.

Ad esempio, nel caso della successione, considerata al n.o 1,

n

1
ay= 17 (=01, 2,.),

si ha

© 1

—\ 1 __t —1
f(z)_zon!(z—l)"‘f‘i__z-——lez )
n—

4. - Altra forma della definizione di successione ad una base e non ologena.
Le successiont {a,} non ologene e ad una base si possono anche definire
come quelle successiont per le quali é

con
nw*
(5) lim |{A"k, |=O0.
n— Q0

(") Cfr. A. MAMBRIANI: La moltiplicazione composta delle successioni e alcune applica-
zioni, Parte II, form. (35) (in corso di stampa nelle « Memorie della Reale Accademia d’Italia »).
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Invero, il secondo membro di (1) si pud serivere

n
o, q” an” n
=L g~ (q—'i")q,

onde, posto

o, ™
(6) kn= q—” : 1”}
risulta la (4) e inoltre si ha

n o )
(7 Adgy =k, * (—1)*= q—,’f

e quindi, per la (2), la (5).

Dird che la successione {%,}, data da (6), & la componente ordinaria di {a,}.
La (6) asserisce allora, tenendo presente la (2), che le componenti ordinarie
delle diverse successioni ad una base non nulla, non sono aliro che le succes-
stont ad una base e di base uguale all’unitd. In particolare, la progressione
geometrica §{¢"} ha la componente ordinaria {17}. E utile sottolineare che per
le successioni ologene mon ha senso parlare di componente ordinaria.

Da (7) si ricava

®) =g A%, .

5. - Alcune proprieta delle successioni ologene.
1. La somma di due successiont ologene é pure una successione ologena.
Invero, se fan}, {Bn} sono due successioni ologene, ciod tali che sia

lim |Jo,|=0, lim |VB,|=0,
n-— 0

n—aoc

& pure ologena la loro somma f{a,+pf,} in quanto si ha

|V“n+ﬂn‘$”/“_n|+lm|

(come si prova subito con innalzamento a potenza nesima),

I Se {a,} é una successione ologena e ¢ é una costante rispetto ad n,
anche la successione §{cx,} é ologena.

OSSERVAZIONE. - Le proprietd I e II si possono riassumere dicendo che
U insieme delle successioni ologene é lineare.

III. Il prodotto isobarico e il prodotio binomiale di due swuccessioni
ologene, sono pure successioni ologene.

Siano {a,}, §{B.} due successioni ologene e dimostriamo che sono ologene

§°‘n-ﬂn§, §°€n’fﬁn§-

n
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Nel caso del prodotto isobarico una semplice considerazione trascendente porta
subito a concludere col teorema: non mi sembra pero inutile il fare in tale caso
un ragionamento diretto che, con poche varianti, serve anche per 1'altro caso.
Anzitutto si ha: bl

niy

onde, prendendo la radice n°™2 aritmetica in ambo i membri,

.

|« | <[ tn
n n

Bl |-

Preso poi ad arbitrio un £>0, in quanto le successioni {a,}, { f,} sono ologene,
si pud determinare un intero positivo 7, e in corrispondenza ad 7n, un altro
intero positivo 7, in modo che si abbia

.
n

(10) o | < (%) ) | Bnl< (—E) , per ogni 7> mn,,
e inoltre i 27,42 numeri

S } %nfo l’ | %1y |7“'-7 l “n—nnﬂno |7

( | otOlgn l; | aiﬁn—i I,..-., \ anﬂﬂn—nol

siano pure tutti < <g)n per ogni 7 >mn,. Detto » il massimo dei due interi n,, n,,
segue allora

(11)

lon] o | Bn]| < (%)n (g)n per ogni n>7n,
n n
ed essendo ()
&\n &g\n AN
(5 G =40 (),
si conclude
n n .
Vo]« ﬁn||<|Vn+1]-§ per ogni n>n
n

ed anche, per la (9),

per ogni n>n.

n n .
Vo « Bul <[Vr+1] -5
n

n
E poichd lim |fn+1|=1, esistera un intero N tale che sia
n-—Qoo

n
]}/an.ﬂn|<s per ogni n> N.
n

Cid prova che f{uy,. ﬁng & successione ologena.
n

() Come risulta subito: cfr. Alg. succ., I, pag. 120, form. (39).
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n
Analogamente, nel caso della successione fo, * f,} si ha:

n n
lotn ® Bu| <[ otu] *

Bnl

ed anche

n
n
<[Vl " 180
Preso poi ad arbitrio un ¢>0, esistera un », tale che valgano le (10) e un 7,

tale che i numeri (11) siano tutti <(%>n per ogni n>n,. Detto # il massimo

) Vs

dei due numeri n,, n,, segue allora
" g\n " (g\n & g\n
ol 18l < (5] (5 =6 +3)
per ogni n>n, ossia

n
|&n] | Bu| <e™ per ogni 7n>n,

onde, per la (12),

n
Vo,
Oy * ﬂn

il che prova essere ologena la successione §og,,?,3"§.

IV. Il rapporto isobarico e il rapporto binomiale — mell’ipotesi che
tali rapporti abbiano senso (°) — di due successioni ologene mnon somo
sempre delle successiont ologene.

11 rapporto isobarico o il rapporto binomiale di due successioni 6logene puod
essere ologeno: cid segue subito dalla proprietd III precedente. Invero, se §an},
{Bn} sono ologene, i prodotti

<e per ogni »>n,

n
%n o Pn="7n, %y * Bn=1%, (=0, 1, 2,....)
n

sono pure ologeni; ne risulta

n EL n
= %7", an= =, (n=0, 1, 2,...),

dove i rapporti isobarico e binomiale nei secondi membri sono uguali alla succes-
sione ologena fa,}.

(°) Cfr. Alg. suce., I, pag. 128.
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Invece, ad esempio, da (*°)
1 n—
(s e
e da (*)
1 n
(n) S (—1) =,

segue, rispettivamente,

sn’:z(;)=(—1)”,. sn?(;)=(—1)nn!

-

s s o e 1 . .
cioé le due successioni ologene §sn§ , 3(n)€ hanno per rapporto isobarico la suc-

cessione ad una base §(—1)"} (di base —1) e per rapporto binomiale la succes-
sione {(—1)"n!} per la quale non si pud parlare di basi nel senso sopra definito.

6. - Alcune proprieta delle successioni ad una base.

Le proprietd enunciate al numero precedente per le successioni ologene, cioé
per le particolari successioni ad una base nulla, si estendono convenientemente
a tutte le successioni ad una base, inoltre, altre proprietd si possono enunciare.

1. Una successtone ad una base e la sua componenite ologena sono
tnizialmente nulle dello stesso ordine.

Cid discende subito dalla definizione di moltiplicazione binomiale (Cfr. 4lg.
suce., I, pag. 113, n.° 10).

Ipis. La somma di due successiont ad una base e della stessa base gq, é
una successione pure ad una base, la cut base é pure q e le cut compo-
nenti ologena e ordinaria sono, rispettivamente, la somma delle compo-
nenti ologene e la somma delle componenti ordinarie delle due successions.

-Invero, da

n n
Ap="0y * q% bn=Pn" q%

dove ¢ & indipendente da » e f{a,}, {f.} sono successioni ologene, segue

n n
an+bp=0ay," q" + ﬂn q"
da cui, per la proprieta distributiva della moltiplicazione binomiale rispetto

all’addizione (*?),

n
ant+ bn= (‘xn + ﬂn) * an

(1% Cfr. Alg. suce., I, pag. 135, form. (15).
(M) Alg. suce., I, pag. 139, form. (21).
(*?) Alg. suce., I, pag. 112, ).
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dove {oa,+pf,} & ologena come somma di due successioni ologene (n.° 5, pro-
prietd I). Inoltre, qualora sia ¢=F0, la componente ordinaria della successione
§an+b,} & data, per la (6), da
an“*‘ﬂfn? _ Xyn Ign ? . “n? ﬂn?
ot (G ) 1= (T )+ (3 1),
La proprieta asserita & dunque completamente dimostrata.

II. Se {a.} é una successione ad una base e di base q, e ¢ é una costante

rispetto ad n, anche la successione {ca,} ¢ ad una base e di base q.
n n
Invero, da a,=a, * @™ segue ca,=cay, * g™

OSSERVAZIONE. - Dalle proprietd Iy e II risulta dunque che ¢l campo delle
successiont ad una base ed aventi una stessa determinaia base, é un
insieme lineare.

II1. Il prodotto binomiale di due successiont ad una base é una succes-
stone ad una base, la cui base é la somma delle basi delle date successiont
e la cut componente ologena ¢é il prodotto binomiale delle componenti
ologene delle date successionsi.

Invero, da

n n
=0y * P", bn="pn" 9"
dove p, g sono indipendenti da »# e {a,}, {f.} sono successioni ologene (non
totalmente nulle), segue

n n n n
An * bp=(on * p") * (Bn* ¢")
da cui, per la proprietd associativa e commutativa della moltiplicazione bino-
i i3
miale (*3), n n  n n
@n * bpy=(otn * ) * ("™ * q")
ed anche (*%)
n n n
@n * bp=(n " ) * (P+ Q)%

n
dove fa,* fn.} & ologena come prodotto binomiale di due successioni ologene
(n.° 5, proprieta III). La proprietd enunciata & cosi stabilita.
OSSERVAZIONE. - Possiamo notare che, in virtt di (6),la componente ordi-

n
naria del prodotto binomiale {ay * b, } delle due successioni §{a.}, {b.} precedenti,
¢ data da

” n
3 an'lgn . 1n§ .
»+9" n

_(13) Alg. suce., I, pag. 111.
(1) Alg. suce., I, pag. 121, form. (41).
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IV. Il rapporto binomiale — mnell’ipotesi che il rapporto stesso abbia
senso (*°) — di due successtoni ad una base e a componenti ologene aventi
rapporto binomiale ologeno, é una successione ad una base, la cui base
é la differenza delle basi e la cuir componente ologena é il rapporto bino-
miale delle componenti ologene delle date successiont.

Invero, siano le due successioni di elementi generali

n n
=0y * Pp", bn=Pxn" q"

dove p, g sono indipendenti da 7 e {a,}, {f,} sono successioni ologene conve-
nienti: precisamente la {f,} sia inizialmente nulla (!¢) d’ordine non maggiore

n
dell'ordine analogo per {ay,}, inoltre il rapporto fa, : 8.} sia ologeno (n.c 5, pro-
prietd IV). Allora si ha (!7)
n
Lnjn __ Oy P _ %o |n ?p_"m
b » g
ﬁ”.qn . ﬂ

ossia

Qnn __ L2

b 3. (p—™

La proprieta enunciata resta quindi coneclusa.

V. Il prodotto ordinario (o prodotto termine a termine) di due succes-
stont ad una base é pure una successione ad una base, la cui base é il
prodotto delle bast delle date successioni. In particolare, se una delle due
successiont fattort é ologena, il prodotto ordinario é ologeno, se queste
due successiont sono entrambe non ologene il loro prodotio termine o
termine ha per componente ordinaria il prodotto termine a termine delle
componenti ordinarie delle date successioni.

Invero: 1°) Se una delle due successioni {a,}, {b,} & ologena, la conclu-

sione enunciata risulta subito osservando che si ha

n n n
| Vo |=|Van| - |Vba| ~0  per n—oo.

2°) Se {a.}, {b,} non sono ologene, sarad

an=nh,p", bn=kyq", (n=0, 1, 2,....),

(*5) Alg. suce., 1, pag. 128.
(1%) Alg. suce., I, pag. 105.
(}") Alg. suces I, pag. 131.
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dove p, g sono non nulli e indipendenti da n, e le {A,}, {£,} sono tali che sia
n___ ”_‘
13) lim |VA"|=0,  lim |} A"k, |=O0.
n—00 n—0

Segue
Onbn =lke,(pQ)",

il che prova la proprietd enunciata qualora si dimostri che & proprio
n——
(14) lim |V A"(hoky)|=0.
n-—Q0

Rimando ad altra occasione una dimostrazione semplice e diretta della (14) nel-
I’ ipotesi data dalle (13), e indico ora una dimostrazione che si appoggia sulla
teoria delle funzioni. A tale scopo, ricordiamo — come discende da considera-
zioni di FABER e LE RoOY sulle singolaritd delle funzioni analitiche — che «se
per una successione {c,i={g(n)}, si ha

n
lim |/4%e,|=0,
n—Qo
allora ¢(2) & una funzione intera che aumenta meno rapidamente di e¢l#l, con
&£>0 e arbitrariamente piccolo (!*); inversamente da quest’ultima proprietd segue
la prima». Ora dalle (13), vere per ipotesi, segue che, posto
hn:‘gi(n)y kn:QQ(n)r

le g.(2), g2(2) sono funzioni intere che crescono meno rapidamente di e¢l?l
con ¢>0 e arbitrariamente piccolo. Ne risulta

hoken=g.(n)gs(n)=gs(n),

dove g¢;(2) & una funzione intera che cresce meno rapidamente di e?!2l=enl®
con 7#>0 e arbitrariamente piccolo. Sara quindi vera la (14), c. d. d..

OSSERVAZIONE. - La componente ologena della successione { a,b,}, dove {a,},
§bn} sono le due successioni precedenti, & data da

(pg)" - Ahoks),  (n=0, 1, 2,...).

VI. La derivata tsobarica e la derivata binomiale (*°) d¢ una successione
ad una base q sono pure successiont ad una base e colla stessa base q.

(!8) In termini pitt preecisi, g(¢) &€ una funzione intera tale che, preso ad arbitrio un ¢ >0,
esiste un g, >0 in modo che sia

|9(2) |<et %! per |z|>0,-

(1% Alg. suce., I, pag. 37, n.° 47.

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 3
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Sia la successione

n

=0y * Q% (n=0,1,2,..),

dove ¢ @ indipendente da 7 e {a,} & ologena. Poiche la derivata binomiale di {a,}
non & altro che la successione {@,.1}x, si ha, per la regola di derivazione bino-
miale dei prodotti binomiali (?°),

n-++1 n n n n
Appr=0Onps * @M =0ps * "+ % * ¢ =0tpgs * @ + @yt Q"

ossia, per la proprieta distributiva della moltiplicazione binomiale rispetto
all’addizione,

n

(15) Wngr = (%nps + qo%n) * @5
dove foapii+ga,}, @ una successione ologena come somma di due successioni
ologene (n.° 5, proprieta I). Pertanto la derivata binomiale {any.i. della {a,}
ha la stessa base q della {an} e la componente ologena §ouy s+ qoyly.

La derivata isobarica di {a,} non & che la successione §{(%-+1)a@,4i},. Ora,
in virtt di (15), si ha

n n
(n+1)anps=n[(%nps +go) * ¢°] + (Cnps +gon) * g™

Ma &

n T on n41
A (@nys + o) © ¢"]=en_s * [(@np2+qouts) * g"™]

n n n
=¢&n_1 * [(an+2+qocn+4) * @+ (dngs + qan) * Q"-H]

/

n n
= [En_i * (an-{-? +2qan+1 + qga”)] : qn

n
= (ndn+1 + QQ"% + qgn“"—i) *q";
onde :

n
(r+1)an=[(n+ Doty +9@Cn+ Dan+ ¢*non] * ¢

dove nel secondo membro la parentesi quadra & I'elemento generale di una succes-
sione ologena, per la proprieta I del n.° 5. Dunque: La derivata isobarica
§fm+1)anydn delle §an} ha la stessa base q della §an} e la componente

ologena
f(n+1)otnps+q2n+ 1)y + @*notn s dn .

(%) Alg. suce., 11, pag. 38, form. (20).
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§ II. - Le successioni ad un numero finito di basi.

7. - Definizione di successione a due basi.

Mi riferird principalmente alle successioni a due basi, ma i ragionamenti
seguenti si trasportano facilmente alle successioni con un numero finito qua-
lunque di basi.

Si dira una successione a due bast la somma di due successioni ad una
base e di basi distinte. Precisamente, una successione {a,} si dira una «sue-
cessione a due basi » se ha una decomposizione della forma

n n
68} An="0n,1 " Q7 + On,2 " Q3

dove ¢4, ¢; sono quantita diverse, indipendenti dalla variabile 7, e §ay, 1}n, §&n, 2}
sono successioni ologene, ciog tali che sia

n n
2 lim [V, [=0, lim |Va,,,[=0.
n-—>Qo n— 00
Le quantitd g,, g si diranno le bas¢ della {a,} e le successioni §oy, 14, §on, 2}
si diranno le componenti ologene della {a,}.
Ad esempio, la successione
pads,

5 q" %n (con ¢ =+0)

& a due basi, precisamente le basi q, —¢g e le componenti ologene uguali en-

1 ) . . N
trambe ad 3 sni; una successione ultimamente costante, senza essere né costante

né ultimamente nulla, &€ a due basi, precisamente le basi 1 e 0, in particolare la suc-

cessione a,, 41, @z, Q, @, Ay Q,.... (CON @ a e con a=+0) ha le dette due basi e rispet-

tivamente le componenti ologene {ae,}, §(@—a)en+ (@ —a)en_o+ (@z—a)en »}.
Dalle (1) e (2) risulta

Je_ n———
lim |Va, |=|q/|,
n—00 .

dove |g| & il massimo dei due numeri |g.|, |g:]|.
Si ha poi: se una successione {a,} ha una decomposizione della forma
(1), ne ha una sola (**).

8. - Un’ interpretazione trascendente. .
Parallelamente a quanto .si & fatto al n.® 3 relativamente alle successioni ad

(*!) Sulla dimostrazione diretta di cid e su varie questioni affini rimando ad altro
lavoro.



36 A. MAMBRIANI: Le successioni ad un numero finito di bast

una base, indichiamo un’interpretazione trascendente particolarmente importante
delle successioni a due basi. Dalla (1) risulta

(e o] @©
DFED) ’;’M’ + Z ';’f+1 )
n=~0 n==0
onde (*?)
o] /,”1 o] “n’z
PE 2 G a0 T 2 G gy

dove il secondo membro rappresenta la funzione definita dal primo membro: fale
funzione f(z) ha, dunque, le due sole singolarita q., q.; tnversamente,
per ognt simile funzione uniforme (regolare e nulla all’infinito) la suc-
cessione dei coefficienti della corrispondente serie di polenze di z—* é a
due bast e ha per basi proprio le due singolaritd. Nel caso del primo
esempio considerato al numero precedente, cioé della successione

1” — 1)
Qn= L;—)— q", (n=0, 1, 2,...),

eon ¢=+0, si ha

o'
1 &y
f(z)=§n§( g™+t 2Z(z+q) iy

ossia

R

Analoga interpretazione sussiste per le successioni ad un numero finite
qualunque di basi.

9. - Altra forma della definizione di successione a due basi.
Una successione §a,} a due bast qi, q:, entrambe non nulle, st pud anche
definire come una successione della forma

3) n=len, g7 + Fn,2q5,  (n=0,1,2,.),
dove st ha
n__ n o
“4) lim |{4%k,,|=0,  lim |{A™e, . |=0.
n—Q n-—+00

. (22) Cfr. loe. cit. in (7).
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Cio discende subito dal n.° 4, qualora si considerino separatamente le due
successioni ad una base (non nulla)

n

n
g“",i'q;tga %““12.%‘%

che compongono la successione §a,i.

Le successioni §%n,13, {kn 2} si diranno — analogamente a quanto si disse
per le successioni ad una base — le componenti ordinarie della successione
fa.}. Risulta:

n n
24 “'mz .

(5) kn, 1= ‘q% * 1”, ]ﬂn7 9 == 7/;' 1
da cui
(6) Oy, 1=Q?A”ko, 1, “n,2=qunko,2-

Ed ancora, se la successione {a,} a due basi ha una base q non nulla
e Ualtra nulla, st avrd per essa una decomposizione della forma

an=knqn+“n7

dove

lim |V4"%,|=0, lim |a,|=O0.
n— 00

7 — 00

10. - Alcune proprieta delle successioni a due basi.

I. La somma di due successiont a due basi, ed entrambe colle stesse
due bast (distinte) q., q., é ancora wuna successione a due basi, le cui
bast sono pure q., q: e le cui componenti ologene (0 ordinarie) sono le
somme delle coppie di componenti ologene (o ordinarie) corrispondenti
nelle due date successioni (essendo «corrispondenti» le componenti relative
ad una stessa base).

Invero, se le due date successioni sono

n n
n
Ap=0p, 1 ° qr + On,2 ° G5,

(n=0, 1, 2,...),

n

n
bn:ﬂnyi ¢ q{‘ + ﬂﬂ,2 ° q:’

si ha subito

n n
an‘!"bn:'(an,i'l"ﬂn, 1) ° q:t + (“”,2+ﬂ'ﬂ, 2) ‘ q;‘,

dove §oun, 1+ fn, 1, §otn, 2+ Br, 2} sono successioni ologene come somme di succes-
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sioni ologene (n.° 5, proprietd I). Inoltre, la componente ordinaria di §a,+ b,}
relativamente a ¢,, se q,=+0, &

Opyy By v (anu lgnu)n (“nun ) (ﬂnun )
on . 1n= notl . 1n= _ni, ln Fnsi ln .
ar ar + qr ar + ar ’

analogamente per g,, se g;=+0.
E dunque provato quanto sopra si & asserito.
II. Se {an} é una successione a due basi, e di basi q., q:, € ¢ é una
costante rispetto ad n, anche la successione {canl é a due basi e di bast g4, q..
Invero da

n n
Ap=0n,1"°Qr + %n 2 ° qy

segue
n n
Cn="C0ln, 1 * G + Cotn, 2 * G-

OSSERVAZIONE. - Dalle proprieta I e II risulta che ¢! campo delle succes-
stont a due basi e colle stesse due basi (distinte) q., q., é un insieme
lineare.

II1. Il prodotio binomiale di due successioni, ciascuna o due basi, &
una successione a quatiro bast oppure a tre basi o due basi: queste
basi sono fra le somme di una base della prima successione e di una
base della seconda successione.

Invero, sia
n n
an=an,1 .pf + %p, 2 'p;)

. n n
bn="Pn,1* q¢ + Pn,2* 97,

dove py, P2, 1, g2 (cOn P, =P, ¢17F @) sono indipendenti da n, e fan,, 13, §on, 2,
§Bn, 13, §Bn, 2} sono successioni ologene (non totalmente nulle). Segue, per la pro-
prietd distributiva della moltiplicazione binomiale rispetto all’addizione (*?),

n

n n n n n
@n * Dn=(0n, 1 * P} + n,2 * P3) * (Bn,1 * @1 + Br,2° 93) =
n n n n
=(0tn,1* P, 1) * D1+ G1)" + (%, 1 ° B, 2) * (P1+q2)"+

n n n n
+(%n,2 " P, 1) * (D2 Fq)" + (%2 * Br,2) * (P2 +q2)%

cid che prova (tenendo presente il n.° 5, ITI) I’asserzione fatta. Precisamente:

(®) Alg. suce., I, pag. 112, y).
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1°) se risulta p,+¢q:*Fp:+¢q:, P1+9:Fp2+4q., e solo in questo caso,

per la successione §an?b,.§ si hanno quattro basi (date da p,+¢qi, P1+¢q2,
P2+q1, P2tq2);

2°) se invece risulta p,4 g, =p:+ q. (ed allora sard necessariamente
Pi+Q:Fp2+q.) si hanno due basi (date da p,+¢q., p.+¢.) oppure fre basi
(date da p,+¢q., p1+¢q:, P2+qi) a seconda che, rispettivamente, la somma

an,i’: Bn,s + Ay, 2 . Pr, o € identicamente nulla oppure no;

3°) se infine risulta p, + g, =p;+ ¢, (ed allora sard necessariamente
Pi+91Fp2+¢q:) si hanno due basi (date da p,+q., p.+¢q:) oppure fre basi
(date da p,+¢q., p1+g2, P2+4q:) a seconda che, rispettivamente, la somma

an,ir'&ﬁn,z -+ an,z?ﬂn,, & identicamente nulla oppure no.

Si comprende 1 estensione di questa proposizione qualora si moltiplichino
binomialmente due successioni di tipo pili generale: la prima ad un certo nu-
mero 7 di basi e la seconda ad un altro numero u di basi. Nell’interpretazione
trascendente, di cui al n.° 8 questa proprietd esprime — limitatamente per ora
alla categoria delle funzioni quasi-intere (ciogé funzioni uniformi con un numero
finito di singolaritd) — la nota proposizione sulla somma delle singolarita detta
teorema di HURWITZ ¢ PINCHERLE.

IV. Il prodotto ordinario (o prodotio termine a termine) di due suc-
cessioni, ciascuna a due basi, é una successione a quattro basi oppure a
tre basi o due bast o anche una base: queste basi sono fra ¢ prodotti di
una base della prima successione e di una base della seconda successione.

Invero, siano le due successioni

An=0n, 1+ 0n,2, (n=0, 1, 2,...),
br="bp, 1+ by,s,

con §an 1}y §@n, 2, §0n,13, §bn 2} successioni ad una base e di basi rispettiva-
mente p,, Ps, qi, g2, basi eventualmente nulle in parte, purché sia p, = p,,
qizi:qZ. Risulta

Opbn =0, 1001+ A, 1Op) 2+ Q205 1+ Oy, 2Dy, 2,

dove (in virth del n° 6, V) i termini del secondo membro sono gli elementi
generali di successioni ad una base e di basi ordinatamente i prodotti

) P1qy,  Pi1Q:, P, P29

Da cido discende la proposizione enunciata.
In particolare : Se i numeri (7) sono tutti diversi (cioé se p;q,=+p.q.,
P19:FP2qy), e soltanto in questo caso, la successione {a,b,} ha quattro basi
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(date da (7)); se invece & ad esempio,
an:])n‘*'sny b7z=29n—8n
(con p==0, ¢=+0) risulta
b =2(pq)",
ciog la successione {a,b,} ha la sola base pgq.
Questa proposizione ora dimostrata si estende, con qualche opportuno muta-
mento, al caso in cui le due successioni che si moltiplicano siano ad un nu-

mero finito qualunque di basi, numero non necessariamente lo stesso per ciascuna
delle due successioni. Secondo !'interpretazione trascendente, di cui al n.° 8, questa

proprietda esprime — limitatamente per ora alla categoria delle funzioni quasi-
intere — la nota proposizione sul prodotto delle singolaritd detta feorema di
HADAMARD.

OSSERVAZIONE. - Sulle precedenti proposizioni IIT e IV mi riservo di tor-
nare per dare maggiori precisazioni.



