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PROBLEMI DI VALORI AL CONTORNO
PER EQUAZIONI DIFFERENZIALI (NON LINEARI)
DEL SECONDO ORDINE (¥

di SiLvio CinqQuini (Pisa).

In una recente Nota (*) mi sono occupato di problemi di valori al contorno
relativi ad aleuni tipi di equazioni differenziali ordinarie non lineari, ed ho messo
in rilievo che, sotto opportune condizioni, V'esistenza della soluzione di tali pro-
blemi pud dimostrarsi rapidamente, quando si riconduca tale questione ad un
problema di Calcolo delle Variazioni e si faccia uso dei teoremi di esistenza del-
Pestremo forniti dai metodi diretti.

Anche il presente lavoro & dedicato a problemi di valori al contorno relativi
ad equazioni differenziali ordinarie (non lineari), ma il metodo seguito, che si giova
di considerazioni di carattere elementare, & completamente diverso da quello della
Nota precedente e pertanto riesce utile sotto condizioni differenti da quelle della
citata Nota.

Dei problemi in questione si sono occupati parecchi Autori fra i quali, oltre
al PICARD e al NICCOLETTI, sono da citare C. SEVERINI (?), R. CACCIOPPOLI (3)
e G. SCORZA-DRAGONI (*).

(*) Lavoro eseguito ‘nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore di Pisa.

*) S. CiNquiINI: Sopra ¢ problemi di valori al contorno per equazioni differenziali non
lineari. (Bollettino Unione Matematica Italiana, A. XVII (1938)).

(®) C. SEVERINI: Sopra gli integrali delle equazioni differemziali ordinarie d’ordine
superiore al primo, con valori prestabiliti in punti dati. (Atti della R. Accademia delle
Scienze di Torino, Vol. XL (1904-1905), pp. 853-869).

() R. CaccrorroLr: Un teorema generale sull’esistenza di elementi uniti in una tra-
sformazione funzionale. (Rend. R. Accademia dei Lincei, Vol. XI (1930), pp. 794-799). - Sugli
elementi uniti delle trasformazioni funzionali: un’osservazione sui problemti di walori ai
limiti (idem, Vol. XIII, (1931), pp. 498-502).

Altri lavori dello stesso A. trovansi nei Rend. del Seminario Matematico di Padova,
Vol. IIT (1932) e nei Rend. del Seminario Matematico di Roma, Vol. I (1931-1933), Parte I.

(*) G. ScorzA-DRAGONI: Il problema dei valori limiti studiato in grande per gli inte-
grali di un’equazione differenziale del secondo ordine. (Giornale di Matematiche di Batta-
glini, Vol. 69 (1931), pp. 77-112 e Mathematische Annalen, Vol. 105 (1931), pp. 133-143).

A prcposito di aleuni teoremi relativi ad un problema ai limiti per un’equazione
differenziale del secondo ordine. (Rend. R. Accademia dei Lincei, Vol. XXII (1935), pp. 44-48).
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-

Quest’'ultimo Autore si & occupato delle equazioni del secondo ordine, per le
quali ha dato, fra laltro, il seguente teorema :
Se o(z, y, y') é continua e limitata nel cilindro

C: a<z<), Y1(7) <y <y.(2), —oo <Y’ <+ o0, ¥:1(2) <y2(2)

e se Uequazione
(I) ”=(p($, Y, ?/I)

ha y.(z) e y:(z) come integrali in tutto a<z<b, essa ammette sempre una
soluzione, y.(z), per la quale sia

Yo(Zo) =Yo, Yo(T1) =Y,
se

a<2,<2,<b, Y1(20) < Yo <y2(20), Yi(2) <y, <y:(@:) (°).

La dimostrazione di questo teorema data dall’Autore (dimostrazione che va
opportunamente corretta (°)) sfrutta un teorema di unicitd, provato nella Nota
stessa, ed & basata su un risultato ottenuto dal CACCIOPPOLI con considerazioni
topologiche, che parecchi anni prima avevano introdotte BIRKHOFF e KELLOG.
Tl CACCIOPPOLI considera lequazione differenziale

(I1) ' YO =F(z, Y, Yy y* V),

dove F, definita per a<z<b, e per ogni sistema di valori degli altri argo-
menti, é continua e limitata, e dimostra che esistono integrali dell’equa-
zione (II) assumenti in n puniti qualunque valori prestabiliti.

Quest’ultimo Autore si occupa anche del caso, in cui la funzione F non sia
limitata, ma, posto w=Vy*+y">+ ... +[y™ D]}, sia

lim % =0,

w—Q0
uniformemente rispetto ad z, imponendo per condiziont al contorno una
qualunque di quelle valevoli a determinare un polinomio di grado n—1.
Nel presente lavoro mi propongo, innanzi tutto, di dare una dimostrazione di
carattere elementare (7) del teorema sopra citato dello SCORZA-DRAGONI, ripren-
dendo, con opportuni accorgimenti, il metodo del SEVERINI che si basa sulla consi-

(°) Vedi luogo cit. per ultimo in (%), pag. 45. Nelle due ultime disuguaglianze di tale
enunciato vi & una svista tipografica ed esse devono essere sostituite da quelle da noi
sopra scritte.

(6) Infatti le funzioni ¢,(z, ¥, ¥') e @.(z, ¥, y') — contrariamente a quanto afferma ’'A. —
non sono sempre crescenti rispetto ad y, perché la ¢(z,y,y’') non & supposta diversa da zero.

(") Rileviamo che anche lo ScOrRzA-DRAGONI da una dimostrazione elementare di un
caso particolare del teorema sopra riportato: nell’ipotesi che la funzione ¢ soddisfi alla

condizione di LipscHiTz rispetto alle ¥ e y'. (Vedi luogo cit. per secondo in (%), pp. 137-138).
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derazione di equazioni differenziali il cui secondo membro approssima il secondo
membro della (I) ed & lipschitziano ('approssimazione viene fatta, in tutto il § 1,
mediante funzioni razionali intere, opportunamente modificate per valori sufficien-
temente grandi delle variabili): cid permette di condurre la dimostrazione in modo
da non aver bisogno di ricorrere al criterio di BIRKHOFF e KELLOG, (usato in
seguito anche dal CACCIOPPOLI), sull’esistenza di un elemento unito in una
trasformazione funzionale.

Il metodo che ho seguito per dimostrare la proposizione dello SCORZA-DRAGONI
permette di dare parecchi nuovi teoremi, alcuni dei quali estendono quello del
citato Autore al caso in cui la funzione ¢, definita nel campo C, non sia limitata,
ma soddisfi ad opportune condizioni; altri trattano invece il caso, analogo a quello
considerato dal CACCIOPPOLI, in cui non si conoseca alcun integrale dell’equazione
differenziale in questione, ma si richieda un integrale, contenuto in una striscia
del piano (z,y) a lati paralleli all'asse y, nella quale & definita la funzione ¢,
e congiungente due punti assegnati della striscia.

Si hanno cosi parecchi nuovi risultati che non sono contenuti nemmeno nella
pitt generale proposizione del CACCIOPPOLI, la quale, nel caso n=2, viene anzi
ad essere contenuta come caso particolare in uno dei teoremi del presente lavoro.

Con un nuovo metodo di dimostrazione che & anche esso di carattere elemen-
tare e che pure non fa uso del citato criterio di BIRKHOFF e KELLOG, stabi-
lisco (§ 2) altri due nuovi teoremi. Questo secondo procedimento riesce anche piut
-efficace del precedente, perché tutta la dimostrazione viene svolta senza uscire
dal campo C, di cui nell’enunciato della SCORZA-DRAGONIL A tal uopo 'approssi-
mazione della funzione ¢(z, y, ¥’) viene fatta mediante funzioni ¢,(z, y, ¥’), che
non sono pilt polinomi, ma che sono ancora a rapporto incrementale limitato
rispetto alle sole variabili ¥ e ¥’ e che vengono costruite in modo che le fun-
zioni y,(z), ¥2(2), di cui nel’enunciato dello SCORZA-DRAGONI, siano integrali anche
di ognuna delle equazioni differenziali y” =qu(z, ¥, ¥’).

Per brevitd, in tutta la presente Memoria, mi limito dlla considerazione dei
problemi di valori al contorno per equazioni differenziali (non lineari) del secondo
ordine; ma i semplicissimi procedimenti usati riescono pure utili, oltreché per
stabilire altri teoremi (alcuni dei quali evidenti) relativi ai problemi ora citati,
anche per i problemi di valori limiti relativi ad equazioni differenziali ordinarie
(non lineari) di ordine superiore al secondo, come si vedrd in prossimi lavori.

§ 1

1. - TEOREMA I (dato dallo SCORZA-DRAGONI: nuova dimostrazione).
Sia Az, y, y') una funzione finita e continua nel campo

C: a<z<p, Yi(2) <y <y.(2), —oo LY < 4 0,
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ove Y.(z) <y:(2), (a <z <D); siano y.() e y»(z), in tulto (a,b), due integrali
dell’equazione differenziale

(1) f'/”=f(x’ Y, ?/,)7
e tnoltre esista un numero finito M, tale che, in tutto C, sia
) |, 9, ¥ | < M;

allora se (zi, y:), (¢=0, 1) sono due punti qualunque soddisfacenti alle
disuguaglianze

o<z, <2, <0, Yu(2) <y < yo (), (¢=0, 1),
Pequazione (1) ammette almeno una soluzione y=yy(z), (zo, 1), con
3) Y1(2) <yo(2) <y(2),
la quale soddisfa alle condizioni
4) Yo(@o) =Yo, , Yo(z1) =ys.
Infatti, si definisca in tutto il campo

AC'OO: T <r<z,, —oo <Y< + o0, —oo <Y < + o0,
una funzione £,(z, ¥, ¥’) ponendo

oy, y) =29, y), per ogni (z,y,y) di C;

fl@, 3, ¥) = O 1, a0, ), per Y >(a);

_ 2
iz, y, y)=— 1_(_*% +1f(z, y1(2), ¥'), per y<yi(z);

e si osservi che, in virti della (2), risulta in tutto Cy

(5) lfo(xr Y, ?/,)'<M+ L.
Poi, posto
— |, L1=R+(M+1)($1—xo),

e indicato con I' il maggiore dei massimi moduli, in (z,, 2,), delle funzioni y,(z),
¥2(z), poniamo © Lo—=I'+2L, @1 —10).
Considerata una successione di funzioni razionali intere
Pz, y, yf), (n=1, 2,..),
la quale in tutto il campo

Cr: zy<z<uz, —Ly<sy<L,, —2L, <y’ <2L,,
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converga uniformemente alla funzione 7(z, ¥, ¥’), si definisca, in tutto C, una
successione di funzioni

Qn(-’”’ Y, yl)r (n=11 2)"")7
ponendo, in tutto il campo Cf
(@, 9, Y)=Pult, 9, Y');
poi, per ogni (z, y) relativo ad un punto di Ci,
Qn(@, ¥, Y) = Qul(zy y, 2Ly), per y' >2L,,
Qﬂ(xi Y, ?/l) = Qn(% Y —"2L1)1 per :‘/'< _2[41’

e finalmente
Qn(@, ¥, ¥') = Qn(z, Lo, y'), per y> Ly,
Q’n(z’ Y, yl) = Qn(zv —LOv ?/’); per ?/< "LO'

Ogni funzione Q.(z, ¥, ¥'), (n=1, 2,....) risulta continua e limitata in tutto Cq,
ed & ivi a rapporto incrementale limitato rispetto a tutte le sue variabili. Inoltre
in virth della (8) & possibile determinare un numero intero 7z, in modo che, per
ogni n>mn, risulti in tutto Cs

(6) | Qnlz, 9, ') | <M+1.

Si consideri, per n>mn, 'equazione differenziale

() Y'=Quz, 9, y"),

e si osservi che, fissato comunque un valore y’ dell'intervallo (— L,, L,), esiste
un integrale y =Y,(z) della (7), soddisfacente alle condizioni (o) =%, ¥n’ (o) =¥’
e per il quale, in virth della (6), & in tutto (z,, z.)

®) |y’ (2) | <2Ly;

inoltre, tenendo ancora conto della (6), per ¥’ = L, risulta sempre y,'(z) = R, e
quindi ¥.(2:) = y., e per y'<— L, risulta sempre y,'(2) <— R, e quindi y,(z,)<y,.

Quindi, siccome la soluzione y=7y,(z) della (7) varia con continuitd al variare
di ¥’ possiamo affermare che, per ogni 7 >%, esiste almeno un valore di ¥’ nel-
I'intervallo (— L, L,), in corrispondenza del quale I'integrale ¥,(z) della (7), che
indicheremo con y=y,(z), soddisfa alle condizioni

© Yn(Zo)=Yo,  Yn(@:)=¥s.
Inoltre in tutto (z,, #.), e per n>n, risulta

(10) |yn'(2) | <2Li, |yn(2) | < Lo,
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ciog ogni punto (z, ¥.(2), ¥ (2)), (zo <z <=z,) appartiene al campo Cr, e quindi
la funzione y=y,(z) & un integrale dell'equazione

y'=Pu(z,9,9)

soddisfacente alle condizioni (9).

Ma per le (10) e per la (6) dalla successione {y,(z)} possiamo estrarre una
successione parziale {y,, ()}, in modo che questa successione e la {y’, (z)} conver-
gano uniformemente in tutto (z,, z,) rispettivamente verso due funzioni y,(z), ¥,'(z),

(eon Yo (z)= dL;f—)

al campo (7, e la funzione y=y,(z) & un integrale dell’equazione

). Ogni punto (z, yo(2), ¥'(2)), (o <z <2z,) appartiene allora

y” =f0(zr Y, yl)v

e soddisfa alle condizioni (4).

Per provare il nostro asserto resta da dimostrare che sono verificate le (3).

Infatti (8), supposto che vi sia un valore 2’ dell’intervallo (2o, z,) per il quale
sia ¥o(2') <y1(2’), consideriamo il massimo intervallo (z,’, #,"), contenente 2’ e nel
cui interno & sempre ¥,(z)<yi(z); sard z, <z, <z <24, Yo(2)=y.(2),
Yo(zd) =yu(2,).

In (z,/, z,") vi dovrd essere almeno un valore &, per il quale la differenza
Y¥1(2) —yo(z) avrd un massimo. Quindi sard y,’(§) =y, (), e, siccome 7y(z, ¥, ¥’)
&, per y <y.(z), funzione crescente di y, risulterad

¥1"(8) —yo" (©)=£(& y1(8), ¥4 (&) —Fo(&, Yo(£), y:'(€)) >0,

ma cid & assurdo, perché, essendo & un punto di massimo della differenza
Y1(2) —yo(z), deve essere y,” (&) —yo"(§) <0.
Dunque, in tutto (z,, z,), deve essere y,(z) <y,(z), e siccome in modo analogo

-

si prova che & y,(z) <y.(z), il nostro teorema risulta con cid provato.

2. - UN LEMMA DEL TONELLL

Per estendere il teorema del n.° 1 al caso in cui la funzione f(z, y, ¥’) non
sia limitata in tutto il campo C, & opportuno richiamare, in alcune forme parti-
colari, un lemma del TONELLI (°).

(®) G. Scorza-DrAGONI ha dimostrato (vedi luogo cit. per ultimo in (%)) il seguente
teorema di unicita: Se A(z, y, y') é continua, crescente rispetto ad y, e se y,(z) e y,(x) soro
due integrali dell’equazione y'' =z, y, y') definiti nell’ intervallo zy <z <z, ¢ verificanti
le yol@o) =Y1(@o)y Yo(z) =Yi(z,), allora & identicamente, in tutto (¥, ©,), Yo@) = Y1(®).

Ora questa proposizione & evidente in forza della semplice osservazione che noi fac-
ciamo nel testo.

(°) Vedi L. ToNELLI: Sulle proprietd delle estremanti. (Annali della R. Scuola Normale
Superiore di Pisa, Serie II, Vol. III, (1934), pp. 231-237), n.° 8.
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a). Se 2(z) é una funzione, assolutamente continua nell’intervallo (a, by
la quale per quasi-tutli gli x di (a, b) verifica la disuguaglianza
|2'(2) | < y(2) | 2(2) | +6(2),

ove y(z) e d(z) sono due funzioni mon negative e inlegrabili (*°) sull’inter-
vallo (a, b); posto

b
o= {7(2) +8@)} da,

risulta in tutto (a, b)
|2(2) [ < (1 +]2(a) |)e?,
ove a' é un valore qualunque dell’ intervallo (a, b).
). Se u(z) é una funzione assolutamente continua, insieme con la

sua derivata del primo ordine, sull’intervallo (a, b), se é in tutto (a, b)
U <u() <us e se in quasi-tutio questo intervallo é wverificata la disu-

guaglianz " (@)| <y (u(z))u*(2) + (),

ove y(u) é non negativa e integrabile sull’ intervallo (u., us) e 6(z) é non
negativa e integrabile sull’ intervallo (a, b), posto

Uz b
&— [ y(w)du + [ d(@)ds,
oA a
risulta in tutto (a, b)
|2/ (z)| < (14| uw'(a’)]|)e?,
ove a' é un valore qualunque dell’ intervallo (a, D).

Basta riprendere il ragionamento del TONELLI, osservando che se (z,, z) &
un intervallo di (@, b) in cui & sempre w'(z) =1, risulta

z u(r) U
/ y(u(:v))u’(z)dx‘ = y(u)du{é [ y(u)du
Zo u(zo) w0

y). Anche quando mon si conoscono < a priori» ¢ limiti superiore e

inferiore della funzione u(z) nell’intervallo (a, b), il lemma del capoverso )
+o

continua o sussistere supponendo che esista finito Uintegrale f y(u)du, e
ponendo ~o0
+c0 b
D= / y(u)du+ {6(x)dx.
—Q0 a

(1) In tutto il presente lavoro 1’integrabilitd va intesa sempre nel senso del LEBESGUE.
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3. - TEOREMA II.

Nel teorema I, alla condizione che la funzione #(z, ¥, ¢’) sia limitata in tutto C,
possiamo sostituire la seguente:

Esistano due funzioni ¢(z), y(z), non negative e integrabili sull inter-
vallo (a, b) in modo che, in tutto il campo C, sia verificata la disugua-
glianza

(11) [, 9, ) | < (@) +w(2) | ¥'|.

Ripetiamo la dimostrazione del n.° 1 con le seguenti modificazioni:
In virtu della (11) risulta in tutto C

(12) [fo(@, 9 ¥) [ <1+ () +w(2) |y |.

Posto
41

H—(§2+9(2) + v(2)} dz,

Zo

Li=(1+R)e,

definiamo il campo Cz in modo analogo al n.° 1, e determiniamo # in modo che,
per n>n, risulti (in virtu della (12)) in (i, e quindi anche in tutto C,

(13) |@n(@, 4, ¥') | <2+ pl@) +9(@) |y'].

-

Se ¥’ & un qualunque numero reale, esiste un integrale y=y,(z) della (7)
soddisfacente alle condizioni ¥,(z,)=v,, ¥, (z,)=¥', e per il quale, se & n>mn,
tenendo conto della (13) ed in virth del lemma del n.° 2, a), risulta in tutto (z,, z,)

(14) v/ (@) | < (1+]7"[)e".

Siccome poi, se esiste un z di (z,, 21), per il quale & |y,/(z) |=R, risulta in
tutto (z,, 1)

(15) |y./(2) | <(1+R)eH,

ne segue immediatamente che se y=y,(z) & un integrale della (7) che esce dal
punto P, = (z,, ¥,) con coefficiente angolare > L,, su tale curva integrale non
esistono tangenti parallele al segmento PP, (ove P, = (21, y:1)), e quindi ri-
sulta ¥,(z.)>y.-

In modo analogo, se y=%,(z) & un integrale della (7) che esce dal punto P,
con coefficiente angolare < —L,, risulta y,(z;) <y..

Percid, analogamente a quanto si & visto al n.° 1, esiste sicuramente almeno
un valore y,’ dell’intervallo (—L,, L,), in corrispondenza al quale esiste un inte-
grale y=y,(z), (¢, <z <z,) della (7), con y,(2) =Y, ¥.'(€o) =¥, € per il quale
risulta y,(z,)=v,. Inoltre per la (15) in tutto (z,, £,) risulta .

lyn,(x)lsl‘i'
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Basta quindi ripetere tutta la dimostrazione del n.° 1 con qualche evidente
complemento.

OSSERVAZIONE. - Il teorema del presente numero non é contenuto net
teoremt del CACCIOPPOLI, citatt nell’ introduzione. -

Per esempio, il teorema del presente numero assicura l'esistenza di almeno
un integrale dell’equazione \

"n__ y'

(16) Yy = 1 +V—x—y’2
congiungente i punti (0, y,), (21, ¥1), ove z,, ¥,, ¥ sono tre numeri reali qua-
lunque con z, > 0. Infatti, siccome, evidentemente, ogni curva y= C (costante) & un
integrale particolare della (16), basta osservare che il secondo membro della (16)
verifica la condizione relativa alla (11) per

P@=0, @)=

N

. - : . F o
Invece non & soddisfatta la condizione del CACCIOPPOLI lim - =0, perche,

w— 00

per z=0, il secondo membro della (16) si riduce a y’3, e quindi il rapporto
f(z, ¥, y’):]/y2+y’2, evidentemente, non pud tendere uniformemente a zero, in
tutto lintervallo (0, z,), per l/yz-i—y’?—»oo.

Osserviamo inoltre che non & applicabile alcuno dei teoremi dati dallo SCORzA-
DRAGONIL

4. - TEOREMA III.
Sia f(z,y, y') una funzione finita e continua nel campo

C': a<z<y, —co<Yy<+o0, —oo<y <+ oo,

e considerati due punti qualunque (z,, y,), (T1, y1) con a <z,<z, <b, suppo-
nitamo che esistano tre funzioni a(z), f(z), y(z), non negative e integrabili
sull’ intervallo (z,, 2,), con

2%

(17) [{12@—20) +|y:—: [la@) + (@)} do<1,

Zo
in modo che; per ognt z di (z,, z.) € per ogni coppia y, y', sia
(18) |z, 4, y) | <al@) |y |+ @) |y |+7();
allora Uequazione (1)
?/”=f($1 Y, :‘/,)

ammetle almeno una soluzione y=y(z), (z,<z<z,) soddisfacente alle
condizioni
Yo(Zo) =Yo, Yo(21)=Y:.



10 S. CINQUINI: Problemi di valort al contorno

-

Mostriamo che & possibile ricondurre il teorema in questione a quello del nu-
mero precedente, determinando, in tutto (z,, 2,), due integrali dell’equazione (1)

y=yi(@),  y=y:(2),
con ¥,(z) <y:(z), (2, <T<)), ¥:(2,)=Yy2(2,)=Y,, € per i quali risulta

Yu(21) <y <ya(21);
allora nel campo

C: ry<z<z, Y@@ <sy<y.(z), —oo Ly < + o0,

cosi determinato, la funzione 7 soddisferd ad una disuguaglianza analoga alla (11).
Infatti, seelto comunque un valore y,’, osserviamo innanzi tutto che, se y =y(z)

& un’integrale della (1), soddisfacente alle condizioni y(z,) =y,, ¥'(z,) =y, risulta,

in tutto (z,, z,), in virth delle (17) e (18)

(19) ly'(@) | <A1 +]y,']),

con ()

E2% x,
1+ l?/olfa(-'v)dﬂ?-i-fy(x)dx
(20) A — Zo o

.
)

1— f (@, — 20)a(z) + B(@)]de
o

(1) Infatti, se (z,, 7) & il massimo intervallo di (zy, ;) in cui vale la (19), in tutto (z,, 7)
e in virtu della (18)

z

v @—w'|=| [v"@az| < [o@ly| +8@1y' +r0)} ds<

Zo Zo
x

<[ a@}inl +fxly'|dx
Zo

Zo

x x
do+ A+ v0' ) f Blo)do+ f y@)de <
X - Zo

<lvol [at@az+ 40 -+145') [ { o — 2o + B} da+ [ iayaa
Zo Zo Zo

ed anche

| @) <l |+ 3o [at@dr+ 40+ |9 [ 16— s9ato) + Bz + [ rera
&o io :;o
Se z< =z, sarebbe |y’ (Z)| =A(1+ ]|y, [), onde

x x x
A +190 D <lvo' |+ ]| [ a@dz -+ A1+ 9, ) f (@ — 20)a(z) + f@)lda + f y(a)ds,
Zo Zy xo
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-

e tale disuguaglianza & valida anche se y, e y,’ sono i valori di y(z) e ¥'(z)

in un punto qualunque dell’intervallo (z,, z,).
?/o
T, — T

Dalla (19), in cui si faceia y,=y(2,) € ¥, =¥'(2.), si deduce (!?), posto

Sia ora 2z, un punto di (z,, z,), tale che y (zw)—

w|t— f {(e— 200 + B@)} da| + oy — 0+ s — e 1|1+ [ y(x)dx]
A£= o ’

Ty
— [ {12 — ) + |91 — volate) + B@)} do
Zo
(21) ly(zo) | < A,.
Quindi, per ogni integrale y=y(z) della (1) che abbia dei punti z,,, vale, in
tutto (z,, 2,), la disuguaglianza

|y (@) | < 42,
ove si & posto

F51 )
1 +A1fa(a:)dx+ [y(x)dx
As—(1+R) % %

2

1— f { @ — z)a(@) + B@)} d

da cui

T

. T
A+ D1 [{©—aato) + B0} as] <lwy'| + 1ol / a(@)dz + [ Y@,

Zo

z

4 [1 — [ § @ —zp)a@) +B@)} da:] <149l f a(@)dz + / y(2)dz.
":'0 Zo Zo

Dunque se 4 ha il valore indicato dalla (20), ove, in virti della (17), & sicuramente

x,
(1@ —apat) + pende <1,
2
T non pud essere minore di z,;, e il nostro asserto & cosi provato.
(*?) Infatti, posto y(z, )=y, ¥'(z, )=y, , e detto z ' un valore di (z,z,) in cui

Y
& y'(z,)= :__ 0, dovra essere per la (19)

141y, |/a(a:)da:+ [y(x)dx
<@+ly, ) —5— )
1 — [~ z0ale) + flo)lds

Ty

Yo— Y%

T, —x
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Percido se y=y(z) & un integrale della (1) che esce dal punto P, = (z,, ¥,)
con coefficiente angolare maggiore di 4., su tale curva integrale non esistono
tangenti parallele al segmento Po_Pi, ove P, = (2, ¥:). Quindi, ogni integrale che
esce da P, con coefficiente angolare maggiore di 4, non pud tagliare il segmento
P,P,, ed & ad eccezione del punto P,, tutto al disopra di tale segmento, essendo
evidentemente A,> R. )

Analogamente, ogni integrale che esce da P, con coefficiente angolare minore
di — A, resta, ad eccezione del punto P,, tutto al disotto del segmento P,P,.

Quindi, fissati due numeri y,’, .’ con y,’ < — A4,, y.’ > A4.,, esistono due inte-
grali della (1)

?/=:l/i($), (=1, 2)’

soddisfacenti alle condizioni yi(zo)=y., ¥/ (2,)=vyi, e per i quali risulta

Y1(2) <y:(2), (@o<z<z1) € Yu(21) <y:1<yY2(T1).

Indicato con A il maggiore dei massimi moduli delle funzioni y,(z), y.(z) nel-
Iintervallo (zo, 21), in tutto il campo

C: zosz<uwy, y1(2) <y <y:(2), — oo <Y <+,
la funzione 7(z, y, ¥’) soddisfa, in virtu della (18), alla disuguaglianza

1@y, y') | <B@) |y | +[2a(2) + ¥ ()],

e sono quindi soddisfatte le condizioni del teorema del n.° 3 per

p@) =la(@) +y(@),  y(@)=p(2)

OSSERVAZIONE. - I/ teorema del presente mumero contiene, come caso
particolare, i teoremi citati del CACCIOPPOLI per n=2.

e quindi

n n
1+ |y, | {a(x)d:c +/y(z)d:v
io Zo
&)

1— / (@1 —20)ala) +B(@))de
Z ® n

Iy, | ; 1— f (@1 — 20)a(@) + B@)ldz — (A + |y, ey — z0) [ ate)az

Zo Zo

o+, D —a) |1+ fx;u)dw],
a

19| <|¥o| + (@ — 2} (1 + |, ])

)

<

&
<I%| } 1 f (@1 — z)a(z) + B@)lda
Zo

da cui immediatamente la (21).
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Infatti, fissato un numero ¢>0, con

1
(22) O m—mRE—z =+ 1
in virti dell’ipotesi, fatta dal CAcciopPOLI, f(z;:i:_y__l)z — 0, uniformemente rispetto
Y Ty

ad z in tutto (a, b) per Vy2+y"" — 00, possiamo determinare un numero N >0,
in modo che, per ogni coppia (y, ¥’) con Vy2+y’2ZN, risulti in tutto (z,, )

7@, 9, ¥) | <o Vy*+y* <o{ly|+]y |}

e quindi, indicato econ @ il massimo modulo della funzione 7(z, y, ¥’) per ogni z
di (z, 1) e per ogni coppia y, ¥’ con y*+y'*<N? risulta in tutto il campo
T <r<uz, —oo <Y< + o0, —oo <Ly <+ o0,
1z, 9, ¥ | <o tlyl+]y' |3+ G,

ed & quindi verificata la. condizione (18) per a(z)=p(zr)=o0, y(z)= G, insieme
con la (17), in virth della (22).
EsSeEMPIO. - La funzione

2
2+

13
@, y, ?/')E?:_l_—yﬁ“ L

1+ Vzy2

soddisfa su ogni intervallo (0, z,), con 0 <z, < i, alle condizioni del nostro teorema,

ma non (come & evidente) a quelle dei teoremi di CACCIOPPOLI.
Infatti, fissato ¢>0 in modo che sia

1—2Vz,
o< o[22, 4+ |y, — Y011’

abbiamo per ogni y tale che sia |yl2$

|, 3,9 | <olyl+ =19/,
e quindi, in tutto il campo
0<z<z, lu<y, —w<y<to, —w<y <+,
risulta
|, 3, ) | <olyl+ 1y |1+ 5,

PY

e, in conseguenza del modo in cui & stato scelte o, & soddisfatta la (17).
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5. - TEOREMA IV.

In tutti i precedenti teoremi si & sempre supposto che la funzione #(z, y, ¥’)
sia finita e continua in ogni punto (z, y, ¥’) del campo in cui & definita. Sotto
opportune condizioni si pudé anche abbondonare I’ipotesi che la funzione #(z, ¥, ¥’)
sia continua rispetto alla variabile z, come faremo nel presente n.° e in quelli
seguenti. Dimostriamo, per esempio, il seguente teorema :

Sia g(z, ¥, ¥') una funzione finita e continua nel campo

C: as<z<b, Y(@)<y<y:z)y, —o<Y <+,
ove y.(z) <y2:(z), ed esista un numero finito M, tale che sia in tutio (a, b)
lg(x’ %Y) ,<M§

sta p(z) una funzione integrabile sull’intervallo (a, b) ed ivi non negativa
(oppure non positiva), e siano y.(z), y:(z), itn tulio (a, d), due integrali
dell’equazione

Y=y @+ [p@9(, y, y)ds;

allora, se (zi, ¥:;), (¢=0, 1) sono due puniti qualunque soddisfacenti alle
disuguaglianze

a<z,<2 <Y, Y1(2:) <SY:i<y:(z), (¢=0, 1),
lequazione )
(23) y'=y@)+ [P@9( y, y)ds

ammette almeno una soluzione y=y(z), (z, <z <z,) con
(24) Y1(2) <yo(2) <y2(2), (@osz=<2),

soddisfacente alle condizioni

(25) : Yo(To) =Yo, Yo(T1) =Y.

Supposto, per fissare le idee, p(z) =0, e definita, in tutto il campo Cy di
cui al n.° 1 e nel modo allora indicato per la 7 (z, ¥, ¥’), una funzione g.(z, ¥, ¥'),
la quale, per ¥ >y2(z) e per y <y.(z), risulta funzione crescente della ¥, si ponga

1
I— [p@)ds, Li=R+IM+1),

Zo

e si ripeta quanto si & detto al n.° 1, intendendo che le funzioni razionali intere
P,(z,y,y’) convergano uniformemente, in tutto il campo Ci, alla g.(z, ¥, ¥')
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e che invece della (7), si consideri 'equazione

Y =y @)+ [P Qul, y, y')d.

Sono ancora verificate le (10) e per provare che la successione {y,'(z)} &
costituita di funzioni ugualmente continue sull’intervallo (z,, z,), basta tener pre-
sente che, se 2, ” sono due valori qualunque, con z’ <z”, dell’intervallo (z,, z,), &

2

|9 @) =9 @) | =| [0@) @tz yal@), y' @)z | < WU+1) [p(@)de.

Si conclude quindi, in modo analogo al n.° 1, che esiste almeno un inte-
grale y=y,(z) dell’equazione

Y =y (z)+ f p@)g(2, ¥, y')dz,

soddisfacente alle (25), e per poter affermare che esso & anche integrale della (23),
basta dimostrare che sono soddisfatte le disuguaglianze (24). A tal uopo occorre
modificare nel seguente modo I'osservazione fatta alla fine del n.c 1.

Supposto che esista un valore z di (z,, 21), per il quale sia y,(Z) <y.(z),
indichiamo con (,’, z,") il massimo intervallo che lo contiene e nei cui punti
interni & sempre y,(z) <y:(z). Avremo

Yo(@o") =y1(20), Yo(zy) =yu(zy).

Sia & Yultimo punto di massimo assoluto della differenza y, (z) —y, ()
in (2, z\"). Sara

2/ <E<z!, Y (&) =y (§)=0,
e percid

9o(& Y1(€), ' (€)) —90(&, ¥o(8), ¥ (8))=29>0.

Per la continuitd della g.(z, ¥, ') e delle y.(z), ¥o'(2), ¥:(z), i’ (2), in tutto
un intervallo (&, &,) di (§ z,) &

90(2, Y1(2), ¥.' (%)) — 9o(2, ¥o(2), Yo' (7)) >,

e quindi, per essere p(r) =0,

P@)[90(, ¥1(2), i (@) —go(2, yo(2), ¥/ (x))]Z 1p(2) ;

e. percio risulta

¥y (@) —yo' () =f p@)g(=, yi(2), y:'(2)) —9(2, yo(2), yo' (@))]1dz =7 f p(z)dz>0.
3 13
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Ne segue,l per ogni z di (§ &),

Y1(£) —yo(2) Z Y1(§) —yo(%),

e quindi & non sarebbe l'ultimo punto di massimo assoluto della differenza
¥1(2) —yo(z) nell’intervallo (z,’, z,"). Il nostro asserto & cosi provato.

OSSERVAZIONE. - Dopo quanto si & detto in questo numero si vede facilmente
come possano estendersi i teoremi II e III, considerando una funzione 7(z, ¥, ¥’)
soddisfacente rispettivamente alla (11) e alla (18) (quest’ultima sotto la condi-
zione (17)) e tale che sia f(z, ¥y, ¥')=p(@)9(z, ¥, ¥'), con p(z) funzione non
negativa (o non positiva) e integrabile, e g(z, y, ¥’) funzione finita e continua.

6. - TEOREMA V.
Sia g(z, ¥, y') una funzione finita e continua nel campo

C: a<z<b, — o0 <Y< 400, —oo<y' < + o0,

e st supponga che esistano due funzioni wo(y), vi(z) non negative e inte-
grabili rispettivamente sugli intervalli (— oo, + ), (a, b) in modo che sia
in tutto il campo C’
19@@, 4 ¥) [ < wo)y”* + ()

e sia () una funzione integrabile (sempre nel senso del LEBESGUE) swl-
Uintervallo (a, b).

Allora se (z;, ys), (¢=0, 1) sono due punti qualunque con a<z,<z,<b,
U equazione

(26) Y@=y @)+ [19@ 9,9)+v@) jds,

ammette, in tutto (2,, z.), almeno una soluzione y—y,(z) soddisfacente alle
condizioni (25)
Yo(Zo) =Yo, Yo(21) =Y.

Infatti, posto

o 5
K= [p@)dy+ [ {2+ +|vla) |} da,

L1=(1+R)6K,
consideriamo, come nel n.° 1, il campo
Cr: z,<z<z, —L,<y<L, —2L,<y <2L,

dove ora I' & il maggiore tra |y,| e |y.|, e riprendiamo la dimostrazione del
numero detto, conducendola in modo analogo a quanto abbiamo fatto nel n. 3,
considerando perd invece della fy(z,y,y’) la stessa g(z,¥,y’), modificando in
modo evidente la definizione delle @.(z,y,y’) e utilizzando il lemma del n.° 2, y).
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Si dimostra anche qui 'esistenza di almeno un integrale y =y,(z), (z, <z <z,)
dell’equazione

Y@=y @)+ [[Qulz, 3, ¥)+v(@)]ds,

Zo

congiungente i punti P,, P,, (ove P;= (z;, ¥:), t=1, 2), e risulta in tutto (z,, 7.),
e per n>n |y,,’(z)]<2L,,
e quindi anche

| yn(z) | < LO'

Con considerazioni analoghe a quelle del n.° 5 si prova l'uguale continuita,
sull’intervallo (z,, z,), delle derivate {y,/(z)}, e tenendo conto anche delle due
ultime disuguaglianze si conclude immediatamente che esiste almeno una curva
integrale dell'equazione (26), y=v,(z), (z,<z<=z,), soddisfacente alle condi-
zioni (25).

EsEMPIO. - L’equazione

y' 1
A S
T

soddisfa alle condizioni del teorema del presente numero anche quando il
punto z=0 non sia esterno all’intervallo (z,, .).

§ 2
7. - TEOREMA VI
La dimostrazione del teorema IV & basata sull’ipotesi che la funzione p(z)
non cambi di segno nell'intervallo (a, b). Vogliamo ora abbandonare tale ipotesi
e a tal uopo conviene modificare il procedimento seguito nel § 1, sviluppando
la dimostrazione senza uscire dal campo C. St da cosi un nuovo procedimento
generale di dimostrazione, che riesce utile anche in molti altri casi e che
potrebbe servire pure alla dimostrazione di alcuni dei teoremi del § 1.
Generalizziamo dunque tl teorema IV supponendo, per quanto riguarda
la funzione p(z), soltanto che essa sia integrabile (nel senso del LEBESGUE)
sull’ intervallo (a, b).
a). Supponiamo, nel presente capoverso, che, per ogni z di (z,, 2.), sia
sempre y2(2) >y (a).

Posto
2%
'~ [Ip(@)ldz,
Zo

H=1+R+I'M+|y/ (@) |+]|y:' ()|,
Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 2
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abbiamo in tutto (z,, i)
(27) ly/(@)|<H-1, (i=1,2).

Inoltre ogni curva y=1,.(z) integrale dell’equazione (23) e congiungente i
punti P,=(zy, %) € Pi=(a1, 1), e tale che ogni punto (2, ¥o(2), 90'(@),

1 4, A,
//
/
// Qz
YFY, @) /
—
3 B R
/
/
///
-Al AZ
Fig. 1.

(z, <z <z,) appartenga al campo C, avrd almeno una tangente parallela al
segmento P, P,, e quindi sara in tutto (z,, z:)

(28) |y (2) | <H.

Per ogni intero positivo 7z definiamo nel campo C una funzione g,(z, ¥, ¥’)
nel seguente modo.
Fissiamo un z di (z,, z;) e definiamo ¢,(z, ¥, ¥’) nel campo

Y1(2) <y <y,(z), —oco<Yy' <+ o0

con il seguente procedimento.
Consideriamo nel piano (y, ¥’) il rettangolo R, a lati paralleli agli assiy, ¥/,
delimitato dalle quattro rette

y=y:1(), y=y.@) y'=H, y=—H,
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e poniamo
A1=y(@), —H); A4:=(y:(2), —H); A:=(y:(2), H); As=(y:1(2), H).

Sui lati 4,4, e A2 A4; segniamo i punti Q,, Q. per i quali &, rispettivamente,
¥ =y (), ¥ =y2'(z), e osserviamo che, in virtu delle (27), tali punti risultano
interni ai segmenti 4,4, e 4,4, rispettivamente.

Dividiamo I'intervallo (y.(z), y2(z)) dell’asse delle ¥ in » parti uguali e per
i punti di divisione conduciamo le parallele all'asse ¥’ in modo da dividere R
in n rettangoli uguali. Congiungiamo i punti @, e Q.; poi diviso in 7 parti
uguali ciascuno dei segmenti Q, A4, e Q2A3, congiungiamo ordinatamente i punti
di divisione di Q,4, con quelli di Q2A3, analogamente dividiamo in 7z parti
uguali ciascuno dei segmenti 4,Q, e 4;Q, e congiungiamo ordinatamente i punti
di divisione. Tutte queste congiungenti insieme con le parallele condotte all’asse y”
dividono il rettangolo R in tanti trapezi. Decomposto ognuno di questi trapezi
in due triangoli con una diagonale, il rettangolo R_ risulta suddiviso in tanti
triangoli 7. Nei vertici di ciascun triangolo 7' poniamo g¢,(z, ¥, ¥')=9(z, ¥, ¥'),
poi completiamo la definizione della funzione g¢,(z, ¥, ¥’) in ogni 7" in modo che,
in ognuno di questi triangoli, g, risulti funzione lineare nelle y e ¥’, ciod in
modo che z2=g,(z, ¥, ¥') sia su ogni 7, una superficie piana.

Si ponga . poi

9., Y, ¥')=9., y, H), per y'>H,
9:(%, Y, Y')=9.(2, y,— H), per y’'<—H.

Fatta tale costruzione per ogni z di (z,, z.), la ¢,(z, ¥, ¥') risulta definita
in tutto il campo

Z0<$<$19 yi(x)$y<y2(x)’ _°°<?/,<+°°7
nel quale risulta, per ogni 7,

L9z, y, y') | < M,

e la funzione g, & continua rispetto a (z, y, ¥') e lipschitziana rispetto alle y e y’.
Inoltre nel campo

OH: Zoézézh yi(x)<y<y2($)’ —HS?/’<H’

la g, (2, ¥, y’) converge uniformemente alla g(z, ¥, '), per 7 —cc.
Per ogni z di (z,, z,) &

n(@, yi(2), ¥ (7)) =9(2, yi(2), ¥/ (2)), (=1, 2),

e pereio le due curve y =y(), (¢, <z <z,), (¢=1, 2) sono integrali dell’equazione

(29) Y=y @)+ fp(x)gn(z, ¥ ¥)da.

Zo
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Inoltre per ogni curva y=y(z) integrale della (29) e congiungente i punti
P,, P, & verificata la disuguaglianza

ly'(z) | < H.

Tenendo conto di noti risultati sulle equazioni differenziali (!3) possiamo
concludere, in virtt di un ragionamento elementare gia fatto anche da G. SCORzA-
DRAGONI (%), che esiste un integrale y=y,(z) della (29), che congiunge i punti
P, e P, e per il quale ogni punto (z, ¥.(2), ¥,/ (%)), (o <z <z,) appartiene al
eampo Cg.

Facendo tendere » all’infinito e con considerazioni analoghe a quelle del n.> 5
si conclude che esiste un integrale y=1,(z) dell’equazione (23), che congiunge i
punti P,, P,, e per il quale sono, evidentemente, soddisfatte le (24). Il nostro
asserto & con ci0o provato sotto I'ipotesi supplementare, fatta all’inizio del presente
capoverso, ¥:(2) <y:(2), (zo<z<z).

b) Per eliminare tale ipotesi, osserviamo che, se nella disuguaglianza
¥1(2) <y:(z) non vale sempre il segno di <, questo dovra valere per uno
almeno dei due valori z,, z;, perchg, in caso contrario, risulterebbe necessaria-
mente y,(2;) =yi=vy2(z:), (¢=1, 2), e il nostro teorema sarebbe evidente.

Supponiamo dunque, per fissare le idee, y.(zo)>¥.(20), e sia & il primo
punto di (zo, ;) in cui & y2(&)=y1(%)-

Considerato il punto zﬂ=§0—%, con u numero intero positivo tale che

sia 50—%>z0, abbiamo, in tutto (2., z.), ¥:(2) >y:(z), e quindi per quanto si
& visto in a) esiste un integrale y=y,(z) dell’equazione (23), per il quale ogni
punto (z, ¥,(2), ¥, (%)), (z, <z <z,) appartiene al campo C, e che unisce i punti P,
e (24, ¥2(2.)), e quindi, per u—oo, si ottiene un integrale y =y (z) della (23)
che unisce i punti P, e (&, y=(&))-

Sia poi &, l'ultimo punto di (z,, z.), in cui & y.(&)=vy.(&) ; allora I'integrale
¥ =Y(z) viene continuato anche in (&,, &), ponendovi y«(z) =¥.(2), e finalmente,
con procedimento analogo a quello seguito per I’intervallo (z,, &), si pud conti-
nuare tale integrale anche sull’intervallo (&, z,), se & & <z,.

8. - TEOREMA VII.

Il procedimento seguito nel numero precedente riesce utile anche per dimo-
strare altri teoremi, quale, per esempio, il seguente:

Sia g(z, ¢, ¥y') una funzione finita e continua nel campo

C: a<z<), Yi(2) <y <y.(z), —oco <Y < + o0,
(!3) Vedi per esempio, C. CARATHEODORY : Vorlesungen wber reelle Funktionen, (Teubner,

1918, Leipzig), Cap. XI.
(1) Vedi luogo cit. in (%).
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ove Yi(z) <y.(z), (a<z<b); siano UL, I, due numeri finiti tali che, in
tutto (a, b), sia L<y;@2)<Ll, (t=1,2) e st supponga che esistano due
funzioni yo(y), v.(z), non negative e integrabili, rispettivamente, sugli
intervally (I, 1), (a, b), in modo che, in tutto il campo C, sia

9@ 4, ¥) [ <pe@)y"* +v1(2);
sta y(z) una funzione integrabile (nel senso del Lebesgue) sull’ intervallo
(a, b), e stano y=yi(z), (¢=1, 2) due integrali dell’equazione

v =y'@+[ 9@y ¥)+v@)]ds;

allora se (i, y:), (¢t=0, 1) sono due punti qualunque, soddisfacenti alle
condiziont @<z, <z <b, yY.(2;) <y; <y:(x:), (¢=0, 1), Pequazione

Y =y'(zo) + ] t9@, v, y') +y(@)}ds

Zo

ammette almeno una soluzione y=y.(z), (¢, <z <1z:) con
Y1(2) < yo(2) <y2(2), (@o<z=<uaY),
soddisfacente alle condiziont yo(To) =Yo, Yo(T1) =Y.
Basta ripetere, con poche modificazioni, la dimostrazione del numero pre-

cedente.
Supposto anche qui, dapprima, che, per ogni z di (z,, ), sia

Y2(2) >y (2)
si ponga

Iz T
E—[w@dy+[ {1+v@+|v@)} ds,

4L Zo

H=1+[14+R+|y/(z0) |+|y:'(z:) |15,

e si osservi che, in virti del lemma del no° 2, §), sono verificate le (27) e (28).
Tutto il resto della dimostrazione procede in modo analogo al numero pre-
cedente.

ESEMPIO: y't
”n

y" = —.
14y Vy?

Aggiunta fatta nel novembre 1938-XVII.

Alcuni estratti della presente Memoria furono presentati al concorso di Ana-
lisi Matematica per la R. Universitd di Cagliari, chiusosi il 15 maggio 1938-XVI



22 S. CINQUINI: Problemi di valori al contorno, ete.

e G. SCORZA-DRAGONI ha potuto cosi prendere visione del presente lavoro fin
dall’estate scorsa. Cio gli & riuscito molto utile, perché Egli & venuto a conoscere
Perrore in cui era incorso nella sua nota lincea del 1935 (vedi luogo citato in (*))
e che aveva ripetuto per ben due volte nella sua recentissima Memoria « Su un
problema di valori ai limiti per le equazioni differenziali ordinarie del
secondo ordine », fatta comporre nella primavera del corrente anno, e pubbli-
cata nel corrente mese nei Rend. del Seminario Matematico di Roma (Vol. 2 (1938),
pp. 177-215).

A quest’ultimo lavoro lo SCORZA-DRAGONI ha percio fatto seguire una
« Aggiunte ecc. » (ibidem, pp. 253-254) nella quale riconosce e corregge
Perrore cui abbiamo accennato. Tale aggiunta si chiude con le seguenti parole:
«Al CINQUINI evidentemente & sfuggito che nemmeno la ¢==0 sarebbe suffi-
ciente per garentire la crescenza delle ¢; rispetto a y ».

Lo SCORzZA-DRAGONI tiene, cosi, a far sapere ai suoi lettori che lerrore
da Lui commesso & piti grave di quello che risulterebbe dall’osservazione che
io avevo fatto; e a tal riguardo nulla avrei da aggiungere. Ma siccome l'affer-
mazione dello SCORZA-DRAGONI vorrebbe essere un appunto a me rivolto, debbo
rilevare che i fatti la smentiscono completamente e che nulla effettivamente mi
& «sfuggito », perche, pur essendo ricorso in alcune mie dimostrazioni (vedi per
esempio, n.° 1) ad un artificio analogo a quello dello SCORZA-DRAGONTI, I’ ho fatto,
a differenza da tale Autore, in modo perfettamente corretto, come lo stesso
SCORzA-DRAGONI ha riconosciuto nella sua « Adggiunta », nella quale ha utiliz-
zato proprio la mia costruzione per correggere i suoi errori. E vero che in tale
costruzione, in luogo di una semplice funzione razionale da me usata, Egli ha
preferito adoperare una trascendente, ma questo dipende soltanto dalla diversita
delle nostre tendenze.

Non sara inopportuno aggiungere che allo SCORZA-DRAGONI & completamente
sfuggito il fatto che l’essenziale nell’errore da Lui ripetutamente commesso sta
appunto nel non essere verificata la disuguaglianza ¢ =0. Infatti, se fosse ¢ =0,
si avrebbe, data la continuita della ¢, o sempre >0 — ed allora nessun
appunto potrebbe esser fatto alla dimostrazione dello SCORZA-DRAGONI — o
sempre @<<0 ed allora sarebbe bastato il semplice cambiamento del segno pilt
nel segno meno davanti alla funzione tgh, perché, nella Nota lincea, tutto proce-
desse regolarmente!



