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SULLE SERIE DI LAGUERRE (%

di Luiet MERLI (Firenze).

Introduzione.

a@). I polinomi L(z) di TCHEBYCHEFF-LAGUERRE (%)

w7 NV qym Tt at o _
(=DrLa@ =2 (=1) 2le—m) T+ o—m+1)’ (@>—1)

m=0
soddisfano I’equazione differenziale

d dL® ) @
1) o gotie™ F e +e*z*nL,’ (r)=0

e tra essi sussiste anche la seguente relazione differenziale:
d a a
@) ZL2(@) = — L),

Questi polinomi sono ortogonali rispetto alla funzione peso z*¢* e il fattore
di normalizzazione si deduce dalla relazione: :

400
@) [ e[ @) ds =T (n+a+1):nl.
§

Sussistono per gli Lif)(:c) le limitazioni:
4) | LY (z)] < Ayme
con A, costante ed a>—-—%, valevole per 0 <z <h;

1z
482

a
2

[
n aw  x Ry(n, a:)]’

a 1
@) —3 i s —
®) L@~z * lazmqwm_?—3+ 2

dove | R,(n,z) | <R,, con R, costante, valevole per 0<a<z<b ().

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore di Pisa.

(1) Cfr. G. VitaLl e G. SANSONE: Moderna teoria delle funzioni di variabile reale,
parte II, Bologna 1935-XIV ed anche I. CHOKHATE: Theorie générale des polynomes orto-
gonauz de Tchebycheff, Memorial des Sciences Mathematiques [Paris, 1934].

(®) Cfr. L. FEJER: Ueber die Bestt g asympiotischer Werke, Mathem. és termes-

zettundomdnyi, 27 (1909), pp. 1-33.
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Posto
1

Q, I‘2 1 )
) (@) = 2T 19),
I*e4a+1)

si hanno le limitazioni che si deducono dalle (4) e (5) tenuto conto della (6):

(4 |82() | < An?,

con A costante ed a> ——%, valevole per 0<z;
a R )

(51) | 8@ < Z22,
n

con R(n,z) limitato indipendentemente da » per 0<a<z<bd.
b). Tenendo presente la (6), essendo il sistema

3 e ) %

ortogonale e normalizzato, lo sviluppo formale di una funzione F(z) per i poli-
nomi di LAGUERRE ha ! espressione:

(7) F@)~Y adi(@)
—1
con
~+oo
(8) = / z%¢ " F(z) (z)dz.
0

Nella I* parte di questo lavoro do un nuovo criterio di convergenza della serie
di LAGUERRE nel caso —% <a< %; la I parte & invece destinata allo studio delle

serie lacunari di polinomi di LAGUERRE dal doppio punto di vista di RIEMANN
e di FOURIER. Dal punto di vista riemanniano trovo che la convergenza di una
serie lacunare in un intervallo (a, ) interno a (0, 4+ o), implica la sua conver-
genza assoluta in (a, b). Dal punto di vista di FOURIER provo che per ritrovare
i classici teoremi di convergenza delle serie lacunari relative a funzioni somma-
bili oceorre imporre qualche condizione sul comportamento della funzione al-
I’ infinito.
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PARTE 1.

Un teorema sulla convergenza delle serie di Laguerre.

z 4
TEOREMA. - Sia per >0 F(z)—F(1)+ f f(z)dz, ed f(z)=F1)+ [ o(z)dz, con
1 1 .

1
©) cp(x)=0(-am) per z—0 (6>0),
ed
+o00 -+o0
9,) f st eer2 (g)do— HE, f s teter(s)do— K2;
1 1

vogliamo dimostrare che in queste tpotesi la serie di Laguerre della
funzione F(z):

(7) Fo)~) any’ (@),

risulta, per — % <a< %, assolutamente ed uniformemente convergente in

qualunque intervallo (a, b) interno a (0, + <) ().

1. - Sussiste per i coefficienti a, la limitazione:

Al(e+2)H, + K] + (e +2)H, + Ky
a n .

(10) | an | <

2

a). Notiamo in primo luogo che le (9;) permettono di dedurre una limita-
zione per la funzione F(z) e per la sua derivata f(zr) quando sia z=>1. Preci-
samente essendo

F(z)=F(1)+ f (@) dz,
1

(®) 11 prof. P1coNE (Giornale lst. It. degli Attuari, Trattazione elementare della appros-
simazione lineare, ecc., V (1934), pp. 155-195) pone in luogo delle (9,) e (9;) le seguenti con-
dizioni per F(z) e f(z):

+o0 o0
f 2% e—*F%(z)dz = K2 / 2 e—er2(g)do — H2.
0 0

Le nostre si riferiscono invece ad f(z) e @(z) e richiedono la integrabilitd dei quadrati
a x a x

—+1 — ——
diz®> e *f@@) ed 2 e *¢(@) in (1, + o), od anche in (g, + <) con a>> 0, anziche in
tutto P’intervallo (0, -} o). ’
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si ha:

at? ® a2 o

x z
| F@)| <| F)|+| [fo)da |=| F)| +| [+ * 6% * ¢ *A@)dz .
1 1
Applicando la disuguaglianza di SCHWARZ, si ha:

£

| F(5)| <| F(1)] +| z‘(‘”‘”e‘”dz / e (@) o) | <

+2) 1)
(fx (= e"’dx) [_(aﬂ) + =l -
1

Quindi per z=1 esisterd una costante M per cui si avra:

<|F(1)|+ H,

(11,) | F(z)| <M.

Analogamente, tenuto conto della seconda delle (9), si ha:

(115) ' | f(z)] sNeg.

b). Premesso questo, osserviamo che dalla equazione differenziale dei poli-
nomi di LAGUERRE

(11)

2 | ot ds "’} + el (z) =0,

si ha:

’

1
et ——1 2

(a)
T d_{é@]
dalla espressione dei coefficienti a,, abbiamo:
+oo
|au|= | [P @)ds |,
0
pereid, sostituendo sotto il segno di integrale in questa I’ espressione ultima trovata:
Foo (@)
|a,.l=%|/F(x)d% [z““e—’” il;—z(x—)] dz',
0
ed integrando per parti, otteniamo:

I anl S;—l [ F(z)ztie™ dlnz(z)]z—+ooi 41 ’ /z“ gofg) P @ dln (a;) da;l
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e siccome per le ipotesi del teorema e per la (11;) che se ne deduce, il primo
termine del secondo membro & nullo, avremo:

1 a5 @)
|an|$;‘|/z“+‘e—”f(z)——d;—dzl.
0
Integriamo ancora per parti, si ha:

+oo
|an| <L|[oHef @@+ | [ B @dleera)] l ;
(]

ma & ancor qui [z“+‘e—”f(z)l§f)(z)]§'°°=0; per cui

-+ ~+o0
|aa| <1| [P@dla o)) | < “F| [ 8 @)eMa)da |+
0 0

1 +oz) 1 +;:) 15—
+3] of £ @+ Aa)da |+ | Of O @)+ rp()da|.

Possiamo anche scrivere:

|| <

n 1 l fi l}ta)(z)zae—wf(x)da; \ + ‘_l% ’ f+l;)(a:)z“e_”f(z) dxl +
0 1
1 +oo
1 (a) a+1,—2 _1__ (a) .
+n(ofln (z)z g f(:c)dzl -l-n(lfln (x)xa+1e f(z)dz‘ +

1 ! @ T 1 +°(:z) A1 g d
+;‘Ul" (@)z+e ¢(z)dx|+;|lfzn (D)o++ieplo)dal,

od anche, brevemente:

1 1
(12) |an|$anlfi+;b[2+%[3+a-: I4+%Is+;7’Is-

Essendo per la (4.) |l§,“)(z)|<An{, valevole per a> —% ed z=0, si ha tenendo
conto della (9,):

a 1 o
L<An® f e | f(z)| do < AHm?
0

a 1 a 1 o
(12,) L<An® f sHe | f(z)| do< An® / | f(z)| do— AHn*
0 0
1

L<An f 2He | p(2)| do< AKm?.
0
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Notiamo che per =1, essendo 2*2>>2z% ed anche

zet2ef2(2) = z°e 2 (),

si ha:
—+oo —+co
f Toer*(z)ds < f s+ (3) dp— HL.
1 1

Tenuto conto di quest’ultima disuguaglianza e delle (9;), ed osservando che per
le (8) e (6)

oo
/ 212 (z)dz =1,
0

o0 +o0 1
I, s( [ z2e—er(5)da / w612 (z) dx)2 <H,
i i

—+ +00 1
(12,) I s( / 2ef2(2)d / 2e=12(z) dz)z H,

1 1
—o0

Foo N
I S( / zo e @ (z)dz / 2 eI (z) d:v)” <K,.
i i

Dalla (12), tenuto conto delle (12,) e (12;) abbiamo allora:

z 3 5
lanls(a-l—l:zAH‘n +AI;I:n +Alf:n +(a+1)H2+ +
ciod :
(10) lanISA[(a_l_ 2)1({4‘}‘1(4] + (a-|—2):12+K2.

"'

2. - Maggiorazione dei termini della serie (7).
Essendo per la (5,):
ll(a)(-’l}), < mn R(n, z)

n

con R(n, z) limitata per 0<a <<z <5, si ha tenuto conto della (10):

) (a) Al(a+2)H, +K,] | (e +2)H,+ K, ) B(n,2)
| @nln (z)| < e + " e .
n 2 n
Posto

Al(e+2)H,+ K, ]B(n, 2)=Ti(n, 2),  [(a+2)H,+ K:]R(n, 2)=T:(n, 2),
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le quantitd 7)(n, z) e Te(n, z) risulteranno limitate per 0<a <z <b, ed avremo:

(10,) |l (@)| < T2 0D, (a>—3)

nt 2 nt

8. - Dimostrazione del teorema enunciato.
Si ha tenendo conto della (10,):

[0 o) e 0] [e ]
Zlanlg,z)(z)!<2 Tii”v:) + 2 Tz(’;yx)’

n=1 n=1 %72 n=1 p4

ed essendo per O0<a<z<bd, T\(n, z)<Bi Ti(n,z)<B,, con B, e B, costanti
indipendenti da %, si avra la limitazione:

@ @ 1 @ 1
Sladd@) | <B > ——~+B: > -

n=1 n=1,%7"7%

. s s . 1 1
La seconda di queste serie & sempre convergente; e la prima per —:<a<=

2 2
risulta pure convergente, e pertanto la serie

@ S a,l0)
n=1

risulta assolutamente ed wuniformemente convergente in qualsiasi inter-
vallo (a, b) interno a (0, + o).

PARTE II.

§ 1. - Estensione alle serie lacunari di polinomi di Laguerre
di un teorema di Zygmund (%) sulle serie trigonometriche lacunari.

1. - Data la successione di polinomi di LAGUERRE lﬁf‘)(z), chiamasi serie lacu-
nare di polinomi di LAGUERRE una serie del tipo

[o ]

(72) 3 ali(z),
k=1

con
":‘—1" Zg>1,

essendo f{ay} una successione reale a termini costanti.

(4) Cfr. A. ZyamuNnD, Studia Mathematica, T. III (1931), pp. 76-83.
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2. - Lemma. — Se una serie lacunare di polinomi di Laguerre é con-
vergente in tutti ¢ punti di un insieme E, di misura positiva interno
a (0, + ), deve essere necessariamente

lim a— =0.
k—om V_

Dimostrazione. - a). Facciamo vedere in primo luogo che posto

Ty, w(&)— E aly)(z),

k=M

ed assegnato un insieme Z, contenuto in (0, + o), e di misura e>0, si pud
trovare un intero M,, tale che valga la disuguaglianza:

k=M

(13) '/’|TM,N(x){dx>0 2( ), N>M= M,
E

con C costante positiva dipendente soltanto da ¢ e da e. Si ha infatti facendo
uso della formula di approssimazione asintotica (5) per i polinomi di LAGUERRE :

kS
N e 2 ..
= > Py 1
T, ¥(@) = 3, il (2) = E:akz B 2_f‘(nk_+)__nk2 i.

=M I'*(ny+a+1)
[n 2 cos (2Vnkz ) R(;/z_k_’ z)],
ny

e da questa integrando in un insieme Z, contenuto in un intervallo interno
a (0, + ) e di misura ¢>0;

fthv,N(szz—
1
a 1 % 2 a
_ﬂzakx_E_: e? ‘I‘z(”h_'H)_n;c [n 2 ¢os (2Vnkz ) Rmk’z)] dzZ
=M 3 K Ve
I'*@p+a+-1)
-’r1 z I'—;(n + 1) AR S — am =

2/’2%9: 2 32—A——~"~—-———n§c i 2cos(2l/ﬁkz——2——z>’dﬁ~—

k=M T2y +a+1)

1
¥ a1z «_1
_/| Zakz Er P f (np + 1) ni < B, ) dz,

E =M Py +at1) "
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a 1 Z
ed anche, tenuto conto che in K sard z ® 4e* >4 con A costante, si avra:

(14) fITu,N(x)ldz [' FW‘H) "i— “005(2}’_kz ———)'dﬁ—
B = Fz(n +a+1)

5 a1 o 1z
_[| ety Bow, )| o 58,

n%c 4 2 4e2

nk

k=M F?(nk+a+1)

Posto:

1
I'*(m, 41 -

Iy +a+1)

a_1
2 4
k

1
Si'_" _wa_(n_kig_n% 4008(2‘[7&—]“’3 ___))
k=M I’?(nk+a+1>

‘ ZM“" cos(2ﬁzﬁ—— —-—)

N
=‘ M [ak cos<;+g)cos 2V7Ez+ak’sen(32f+g)sen 2}/;140_::”,
—M

e posto ancora:

7 ’ A4 T
ay’ cos(2 +4)—ak, ay sen(2 +4) Bres

ﬁ=7, 2V np=my

Mty 2 V”k+1 l [Prts o
my, V’_ > 1

otterremo per S, la serie trigonometrica lacunare:

essendo

Sy= ‘ 2 (ax cos myy + i sen myy) l

k=M

e si ha allora, per un teorema di SZIDON (°) sulle serie trigometriche lacunari,

(%) Cfr. S. SzipoN, Journal von Crelle, Bd. 163, 4 (1932), pp. 251-252 ed anche: G. SESTINI:
Un teorema sugli sviluppi, ecc., Rendiconti del R. Istituto Lombardo di Secienze e lettere,
vol LXVI, fase. VI-X.
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che si pud trovare un M, tale che per tutti gli M= M,,

N ~
,2%;/tZ(akcosmk7+ﬁksenmw)‘>01 D (@E+8), N>M=M,
v k=M

k=M

dove C, & una costante indipendente da M.
E
b fmati— LD =)
k k- k-——r(nk+a+1) k ks

ed essendo:

Ir 1 a—1 C.
I_‘(éﬁ-’{%—l—)l) nE 2> V—n_i, con C; costante assoluta,
sara
C.
ak + ﬁi VZ;“" y

ed avremo infine:

(15) S /, 2 I‘g(nk‘l'l) n% 4cos (2V— ___)l dﬁ>
k=u Fz(nk+a+1)
N o
> Z Va'__i’ N>M>Mo,
k=M""%

e O’ costante indipendente da M.
Consideriamo ora il secondo termine S, del secondo membro della (14).

i
&_12 2 e
Essendo in E z*® “e*|R(n, 2)|<B, ed avendosi %ﬂ—ﬂl—— n <L,
con B ed L costanti indipendenti da 7y, otterremo: T2y +a+1)
Sy<ABeL S |4l 2

—MV_ V_,
ed applicando la disuguaglianza di LAGRANGE:
i i i 1
N s\5/ N g \2 N 2 \z
16 S, sABeL( “-") ( —) <ABeL\;- 7= ( —’°-).
(16) * hgu}/”_k Icgl{n" <n ? 1) bgllm

Scelto adesso M, > M, in modo che valga la (15) e sia contemporaneamente

S
2

o> a8eL (- 755,
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dalla (14), per le (15) e (16), per N >M,, si ha:

N (13‘ 1 q % Y i}l;
E/l Ty, x(z)|dz> C ,c;MVTh —ABel (77”1 -q———l) V 2 -,

k=M Vnk

e posto

otterremo infine:

N,
17 /'TM,N($)|d$>C]/2a—_k_
E

o V7

con C costante positiva dipendente soltanto da q e da e, come dovevasi
far vedere.
b). Avendo supposto la serie

) S al@)
k=1

convergente in tutti i punti di un insieme F, di misura e, positiva, la dimostra-
zione del lemma & ora immediata.

Infatti se la serie (7,) & convergente in F,, per un teorema di EGOROFF (°)
si possono determinare una costante L ed un numero 7 <e, tale che, escludendo
dall’insieme X, un sottoinsieme di misura inferiore ad #, in tutto I'insieme &
rimanente, pure di misura e>e, —# >0, qualunque sia N, si abbia

N
> axli) (@) 1 <L

k=1

e da questa si ha:

N
l D akl,‘;’g(z))<2L= Q  N=M, M+1,..
=M

Tenuto conto della (17), si ha allora che esiste un numero M, tale che, per M > M,
e qualunque sia N, si ha:

N ¥
0> [| Sat@|aa>c |/ S 2, N>uzM
E k=Mm

fo—.

(6) Cfr. EcoroFF, Comptes Rendus, vol. 152 (1911), pp. 244-246.
Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 20
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e quindi

N
9 Q2e2
3<%

".——
k=M\Vn,
e da questa segue la convergenza di
o
C—
k=1 Vnk
e percido

lim — =0.

k--o0 ]/E‘

OSSERVAZIONE. - Il procedimento usato per la dimostrazione di questo lemma
& stato largamente applicato allo studio delle serie lacunari di FOURIER di varie
classi di funzioni §{gy(z)} ortogonali e normalizzate (serie ¢rigonometriche, serie
di STURM-LIOUVILLE, serie di LEGENDRE) e permette sempre di dimostrare che
se una serie di dette funzioni

(@) > agr(z)
k=1

risulta convergente in un insieme di punti contenuto nel loro campo di defini-
o]

zione, risulta pure convergente 2 aj, ciod la (a) & serie di FOURIER di una
k=1

funzione di quadrato sommabile (7). Questo non avviene per i polinomi di LAGUERRE.

Consideriamo infatti, per esempio, la serie lacunare

& (a)
a,
2 l”k @);
r=1
essa risulta convergente in qualsiasi intervallo finito, mentre avendosi qualunque
o«
sia 'indice k, @r=1, non & >, a} convergente.
k=1

3. - Possiamo ora estendere alle serie lacunari di LAGUERRE, un teorema di
ZYGMUND sulle serie trigonometriche lacunari. Si ha infatti il
TEOREMA. - Se una serte lacunare di Laguerre risulia convergente in

un intervallo (a, b) interno a (0, + ), essa é in (a, b) assolutamente
convergente.

(") Cfr. G. SESTINI: Sulle serie lacunari di polinomi di Legendre. Rendiconti del R. Ist.
Lombardo di Scienze e Lettere vol. LXVI. Fasc. XI-XV, e dello stesso autore cfr. op. cit. nota (5).
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Dimostrazione. - Si ha infatti applicando la formula di approssimazione
asintotica (5):

o Z r? a_t _1 S
(18) Zakl”(a;) Zaka; 2 462-——Mn§c i 2cos(2l/nkx—%”+§>+

Iy +a+1)
1
e 1z py a_1
+2akﬂ? 2 1¢2 f(nk"l‘l) n%c (:/zk’x)
I+ a+1) "
Si ha ora
o i

a 1 @ a 1

~1 I a+1) "
a oo

L G Tty Emn
k=1 x

Tz(nk+a+1)

0o
Per il lemma precedente si ha che essendo la serie 2 akl,({;)(z) convergente,
k-

ay,
¢ lim — =0, ciog, qualunque sia k, esiste una costante D tale che
4 b
k—o0 Vnk
223
o
ank

<D;

e 1z
¢ inoltre in (a, b) interno a (0, + o) & * 4e*|R(m, 7)|<M; ed & pure

1

2 _*
f(nk""l) <An 2;
I +a+ 1)

si avrd allora:

S
had _e_t % e
2 akx 2 462-—;—(-&_*_—1)—7&% R(nkyﬁ) <AMDZV——
=1 I+ a+1) m k=
2]
ed essendo 2 L convergente, la seconda serie del secondo membro della (18)
k=1"7

risulta assolutamente convergente.
Essendo per ipotesi convergente la serie

3 i) (@),

k=1
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risulterd pure convergente la serie:

1
s a 1 2 e a 1 1
S22 I'p 1 e _ 1+ _ 4 —_—
Zakx 2 42 __i_il-_z_ ni i 2005(2Vnk$_g2f—;)=
=t I +a+1)
_E_L T +
T 2 1e2 < I, +1) g-—i ( an &
= Vy—z kz‘lak 1 nk 4 cos \2'%}&5——2——2 .

T2 (ny4a+1)

Con le stesse posizioni fatte nel lemma precedente, questa ultima serie pud
essere messa nella forma:

o]

> (ax: cos myy + Bi sen myy),

k=1
che risulta una serie trigonometrica lacunare convergente in tutti i punti di un
intervallo (a, b); applicando allora un teorema di ZYGMUND (&), si pud assicu-
rare che essa risulta ivi assolutamente convergente.

Dalla (18) per I'assoluta convergenza in (a, b) delle due serie del secondo

membro, segue I’assoluta convergenza in (a, b) della serie

e o]
S awli(z).
k=1

§ 2.

Per alcune classi di funzioni che ammettono uno sviluppo in serie lacunare
di polinomi di LAGUERRE, possiamo dimostrare i seguenti teoremi.

1. - a). TEOREMA. — 8Se {ni;} é una successione di numeri interi posi-
tiwi, soddisfacenti alla condizione
n;—;i" Zg>1,

e se rispetto al sistema di polinomi di Laguerre fl,(,")(z)} ¢ coefficienti di
Fourier di una funzione F(z) sono tutti nulli eccentuati quelli di indice ny,
nella ipolest che sia:

o0
(19) f e~ F*(z)dz—K?,

0

(®) Cfr. nota ().
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la serie di Fourier della F(z), rispetto al sistema §1(z) },

(72) F@)~Y (), (a>—1)
k=1
con
-0
(81) ax— [ =1 (2) Fla) ds,
0

risulta assolutamente ed uniformemente convergente in ogni intervallo (a, b)
interno a (0, + ).
Dimostrazione. - Si ha infatti:

<00
|| = [ / we=1(e) Fz)ds |,
0
ed applicando la disuguaglianza di SCHWARZ e tenuto conto della (19), si ha:
4o oo £
la| < ( / x“e‘xlfzi)(z)dz f a:“‘e"”[f‘i’(a;)dz>2 =K.
0 0

Tenuto conto che in ogni intervallo (@, b) di (0, + o),

|19@)| < B2 con Ry, 1) <R,

ny

si ha:

S a0 < KRS T

k=1 k=1

ed essendo quest’ultima serie convergente, la serie (7,) risulta assolutamente ed
uniformemente convergente per 0 <a <z <b.
b). Nel punto z=0 si ha:

(o] a
S | 0d(@)| < KAR'S) i, (a>-3)

k=1 k=1

e pertanto per — %<a<0, la serie risulta convergente anche per z=0.

A . . . . 1 1
2. - Si puod generalizzare il precedente teorema nel caso in cui sia — 3 <a<g.
Si ha infatti il
TEOREMA. - Se {n;} é una successione di numert interi positivi soddisfa-

centi alla condizione

nk+i>
Ty Zq>1,
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e se rispetto al sistema di polinomi {lif’(z)}, con —%< a<%, i coefficienti

di Fourier di una funzione F(z) sono tutti nulli eccettuati quelli di ordine ny,
nella ipotest che sia:

[ —+o0
(20) [2¢| F(z)|do=B, / e F(z)ds—B?,
§ ;

allora la serie di Fourier, rispetto al sistema {1(z)}, della F(z), risulta
assolutamente ed uniformemente convergente in ogni intervallo (a, b) interno
a (0, +00) (°).

Dimostrazione. - a). St ha infatti:

¢ <o
| < ‘ [ae=@) F@)do ] + [ [e1@) Pa)az ‘ <
0 c

[ +o0 -+ 1

<[ | 1(2)|| Fz)| de+( | 221 (2)dz | 22e=F2(z)dz)’;

/=I5 [t )
essendo

|l,(,°g(:c)|<An§:, per =0 ed a>———-

“+o0
[ s @)dz <1,
(4

tenuto conto delle (20) otteniamo :
lak|$ABini +Bg;
si ha allora:

oo © -
> ) R(ny,
Elakl,(tk)(z)ISABlz R(#ai)_l_Bgz (:Ln a:)’

=1 k=1 ”i_g k=1 Vn,

ed essendo per 0<a<z<b R(m, ) <R, con R costante indipendente da =y,
si avra:

Z | @ (")(x)l < ARB, 2
P

—1 n;‘ 3 k=1Vny

e pertanto per —%< a<% si ha la convergenza.
b). Al solito si avrd anche la convergenza nel punto z=0 per ——%<a< 0.
a z

(°) In questo caso imponiamo I’integrabilita del quadrato di e 2. F(z) anziché in (0, 4 00)
in (¢, 4+ o0) con ¢ comunque grande.
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8. - TEOREMA. — Se {mi} é una successione di numeri interi positivi,
soddisfacenti alla condizione:

”k+5

Zq>1,

e se rispetto al sistema di polinomi di Laguerre }l,(.“)(a:)g © coefficienti di
Fourier di una funzione F(z) sono tutti nulli eccettuati quelli di indice ng,
nella ipotesi che sia:

z -0
(1) F@)=F0)+[f2)ds ed [sHesr(@)ds—K,
¢ ¢

la serie di Fourier, rispetto al sistema §l,(f‘)(z)§, (a> —1), della F(z), risulta
assolutamente ed wuniformemente convergente verso F(x) in ogni inier-
vallo (a, b) interno a (0, + o0).

Dimostrazione. - a). Sussiste per i coefficienti ay la limitazione:

(22) o | < X

Vnk

Si ha infatti dalla equazione differenziale (1) dei polinomi 4i LAGUERRE:

dl(“)(x)
d
el (T) = — — xlz““ e ——Z’; l,

e sostituendo nella espressione dei coefficienti az

| @ ~—‘ f x“e_wl(“)(x)F(x)dx '
si ha:

|ar|= —l[F(a:) lx“‘“e—” l{d (x)] dxl,

da cui integrando per parti e tenuto conto che per le ipotesi si ha per 2Z1

| Pa)| < He* () i

40
@3) ™ <~l [a=tie=t(2) dz[

(!%) Basta ripetere il ragionamento fatto in principio alla dimostrazione del teorema
della parte I.
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Ma si ha per la (2):

dL(z)
—a— = — L),
od anche
Fimyty 00 Lo, 1 1)
J n a1
P T L2,
I?(ny 4 a+1) T2y +a+1)
cioé
dlg‘:(x) r —; (nx + 1) (a1)
- ALY
I +a+1)
e sostituendo nella (23), si ha:
1 I’% 1 e
(23,) || < - et / zHef(@) L) @)dz |.

Iy +a+1) 0

Applicando al solito la disuguaglianza di SCHWARZ e tenuto conto che per
la (3) si ha:

o
7201 I'(ny + a4 1)
f aete “”L,fkf1)(z)dz= kI’(m) ’
0
otteniamo :
.;. +oo 400 1
@] < - D (forttesr@)ae / oLyt )@y ds)’ —
T*my+a+1) 0 0
3 4
_E IP*ut1) I'Pmtat1) K
R L V!
I*(my+a+1)  I'?(u)
ciog¢ la (22).
b). Dalla limitazione (22) otteniamo I altra :
K2
< a
o) o) 1
e pertanto la serie Z aj, essendo minorante della serie convergente 2 Pt risulta
r=1 k=1

convergente, da cui segue che la funzione

z*e *F(z)
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risulta di quadrato sommabile; si ha ciog:

‘ +oo
(24) [2e=F(@)do—H? ().

0

-~

Ora le (21) unite alla (24) danno le condizioni per le quali & applicabile il
teorema di PICONE sulle serie di LAGUERRE (!?), e pertanto la serie

< )

> akl;;; (@)

P
risulta assolutamente ed uniformemente convergente verso F(z), in ogni inter-
vallo (a, b) interno a (0, + o) ; possiamo ciog scrivere per ogni >0

F(z) =§ arly (@).
k=1

4. - Quando si consideri ——1<a<% possiamo generalizzare il precedente
teorema. Si ha infatti:
TEOREMA. - Se {n} é una successione di numert interi positivi, soddi-
sfacenty la condizione
n,
7’;-:'-‘Zq> 1,
e se rispetto al sistema di polinomi di Laguerre {l}{')(x)f,i coefficienti di
Fourier di una funzione F(z) sono tutti nulli eccettuati quelli di indice {n},
nella tpotesi che sia per >0

z o0
(25) F(z)=F(1)+ [ f(z)dz, con [ zetie 2 (g)de=K*
{ J

1

e per z 0
1
f(Z) =0 (Z—am) con 8>0,

la serie di Fourier della F(z), rispetto al sistema {l,(["(z)} risulta assolu-
tamente ed uniformemente convergenite in ogni intervallo (a, b) inierro
a (0, + ) (**).

() Cfr. G. SANSONE: Sul teorema di Parseval in intervalli infiniti. Ann. R. Se. Norm.
Sup. di Pisa (2), IV (1935), pp. 35-42.

(!2) Cfr. nota (3). atl z

(13) In questo teorema imponiamo 1’integrabilita del quadrato di  ® e ? #(z) anzichd
in (0, 4 o0) in (1, 4+ oc) od anche in (¢, + o0) eon ¢ grande a piacere.
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Dimostrazione. - a). Nelle ipotesi del teorema precedente abbiamo ottenuto
la limitazione (23,):

1
1 Ie 1
(23.) 'aklgn_ki__(”k‘*‘_)_

I'*@mp+a+1) 0
esso & evidentemente valevole anche nelle condizioni di questo teorema (). Tale
limitazione pud essere scritta nel seguente modo:

oo
rHeA(n) LE ) @) dz |

4

kS 1
1 Iz a
. TM_ / 2=t ef(z) Liz :; N2)dz ’ +

I'*(ny+a+1) 0

| akl ES
1 m__ /+;:+ie—mf($) LN @) dz |
nn L n,—1
I'*+a+1) 1
Ma si ha per la (4):

nit'< A3t (7, =>2)

a: 1 \at1
| 25 | < dstme— 1) = 4, (1= )

ed & inoltre

-+

o 72a1 Ing +a+41)
f gotig— ,,(ki])(x)da;S—"—I,(;r,
i

per cui, tenuto conto delle (25) si ha:

L 1
4, I? a
|a| < 3t =D gt [ @) | oo+

I*(m+a+41) 0

Wl

S
+ L ewty) l( [ o e (3)do / za+ie—rL2‘“+”(z)dx)
1
E

ny = .
1'2(nk+a+1) 1

1HI'2(nk +0m™ K F?(nk + )2, + a+1)

< +— " 1}
nkl‘z(nk+a+ 1) I‘z(nk+a+ 1)F2(”k)
e ricordando che si ha
1

LA _p, -5

I +a+41)
otteniamo :
(26) |ax | < an +E (a>—1).

Vnk

() Basta riferirsi al teorema della parte I.
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b). Ripetendo allora il solito ragionamento, essendo per 0<a<z<b

|12 @) < =,

Ny,
otterremo, tenendo conto della (26):
* X et S -8
Sl @) | <RCY ni i+ KRS m +,
k=1 =) =1

o 3s 1 . . < s q:
e quindi per —1<a<§ si ha la convergenza ed il teorema & cosi dimostrato.

¢). Al solito, nel punto =0 si ha:

[oe] [0 o] [0 o] }_
» |akl,(,'2(z) |<RC Y ni+KR > n 2,
—1 —1 —

e quindi per —1<a<0 si ha la convergenza anche per z=0.

8. - Vogliamo infine dare un criterio di convergenza, nel quale, anziché imporre
delle condizioni sull’integrabiliti della funzione o della sua derivata, imponiamo
una limitazione alla funzione in (0, + o). Si ha il

TEOREMA. - Se {n;} ¢é una successione di numers interi positivi soddi-
sfaeenti alla condizione

Tz >,
e se rispetto a {l,({’)(xﬂ ¢ coefficienti di Fourier di una funzione F(z) sono
tutti nulli eccettuati quelli di ordine n;, mella ipotesi che sia
g _ote

F(z)=0 (ezx 2 )
con 1<e<2+aq, allora la serie di Fourier della F(z), rispetto al sistema
{l,(f)(x)§ risulta assolutamente ed uniformemente convergente in ogni inter-
vallo (a, b) interno a (0, + ), per — % <a< %

Dimostrazione. - a). E:

Rt TP s 2
|ae|=| [ e F@i@)da| < L[ 2756 1) | do<
0 0

Ca & =z

—!-w(l & x
sL[xz Ze 2|l,‘,‘;j(z)|dz+Lf 2 7e ?|1@)| do<
0 c

a fa_e Fo o 1
< LAng? [ 22 *dz+ L ( f z“e“”l,ﬁ‘f(z)dz f a;‘fd:c)z;
0 0 0
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ma essendo per ipotesi e<a+42, & g—%> —1, si ha ciog:

fa_e
/:ﬁ tdr=A,;
0

ed essendo ¢>1:
o0

/ﬂa:—edz=A2,
[4

per cui:
|ax| <LAAni+ LA, (a> —~ %)

b). Ripetendo allora il solito ragionamento, otterremo:

@ o] a_ 1 o0} 4
>, Gl (@) | < RLAA, 3\ 1% "+ + RLA, S\ my" s
=1 k=1 P
e quindi per —%< a<% si ha la convergenza, c. v. d.
¢). Analogamente a quanto si & fatto nei teoremi precedenti, si ha la conver-

genza anche nel punto z=0 per ——%< a<0.



