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ALCUNI TEOREMI DI UNICITA
NEL CALCOLO DELLE VARIAZIONI ()

di BAsILIO MANIA (Pisa).

1. - Nella trattazione di un qualunque problema di minimo si possono distin-
guere quattro momenti principali. Innanzi tutto la risoluzione della questione di
esistenza ; in secondo luogo la determinazione delle condizioni analitiche che debbono
essere soddisfatte dal «valore» della variabile che da il minimo: condizioni anali-
tiche che per i problemi di minimo ordinari saranno date da equazioni con variabili
numeriche, e per i problemi di Calcolo delle Variazioni da equazioni differenziali;
in terzo luogo la risoluzione, esatta o piti in generale approssimata, delle equazioni
cosi ottenute; e infine la verifica se le.soluzioni di queste equazioni forniscono
effettivamente il minimo cercato.

Per i due ultimi punti qui indicati i teoremi di unicitd sono di importanza fonda-
mentale. Infatti, quando ci si ponga nel campo dei metodi diretti e si sappia che
le equazioni stabilite come condizioni necessarie per il minimo hanno una ed una
sola soluzione, & senz’altro assicurata sotto condizioni molto generali la convergenza
di ogni processo di approssimazione; e inoltre, quando si sa che il minimo esiste,
che il «valore » della variabile che da tale minimo deve soddisfare le equazioni
suddette, e che tali equazioni hanno un’unica soluzione, anche I'ultima delle quattro
questioni che sopra abbiamo distinte & risolta.

Per i problemi di MAYER e di LAGRANGE io ho dato vari teoremi di esistenza
dell’ estremo assoluto; teoremi che sono in particolare applicabili al problema di
navigazione di ZERMELO, e a quelli della curva di massima velocita finale e della
brachistoerona in un mezzo resistente (?). In seguito altri teoremi sono stati dati

(!) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore di Pisa.

(®) Esistenza dell’ estremo assoluto in un classico problema di Mayer. Ann. Sc. Norm.,
S. II, Vol. II (1933), pp. 343-354. - Sul problema di Mayer. Rend. Ace. Lincei, S. VI, Vol. XVIII
(1933), pp. 358-365. - Sui problemi di Lagrange e di Mayer. Rend. Circ. Mat. Palermo,
T. LVIII (1934), pp. 285-310. - Sulla curva di massima velocitd finale. Ann. Se. Norm., S. II,
Vol. III (1934), pp. 317-336. - Sopra una classe di problemi di¢ Mayer considerati come
limiti di ordinari problemi di minimo. Rend. Sem. Mat. Padova, Vol. V (1934), pp. 98-121.
- Sopra aleuni problemi condszionati del calcolo delle variazioni. Rend. Ace. Lincei, 8. VI,
Vol. XXI (1935), pp. 426-432. - Sopra un problema di navigazione di Zermelo. Rend, Acc.
Linecei, S. VI, Vol. XXIII (1936), pp. 292-295. - Sopra un problema di navigazione di Zer-
melo. Math. Ann., Bd. 113 (1936), pp. 584-599.
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da L. M. GRAVES (°) ed E. J. MCSHANE (*), e recentemente L. TONELLI (°) ha
enunciato varie condizioni sufficienti per la semicontinuitd nei problemi di MAYER
e di LAGRANGE, da cui si possono ottenere facilmente i corrispondenti teoremi
di esistenza dell’estremo assoluto. Queste condizioni sono notevolmente generali
e anche qui avremo occasione di applicarle.

Circa le equazioni delle estremanti dei problemi di cui stiamo parlando, & da
ricordare un lavoro del GRAVES (%), nel quale tali equazioni sono stabilite nella
forma integrale partendo dall’ipotesi che le funzioni che rappresentano la curva
minimante siano a rapporto incrementale limitato. Questo risultato & notevole
perché nel caso dei problemi in forma parametrica permette di stabilire le dette
equazioni partendo dai soli dati di continuita e derivabilitad che per le curve estre-
manti risultano dai teoremi di esistenza. Modificando opportunamente I’imposta-
zione dei problemi di MAYER e di LAGRANGE, io ho ottenuto, a partire dai soli
dati di continuitd e derivabilitd che risultano dai teoremi di esistenza, le equazioni
delle estremanti sia per i problemi nella forma parametrica sia per i problemi
nella forma ordinaria; e, inoltre, per importanti classi di problemi, nelle quali
rientrano gli esempi classici sopra ricordati, ho indicato dei criteri per dedurre
dalle equazioni delle estremanti in forma integrale, ulteriori proprieta di deriva-
bilitd delle estremanti stesse, cid che permette di scrivere quelle equazioni nella
forma differenziale (7). Io ho trattato i problemi con equazioni di condizione in
forma esplicita, ma cio, finché si considerano funzioni a rapporto incrementale
limitato, e quindi in particolare per i problemi nella forma parametrica, non costi-
tuisce alcuna restrizione, come risulta dai teoremi sui sistemi differenziali in forma
implicita ottenuti da HILDEBRANDT e GRAVES (®) coi metodi dell’analisi generale,
e che io ho dimostrato (sotto condizioni un poco meno restrittive) essere conse-

(®) The existence of an extremum in problems of Mayer. Trans. Am. Math. Soec., Vol. 39
(1936), pp. 456-471.

(4) Semicontinuity of integrals in the calculus of variations. Duke Math. Journ., Vol. 2
(1936), pp. 597-616.

() Su la semicontinuitc nei problemi di Mayer ¢ di Lagrange. Rend. Ace. Lincei, S. VI,
Vol. XXIV (1936), pp. 399-404.

(%) On the problem of Lagrange. Am. Journ. of Math., Vol. 53 (1931), pp. 127-153.

(") Proprieta delle estremanti nei problemi di Mayer. Ann. Se. Norm., S. II, Vol. IV
(1935), pp. 107-181. - Proprieta delle estremanti nei problemi di Lagrange. Ibid., Vol. V
(1936), pp. 89-126. - Le equazioni delle estremanti mei problemi di Lagrange. Rend. Ace.
Lincei, S. VI, Vol. XXIII (1936), pp. 398-405. - Una osservazione sui sistemi differenziali
lineari. Boll. Un. Mat. It., Vol. 15 (1936); e anche i due lavori gia citati: Sulla curva di
massima velocita finale e Sopra una classe di problemi di Mayer considerati come limiti
di ordinart problemi di minimo. .

(!) HILDEBRANDT and GRAVES: Implicit functions and their differential in general
analysis. Trans. Am. Math. Soec., Vol. 29 (1927), pp. 163-177. - GRAVES: Implicit functions
and differential equations in general analysis. Ibid., pp. 514-552.
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guenze immediate del teorema del DINI opportunamente generalizzato (°). Per cid
che riguarda le equazioni delle estremanti dei problemi di MAYER e di LAGRANGE,
il TONELLI (!°) ha dato una dimostrazione assai semplice che & applicabile, per
i problemi in forma ordinaria, sotto ipotesi piu larghe di quelle da me considerate.

Da questo insieme di lavori la teoria dei problemi di MAYER e di LAGRANGE
per cid che riguarda le prime due questioni indicate sopra appare gia notevol-
mente progredita. Invece, che io sappia, non sono stati finora ottenuti dei teoremi
di unicitd («in grande»), teoremi che, come abbiamo detto, hanno’importanza
notevole per le altre due questioni sopra indicate.

Relativamente ai problemi liberi del Caleolo delle Variazioni un teorema di
unicitd per le estremali & stato dato da S. BERNSTEIN (%!), nel 1912 ; il TONELLI
nei suoi Fondamenti di Calcolo delle Variaziont (**) ha dato vari teoremi di
unicitd sia per i problemi liberi di forma parametrica sia per i problemi liberi
in forma ordinaria; e, per i primi, il CARATHEODORY (*?) ha dimostrato un teorema
di unicita delle estremali sotto ipotesi pili generali.

Nel presente lavoro, io estendo i teoremi di unicitda dati da TONELLI e
CARATHEODORY per i problemi liberi in forma parametrica. 1.’ estensione consiste
nel fatto che invece di considerare problemi definiti positivi [#>0] (o definiti
negativi [F<O0]), ammetto, circa il segno di ¥, la sola ipotesi che & vera-
mente essenziale nei teoremi di esistenza dell’estremo assoluto, cioé che in ogni
campo limitato 3@ tenda a 4 oo al tendere all’infinito della lunghezza £ della
curva € (%4). 3

Dei teoremi del TONELLI (teorema di unicitd per le estremanti e teorema di
unicitd per le estremali) cosi generalizzati, dimostro poi gli analoghi per i problemi
di MAYER con una sola equazione differenziale, facendo due tipi di ipotesi, che
sono rispettivamente suggerite dal problema di navigazione di ZERMELO e da
quello della curva di massima velocita finale, ¢id che da maggior concretezza alle
ipotesi stesse. Invece !’ estensione ai problemi di MAYER del teorema di CARA-
THEODORY presenta qualche difficoltd, che preciso al numero 12, dove ho cosi

(®) Sopra i sistemi di equazioni differenziali in forma implicita. Rend. Ist. Lomb.,
Vol. LXIX (1936).

(1% Sulle equazioni delle estremanti net problemi di Mayer. Rend. Ace. Lincei, Vol. XXIV
(1936), pp. 180-187. - Sulle equazioni delle estremanti nei problemi di Lagrange. Ibid.,
pp. 239-245.

(1) Sur les dquations du caleul des variations. Ann. de 1'Ec. Norm., T. 29 (1912),
pp. 431-485, e in particolare p. 451.

({?) Fondamenti...., I1, pp. 266-275, 389-397.

(13) Sui campi di estremali uscenti da un punto e riempienti tutto lo spazio. Boll. Un.
Mat. It., Vol. II (1923), pp. 2-6, 48-52, 81-87.

(*4) Questa circostanza presenta 1’utilith che nel passaggio dai teoremi di esistenza a

quelli di unicitda non & necessario aggiungere ulteriori restrizioni circa il segno della F.
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modo di stabilire per i problemi di MAYER una forma speciale dell’analoga di
una importante formula di WEIERSTRASS. .

Passando poi ai problemi in forma ordinaria, dopo avere enunciato due teoremi
di tipo simile a quelli per i problemi in forma parametrica, estendo ai problemi
di MAYER il teorema di BERNSTEIN, che & di natura diversa da quella dei teoremi
di TONELLI e CARATHEODORY in quanto non si fonda sulla considerazione topo-
logica dei c%mpi di estremali, ma sullo studio della variazione seconda. Questa
circostanza permette di stabilire un teorema di unicitd per le estremali anche nel
caso del problema di LAGRANGE.

Osservo ancora che il lemma del numero 4 permette di estendere ai campi
illimitati i teoremi di esistenza stabiliti relativamente ai campi limitati, anche nel
caso di integrali che non siano semidefiniti (*3).

2, - Nei successivi tre numeri ci occuperemo dei teoremi di unicitd per le
estremanti e le estremali dei problemi liberi del Caleolo delle Variazioni. E oppor-
tuno percid premettere alcune precisazioni sulle ipotesi e sulle notazioni.

Indicheremo con F(z, ¥, 2/, y') una funzione che per (z, y) appartenente a un
campo 4 e (¢/, ¥’) qualunque con z'2+4y%'2>0 & finita e continua con le sue deri-
vate parziali dei primi tre ordini, ed & positivamente omogenea di grado 1 rispetto
a g ey, ciod tale che per £>0 qualunque si ha in tutto il campo di definizione

F(z’ Y, IMJ', k?/,)=kF(x) Y, zl7 ?/,)'
Porremo inoltre
. Fac,y, _ Fy.y,
y/;g zlyl - z'2

— F, x'x’

Fy(z, y, 7 ?/l) =

I

ed ammetteremo che sia sempre F,(z, y, ¢, ¥') >0, cioé che il problema di Calcolo
delle Variazioni relativo all’integrale

o= Fia,y, ¢, y)ds
e
sia regolare positivo.

In queste ipotesi, le estremali dell’integrale e‘]@ sono tutte e sole le curve
T=1(s), y=y(s), 0=<s<3)

appartenenti al campo 4 e soddisfacenti il sistema di equazioni differenziali

F F

&' =y zy’ ; yx'
1 F,—F
y//___xl yo' wy’,
Fi

(!%) Cfr. L. ToNELLI: Fondamenti...., I, p. 68 e segg.
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Fissato un punto P,= (2o, y,) interno al campo A4, le estremali uscenti da
esso formano un fascio che si pud rappresentare mediante le equazioni

(2) T=g(s, ), y=y(s, ),

essendo [p(s, ), (s, w)], per w fissato, la soluzione del sistema (1) determinata
dalle condizioni iniziali

3) @0, w)=x,, (0, w)=yo, @s(0, w)=rcos w, 5(0, w)=sen w.

Posto
Ps Py

A(s, w)= v .

’

& 4(0, w) =0, 4,(0, ) =1, e quindi per s> 0 sufficientemente piccolo & A(s, w) >0
e si pud porre la seguente definizione.

DEFINIZIONE. - Fissata un’estremale (2) si chiama fuoco destro del suo primo
punto terminale P, il punto dell’estremale che corrisponde al pilt piccolo valore
positivo di s per il quale A(s, w)=0, quando in questa equazione si ponga il
valore di w a cui corrisponde I’ estremale fissata.

8. - Possiamo dimostrare ora la proposizione seguente che fornisce una condi-
zione sufficiente per 1'unicitd delle estremanti nei problemi liberi di Caleolo delle
Variazioni.

TeOREMA L - Se il campo A coincide col piano (z,y); se Uintegrale Jg
¢ regolare positivo; se in ogni parte limitata A’ di A Uintegrale 3 tende
a + o al tendere all’infinito della lunghezza S di @; se, infine, sopra nessuna
estremale esiste il fuoco destro del primo punito terminale; allora, fissati
nel piano (z,y) due punti P, Q qualunque, nella classe K delle curve
continue e rettificabili del piano (z,y) aventi in P e Q rispettivamente il
primo e il secondo punto terminale, esiste al piu una curva minimanite
Uintegrale dp (*°).

Cominciamo con 1’ osservare che se € & una curva continua e rettificabile
chiusa del campo 4 & necessariamente J >0, poicheé se fosse Jg <0, percorrendo
la @ un numero di volte sufficientemente grande si otterrebbe una curva di lun-
ghezza grande ad arbitrio, tutta contenuta in una parte finita e fissa di 4, e sulla
quale il valore dell’integrale sarebbe sempre <0, contro !'ipotesi che in ogni parte
limitata A4’ di 4 3@ tenda a + oo quando la lunghezza £ di @ tende all’infinito.
Di qua segue subito che le curve minimanti I'integrale c‘]@ nella classe J{ sono
prive di punti multipli.

(16) Cfr. L. ToNELLI: Fondamenti...., II, p. 266.
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In secondo luogo osserviamo che se & & un’estremale uscente da un punto P
ed 4’ & una parte limitata chiusa qualunque di 4 contenente P e un arco iniziale
di 6, se Q' & un punto abbastanza vicino a P sopra la &, I'arco (P, Q') & mini-
mante per 3@ nella classe J{’ delle curve continue e rettificabili di 4’ aventi in P
e @' il primo e il secondo punto terminale. Indicato infatti con I" un cerchio
sufficientemente piccolo di centro P, e con J{’ la parte di J’ formata dalle curve
che non sono completamente interne a I', per Q' =P, in Jf’ esiste il minimo u
di J@ ed & x>0, mentre il minimo in J{’ & uguale a zero. Percid anche se & Q' == P
con @’ sufficientemente vicino a P, il minimo di e‘]@ in J{’ & maggiore del minimo

in J’. Ne segue che quest’ultimo & dato da una curva tutta interna a I'j e se
supponiamo, come & lecito, che P sia interno ad A4’, la detta curva minimante &
un’estremale e deve eoincidere con 6(P, Q') se I' & sufficientemente piceolo, per
un teorema di unicitd delle estremali «in piceolo ».

Supponiamo ora che nella classe J{ esistano due curve minimanti JQ. Esse
sono necessariamente due estremali che possiamo indicare con

6,: $=(P(31 wl)’ ?/="P(sr wi)r (O<s<£i)y
26yt z=q(s, ws), y=y(s, wy), O<s<4,).

Per quanto abbiamo detto sopra &, ed &, sono prive di punti multipli; inoltre
hanno in comune soltanto i punti terminali e si pud supporre che, considerata
una qualunque direzione w con w; <w<wg, in un intorno di P essa sia interna
all’area 4 semplicemente connessa racchiusa da 6, ed 6, e I’ estremale

&: z=9(s, »), y=y(s, o)
non sia mai una curva minimante J@ nella classe K (17).
Osserviamo inoltre che se @' & un punto di 4’ le curve minimanti Jg nella

classe J{’ di tutte le curve continue e rettificabili del piano aventi in P e Q' i
punti terminali sono tutte e sole le curve minimanti 3@ nella sottoclasse formata
dalle curve di J{’ appartenenti ad A’

Consideriamo quindi I’ estremale & uscente da P con direzione w—‘_—;& Se
prolungandola sufficientemente essa ha un punto @’ diverso da P sul contorno
di 4’, I'arco (P, @) non pud essere minimante per Jp nella classe o’ delle

curve continue e rettificabili aventi in Pe @’ il primo e il secondo punto terminale :
esiste percid un ultimo punto @, sopra & tale che 6(P, @,) risulti minimante nella
classe delle curve continue e rettificabili congiungenti P e @, nell’ordine. Alla
stessa conclusione si giunge se per quanto si prolunghi & non si arriva mai sul
contorno di 4’. Infatti J; quando 6 viene prolungata indefinitamente tende a 4 oo,

(!") Vedi L. ToNELLI: Fordamenti...., II, p. 267.
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e percio esiste su di essa un punto @' per il quale 6(P, Q') non & pili mini-
mante Jg in K.

Determinato @, sia @’ successivo a @, sopra &, interno ad 4’. Nella classe J’
determiniamo le curve minimanti . Esse sono delle estremali appartenenti ad 4"
e al tendere di @’ a @, ammettono almeno una curva di accumulazione che &
pure un’estremante nella classe delle curve continue e rettificabili aventi i suoi
stessi punti terminali ed & percid anche un’estremale che indicheremo con &'.

Se w’ & la direzione di &' in P si vede che & w, <w'<w; e co'=|:w—‘_; ®2 perchd 6’
non pud coincidere né con &, né con &, e sopra & non ci pud essere il fuoco
destro di P.

Si pud pereid passare dalla coppia di estremanti 6,, 6, a un’altra coppia soddi-
sfacente condizioni analoghe con direzioni comprese fra w, ed w, e formanti fra
loro un angolo minore della metd dell’angolo formato da w, ed w,.

Ripetendo indefinitamente queste operazioni si ottiene una successione di
coppie di estremali

&) z=p(s, w), y=y(s, w,"), 0<s<g)),

6,2 z=¢(31 ,"), y=uy(s "), 0<s<g)),
con
4) P&y 0 ) ="y 0n"), W&y 0n')=p(En"; 0,"),
e
(5) lim o,/ =lim w,” = wo,.
n—o n—

Possiamo inoltre supporre che sia

(6) im zn/ =_£/, lim £nll =£//’ =8,

n—-00 n—Qo

Considerata allora 1’ estremale
Eo: T=q(s, w0),  Yy=y(s, wo) (0=s=Y),

essa & anche un’estremante (1#) essendo limite di curve estremanti. Se fosse £’ > £”
si avrebbe
P&, wo) =Ly wo), (&, wo) =p(£", wo)

-~

e la 8, avrebbe un punto multiplo, cid che non & possibile. E percido £ =g£”.
Allora dalle (4), (5), (6) si ha

A(&, wo)=0

(18) Nella classe delle ‘curve continue e rettificabili del piano (z,y) aventi i suoi stessi
punti terminali.
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e sopra &, esiste il fuoco destro del primo punto terminale, contro una delle ipotesi

dell’ enunciato. Siamo cosi giunti a un assurdo e il teorema & dimostrato.
OSSERVAZIONE. - La condizione che, in ogni parte limitata A’ di A,

J@ tenda a 4 co al tendere all infinito della lunghezza di @, é soddisfatta

se esiste un differenziale esatto M(z, y)dz+ N(z, y)dy tale che sia sempre
F(zy, 7, y)=F(3,y, ¢, y)+ M, 9)7 + Nz, y)y' >0

e, per ogni parte limitata A’ di A, i valori 0 per ¢ quali F(z,y, cos 6, sen ) =0
in qualche punto (z,y) di A’ appartengono tutti a un arco di ampiezza
minore di n.

Infatti, posto

5@ =ff(.’l}, Y "”’7 ?/')dﬂ,
e

P

la condizione suddetta & soddisfatta da 5@ (*°) e percid anche da 3@.

4. - In questo numero ci proponiamo di dedurre dal teorema precedente una
condizione di unicitd per le estremali dei problemi liberi di Calcolo delle Varia-
zioni, ma per renderci conto della portata di tale condizione & opportuno premettere
un lemma.

LEMMA. - Se in ogni parte limitata A’ del campo A Uintegrale g tende

a + oo al tendere all’infinito della lunghezza £ di @; se esistono due nu-
meri positivi R e u tali che per 2*+y*= R? e 2’*+y'*=1 si abbia sempre

K.

F(x7 y’ x’? yl) Z V$2—+—g/2 ’

allora, fissato comunque un punto P del piano (z, y) e considerate le curve
continue e rettificabili @ uscenti da P, 3@ tende a + o al tendere all’ infi-
nito della massima corda di € wuscente da P.

Determiniamo da prima R, > R in modo che P sia interno alla circonferenza I}
di equazione 22+ y?= R?. Per un arco @(M, N) di curva continua e rettificabile
senza punti interni a I'; e con M su I &

dz ds
) deur, m* i TP 2/m—s
e, N) e, N)

e percid si pud determinare un numero R, > R, tale che, indicata con I, la circon-

(19 Cid segue da un lemma noto. Vedi L. ToNELLI: Fordamentt...., II, pp. 17-18.
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ferenza z*+y*= R}, se €(M, N) ha qualche punto esterno a I, si abbia (fissato
comunque un verso positivo su I)

®) Seur, m > [ F@ 4, 2, y)ds.
I
Dopo cid sia 4 il minimo di c']@ per € tutta contenuta in I, e indicato con R; > R,
un numero che fisseremo nel seguito, sia I'; 1a circonferenza diequazione 22 4 y*= R2.
Se @ & una curva continua e rettificabile uscente da P e avente qualche punto
esterno a I, per ogni suo punto esterno a I'; possiamo considerare il massimo
arco senza punti interni a I') a cui esso appartiene. Tali archi esistono in numero
finito, e possiamo distinguerli in due categorie a seconda che non hanno punti
esterni a I'; o hanno punti esterni a I';; allora nella seconda categoria vi & almeno
un arco. Se un arco @(M, N) appartiene alla prima categoria M appartiene a I';;
se anche IV appartiene a I}, sostituiamo @(M, N) con I')(M, N), se N non appar-
tiene a I',, sopprimiamo I’arco ©€(M, N). In questo modo otteniamo dalla € una
curva @ e per le (7) ed (8) si ha
JoZ 3(—‘2.
Fissato ora un numero 4 grande ad arbitrio supponiamo R; fissato in modo

che se @(M, N) & senza punti interni a I';, con M su I'y ed almeno un punto
esterno a I, si abbia

[ F@, v, ¢, y)ds> 4+ Fa,y, o, y')ds.
e, N) Iy

Allora se indichiamo con # il numero degli archi massimi di € aventi punti
esterni a I; e senza punti interni a I'), ed operiamo anche su questi come sugli

o~
archi della prima categoria sopra indicati, otteniamo una curva @ tutta contenuta

in Iy e tale che
3@23—>3~+n/12/1+l.
e e

Poiche A & indipendente da A e si pud prendere grande ad arbitrio purche R,
sia sufficientemente grande, si ha I’ asserto.

Ora possiamo enunciare il

TEOREMA II. - Se sono soddisfatte le condiziont del teorema I, e se
fissato comunque un punto P e considerate le curve @ continue e rettifi-
cabily uscenti da P, J@ tende a + o~ al tendere all’infinito della massima

corda di @ uscente da P; allora, presi due puniti P e Q del piano (z,y),
esiste sempre una e una sola estremale col primo punto terminale in P
e tl secondo in Q.

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 17
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La deduzione di questo teorema dal teorema I & assai semplice (*°). Detta Jf
la classe delle curve continue e rettificabili aventi il primo punto terminale in P
e in @ il secondo, esiste almeno una curva minimante c‘)@ in J{ e, per il teorema I,

proprio una sola: tale curva & un’estremale &,. Se in J{ vi fosse un’ulteriore
estremale 6, questa non potrebbe essere una curva minimante, e quindi su di essa
vi sarebbe un ultimo punto @, tale che &,(F, Q) sia minimante per Jp. Allora,

per un ragionamento gia fatto nella dimostrazione del teorema I, vi sarebbe
una seconda curva minimante coi punti terminali P e @Q,, e cid contro il
teorema I.

B. - Il teorema ora dimostrate estende un teorema stabilito dal TONELLI per
i problemi regolari definiti positivi, e lo si pud anche dedurre come caso particolare
da un teorema che a sua volta estente un teorema del CARATHEODORY (*!) per
i problemi regolari definiti positivi. Tuttavia il metodo seguito nei due numeri
precedenti, e che & analogo a quello del TONELLI, & importante per il seguito di
questo lavoro, poiché & questo metodo che estenderemo al caso dei problemi di
MAYER, mentre I’ éstensione a tali problemi del metodo che applicheremo in questo
numero, e che modifica leggermente quello del CARATHEODORY, presenta qualche
difficolta.

TEOREMA IIL - Se sono soddisfatte le condiziont del teorema I e se,
fissato comunque un punto P e consideratle le estremali & uscenti da P,
Uintegrale dg tende a + oo al tendere all’infinito della lunghezza di &;

allora, presi due punti P e Q del piano (z,y), esiste una e una sola
estremale avente in P il primo e in Q il secondo punto terminale.
Siano

)] T=g(s, ), y=y(s, o), (0=s< ),

le equazioni dell’estremale indefinita uscente da P con direzione w; interpre-
tiamo (s, w) come coordinate polari in un piano /I e indichiamo con 2 il piano (z, y).

Le (9) possono essere interpretate come una rappresentazione del piano II sul
piano X (o, eventualmente, una parte di ). Esse sono localmente invertibili:
nel punto (s=0, w) per noti teoremi di esistenza e di unicitd delle estremali
considerate «in piceolo », € negli altri punti perchd & A(s, w) 0. Per queste stesse
ragioni, fissato un punto (z, ), i punti (s, @) di cui & I’immagine non possono
avere punti di accumulazione a distanza finita.

Consideriamo ora un punto (z, %) che sia I'immagine di qualche punto (s, w)

(*9) Vedi L. ToNeLLI: Fondamenti....,, 11, pp. 273-274.
(*4) Vedi C. CARATHEODORY: Sui i di estremali uscenti da un punto e riempients
tutto lo spazio. Boll. Un. Mat. It., Vol. II, pp. 2-6, 48-52, 81-87.
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e fissiamo uno di questi: sia (s, ®). In un intorno di (z, ) sufficientemente piccolo
invertiamo le (9). Otteniamo cosi due funzioni continue

(10) s=o0(z, y), o=x(z, y)
con
s=o@,y) o=y 7).
Dimostriamo che le (10) si possono prolungare lungo una qualunque linea continua

e rettificabile y uscente dal punto fissato (z, y). A tal fine cominciamo con I'osservare
che, fino a quando le (10) sono prolungabili lungo y, la prima di esse resta limitata.

Sia infatti yi z=E), y=n(s), 0<s<U).

Allora, finché il prolungamento lunto y & possibile, si ottiene un fascio di
estremali uscenti da P

byt z=gfs, 0[&(s), 9(s)]} y=vis o[&s), ("1}
0 <s<o[&(s), n(s)],

e da una formula di WEIERSTRASS segue !’equazione
s’ 8
35,35, + [ Eds'— [ Fas
y 0 y 0

dove la funzione integranda sotto il primo segno di integrazione & la funzione %
di WEIERSTRASS, che, essendo il problema regolare positivo, & sempre = 0. E percid

.
95, <35, +| Fds.
)
Dungque, fino a quando il prolungamento lungo y & possibile, il valore di J 5., resta
limitato e percid resta limitata anche la lunghezza o[&(s’), 4(s')] di &,

Se si suppone che le (10) non si possano prolungare lungo tutta la curva p,
esiste un valore s," <7 tale che fino a ogni s'<s,’ il prolungamento & possibile
mentre non lo & fino a s'=s,’. Esiste inolire, nel piano II, almeno un punto di
accumulazione per §s=o[&(s), 7(s')], w=yx[&(s'), n(s')]} al tendere di s’ a s,” da
sinistra. Se indichiamo con (;, ;) un tale punto, si ha

§s)=p(s, ),  n(s)=y(s, w),
Tenendo conto poi del fatto che in un intorno di (?, 5) la trasformazione (9)
& invertibile, si vede che, fissando opportunamente la determinazione di w rispetto

al modulo 27, deve essere
lim of&(s), n(s)]=5, lim &), n(s)]=o.
8§ —8 —

8§ —8'—

e il prolungamento delle (10) risulta possibile anche oltre s,” contro 1 ipotesi.
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Come prima conseguenza di quanto ora abbiamo dimostrato si ha intanto che
ogni punto del piano X' & immagine di almeno un punto del piano II. Per dimo-
strare che ogni punto di 2 & I'immagine di un unico punto del piano II basta
provare che, fissata comunque una determinazione delle (10) e prolungandola lungo
una qualunque linea y continua rettificabile chiusa, si deve ottenere alla fine la
determinazione di partenza. Ora cid & una conseguenza del fatto che la curva y
si pud ridurre a un punto con continuitd, & possibile I’inversione locale, il prolun-
gamento si pud fare lungo una qualunque linea continua e rettificabile, e le ipote-
tiche molteplici determinazioni delle (10) in un punto formerebbero in ogni caso
un insieme disereto di punti del piano IT.

Dunque la corrispondenza (9) fra i piani I e 2 & biunivoca, e fissato
un punto @), esiste una e una sola estremale uscente da P e terminante nel
punto Q.

OSSERVAZIONE L - Il CARATHEODORY ha dimostrato questo teorema nell’ipo-
tesi #>0, ammettendo soltanto che sopra ogni estremale & 1'integrale Jo tenda
a -+ oo prolungando !’ estremale indefinitamente, mentre qui abbiamo supposto che
cid avvenga uniformemente per tutte le estremali uscenti da un punto, al tendere
all’infinito della loro lunghezza. Questa condizione & perd soddisfatta nelle ipotesi
del CARATHEODORY.

OSSERVAZIONE IIL - Come corollario dei due teoremi precedenti si ha che nelle
ipotesi ivi fatte, non possono esistere estremali chiuse.

6. - Passiamo ora a stabilire dei teoremi di unicitd relativi alle estremanti e
alle estremali dei problemi di MAYER in forma parametrica, e per questo comin-
ciamo col precisare anche in questo caso le ipotesi e le notazioni.

Sia F(z, y, #/, y', ) una funzione finita e continua insieme con le sue derivate
parziali dei primi tre ordini per (z, ) appartenente a un campo 4, w apparte-
nente a un intervallo 4, (2, ¥') qualunque con z’?+4’>>0. Per ogni £>0 sia

F(‘”) Y kz,; ky,’ u)=IcF(a;, Y, $’7 ?/’7 u)

in tutto il campo di definizione della F(z, ¥, ', ¥’, ). Poniamo inoltre

F., . F., . F., .
Yy =_Tr —__ Ty - YY
Fi(xi ?/r-'”;?/;u)“‘ yl2 - a;'y'— 2 ?

E(Z’, Y5 x’r ?/'; $’, y,; u)EF(x, Y $,7 .7/,7 u)—
- x’er’(zr Y xly ?/,7 u) —Z,Fy'(xr Y, xlr ?/’) u)

Essendo %, un valore di » fissato nell’intervallo 4, consideriamo per ogni
curva continua e rettificabile

€: z=2(s), y=y@©), (0=<s=<J),



B. MANIA: dlcuni teoremi di unicita nel Calcolo delle Variazioni 259
I’ equazione

S
(11) U="U, +[F(a:, y, 2y, u)ds.
0

Chiameremo curve ordinarie le curve € per le quali I'equazione ora scritta
ammette una soluzione u(s) in tutto U'intervallo (0, £) con wu(s) sempre apparte-
nente a A. Per indicare la dipendenza di u(s) dalla curva @ useremo anche la
notazione u@(s).

Data una classe J{ di curve ordinarie €, chiameremo problema di MAYER
relativo all’ equazione (11) e alla classe Jf, il problema della ricerca del minimo
[0 massimo] di ug(f) nella classe .

Diremo che il problema di MAYER & definito positivo [negativo] se & sempre >0
[F<O0]; diremo che il problema di MAYER & semidefinito positivo [negativo] se
& sempre F=>0 [F<0]; negli altri casi diremo che il problema & indefinito. Il

problema di MAYER si dird poi regolare positivo [negativo] se & sempre F,>0

[F,<0]; quasi regolare positivo [negativo] se & sempre ¥,20 [F,<0]; quasi
regolare positivo [negativo] normale se & sempre F, >0 [F,<0] e, per (z, ¥, ©)
fissato, i valori di 6 per i quali F,(z, ¥, cos 0, sen 6, ¥)=0 non riempiono mai
tutto un intervallo; quasi regolare positivo [negativo] seminormale se & sempre
F,20 [F,=<0] e per nessun punto (z, ¥, ) si ha, identicamente in 6,
Fy(z, y, cos 0, sen 0, u) =0.

Una curva ordinaria @ si dice un’ estremaloide se soddisfa le equazioni

S S
[{Fot FuF}ds— & [ Fuds—=e, (cost)
d/ .

(12) 0

s

s
d
[{Fy+Fy,FM§ ds— %[Fyrds=cz (cost.) (*%).
0

%

Un’ estremaloide di classe 1 si chiama estremale. Per le estremali le equazioni (12)
si possono scrivere anche nella forma differenziale

d
Fw+Fw'Fu= ds Fw’
(13) 2
Fy+FyF,— 5 Fy,
e se il problema di MAYER considerato & quasi regolare normale ogni estrema-
loide & di classe 1 (%3).

(*?) B. MANIX: Proprieta delle estremanti nei problemi di Mayer, p. 109
(%) B. MANIA, loe. cit. p. 114.
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Se un’estremale & di classe 2 dalle equazioni (13) seguono le altre

o Y'(Fy, —F,.)+ F F,—FF,,

F,
14 i
(14) y_ @y —Fp) + F F, — FF,,,
B '

e se il problema di MAYER & regolare ogni estremale & di classe 2 (*4).
Supponiamo che il problema di MAYER sia regolare; allora le estremali sono
determinate dal sistema differenziale formato dalle (14) e dall’equazione

(15) u’=F(:1;, Y, /l?’, Yy u)
Fissato un punto P,= (z,, y,) interno al campo 4, consideriamo le soluzioni

(16) z=0(s, ), y=y(s, o), u=yx(s, ®)

del sistema (14), (15) determinate dalle condizioni iniziali

@(0, W) =1,, w(0, w)=y.,, 2(0, w)=1u,
@s(0, w)=cos w, (0, w)=sen w.

Al variare di w le prime due delle equazioni (16) danno tutte e sole le estre-
mali uscenti dal punto (%, %o) e la terza delle (16) da il funzionale up(s) asso-
ciato a ciascuna di esse.

Anche in questo caso, come per i problemi liberi, posto

PYs QPo

A(s, w)= ve Vo

)

& A0, w)=0, 4,(0, w)=1 e si pud percid porre la definizione seguente.

DEFINIZIONE. - Fissata un’estremale é qualunque del fascio di centro P,, si
chiama fuoco destro di P, sopra & il primo punto di é corrispondente a un valore
positivo s tale che A(s, w)=0, quando in questa equazione si ponga il valore
di w a cui corrisponde I’ estremale fissata.

7. - Dopo queste premesse possiamo dimostrare per i problemi di MAYER in
forma parametrica un teorema anagolo al teorema I.

TEOREMA IV. - Il campo A coincida col piano (z, y) e Uintervallo A con
U asse reale delle w; il problema di Mayer considerato sia regolare posi-
tivo ; tn ognt parte limitata A’ del campo A il valore del funzionale u@(i)

tenda a +  al tendere all’infinito della lunghezza £ di @, e resti limi-
tato quando la lunghezza £ resta limitala; sopra nessuna estremale esista

(39 B. MaNIA, loe. cit. p. 115.
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¢l fuoco destro del primo punto terminale; allora, fissati comunque due
puntt P, Q del piano (z,y), nella classe K delle curve ordinarie aventi in P
e Q rispettivamente il primo e il secondo punto terminale, esiste al pin
una curva minimante ug(S).

Anche ora come nella dimostrazione del teorema I possiamo osservare che
le curve minimanti %(£) sono prive di punti multipli. Infatti, se € & una qualunque

curva ordinaria e y & un suo arco chiuso, non pud essere f Fl,y, 2,y ug)ds <0,
4

perchg, altrimenti, aggiungendo alla curva @ I'arco y percorso un numero suffi-

cientemente grande di volte, si otterebbe una curva @ di lunghezza £ grande ad

arbitrio, appartenente a una parte limitata e fissa 4’ di 4, e per la quale si

avrebbe ué(ﬁl)éu@(ﬁ).

Notiamo poi che nelle ipotesi fatte ogni curva continua e rettificabile & una
curva ordinaria.

Infine osserviamo che in ogni classe J{’ completa di curve ordinarie appartenenti
a una parte limitata e chiusa 4’ del campo 4 esiste il minimo assoluto di »p(£);

poichd ci si pud limitare, per le ipotesi fatte, a considerare una sottoclasse Jf’ di '’
formata da curve le cui lunghezze non superano un numero fisso sufficientemente
grande. Costruita una successione minimante in J—C’, questa ammette almeno una
curva di accumulazione @,, appartenente a Jf, sulla quale #p(s) & un funzionale

semicontinuo inferiormente (**). Allora @, fornisce il minimo assoluto di % (%) in &'.
Dopo queste osservazioni non resta che ripetere la dimostrazione del teorema I.
OSSERVAZIONE L. - La condizione che in ogni parte limitata A’ del
campo A il valore del funzionale u@(Q) tenda a + o al tendere all’ infi-
nito della lunghezza £ di @, e resti limitato quando la lunghezza £ resta
Uimitata, é soddisfatia se esiste un differenziale esatto M(z,y)dz+ N(z, y)dy
per il quale sia sempre

F,y, 7, y, w=F(, y, ¢, ¥, u)+ M, y)' + Nz, y)y’ =0,

e ¢ valori di 0 per i quali F(z,y, cos 0, sen 0, u) =0 in qualche punto (z, y, u),
con (z,y) in A', appartengono tutti a un arco di ampiezza minore di =, e
se inoltre esistono due costanti h, k per le quali sia

F(z,y, o, ¥, wy<hu+k;
con (z,y) in A’y 2*+y*=1, u qualunque.

(*%) Vedi L. ToNELLI: Sulla semicontinuiti nei problemi di Mayer e di Lagrange. Rend.
Acc. Naz. dei Lincei, 8. VI, Vol. XXIV (1936), pp. 399-404.
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Infatti se € & una curva di 4’ si ha, per 0<s'<s”" <§,

8’ rd

ue(s") —ug(s) = F(z,y, ', ', ug)ds= [ { Mz, y) + Nz, y)y' ds

. o
’ d

8 8

e quindi u@(s) & limitato inferiormente, e, inoltre, se u@(Q) resta inferiore a un
numero fisso 4’ anche u(s) per tutti i valori di s nell'intervallo (0, £) resta
inferiore a un numero fisso A’ dipendente soltanto da A e dal campo A4’
Dunque se in A4’ esistessero curve di lunghezza grande ad arbitrio e sulle
quali u@(ﬁ) fosse limitato superiormente, sopra tali curve u@(s) resterebbe limi-
tato. D’altronde, su tali curve, purché di lunghezza sufficientemente grande

[F(ZI}, Y, xly y/)’ u@)ds
e

sarebbe maggiore di un numero arbitrariamente fissato, e quindi la stessa cosa
si verificherebbe per

/F(x) %Y, u@)d's;

e

e cid evidentemente & assurdo.

Infine dalla seconda ipotesi ammessa risulta facilmente che, sopra le curve C
di 4’ di lunghezza limitata, u@(ﬁ) resta limitato superiormente, e quindi la propo-
sizione enunciata & dimostrata.

OSSERVAZIONE IIL - Se é F(z, y, =, y', u) =0, il teorema precedente vale
anche se A non coincide con tutto I’ asse reale, ma é un intervallo illimi-
tato a destra.

OSSERVAZIONE III. - Nel problema di navigazione di Zermelo le cond:i-
ztont dell’ osservazione I sono soddisfatte perché é

0<F(z,y 2y, w)<k
con k costante (*°).

8. - Le ipotesi ammesse nel teorema IV sono suggerite dal problema di naviga-
zione di ZERMELO. Ora ci proponiamo di modificare tali ipotesi e di metterci in
condizioni analoghe a quelle che si presentano nel problema della curva di massima
velocita finale.

Il campo A4 sia ancora l'intero piano (z, ), ma lintervallo 4 sia illimitato
soltanto a sinistra; sia cioé (—oo, f) con < 4+ co.

(36) Vedi B. MANIA: Sopra un problema di navigazione di Zermelo, loc. cit.
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Fissato un punto P del piano (z, y), chiamiamo punto raggiungibile a partire
da P ogni punto @ per il quale esiste almeno una curva ordinaria € col primo
punto terminale in P e il secondo in @ e sulla quale sia sempre wp(s)<p.

I punti raggiungibili a partire da P formano un campo aperto che indicheremo
con Dp.

Possiamo dimostrare il seguente

TEOREMA V. - Il campo 4 coincida col piano (z,y) e U intervallo A sia
(—o, f) con <+ oo; il problema di Mayer considerato sia regolare
positivo; Uinsieme Dp, per ogni punto P, sia semplicemente connesso;
esista un differenziale esatto M(z, y)dz+ N(z,y)dy tale che st abbia sempre

F_(x7 e y,w=F(,y oy, uw)+ Mz, y)z' + N(z, y)y' =0,

e, in ognt parte limitata A’ di A, © valori 0 per ¢ quals f(x,y cos 6, sen 6,u)=0
in qualche punto (z,y, u) con (z,y) in A’ e u in A, appariengano tutti a
un arco minore di m; sopra nessuna estremale esista il fuoco destro del
primo punto terminale; allora, fissati comunque due punti P e Q del
piano (z, y), nella classe K delle curve ordinarie aventi in P e Q rispetti-
vamente il primo e il secondo punto terminale, esiste al pii una curva
minimante ug(L) che sia tutta costituta di punti raggiungibili a partire
da P (cioé appartenente a Dp).
Se y e un arco chiuso di una qualunque curva ordinaria C, si ha

fF(x’ Y, xly ?/’7 u@)ds=/ﬁ'—(x, Y, x’y yl) u@)ds>0,
14 4

e percid le curve minimanti sono prive di punti multipli.
Supposto che nella classe J{ vi siano due curve minimanti 6, ed &, tutte
costituite di punti raggiungibili, su di esse & sempre

— <u@(8) <ﬂ,

e quindi sono due estremali aventi in comune soltanto i punti P e @ e racchiu-
denti un’area semplicemente connessa A4’ tutta costituita di punti raggiungibili
a partire da P.

Se @ & un punto qualunque di 4’ e @ & una curva ordinaria avente in P
il primo e in @’ il secondo punto terminale, esiste sempre una curva ordinaria @,
tutta appartenente ad A4’, avente gli stessi punti terminali, tale che wé(§)<u@(£),
e sulla quale sia sempre

—o <ug(®)<f,

e anzi si pud determinare un numero f<f tale che, per ogni punto Q' di 4’,
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~
vi sia almeno una curva ordinaria @, tutta appartenente ad A4’, avente in P il
primo e in @’ il secondo punto terminale, su cui si abbia sempre

17) — 00 <u~(s)<p.
e

Di qua segue che nel problema di minimo per u@(s) nella classe J{’ di tutte
le curve ordinarie aventi in P il primo e in @’ il secondo punto terminale, pos-
siamo limitarci a considerare quelle sole curve ordinarie di J{’ che appartengono
ad A’ e sulle quali & sempre soddisfatta la (17), e allora ogni curva mini-
mante %p(£) in I’ & un’estremale.

Dopo ¢i6 non resta che ripetere la dimostrazione del teorema I.

OSSERVAZIONE 1. - L’insieme Dp é semplicemente connesso se esiste al-
meno una direzione orientata per cui, se Q é un punto raggiungibile a
partire da P, tutta la semiretia uscente da @ con quella direzione é for-
mata da punti raggiungibili a partire da P.

Questa circostanza si verifica, per esempio, nel problema della curva di mas-
sima velocitd finale, e, pili generalmente, se &

F(z, 9, @, 'y w) =9, 9, w) V7 +y+ M(z, y)2' + Nz, y)y/'s
con ¢(z, ¥, u) >0, M(z,y)dr+ N(z,y)dy differenziale esatto, e se esiste un an-

golo ¥ tale che ¢(z, y, u)+ M(z, y) cos 3+ N(z, y) sen # <0 quando » & suffi-
cientemente vicino a f e @(z, y, u) +M(z, y) cos ¥+ N(z, y) sen & >hu-+k, con i
e k costanti per # <0 sufficientemente grande in valore assoluto.
OSSERVAZIONE II. - Il teorema precedente resta vero anche se per u=p
¢l problema di Mayer non é regolare.
Questo caso si verifica, per esempio, nel problema della curva di massima

velocitad finale.

9. - I teoremi IV e V danno delle condizioni sufficienti per I'unicitd delle
curve minimanti. Da essi vogliamo dedurre ora delle condizioni sufficienti per
Punicitd delle estremali; e per chiarire la portata delle proposizioni che dimo-
streremo, premettiamo ad esse un lemma.

LEMMA. - Se esistono un differenziale esatto M(z,y)dz+ N(z,y)dy e due
costanti positive R e u tali che sia sempre

'F_,(x) ?/1 x” ?/7 u)E F(zi y’ x’? ?/ly u) +M(x’ y)x, +N($’ ?/)?/, 20)

e per z*+y*= R? u
Vo? 7
allora, fissato comunque wun insieme E limitato del piano (z,y), nella
classe IH* delle curve ordinarie @ aventi i punti terminali P, Q in E, il

F(x’ Y 7,y u)=

’
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valore del funzionale u@(i) tende a +oo al tendere all’infinito della

massima corda di € wuscente da P, supposto che in H* vi siano curve
ordinarie per le quali tale massima corda non resta inferiore a un nu-
mero fisso.

Fissato R, >R in modo che linsieme FE sia interno alla circonferenza I
di equazione z*>+y*=R?, sia @(M, N) un arco di € senza punti interni a I;.
E allora

fF(x,y, 7?/1“@)‘132/1?("5’?/7 7y7u@)d3>:uf]/ e /‘{Ri_l_s
@, N) e, vy @, Ny

e di qua segue che

/i(zy Y, zlr :’/I) u@)ds
¢/

tende a + oo al tendere all’infinito della massima corda di €@ uscente da P, e
quindi la stessa cosa & vera per up(f).

10. - Come dal teorema I si deduce il teorema II, cosi dal teorema IV si pud
dedurre il teorema seguente.

TEOREMA VI. - Se sono soddisfatte le condizioni del teorema IV ; se,
considerate le curve ordinarie @ aventi i puniti terminali in un insieme
limitato, ug(%) tende a +oo al tendere all’infinito della massima corda
di @ uscente dal primo punto terminale; allora, fissati due punti P e Q
qualunque del piano (z,y), esiste una e una sola estremale avente in P
il primo e in Q il secondo punto terminale.

11. - Riprendiamo le considerazioni del numero 8 e indichiamo con I'p la

frontiera dell’insieme Dp. Sia poi BP Vinsieme dei punti @ di Dp tali che nella
classe J{ delle curve ordinarie aventi in P il primo e in @ il secondo punto
terminale non esista nessuna curva minimante u@(f,) e avente qualche punto
sulla frontiera I'p di Dp.
Allora dal teorema V si pud dedurre, nel solito modo, il teorema seguente.
TEOREMA VIL - Se sono soddisfatte le condizioni del teorema V; se
esistono due numeri positivi R, u tali che sta sempre per z*+y>*=> R?

F(xY y’ x’) ?/I) u)zvms—_l_—yz ;

allora, fissati due punti P e Q del piano (z, y), con @Q appartenente

a Dp, nella classe H delle curve ordinarie aventi in P e Q rispettiva-
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mente tl primo e il secondo punto terminale, esiste una e una sola
estremale.

Si osservi che per il lemma del numero 9, le curve ordinarie della classe Jf
stanno tutte in un campo limitato, e, nelle ipotesi del nostro teorema, hanno tutte
lunghezza limitata. Costruita una successione minimante, essa ammette almeno
una curva di accumulazione €, e questa di il minimo di u@(i) in Jf.

OSSERVAZIONE 1. - La restrizione imposta al campo di variabilita di @
¢ analoga a quella che si deve imporre nella dimostrazione dell’ esistenza
dell’ estremo assoluto quando si vogliano escludere le soluzioni discon-
tinue (*7).

OSSERVAZIONE II. - La condizione che esistono due mumeri positivi R, u
tali che per 2*+y*= R* sia

(18) F_/(Evr Y, ZB’, ?/’1 u) 27‘1’__2—;”—@_‘57

serve soltanto ad assicurare che nella ricerca del minimo di up(f) nella

classe I basta considerare le curve ordinarie che appariengono a un
campo limitato.

Questa osservazione & opportuna perché in casi importanti la (18) pud non
essere verificata pur valendo la conseguenza che ne abbiamo tratta. Cosl, per
esempio, questo accade nel problema della curva di massima velocitd finale in

P

cui non & soddisfatta una condizione del tipo della (18).

12. - Abbiamo gia accennato che I’estensione ai problemi di MAYER del teo-
rema di unicith per le estremali dei problemi liberi dato dal CARATHEODORY
presenta qualche difficoltd. In questo numero vogliamo concludere lo studio dei
problemi di MAYER in forma parametrica precisando la nostra affermazione, cid
che ci da anche I'occasione di estendere ai problemi di MAYER la formula di
WEIERSTRASS di cui si fa uso nella dimostrazione del CARATHEODORY.

Sia

r=gp(t, w), y=y(t, w), 0<i<l; :m;<w<wy),

un fascio di estremali del problema di MAYER considerato, uscenti da un punto 7,
e @(f, w), w(¢, w) siano finite e continue con le loro derivate parziali del primo
ordine e con le derivate parziali del secondo ordine miste. Indichiamo eon y la
curva di equazioni parametriche

z=¢(1, w), y=y(1, w), (1< 0 < wy),

(*) Si veda per esempio il problema della curva di massima velocita finale.
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e, detta u(f, w) la soluzione dell’equazione

4
w(ty @)=+ [ (@, v, 9o vio W)t
0

consideriamo il funzionale

U(w)=u(1, w) +fF[<P(1» w), v(1, ), p.(1, ®), vu(1, ), u(1, w)]dw.

Derivando si ottiene

(19) aU(w) _ Ou(ala,)w)

io —Flo(1, »), (1, »), pu(1, 0), vu(l, @), u(1, )].

Ora

i
dult, ’
%a)“):f% Fopo+ Fypor + For @t + Fy o+ Fu 0_:>§ dr

0

e percid dalla formula risolutiva delle equazioni differenziali lineari segue
¢

49— i
0 0

Ponendo #=1 si ha

(Fo@ot Fypot Fupro+ Fypuw) (exp - / tFudo){ dr.
0

1

du(l,

ﬁ(blco(D) =fl(Fw¢m + Fpo+ Fo @+ Fyyie)dt
0

con

1
A=exp f F,dx.
¢
Con due integrazioni per parti, si pud anche scrivere

¢ ¢
dult, ) '
020) g, [1Padet yo [ 17, +
0 0

+'[ 13 [wwl - f tlder] Prot [ury, —f ledt] Vio § do.
0 0 0
Ma, per o fissato, &

t
AFy— / AF,di—ec, (cost),
0

¢
AF, — f AF,dv—c, (cost),
0
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e percid

ou(l,
245D _ pu(L, @) Felp(l, o), w(l, o), ¢l o), vl o), w(l, o)]+

+va(l, ) Fyle(, o), p(1, w), p«1, o), v(1, o), #(1, w)].
Di qua e dalla (19) segue

200) . — Blo(1, o), p(1, o) pdl, o), vi(l, 0); poll, o), voll o); u(l, )]

e, integrando,

U(ws) — Ulws) + f Fdo—0

w1

ciog

(20) u(l, ws) —u(l, i)+ f Edo—( Flp(1, @)y, u(l, w)]dao.

w1 w1

Questa & I’analoga della formula di WEIERSTRASS sfruttata al numero 5, ma
mentre ivi dall’essere y continua e rettificabile si deduceva che il secondo membro
restava limitato, qui ¢id non & senz’altro possibile per la presenza di (1, w) nella
funzione integranda.

13. - Passiamo ora allo studio dei problemi di MAYER in forma ordinaria.

Sia f(z, y, ¥’, w) una funzione finita e continua insieme con le sue derivate
parziali dei primi tre ordini per (z,y) appartenente a un campo 4, y’ finito
qualunque, » appartenente a un intervallo 4.

Essendo %, un valore fissato nell’intervallo 4, per ogni curva

C: y=y(z), (a<z<Dd),

con ¥(z) assolutamente continua in (a, b), appartenente al campo A, conside-
riamo 1’ equazione

(1) w—t+ [ 13, y(@), y'@), u(@))ds.

Chiameremo curve ordinarie quelle curve C per le quali I’equazione ora scritta
ammette una soluzione w(z) in tutto 1'intervallo (@, b) con wu(z) sempre appar-
tenente a 4. Per indicare la dipendenza di u(z) da C useremo anche la nota-
zione u¢(%).

Data una classe K di curve ordinarie C, chiameremo problema di MAYER
relativo all’equazione (21) e alla classe K, il problema della ricerca del minimo
(o massimo) di w¢(d) in K.
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Il problema di MAYER proposto si dice regolare positivo [negativo] quando
¢ sempre fyy(z, ¥, ¥, w) >0 [ <0]; quasi regolare positivo [negativo] quando &
sempre fy, (2, ¥, ¥, u)Z0 [<O0]; quasi regolare positivo [negativo] normale
quando & sempre fyy(z, ¥, ¥', u)=0 [<O0] e, per (z,y, u) fissato con (z,y) in 4
e u in 4,1 valori di %’ per i quali 7, (z, ¥, ¥', v)=0 non riempiono mai tutto
un intervallo; quasi regolare positivo [negativo] seminormale quando & sempre
fyy(@, 4, y', =0 [<O0] e, per (z,y,u) fissato nel modo indicato, non & mai
fyy(2, ¥, ¥’y u) =0 identicamente in y’.

Chiameremo estremaloidi relative al problema di MAYER considerato le curve
ordinarie soddisfacenti un’equazione della forma

x x
d
(22) f (ty+1yf)de—— f fydz=c (cost.).
a a
Per una curva ordinaria di classe 1 I’equazione precedente equivale all’altra
d
(23) fy+fyfu— 5 fy=0.

Le curve ordinarie di classe 1 che soddisfano tale equazione si chiamano estre-

mali. Se il problema di MAYER & regolare, ogni estremale risulta di classe 2 e
I’ equazione precedente si pud anche serivere sotto la forma

— —_ —_ !
A e — Ty

)
fy!y!

(24) ¥’

e per una tale curva le (21) si pud scrivere
(25) ' =Ff (.’B, Y, ?/’; u)

Supponiamo dunque che il problema di MAYER assegnato sia regolare, e
fissato un punto (2o, ¥,) interno al campo A4, indichiamo con

(26) y=o¢(2, v), u=y(z, ®)

la soluzione del sistema formato dalle equazioni (24) e (25) determinata dalle
condizioni iniziali

(2o, ®)=Yo, P(2, w) = o, 1(Zo, ®)=yo (**).
Allora si ha, evidentemente,

(Pm(xo, (0)=O, (Pzw(zo, (D)=1.

(%) Se (z, y,) & sulla frontiera di 4, la soluzione del sistema detto esisterad soltanto per
certi valori di w.



270 B. MANIA: Alcunt teorems di unicita nel Calcolo delle Variazions

Fissato w, la prima delle (26) diventa I’equazione dell’estremale uscente dal
punto (z,, ¥o) con coefficiente angolare w. Sopra questa estremale si chiama
tuoco destro del primo punto terminale, il punto di essa (se esiste) che corri-
sponde al pil piecolo valore x>z, per il quale @,(z, w)=0.

14. - Dopo queste premesse possiamo enunciare i seguenti teoremi.

TEOREMA VIIL - Il campo A coincida con tutto il piano (z,y) o con
una sua striscia parallela oll’asse delle y e Uintervallo A coincida con
Uasse reale delle w; il problema di Mayer sia regolare; ad ogni parte
Uimitata 4’ di A e ad ogni numero positivo Y’ si possa far corrispondere
un numero positivo M tale che, sopra ogni estremale tutta contenuta
in A" e sulla quale in un punto sia |y'|<Y’, sia sempre |y’ |<M, |u|<M;
sopra nessuna estremale del campo A esista il fuoco destro del primo
punto terminale; allora, fissati due punti P e Q del campo A, esiste al
pie una sola estremale che li congiunga.

Qui si pud ripetere la dimostrazione del teorema analogo per i problemi liberi (*°).

TEOREMA IX. - Il campo A coincida con tutto il piano (z,y) o con una
sua striscia a lati paralleli all’ asse delle y e Uintervallo A coincida con
Uasse reale delle w; il problema di Mayer sia regolare; ogni curva C
del campo A sia una curva ordinaria; in ogni classe completa K di
curve ordinarie tutte contenute in wuna parte limitata A’ di A esista il
minimo assoluto di ug(b); ogni curva minimante uc(b) in una classe K
di curve di A’ e che sia tutta, ¢ puniti terminali al pia esclusi, formaia
da punti internt ad A’ e di indifferenza rispetto ad A’ e a K (*°), sia
un’ estremale; fissato un insieme limitato E, e considerate le curve ordi-
narie C aventi in E © punti terminali, up(d) tenda a + o al tendere
all’infinito del modulo della massima ordimata di C; sopra nessuna
estremale del campo A esista il fuoco destro del primo punto terminale;
allora, fissati due punti P e Q del campo A, esiste una e una sola estre-
male che li congiunge (*!).

La dimostrazione si fa per assurdo. Si ammette che esistano due estremali
congiungenti P e (. Coi ragionamenti fatti nella dimostrazione del teorema I si
prova che non possono essere entrambe minimanti per wu¢(b) nella classe delle
curve ordinarie che congiungono i punti P e Q; e dopo questo si ragiona come
nella dimostrazione del teorema II.

(*%) Vedi L. ToneLLI: Fondamenti...., II, pp. 393-396.

(3%) Cio& tali che ogni curva ordinaria, ottenuta dalla data sostituendo un arco appar-
tenente a un intorno sufficientemente piccolo di un suo punto con un arco appartenente
allo stesso intorno, sia ancora una curva della classe K.

(3!) Cfr. L. ToNELLI: Fondamenti...., II, pp. 396-397.
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15. - Ci proponiamo adesso di dimostrare un teorema di un tipo diverso dai
precedenti, e per questo cominciamo con lo stabilire una formula di cui ci servi-
remo nella dimostrazione.

Riprendiamo le ipotesi del numero 13 e il campo 4 sia convesso.
Sia
Co: y=yo(2), (a<z<Db),

una curva ordinaria di classe 1 e
01 : g/=y1($), (aézé b),

sia una curva ordinaria qualunque avente gli stessi punti terminali. Allora si ha, eon
notazioni evidenti,

.
27 (@)= (o) = (e, y:(@), 12 @), ua@) o yo(o), ¥ @), weo)} do=
x @ r
[y +fy by + Fude o+ [ Gy + 2y + 2ty At
a d z
+Fyy Ay 2 uly At Fandu)do=[ Ay + 1y Ay’ +Fudu) o+

z z
+[ Fldu—Sw)do+ [ Fo Ay + o+ Frdu)do,
F f

avendo posto

dy=y:@)—yo(@), dy'=y/@)—y/ (@),  Adu=uc(2)—uc(2),
ed essendo du definita dall’equazione

x
(28) Su— f (F,dy +F, By’ + o) d.
a
Dalle (27) e (28) segue
z . z ~
Au—du =f fulldu—du)dz+ [ (fpdy + ... +Fudu®)dz,
a a

e applicando la formula risolutiva per le equazioni differenziali lineari del primo
ordine si ottiene

z z I3
1 ~ o~ ___
Au—du=3 (exp f fudz) f (fydy* + o + Fuudu?) (exp —-f fudn) dé.
a a ' @
D’ altronde, applicando la stessa formula risolutiva, dalla (28) si ottiene
z z H
3u=(exp f fudz) [ty +tyay) (exp - [ fudry) dé
a a a

Annali della Scuola Norm. Sup. « Pisa. 18
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e perciod
T x
@)= [ (t, 8y + £, 4y (exp f f,,dn) dé+
a &
1 x ~ ~ T
+ 5 [ Gy e+ Fun) (exp [ ) s,

a &

Ponendo =25, otteniamo la formula voluta

b b
(29) Au(b)—= f ME By +Fy By Yo+ f A gy g2+ oo + i)
a a
con
b
(30) A—exp f f.dE.
x

16. - Ora possiamo dimostrare un teorema analogo al teorema di S. BERNSTEIN
per i problemi liberi del Calcolo delle Variazioni.

TEOREMA X. - Il campo A sita convesso; il problema di Mayer sia rego-
lare posttivo; la forma quadratica nelle tre variabili &,, &, &,

fyyﬁ+2fyy’§1§2+2fyu§i§3 +fy’y’§§+2fy'u§2§3 +fuu§§

sta semidefinita in ogni punto (z,y,y,w) dell insieme di definizione
di f(z, vy, y', u); allora, presi comunque due punti P, Q del campo A,
esiste al pit una sola estremale che li congiunge, e questa, se estiste, é
una curva minitmante ug(b) nella classe K di tutte le curve ordinarie
aventi gli stesst punti terminali (°%).

Sia () una estremale della classe K. Se C, & un’altra curva qualunque della
classe K, possiamo serivere la (29). Ma ora, poiché C, & un’estremale, il primo
integrale nel secondo membro della (29) & nullo, come si vede integrando per
parti Af,4y e tenendo conto della (30)., Si ha percid

b
(31) w0, (b) —ua(b) =3 / Ay By + e +Fudu?)da
a

e quindi intanto
(32) uUn(b) - uC’o(b) Z Oy

donde segue che ogni estremale della classe K & una curva minimante.

(3) Cfr. S. BERNSTEIN, loe. cit., 0 L. TONELLI: Fondamenti...., I1, p. 389 e segg.
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Dimestriamo che se C, & di classe 1 nella (32) non pud valere il segno di
uguaglianza. Per questo, essendo sempre i>0, basta dimostrare che vi & almeno
un intervallo parziale (z,, z,) di (@, b) per il quale

’

[ty 2y Ay Ay’ + 2y g A+ oy By P+ Fpully’ At o+ Frugia?)ds> 0.
Zo

Fissiamo un campo chiuso convesso limitato X dello spazio (z,y, ¥’, u) che con-
tenga tutti i punti (z, ¥o(2), ¥o'(2), u0(2)), (@, ¥1(2), ¥1'(2), ue,(7)) per a<z<b,
e sia M il massimo modulo di 7,, £, £y, fyyy fyuy Fyuy fuu in 2, ed m sia il
minimo di £, pure in 3. Allora ci basta dimostrare che I'intervallo (zo, z;) pud
essere scelto in modo che sia

(21

©9)  [{mdy —2M(dy*+|dydy'|+| dydu|+| 4y du|+ Fu)} da> 0.

Zo

Ora, con notazioni evidenti,

du= [ (£ Ay + £ 4y + 1. du)de
i

e quindi
Au=(exp ffu* dx) f(fy*Ay +£5dy) (exp - /; fu*dn) dE.
a a a

Percid se z, & il massimo valore di 2 per il quale in (@, z,) & sempre Ady=0,
si ha, per z>u2,,

T x
| du|<eno—on [{| dy|+|dy |} do—N [l dy|+| 2y’ |} de
Zo Zo

con N=eMb-a)]f,
Applicando la disuguaglianza di SCHWARZ, per z, <z <z, <), si ha

x x
@2=%fAy’dx%zé(x—xo)/A_y’?dz,
Zo

Zo

5% Z)
[A—gﬁdxé(x, —$0)2/Z_7/-’2d$,
o Zo

F a1 1 F2% 1 n
fIAyAy'Idwégfﬂzdx 'f@’zdxz 2$(a:4—xo)/@’2dx,
Zo Zo Zo Zo
51

41 51 o Zl__ z_l_
zo/|Ay|dx$[|Ay’|dz<(xi——xo) %/Ayzdzxofdy’zda;% é(zi—zo);fAy *dz,

Zo

|
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f|AyAu|dz$N%[ﬂAy|dx] +[|Ay|dzj jAy ldxg

S N[(21—20)* + (@1 —20)?] ] Ay'zdz

[[Ay'AuwstUMywz[uy |dz+[[|4y ]d:v] g

< N[(2—20)* + (21— 20)] [ Ay*da,
f;l—?ﬁdxéNz%leldyldxr+2ﬁldy]dx/lAy’|dz+[/|dy’|dzr£$
Zo Zo Zo Zo Zo
S N2[(21—20)? + 2(21 —20)* + (21 — 20) ] f;’@'mx.
;

Da queste disuguaglianze si deduce subito che per z, >z, sufficientemente vicino

=

a z, & vera la (33), e percid
(34) ue,(b) —ug,(b) > 0.

Di qua viene che oltre alla ), non vi possono essere altre estremali nella
classe K, poicheé se C, fosse una tale estremale, insieme con la (34) si avrebbe

(39) ug,(b) —uc,(6) >0
e cid non & possibile.

OSSERVAZIONE 1. - Se la forma quadratica del teorema precedente é
definita positiva, e se nella classe K esiste un’estremale, questa é I’ unica
curva minimante uco(b) in K.

Infatti, in questo caso, nella (32) non pud valere il segno di uguaglianza per
nessuna curva C, di K diversa da C,.

OSSERVAZIONE II. - Se la funzione f(z,y, ¥, u) é indipendente da y la
forma quadratica del teorema precedente diventa

fyy &+ 2fubals + Fuuks

ed ¢ semidefinita positiva allora e allora soltanto che é
Fyytut >0
e definita posttiva allora e allora soltanto che é

fyyfuu—fyu>0 (%),

(3) 8i ricordi che & fy,y,>0.
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17. - Un teorema analogo a quello ora dimostrato si pud ottenere anche per
i problemi di LAGRANGE che ora definiremo.

Conserviamo per la funzione f(z, y, ¥’, w) le ipotesi ammesse al numero 13,
e manteniamo la definizione del funzionale u¢(z) ivi data. Sia poi g(z, ¥, ¥, )
una funzione soddisfacente le stesse condizioni ammesse per la f(z, y, ¥, w), e
chiamiamo ora curve ordinarie soltanto quelle delle curve ordinarie del numero 13
per le quali esiste finito I’integrale

(36) Io—[ 9@ v, ¥/, uo)ds.
¢

Assegnata una classe K di curve ordinarie, chiamiamo problema di LAGRANGE
relativo all’integrale o, all’equazione (21) e alla classe K, il problema della ricerca
del minimo (o massimo) di Iy nella classe K.

Cid posto andiamo a stabilire una formula analoga alla (29).

Sia ancora

Co: y=yo(2), (a<z<D),
una curva ordinaria di classe 1 e
01: y=y:(2), (a<z<D),
una curva ordinaria qualunque avente gli stessi punti terminali. E allora
b 3
@7 In—Io—[(gydy+g,2y +g.00)dz+ [ gu(du—du)dz+
a a

b~

1 ~ — : —_—
+3 / (9yydy*+ . + guudu®)de.
a
Ma dall’espressione trovata al numero 15 per Adw—du segue.

b
/gu(Au—éu)dx=
a b z z - &
= %[ % Ju (exp / fu dé) / Ay + e +Fuudu?) (exp—— , fudn) ag %dz,
a a a J
e con una integrazione per parti, si ottiene

b b
(38) f guldu—8u)do=>1 [ (Fy g+ .. + Fuui®) ude

con

(39) = f bg,, (exp [ nf,, df) dn.
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Allora, la (387) si pud secrivere, nella forma seguente
b
40)  Io—Io=(9,4y +9y 4y +g.Su)do+
2 b ~ ~
1 ~ [ gp— ~ ~ e
+ §/§(gyy+/‘fyy)d?/2+ e F (Quut pluu) A0 } dw
a

con y data dalla (39). Questa & la formula analoga alla (29) che volevamo stabilire.
Ricordiamo ora che si chiamano estremali relative al problema di LAGRANGE
considerato, le curve ordinarie di classe 1, soddisfacenti 1'equazione differenziale

d
P (9y +uty)=gy~+ uty

con u data dalla (39). Un calecolo non difficile dimostra allora che se C, &

un’ estremale si ha »

/(gyA?/ + 9y 4y’ + 9.5u)dz=0

e quindi la formula (40) si pud scrivere
b ~ ~
1 ~ o~ ~ o~
1) To,—To,=5 [ 1@+ 1) Ay + o + (Gust ) B2} di.
a
Dopo cid si pud dimostrare, con lo stesso ragionamento del numero 16, il
seguente teorema.
TEOREMA XL - Il campo A sia convesso ; sia sempre g, >0 e sempre g,20
o sempre 9,<0; la forma quadratica nelle tre variabili &,, &, &,

gyy$§+2gyy’§1§2 +2gyu§1§3 +gy’y’gg+2gy'u§253 +guu§§

sta semidefinita in ogni punto (z,y,y,u) dell’insieme di definizione
& gz, 9, ¥, w); la forma quadratica nelle tre variabili &, &, &,

fyy£?+2fyy’51§2 +2fyu§153 +fy’y’5§+2fy'u52§3 +fuu£§

Y

sta semidefinita positiva se é sempre g,20 e semidefinita negativa se é
sempre g,<0; allora, presi comunque due punti P, Q del campo A, esiste
al pii una sola estremale che li congiunge, e questa, se esiste, é una curve
minimante Iy nella classe K di tutte le curve ordinarie aventi gli stessi
punti terminali.



