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SUR LES INTEGRALES DONT LES ELEMENTS
SONT DES VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

par PAuL LEvy (Paris) ().

§ 1. - Introduction.

L’étude des séries dont les termes sont des variables aléatoires indépendantes,
en raison de ses nombreuses applications, a été un des problemes les plus étudiés
par les fondateurs du ecalcul des probabilités, BERNOULLI, LAPLACE, (GAUSS,
Po1sSON, CAUCHY, qui se sont attachés & découvrir les propriétés de la loi dont
dépend la somme S, des n# premiers termes. M. BOREL a en 1909 renouvelé la
question en montrant 'intérét qu’il y a & ne pas se contenter de considérer chaque
valeur de # indépendamment des autres, mais a étudier dans chaque cas parti-
culier la suite des valeurs de S,, et mettre en évidence ses caractéres probables.
Ce probleme fut l'origine d’importants travaux de MM. CANTELLI, KHINTCHINE,
KOLMOGOROFF, que nous avons nous-méme complétés sur certains points ().

(%) Les principaux résultats établis dans le présent travail ont été énoncés dans trois
Notes présentées a I’Académie des Sciences le 26 février, le 26 mars et le 7 mai 1934. Ils
ont en outre fait I’objet d’exposés oraux au Séminaire de M. Hadamard, le 16 mars, a la
Société Mathématique du Danemark, le 9 avril, et a la Société Mathématique de France le
25 avril.

(®) PAUL LEVY: Sur les séries dont les termes sont des variables éventuelles indépen-
dantes [Studia Mathematica, t. IIT (1931), pp. 119-153]. Ce travail sera désigné dans la suite
par Pabréviation Séries. Nous signalons ci-dessous quelques errata:

p. 123, derniére formule (4)
au lieu de: o¢>0, lire: o=0.
p. 128, ligne 7 en partant du bas

au lieu de: P%xysivg

, lire: P%¢,,=‘=5,,§.

p. 129, avant derniére ligne
au lieu de: = arbitrairement grand, lire: m arbitrairement grand.

. 131, § 8, 1°, @)
au lieu de: EE’§zi§, lire: EE'{ZV} et ED’Exvi_

p. 148 et 149, Th. XI et XII.

=]

Ces théorémes supposent 1’élimination d’un terme indépendant du hasard. Ainsi ’énoncé
correct du th. XI est le suivant: on peut trouver une suite de constantes a, telle que la loi
de probabilité dont dépend la somme Z (z, — @) soit indépendante de 'ordre des termes.
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Les mémes problémes se posent si, au lieu d’'une variable discontinue 7, on
introduit une variable continue ¢; au lieu d’'une série, on doit considérer une inté-
grale de STIELTJES, que nous désignerons par z(f). Or la théorie de ces inté-
grales dont les éléments sont des variables aléatoires indépendantes n’a guére été
étudiée que dans un cas trés particulier, celui auquel conduit naturellement I'étude
du mouvement brownien ou de la théorie cinétique des gaz: l'accroissement Az
relatif 4 chaque intervalle A¢ dépend de la loi de GAUSS, la valeur probable
de (4z)? étant £ Du point de vue mathématique, le probléme avait été considéré
par BACHELIER, mais sans &étre nettement posé; N. WIENER (°) a le premier in-
diqué et justifié le passage a la limite nécessaire pour permettre I'application des
formules fondamentales & des intervalles arbitrairement petits.

Dans un autre ordre d’idées, nous devons mentionner les études sur les proba-
bilités en chaine de MARKOFF et de MM. HADAMARD, KOLMOGOROFF, HOSTINSKY
et FRECHET (%); le probléme de I'addition de variables aléatoires indépendantes
est un cas particulier de celui des probabilités en chaine, et les auteurs cités ont
traité aussi bien le cas discontinu que le cas de la variable continue #. Toutefois
les résultats remarquables qu’ils ont obtenus, méme complétés sur certains points
non encore complétement résolus (®), ne résolvent pas le probléme analogue i celui
posé par M. BOREL, c’est-a-dire ’étude des caractéres probables de la fonction z(?).

C’est & ce probléme qu’est consacré le présent travail; indépendamment de
la détermination, dans le cas le plus général, de la loi £(f) dont dépend z(¢), il
contient I'étude des caractéres probables de z(f), spécialement au point de vue de
la continuité de cette fonction. Nous pensons consacrer un autre mémoire a 'étude
de questions telles que la détermination de la valeur probable de fonctionnelles
de z(¢), ou la probabilité que certaines conditions analogues & celle de HOLDER
soient vérifiées.

Le résultat le plus remarquable du présent mémoire nous semble étre le role que
jouent les discontinuités de z(¢). Toutes les fois que la loi dont dépend z(¢,) —z(¢,)
n’est pas celle de GAUSS, méme si la loi £(¢) varie d'une maniére continue avec ¢
de ¢, & ¢,, la probabilité que z(f) admette entre ¢, et {, des points de discon-
tinuité (nécessairement de premiére espéce) est positive; elle peut étre comprise
entre 0 et 1 et dans ce cas le nombre de discontinuités est fini (quoiqu’on ne
puisse jamais lui assigner i 'avance une borne supérieure); elle peut étre égale

(3) N. WIENER: Differential Space [Publications of the Massachusetts Institute of Techno-
logy, Series II, N.° 60 (juin 1023)].

(Y) M. FrRECHET: Solution continue la plus générale d'une équation fonctionnelle de la
théorie des probabilités en chaine [Bulletin de la Société Mathématique de France, t. LX
(1932), pp. 242-277 et t. LXI (1933), pp. 182-185].

(®) Dans le travail cité de M. FrRECHET, il n’est question que d’un systéme comportant
un nombre fini de cas possibles, et de lois de probabilité variant d’'une maniére continue
avec ¢. La premiére restriction surtout est essentielle.
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a 1, et dans ce cas ce nombre est infini. Les valeur de ¢ correspondant a ces
points ne sont d’ailleurs pas données d’avance, mais dépendent du hasard (°).

§ 2. - Résumé et application des résultats connus sur les séries de variables
aléatoires; élimination des points de discontinuités fixes.

Nous désignerons par P{E} la probabilité d'un événement E, par Efz} la
valeur probable de z, par D{zi{=0*{z} celle de [r—E}{z;]*. Nous définirons
une loi £, soit par sa fonction des probabilités totales

F(X)=P{z<X} (),
soit par sa fonction caractéristique D(z), ou le logarithme de cette fonction
Y(z)=log D(z)=log E { &' }.

La variable z étant réelle, on a |P(2)| <1, dou R¥(2)<O0, le symbole R dési-
gnant la partie réelle; on a @(0)=1, P(0)=0, ¥'(0)=:E{z}, ¥"(0)=—o*{z},
sous les réserves respectives, en ce qui concerne ces deux derniéres formules,
que Ef|z|} et Efz*} soient finis.

Pour la loi £(¢), nous écrirons F(X, ¢), D(z, &), P(z 1).

Nous dirons que la loi £(¢) tend vers £(4,) si F(z, {) tend vers F(z, £,), sauf
peut-étre aux point de discontinuité de cette foncticn limite. Cela revient & dire
que la distance des lois £(t), et £(1,), définie comme étant le maximum, quand a
varie, du segment intercepté par les courbes y=2F(z,¢) et y=F(z, ) sur la
droite z+y=a, tend vers zéro (®).

Quand on définit la loi £(¢) par sa fonection caractéristique, la condition néces-
saire et suffisante pour qu’elle tende vers la loi £(Z,), quand ¢ tend vers Z,, est
que D(z, t) tende vers D(z, ¢,), et cela uniformément dans tout intervalle fini.

(6) [Ajouté & la correction des épreuves]. Le résumé de ma Note du 26 février, rédigé par
M. KOLMOGOROFF, a attiré mon attention sur deux Notes de M. B. pE FINETTI et deux autres
de M. KoLMOGOROFF lui-méme, publiées dans les Atti Accad. naz. Lincei, VIs. [t. 10, pp. 163-168
(1929); t. 12, pp. 278-282 (1930); t. 15, pp. 805-808 et 866-869 (1932)]. Ces derniéres notamment
contiennent la solution du probléme traité dans le présent travail, dans le cas ol le processus
est homogeéne, c’est-a-dire que la loi dont dépend x(f;) — z(#;) n'est fonction que de £, —¢,, et
ol la valeur probable ngzg est finie. Le résultat fondamental du présent Mémoire apparait
donec comme une extension d’un résultat de M. KOLMOGOROFF.

(") Une loi de probabilité étant bien définie par la donnée de F(X) aux points ol cette
fonction est continue, sa définition précise aux points de discontinuité est sans importance.
Dans la suite, quand nous parlerons de la courbe y—F(z), nous supposerons la continuité
rétablie par un trait vertical en chaque point de discontinuité de la fonction F(z).

(®) Sans introduire Pexpression de distance, j’ai utilisé cette notion et 1'inégalité trian-
gulaire correspondante dans mon Calcu! des Probabilités, p. 200. Dans la suite, ce livre
sera désigné par P’abréviation Probabilités.

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 23
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L’hypothése essentielle sur laquelle repose la présente étude est que, si
t<h< .. <ty

les différences Axp—zx(tr) —z(tn_s) sont des variables aléatoires indépendantes.
Nous supposerons de plus z(0)=0; quand { croit & partir de zéro, z(f) est donc
la somme d’un nombre de plus en plus grand de variables indépendantes.

D’aprés les propriétés connues des fonctions caractéristiques, la condition que
D(z, t
76y’
si 0<#< ¢, est une fonction caractéristique, celle de la loi dont dépend (') —z(¢).
En d’autres termes, ¥{(z, t), considéré comme fonction de t, est une intégrale
de Stieltjes dont tous les éléments sont des fonctions ¥(z) (°).

La variation de la loi £(¢) ainsi définie a un caractére de monotonie que Pon
peut préciser de diverses manidres: quand ¢ croit, | D(z, £)|, et par suite R¥(z, ¢),
ne sont jamais croissants; I'expression o®{z(f)} n’est jamais décroissante, et, si
elle est finie, croit méme siirement dans tout intervalle ot la loi £(¢) varie. Mais
la forme la plus utile & connaitre de ce principe de monotonie est le prin-
cipe d’augmentation de la dispersion: la dispersion I=w(a), pour une loi £,
et pour chaque valeur de a entre O et 1, est la borne inférieure des longueurs

des intervalles (z/, ”) pour lesquels

Pir<z<z"{>a

cette hypothése impose a la fonction @(z, f) est la suivante: le rapport

Quand ¢ croit, la dispersion n’est jamais décroissante, et croit méme effectivement,
au moins pour certaines valeurs de a (notamment pour les valeurs assez voisines
de 1), si la loi £(¢) varie.

Quand on étudie, pour # infini, la loi dont dépend la somme z,, de » variables
aléatoires indépendantes w,, %z,...., %, On sait (Séries, § 4 & 9) que deux cas seu-
lement sont possibles: ou bien w(a) augmente indéfiniment pour tout a compris
entre O et 1 (cas de divergence); ou bien w(a) tend vers une limite finie, pour
tout a compris entre 0 et 1 (cas de convergence). Dans ce dernier cas, on peut
trouver une suite de constantes 4,, déterminées aux termes prés d'une suite con-
vergente, telles que la loi dont dépend z,— 4, tende vers une limite. Il y a alors
une probabilité égale & I'unité pour que la suite des valeurs de z,— 4, soit con-
vergente, c’est-d-dire, en posant a@,=A4,— A4, ., que la série 2 (un—ay) soit
convergente. Au contraire, dans le cas de divergence, quelles que soient les cons-
tantes a,, cette probabilité est nulle.

D’une maniére plus précise, si 2 o®{u,} converge, on est dans le cas de
convergence, et on peut prendre a,=FE{u,}, An—FE {z,}. Mais on est encore
dans le cas de convergence st la convergence de Z o® fun} m’est empéchée

(°) On remarque qu’il aurait suffi, pour aboutir a cette conclusion, de supposer 1’hypo-
thése fondamentale relative aux Az, vérifiée pour n—=2.
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que par des valeurs des u, trop grandes, mais de probabilité totale arbi-
trairement petite; cela revient a dire qu'on peut déterminer une variable u,,
ne différant de w, que dans des cas de probabilité a, trés petite, de maniére que
les séries Zozfﬁng et Zan soient convergentes (en négligeant un nombre fini
de termes, on peut alors rendre arbitrairement petite la probabilité que la suite
des u, difféere de la suite des u,). Cette condition, due & MM. KHINTCHINE et
KOLMOGOROFF, est nécessaire et suffisante pour que l'on soit dans le cas de
convergence; on peut toujours prendre a,=F {u,}.

o peut étre utile de donner a la condition de convergence une forme qui évite
d’introduire les variables auxiliaires wu,; dans le cas de convergence, les valeurs
trés grandes et trés peu probables des u,, qui empéchent peut-&tre la conver-

—_ 2
gence de >\ E {(un—an)*}, ne sauraient empécher celle de > E ? ﬁ% )
Réciproquement, si cette série converge, il suffit de prendre w,—uy, si |u,—a,|<1,

et up=a,, dans le cas contraire, pour s’assurer qu’on est dans le cas de conver-
b ]

gence. Nous obtenons done une nouvelle forme de la condition de convergence:
(e

14 (un— @n)?

=0, le minimum obtenu étant désigné par ¢’2 {u,},

a, étant déterminé de maniére & rendre minima Pexpression £
Uy — Ay

3 [1 4 (%n — @u)*P

il faut et 1l suffit, pour qu’on soit dans le cas de convergence, que Z o’% fun}

converge (*°).
On peut évidemment encore donner & cette condition d’autres formes, qui abou-
tiront & d’autres valeurs de a, (différant alors de la précédente par le terme gé-

néral d’'une série convergente). Ainsi on peut raisonner sur z, (au lieu de u,), et
Ty — An)?

o= Aaf 2%; cela

1 + (xn - Aol)

peut étre avantageux de prendre ainsi pour A4, une valeur qui ne dépende que

de la loi de probabilité de z,.

D’aprés le principe d’augmentation de la dispersion, on ne change pas le cas
ou l'on se trouve, en changeant I'ordre des termes, en groupant plusieurs termes,
ou au contraire en décomposant chaque terme u,, en une somme de plusieurs
termes indépendants. On peut méme continuer cette décomposition, et a la limite
remplacer la variable discontinue par une variable continue {. Pourvu que lon
détermine comme il vient d’&tre indiqué les constantes 4,, qui a la limite don-

%, c’est-
a-dire que ¥

déterminer la constante A, rendant minima lexpression ¥

(1) L’introduction de a’2§un§ est & rapprocher d’une idée de M. FRECHET, qui définit
|u—v]
1+ |u—v)|
d’ailleurs d’autres définitions possibles. Nous pourrions introduire l’écart (¢, ou e,) défini par

3 @—2? } o &
1+(“—”?%—ei_—1+e§’

la distance de deux variables aléatoires w et » comme égale 3 F ; i1 donne

e, est plus simple; mais e, présente I’avantage d’étre une moyenne, comprise entre les valeurs
extrémes de |u—v|, et de varier de zéro a 1’infini. L’expression o’§u§ est le minimum de
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neront une fonction A(f), loscillation de z,— A4, (différence de ses valeurs
extrémes) entre n et N peut étre bornée supérieurement quand on connait la
dispersion de zy—z, (!*). Cette borne, indépendante du nombre d’indices inter-
médiaires entre » et N, reste valable & la limite, et par suite la démonstration
de la convergence (Séries, § 7) subsiste.

Nous pouvons maintenant obtenir des conclusions nettes pour le cas de la
variable continue {. Tout d’abord, si le cas de divergence se produit, la dispersion
est devenue infinie, et le reste nécessairement quand ¢ croit. Si done on a une
loi £(f) bien définie dans un intervalle fini ou infini (0, 7”), le cas de conver-
gence se rencontre seul tant que £<7”; quel que soit 'ensemble d’intervalles df,
extérieurs les uns aux autres, que 'on considére entre 0 et 77<<7", on est toujours
dans le cas de convergence, avec toutes les conséquences qui en résultent.

Done quand £ tend en croissant vers une limite #,1a loi £(¢) a une limite,
et il y a une probabilité unité que z(f) —A(f) ait une limite; il en est de méme
quand #' tend vers { par valeurs plus grandes; mais on peut ne pas avoir la
méme limite & droite et & gauche.

Il faut dés lors étudier les points de discontinuité et distinguer ceux de £(¢)
de ceux de z(f). L’étude des premiers est simple: si # est un de ces points,
'indépendance de

z(t' —e¢), z(t' + &) —a(t’ —e), 2(T) —a(t' +¢), @&<7T)

subsiste 4 la limite, ¢ tendant vers zéro, et montre que l'accroissement y de z
en ce point est une variable aléatoire indépendante de la variation de z(¢) dans
le reste de lintervalle (0, 7). Le cas de convergence pour l'addition de ces va-
riables aléatoires y étant seul possible, Z o?fy} converge, ce qui implique que
les points ¢’ constituent au plus une infinité dénombrable; on peut alors, en faisant
rentrer des constantes convenables dans la fonetion A(f), supposer

Pzl Plol-Bl Ll

Aucune autre restriction n’est évidemment nécessaire; on peut prendre n’im-
porte quel ensemble, fini ou dénombrable, de points #/, et associer & chacun d’eux
n’importe quelle loi de probabilité (la valeur zéro n’étant pas exclue). Pourvu que
la condition (1) soit vérifiée et que Z o’{y} converge, non seulement il y a une
probabilité unité pour que 2 ¥, les termes de cette série étant rangés dans

|[u—2|
V1 —+ (u—~v);
le second membre étant, d’aprés les résultats de M. FRECHET, une expression possible pour
la distance.

(1) Cf. Séries, § 6. Le résultat obtenu est que Poscillation et la dispersion sont du méme
ordre de grandeur, quand on a rendu la premiére aussi petite que possible par ’addition
aux u, de constantes convenables.

’

I’écart e, de u et d’une constante. Il y a lieu de noter que l’on a toujours ¢, = F %
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Yordre adopté pour dénombrer les points #/, converge, mais il en est de méme
de la somme Y(?) des y correspondant aux # inférieurs a ¢, et la loi de proba-
bilité dont dépend Y(f) est indépendante de Vordre considéré (Cf. Séries, § 15
et Note 2 ci-dessus).

Cette fonction Y(¢) ne varie qu’aux points ¢, et il y a une probabilité égale
i l'unité que Z y? soit borné, puisque, compte tenu de (1), D) E{y} et > E{y?}
sont bornés, et que les variables auxiliaires ¥ ne différent des ¥ que dans des cas
de probabilité totale arbitrairement petite (*?). 8i 0 <a <2, la probabilité que >\ |y |*

ly{*

1+ |y|*
diverge; les deux cas sont possibles suivant les lois dont dépendent les y. De

toute fagon les problémes simples qui se posent sur la nature de cette fonction Y(%)
sont faciles & résoudre. Elle est bien entendu indépendante de la variation de z(?)
en dehors des points ¢,

Conclusion. - On peut considérer z(f) comme somme de lrois termes
indépendants: 1°) le terme A(f), indépendant du hasard, et qui peut étre
une fonction quelconque de la variable réelle t; 2°) le terme Y(t), qui ne
varie qu’en une infinité dénombrable au plus de points donnés d’avance,
mais varie en chacun de ces points d’une quantité dépendant du hasard
et ayant au moins deuxr valeurs possibles [dont une au moins de chaque
signe, si Uon fait Uhypothése (1)]; 38°) un terme, que nmous avons mainie-
nant d étudier et supposerons exister seul dans la suite, qui dépend d’une
loi variant d’une maniére continue avec t. On peut naturellement retrancher
de ce terme une fonction continue, choisie de maniére & en simplifier Pétude,
que Uon supposera ajoutée o A(?).

Pour chaque ¢ donné d’avance, la probabilité d'une discontinuité de z(f) en
ce point est maintenant nulle (*?). Il n’en résulte pas que la probabilité d’'une dis-
continuité dans Pintervalle (0, T) soit nulle; comme nous l'avons déja annoncé,
cette derniére probabilité n’est nulle que dans le cas de la loi de GAUSS.

soit borné est de méme 1 ou O suivant que la série ) E% ; converge ou

§ 3. - Choix de z(?); les espaces V et W.

Pour étudier les propriétés probables de z(f), deux méthodes s’offrent & nous,
que nous emploierons simultanément.

La premire est celle employée par WIENER dans l'étude du cas particulier
déja cité. L'intervalle (0, T') est divisé en # intervalles trés petits (égaux ou non);

(!?) Nous définissons par exemple 7 par y=y si |y|<<1 et y=0si |y|>1.
(13) D’'une maniére précise, quelque petit que soit ¢ >0, on a

lim P§|a(t + ) —a()| >e} =0, (v—0, ¢ fixe).

Bien entendu, le seul fait que la loi £(#) varie d’une maniére continue avec ¢ n’entrainerait
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dans chaque intervalle A¢ on détermine I'aceroissement correspondant Az d’apres
la loi de probabilité relative & cet intervalle. Puis on fait augmenter » indéfiniment.

L’avantage de cette méthode est qu’elle se préte bien au calcul des probabi-
lités par un passage i la limite; c’est elle qu’il faut employer par exemple pour
déterminer la valeur probable d'une fonctionnelle donnée par une expression ana-
lytique simple. Son inconvénient est que, remettant toujours en question les choix
déja faits, elle ne fournit pas un processus aboutissant dans chaque cas parti-
culier & une fonction déterminée, connue avec de plus en plus de précision par
leffet des choix successifs.

La seconde méthode consiste & ne pas remettre les choix en question; les
valeurs z(¢;) et z(¢;11) une fois choisies, seront conservées; puis I'on choisira z(¢;)
pour une valeur #; comprise entre f; et ¢;.,, et, par des interpolations succes-
sives, on arrivera a choisir z(f) pour les points d’'un ensemble dénombrable partout
dense Z.

Or, si 'on détermine convenablement la loi de probabilité dont dépendent les
choix de z(¢/) et les choix analogues, les deux méthodes sont équivalentes, au
point de vue de la loi dont dépend & un instant quelconque l'ensemble des valeurs
de z(f) résultant des choix faits. En effet, dans la premiére méthode, on choisit
indépendamment 'une de l'autre les différences

&' =a(t!) —=z(¢), & =x(tiya) —2(t/).
Dans la seconde, on choisit d’abord la somme &;=§;+&;”, et ensuite &/. Il n’y
a évidemment qu’a choisir & d’aprés la loi dont dépend cette somme, puis &/,
d’apres la loi de probabilité a posterior: dont dépend cette variable lorsque la
somme &; est connue, pour que l'équivalence des deux méthodes apparaisse.

Mais, au point de vue théorique, la seconde présente 'avantage de montrer
nettement un processus conduisant au choix d’'une fonection déterminée, de mieux
en mieux connue par les choix successifs. La définition de l’espace fonctionnel
pondéré auquel appartiennent les fonctions z(f) susceptibles d’étre obtenues, et
que nous appellerons espace V, est ainsi trés nette. Chaque fois que l'on a a
choisir z(¢) pour une valeur ¢;, I'espace V apparait ainsi comme divisé en régions,
ayant chacune un poids déterminé, et il s’agit d’en choisir une, pour la subdi-
viser ensuite de la méme manigre. La probabilité apparait ainsi comme une inté-
grale de Daniell (1*), c’est-a-dire comme une fonctionnelle complétement additive
des sous-ensembles de l'espace V.

pas cette conclusion si nous n’avions pas supposé en outre que l'accroissement considéré Az
est une variable aléatoire indépendante de z(f). De ces deux hypothéses réunies résulte
que E feiz‘m f tend vers l’unité, et cela uniformément par rapport a z dans tout intervalle
fini, d’ol1 la conséquence indiquée.

(%) P. J. DANIELL: A General Form of Integral [Annals of Mathematics, Series 2, Vol. 19
(1918), pp. 279-294].
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La distance de deux points de ¥, correspondant & deux fonctions z(¢) et y (%),
sera par définition I'intégrale de |z(¢)—y(¢)| (distance de deux fonctions mesu-
rables bornées). Les régions considérées seront donc trés petites pour n assez
grand, si les fonctions de V vérifient, sauf dans un ensemble de ¢ de mesure
arbitrairement petite, une condition de HOLDER permettant de limiter la différence
de deux fonetions z(f) et y(¢) qui ont la méme valeur pour les » premiers points
de E. §’il en est ainsi, toute fonctionnelle bornée uniformément continue dans 14
a une valeur probable bien déterminée, qui est une intégrale de DANIELL. Mais
en fait ce résultat ne sera que trés probablement vrai, ¢’est-a-dire que 'on pourra
trouver pour |z(f£+7)—2z(f)| une borne supérieure tendant vers zéro avec v et
valable sauf pour un ensemble de valeurs de £ de mesure arbitrairement petite
et pour des fonctions z(£) de probabilité arbitrairement petite. Il est alors seulement
trés probable que deux points choisis dans un méme compartiment de V7 sont
voisins; mais on reste assuré de l'existence de la valeur probable pour les fone-
tionnelles uniformément continues, bornées dans V, ou méme n’augmentant pas
trop rapidement dans les régions peu probables de ¥V (%%).

Nous pensons revenir dans un autre travail sur le role des conditions de
HOLDER dans un espace V. Montrons tout de suite que: la probabilité que
les valeurs choisies pour les points de E définissent une fonction ()
presque partout continue est égale a 1.

Choisissons en effet, indépendamment, ¢ entre 0 et 7, d’aprés une loi de proba-
bilité d’ailleurs quelconque, et z(f) dans V. La probabilité que £ soit un point de
discontinuité est nulle, puisqu’il en est ainsi quel que soit ¢ choisi d’avance. Le
résultat subsiste, puisque les choix sont indépendants, si 'on choisit d’abord z(%),
puis ¢. Done, sauf pour des fonctions z(f) dont la probabililé dans V est nulle,
la probabilité quun point ¢ choisi entre O et 7' soit point de discontinuité est
nulle, ¢. q. £ d.

Une classe importante d’espaces V est caractérisée par la propriété que la loi
dont dépend z(¢+ 1) —z(¢) ne dépend que de 7, et non de ¢. En d’autres termes ¥(z, £)
est de la forme ¢%(2). Dans ce cas l'espace V sera dit espace W (!%).

(!5) Dans son Mémoire sur l’espace différentiel, sans introduire cette notion dés le début
comme nous le faisons ici, WIENER a bien indiqué que la moyenne d’une fonctionnelle bornée
uniformément continue est une intégrale de DANIELL.

(1%) Notons encore que la définition des espaces V (et W) est indépendante du choix de
’ensemble E. On établit en effet aisément, & 1’aide du principe de continuité, que 1’indé-
pendance des Az relatifs 4 des intervalles A¢ extérieurs les uns aux autres et limités par
des points de E, subsiste si on enléve cette derniére restriction.

Précisons aussi que, si le troisiéme des termes distingués § 2 existe effectivement, une
fonction particuliére a toujours une probabilité nulle. Dire qu'une fonction z,(f) appartient
4 l’espace V signifie seulement qu’elle a un certain nombre de caractéres qui dans cet espace
ont une probabilité unité; on ne peut pas dire «fous les caractéres », car elle n’aura pas
celui d’étre différente de z,(f).
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§ 4. - Cas ou la fonction z(f) est continue.

Lemme. - La probabilité qu’un nombre donné v soit module de conti-
nuité uniforme relativement a un nombre donné ¢ est toujours bien définie.

Dire que 7 est module de continuité uniforme équivaut a dire que, pour les
points de £ (donc pour toutes les valeurs de #), |#'—¢| <t entraine

| 2(t') —z(f) | <e.

Or la probabilité que cette condition soit vérifiée pour les # premiers points de &
est bien déterminée, et ne peut que décroitre quand 7 croit. Elle a donc une
limite bien déterminée, c. q. f. d.

THEOREME L - 8¢ dans un espace V la probabilité que la fonction z(t) soit
continue est égale a Punité, la loi dont dépend Uaccroissement Ar=z(t,) —z(t,)
relative o n’importe quel intervalle (¢4, t,) est la loi de Gauss, ou cette loi
modifiée par Paddition d’une constante. En d’autres termes,

Wz, )= ief(t)— 5 g (0)

f(2) étant une fonction continue, et g(f) une fonction continue non dé-
crotissante.

Démonstration. - Pour tout ¢ positif, la probabilité que z puisse étre pris
comme module de continuité est bien définie, est une fonction non croissante de 7,
et, par hypothése, tend vers 1 quand z tend vers zéro. On peut done choisir 7
de maniére a rendre cette probabilité supérieure & 1 —¢’, ¢’ étant arbitrairement
petit. Si on divise V'intervalle (Z,, £;) en intervalles tous inférieurs a 7, z(¢;) — (%)
apparait comme la somme d’accroissements Az indépendants et tous inférieurs
4 ¢ sauf dans des cas de probabilité totale inférieure a ¢’; ¢ et ¢’ étant arbitrai-
rement petits, on sait que dans ces conditions 'expression étudiée, diminuée d’une
constante convenable, dépend de la loi de Gauss (!"), e. q. f. d.

Nous pouvons bien entendu faire abstraction du terme £(£), en le rattachant
3 A(t), comme il a été dit a la fin du § 2. Observant qu’alors, quand la fonetion g(%)
reste constante dans un intervalle, z({) ne varie pas non plus, et que par suite
nous pouvons faire abstraction de cet intervalle, nous voyons que nous pouvons
prendre ¢g(f) comme variable, au lieu de £ Par suite:

Corollaire. - Les cas considérés dans le théoréme se raménent par des
réductions élémentaires au cas ou

2
IP(Z, t) = - t 5 .
(!") Si ¢’ =0, cet énoncé n’est autre que le premier théoréme de M. LINDEBERG; or deux

lois qui ne différent pas dans des cas de probabilité totale arbitrairement petite sont iden-
tiques (Cf. Seéries, § 10).
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Ce cas est celui considéré par WIENER. L'espace V est alors un espace W,
que nous désignerons par W,. On obtient naturellement aussi des espaces W en
prenant f({)=al, g(f)=>0%, a et b étant des constantes quelconques.

§ 5. - Considérations générales sur les discontinuités mobiles.

On sait que, si %y, %24y Un,... sont des variables aléatoires indépendantes,
dépendant d’'une méme loi de probabilité, cette loi étant telle que Efu,i=0 et

2 __

B{u=1, en posant Tp="Us+ U2+ ... +un=§n‘/7_7f;

la loi de probabilité dont dépend &, tend, pour 7 infini, vers celle de GAUss; il
en résulte en particulier que, pour chaque valeur de % assez grande, il est trés
probable que &, n’est ni trés petit ni trés grand, de sorte que z, est de l'ordre
de grandeur de 7.

Ces conclusions sont en défaut si E{w?} est infini. Cela tient naturellement
au role joué par les grandes valeurs des wu,, sans lesquelles le processus que
nous venons de rappeler fonctionnerait infailliblement. Si les valeurs supérieures
a4 un certain nombre U ont une probabilité trés petite a, la probabilité que cette
circonstance se présente au moins une fois au cours de n expériences est sensi-
blement égale & na, tant que ce produit est petit, et cesse d’étre petite avec na.
Des valeurs de plus en plus grandes des u, apparaissent ainsi successivement,
leurs probabilités cessant d’étre négligeables, quand »# augmente. Dans certains
cas particuliers chacune de ces valeurs, supérieure a celles qui 'ont précédée, sera
pourtant négligeable par rapport & leur somme, et 'on obtiendra encore la loi de
GAUSS, mais avec un multiplicateur croissant plus vite que Jn. Mais en général
la somme z,, sera de Vordre de grandeur du plus grand des u, (»<mn), et, p étant
un nombre suffisamment grand, mais indépendant de », z, pourra étre représenté
avec une erreur relative aussi faible que 'on veut par la somme des p plus grands
des u,, et dans ce cas la loi dont dépend z, n’est pas d’un type tendant pour =
infini vers celui de la loi de GAuUss (*%).

On arrive & une conclusion tout 4 fait analogue si la loi dont dépend w,, varie
avec 7.

L’inversion de ce résultat fait bien comprendre le role des discontinuités mo-
biles. Pour chaque valeur donnée de #, 2(¢) apparait comme la somme d’un grand
nombre 7z de variables Az indépendantes et toutes trés petites, en ce sens que,
pour chacune d’elles, quelque petit que soit ¢>0, a=P{|4z|>¢} tend vers zéro

(!8) Je me propose de revenir ailleurs sur cette question, pour compléter et préciser les
résultats que j’ai déja publiés antérieurement. Il m’a semblé que des développements trop
longs sur ce sujet risqueraient ici de détourner P’attention des lecteurs des points essentiels
pour ’étude des espaces V.
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avec A¢, donc avec ;1; (Cf. Note 11). Si la loi dont dépend z(#) n'est pas celle de

GAuss, c’est alors nécessairement que certains des Az ne sont pas trés petits;
en termes plus précis, Z a ne sera pas trés petit, de sorte que la probabilité que
le plus grand des |4z| soit <& ne sera pas voisine de 'unité. Si nous passons
a la limite, les intervalles A¢ devenant infiniment nombreux et infiniment petits,
on trouvera des points dans le voisinage desquels n’existe aucun module de conti-
nuité relatif & ¢; du moins la probabilité de I'existence de ces points sera posi-
tive. Mais leurs places dépendent du hasard, et la probabilité qu'un tel point
occupe une position donnée d’avance est toujours nulle (les discontinuités fixes
ayant été éliminées).

§ 6. - La loi des petites probabilités de Poisson.

Considérons un événement 4, pouvant étre réalisé, ou non, pour certaines
valeurs de ¢ et supposons que: 1°) la probabilité de sa réalisation dans Pinter-
valle (¢, ¢') tend vers zéro quand ¢ tend vers ¢ (quel que soit le signe de ¢ —¢),
20) les probabilités de sa réalisation relatives & différents intervalles extérieurs
les uns aux autres soient indépendantes.

Alors la probabilité de la non-réalisation de 4 dans l'intervalle (0, £) est une
fonction continue de #, décroissante, ou du moins non croissante; désignons-la
par ¢~9; a chaque intervalle A¢ correspond, d’aprés I’hypothése 2°, une proba-
bilité ¢e~4=1—a pour la non-réalisation de 4, et, d’aprés hypothése 1°, 6 ne
peut augmenter indéfiniment pour aucune valeur de #. Comme, dans tout inter-
valle ol 0 est constant, la probabilité de la réalisation de 4 est nulle, nous pouvons
étudier en fonction de 6 le nombre de réalisations de A4.

Dans tous les cas olt le nombre des réalisations de 4, 6 variant de zéro a 6’,

est p, la plus petite des variations de 6 entre deux de ces réalisations a une valeur
déterminée, supérieure a —Q, si n est assez grand. La probabilité que 4 soit réalisé

. . A e o' 1
plusieurs fois dans un méme intervalle d’étendue P tend donc vers zéro avec ot
Par suite, la probabilité que le nombre de réalisations de 4 ait précisément la
valeur p est la limite, pour #» infini, de la probabilité que, si Pon divise I'inter-
valle (0, 6') en 7 intervalles égaux, 4 soit réalisé dans p de ces intervalles, et
ne le soit pas dans les autres; elle est done, en posant A9=%, e 49=1—q

I AT 9,
d’ou am —), o'

lim n(n — 1).... ('n —p+1) aPe—n—D)40 _ g0’
p!

p
De méme, pour un intervalle (0, 6), cette probabilité sera e=° %’ . On reconnait

la loi de POISSON. On sait (on vérifie d’ailleurs aisément) que, pour cette loi, on a

Eipi=0, o{p}=E{(p—0)*}=6,

@) log E { e?*} =0(e™ —1).
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On peut alors concevoir que l'expérience dont dépend la réalisation de 4 dans
un intervalle (0, T') soit réalisée de la maniére suivante: on choisira un entier p
d’aprés la loi de POISSON, le paramdtre 6 qui intervient dans cette loi étant le
nombre probable de réalisations de A4 entre O et 7. On choisira ensuite les ab-
scisses ¢, fs,..., I, des p points de réalisation de 4 par de nouveaux tirages au
sort, dans chacun desquels chaque intervalle df corresponde & une probabilité
proportionnelle & d#.

Le résultat est le méme, au point de vue de la probabilité des différents cas
possibles, que si, pour chaque intervalle élémentaire df, la réalisation de 4 dé-
pendait d'un tirage indépendant des autres lui donnant la probabilité do.

§ 7. - Exemples simples d’espaces V" et W & discontinuités mobiles.

Pour former un tel espace, il suffit de supposer que z(f) ne varie que par
sauts. L'existence d’'un ou plusieurs sauts sera 1'événement 4 considéré au § 6,
et chaque fois qu'un saut se produira en un point ¢, sa hauteur u (c’est-a-dire
la variation de z en ce point) dépendra d’une loi £ pouvant ou non varier avee ¢;
bien entendu la valeur =0 aura une probabilité nulle, si 'on veut que les sauts
existent effectivement; a cela prés la loi £ sera quelconque.

Il est clair que 'on obtient ainsi un espace V, qui devient un espace W si 6
est proportionnel & ¢ et si £ est indépendant de <.

Placons-nous dans ce dernier cas, et définissons la loi £’ par sa fonction des
probabilités totales F(x). Le nombre probable des sauts de hauteur égale a u
(& du pres), entre O et £, est 6dF(u). Comme O=qf, la somme &=pu de ces
sauts dépend d’une loi définie par

log E{e*}=log E { e'rus ]} —at(e™*—1)d F(u),

et, comme z(¢) est la somme des variables indépendantes & correspondant aux
différents intervalles dw, la loi £(¢) dont dépend z(¢) est définie par
-0
3) log E {0} —at [ (¢ —1)dF(u).
—Q0
Indiquons quelques cas particuliers:

1°) La loi & est telle que l'on ait siirement w=1. Alors z(¢) devient égal
au nombre des discontinuités entre O et ¢ et dépend précisément de la loi de
Po1sson.

20) Si % admet deux valeurs possibles et également probables, 1 et —1,
on obtient une loi de probabilité liée & une remarque de M. LINDEBERG et que
jai moi-méme déja étudiée (Probabilités, p. 241).

3°) Un cas assez remarquable est celui ot la loi & est la loi de GAUSS;
Vespace W ainsi obtenu présente certaines analogies avee celui lié au mouvement
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d’'une particule dans le mouvement brownien ou dans la théorie cinétique des gaz.
La théorie de N. WIENER est déja en relation avec ces applications; mais elle
est obtenue en étendant a Yinfiniment petit ce qui dans ces applications n’est vrai
qu’a une échelle trés petite; cela cesse d’étre vrai pour des intervalles di¢ plus
petits encore, et comparables a lintervalle qui sépare deux choes. Ces choes ont
les caracteres de 'événement 4 du § 6, et leur nombre dépend de la loi de POISSON,
qui permet de calculer I'intervalle moyen de deux choes et le libre parcours moyen.

Mais il importe de remarquer que notre exemple actuel ne donne pas non plus
une image exacte du mouvement d'une molécule. Si 'on représente par z(f) I'ab-
scisse d’'une molécule, 'hypothése de la constance de la vitesse entre deux choes
est en contradiction avec les hypothéses fondamentales de la théorie des espaces V'
et W, d’aprés lesquelles la vitesse ne saurait rester constante dans un intervalle
fini, si petit soit-il. Si au contraire on prend pour z(f{) une composante de la vi-
tesse, cela donne une idée exacte de la fréquence des choes; mais dans la théorie
cinétique des gaz, les vitesses avant et apres le choe sont indépendantes, et E{z®}
reste constant; au contraire dans I'espace W que nous considérons actuellement,
c’est la valeur de z(f) avant la discontinuité et 'accroissement Az qui sont indé-
pendants, et £'{z?} augmente proportionnellement & £ Ainsi d’aucune maniére un
espace W ne peut donner une représentation tout a fait exacte du mouvement
d’une particule dans le mouvement brownien ou d'une molécule dans un gaz.

Revenons au cas général; il résulte de (8) que Ef{z} et o*{z! sont finis en
méme temps que Efu} et o*fu}, et que

e
g E{z}=at / udF(u)=atE {ul,

4) - =
( o*fzi—at /u2dF(u)=atE§ u?l.

Lorsque ces expressions sont finies, il est bien évident que la loi de proba-
bilité dont dépend la variable réduite “— 21" ;;}
o

GAUSS; mais pour chaque valeur finie de ¢, on a une loi différente, bien que z(Z)
soit la somme d’un nombre arbitrairement grand de variables Az, indépendantes,
et & valeur quadratique moyenne trés petite. Mais la probabilité que les |4z | soient
tous simultanément trés petits n’est pas voisine de Punité (puisqu’elle est e~9), et
cela suffit pour que la loi dont dépend z(f) puisse n’étre pas celle de GAUSS.

tend pour ¢ infini vers la loi de

§ 8. - Extension au cas ou le nombre des discontinuités mobiles est infini.

Chaque saut de z(f) est caractérisé par deux nombres, I'abscisse ¢ et la
hauteur % du saut. Le nombre probable des sauts correspondant & une région
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donnée S du plan des fu est une fonctionnelle additive, toujours positive ou nulle,
que nous pouvons représenter par

(5) o) — [ diduNew, 0,
S

Vélément d:d,N(u, {) correspondant & chaque rectangle dfdu étant toujours positif
ou nul. Nous pouvons supposer N(u, 0)=0, et, les discontinuités fixes étant sup-
posées éliminées, N(u, ¢) varie d'une maniére continue avec #. Nous verrons dans
un instant que 'intégrale précédente est nécessairement bornée dans toute région,
finie ou infinie, sur laquelle |%| est borné inférieurement; nous pouvons alors
supposer N(u, £) nul pour u infini; quand u franchit la valeur zéro, N(w, {) varie
d’'une quantité, finie ou infinie, égale au nombre probable des sauts d’abscisses
inférieures & £ et de hauteurs quelconques. Il faudra alors, si une aire S traverse
Paxe des #, faire abstraction pour le calcul de I'intégrale (5) de cette discontinuité,
c’est-a-dire considérer cette intégrale comme la somme des intégrales relatives aux
deux parties de P'aire S séparées par l'axe des ?, cet axe étant considéré comme
n’appartenant & aucune des deux parties.

Divisons alors la région 0 <{< 7T en aires élémentaires s, telles que % varie
peu pour chacune d’elles; elles pourront étre trés petites dans tous les sens, ou
chacune peut comprendre tout 'intervalle de variation de ¢; les remarques qui
vont suivre s’appliquent dans tous les cas. Désignons par » l'intégrale (5) étendue
a chaque région s; le nombre p des sauts correspondant i cette région est une
.variable aléatoire, de valeur probable 7, et dépendant de la loi de POISSON (bien
définie par la donnée de 7); la somme & de ces sauts est égale & pu, et si la
somme des variables aléatoires & correspondant a toutes les aires s converge (c’est-
a-dire si la probabilité de sa convergence est I'unité), et cela pour tout 7' dans
un certain intervalle (0, 7"), cette somme z(7') vérifie évidlemment toutes les con-
ditions requises dans la définition des espaces W. Nous avons ainsi défini un
espace V, dans lequel z(?) est réduit a la fonction des sauts, et bien défini par
la donnée de la fonctionnelle additive (5). Des formules (2) relatives a la loi de
Po1ssoN, et de la formule

log E { =1} =" log E { ¢}
qui résulte de ce que z(7') est la somme des variables aléatoires indépendantes &,
résulte que T
(6) log B { e} = [ (¢ —1)d,N(u, T),
oo

formule qui définit parfaitement la loi dont dépend z(7).
Mais nous pouvons aller plus loin. Il n’est pas nécessaire que la somme E &
converge pour qu’a la fonetionnelle additive (5) corresponde un espace V; il suffit
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qua chaque aire s on puisse faire correspondre un nombre @, indépendant du
hasard, et tel que la convergence de Z (£—a) ait une probabilité égale a 'unité.
Cette condition est d’ailleurs aussi nécessaire, car sans elle nous savons (§ 2) qu’il
serait impossible, par I'addition d’autres termes, d’obtenir une somme z(7") com-
prenant tous les termes &, et ayant un sens; si d’ailleurs cette condition est vé-
rifiée pour toute la région 0<¢< T, elle I'est aussi pour toute région partielle.
Pour la former, nous pouvons grouper les aires s de maniére que chacune d’elles
comprenne tout lintervalle de variation de ¢, et soit définie par le fait que u
appartienne 3 un intervalle du. Cette condition est alors que l'intégrale

+co
7 S ot &)= [wd. N, T),

—Q0

ou bien converge, ou bien puisse étre rendue convergente par des modifications
portant sur des cas de probabilité totale arbitrairement petite.

Cette derniére restriction montre que la condition qui nous intéresse ne peut
étre empéchée par la divergence a 'infini de I'intégrale précédente. Cela est d’ail-
leurs bien évident a prior:: pour toute région |u|>¢, intégrale (5) étant finie,
le nombre des sauts est fini (sauf dans des cas de probabilité nulle), et la question
de convergence ne se pose pas; la contribution plus ou moins grande des grandes
valeurs de » a I'intégrale (5) ne peut que rendre plus ou moins grande la proba-
bilité des grandes valeurs de la somme z(7’), et en particulier, si I'intégrale (7)
diverge a linfini, E {2?(T)} est infini.

Au contraire la divergence de cette intégrale dans un intervalle fini empéche
nécessairement la convergence de z (§—a). Pour le montrer, nous pouvons sup-
poser le plan divisé en régions s telles que pour chacune d’elles I'intégrale (5)
soit bornée; la divergence de 2 0®{ &} subsiste si I'on remplace £ par une va-
riable E égale 4 0 si £=0 et a2 % dans le cas contraire; en effet

o {&}=nu* et o*{f}—=ue(1—e™)

sont du méme ordre de grandeur. Chaque terme & étant alors borné, la conver-
gence de 2 02§§} ne peut étre modifiée par une modification ne portant que
sur des cas de probabilité totale arbitrairement petite; cela est vrai a fortior:
pour 2 o {£{. 11 faut done que cette intégrale converge dans tout intervalle fini.

Le résultat obtenu sur lintégrale (6) entraine celui annoncé plus haut sur
Vintégrale (5). Toutes les deux sont en effet en méme temps bornées dans toute
aire oll || est borné inférieurement et supérieurement. A Iinfini, les valeurs trés
grandes et trés peu probable de w qui peuvent empécher la convergence de I'inté-
grale (7) ne peuvent empécher celle de 'intégrale (5); dire qu’elles sont trés peu
probables revient en effet & dire que leur contribution & cette intégrale est trés
petite. Nous pouvons done énoncer le théoréme suivant:
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THEOREME II. - 8¢ @(S) est une fonctionnelle bien définie pour toute
aire S du plan des t, w pour laquelle 0<t<T, la condition nécessaire et
suffisante pour qu’il existe des espaces V tels que le nombre probable des
discontinuités mobiles correspondant a des points de Paire S soit D(S),
est que D(S) soit une fonctionnelle additive, non négative, nulle pour

toute aire réduite & wune droite t=const., finte pour toutle aire sur la-
quelle |u| est borné inférieurement, et telle que Vintégrale

®) :q/ / wdd

soit finte pour toute aire finie.

Un des espaces V correspondant & @(S) étant ainsi défini, on obtiendra natu-
rellement tous les autres en ajoutant une fonetion indépendante du hasard, un
terme gaussien, et un terme qui soit somme de discontinuités fixes.

Pour former un de ces espaces, on ne pourra pas toujours définir z(£f) par 2 g
mais par 2 (6—a), en prenant a=0 pour |u| supérieur 2 un nombre U choisi
arbitrairement, et a=F{&} dans le cas contraire. En désignant par w(w) une
fonction égale 3 w pour |u|< U et a zéro pour |u|> U, la loi dont dépend z(f)
sera alors définie par la formule

—~+oc

9) log E{e=0}— [ [~ 1 —iz0(w)ldul(u, 1).

—Q0

Par une définition différente de w(w), on pourra aisément éviter I'inconvénient
résultant de la possibilité de l'existence de discontinuités simultanées de w(w)

et N(u, ) pour u= U. Ainsi, on pourra dans tous les cas prendre w(u)= %;2

Les différents espaces V ainsi obtenus pour une méme fonction N(u, ) se dédui-
ront les uns des autres par l'addition & z(f) d’'une fonction continue.
La possibilité de prendre w(u)=w pour tout w dépend évidemment de la na-

=

ture & linfini de lintégrale
(10) [ uduN(u, T).

~

Cela est possible si cette intégrale converge a l'infini, méme en cas de divergence
a lorigine, et dans ce cas 'on aura, pour la fonction z(¢) correspondant a ce choix

de wfu) E{z}=0.

Naturellement, E {2?} sera alors égal a ¢°{z}, donc a Vintégrale (7), qu'elle soit
finie ou infinie.

La possibilité de prendre u=0, et d’avoir ainsi une fonetion z(f) qui repré-
sente la somme des sauts sans 'addition d’aucun terme indépendant du hasard,
dépend au contraire de Pallure de N(w, {) pour ©=0. Il y a trois cas & distinguer.
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1°) Cas ou lintégrale (10) converge pour w=0 (donc dans tout inter-
valle fins.

Dans ce cas on peut prendre w(u)=0; l'intégrale (9) reste convergente, et,
comme on peut dans cette intégrale séparer les valeurs positives et les valeurs
négatives de u, on peut considérer z(f) comme la somme de deux termes
représentant respectivement la somme des sauts positifs et la somme des sauts
négatifs. La fonction z(f) est donc une fonction & variation bornée, ne variant
que par sauts, et, sauf dans des cas de probabilité nulle, le nombre des sauts
est dans tout intervalle (¢4, ;) fini ou infini en méme temps que sa valeur
probable.

Pour préciser un peu la nature de cette fonction, observons que la somme
> |u|*, étendue a tous les sauts de z(f) est évidemment, sauf dans des cas de
probabilité nulle, finie pour a>1, et, pour a compris entre O et 1, finie ou infinie
en méme temps que l'intégrale

+1
(11) [\ led.Neu, T).

—1

Il n’y a pour vérifier ce résultat qu'a raisonner sur ) | |* comme nous venons
de le faire pour 2 u=a(T). La nature de cette somme dépend donc de lallure
de N(u, T) pour u=0, tandis que la nature de E§{>)|u|*} dépend en outre de
Pallure de l'intégrale précédente & l'infini; on a d’ailleurs

+00
(11’) E{S |u |a§=f | |*du N(u, T),

o ¢]

les deux membres étant en méme temps finis ou infinis.

Quant a Yexpression E{|z(T)|*}, on voit aisément que, la probabilité que les
grandes valeurs de z(7) soient obtenues par I'addition de termes bornés étant
trés petite, sa nature ne dépend que de celle de I'intégrale (11’) & I'infini: cette
expression est finie ou infinie suivant que cette intégrale converge ou diverge a
I'infini.

29) Cas ow Uintégrale (10) diverge pour uw=0, et ou les deuz intégrales

0 1
(12) [ud N, T),  [uduNw, T),

—1 0

sont de natures différentes ('°).

(19) Les conclusions relatives a ce cas n’ont pas été exactement indiquées dans ma Note

du 26 mars. Le premier exposé net de ce cas, et de son application & la théorie des lois
stables, a été fait le 25 avril 1934 & la Société Mathématique de France.
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Supposons pour fixer les idées la premiére infinie et la seconde finie. En re-
tranchant un terme du type étudié au premier cas, on peut supposer que N(w, )
ne varie avec u (quel que soit ¢ fixe) que de —1 a 0. Dans la formule (9), I'in-
tervalle d’intégration étant réduit & (—1, 0) nous prendrons w(u)=1wu, c'est-a-
dire w=FE(). Les caracteres de la fonction z(f) sont alors les suivants : elle admet
une infinité de sauts, par l'effet desquels elle décroit d’'une quantité infinie; bien
que la place exacte de ces sauts dépende du hasard, I'addition d’'une terme indé-
pendant du hasard conduira & une somme finie.

Pour rendre ceci plus net par un exemple, supposons que les sauts se pro-
duisent sur la droite u=¢—7"; en termes plus précis, supposons que la fonction-
nelle @(S) se réduise pour toute aire S & une intégrale étendue a la portion de
la droite u=¢— T qui traverse cette aire; chaque élément de cette intégrale sera
alors d,N(u, T). La fonction N(u, T) augmentera indéfiniment quand « tendra
vers zéro par valeur négative, mais pour £{<7, on aura

N(u, t)=N(u, T) pour —1<u<{—T,
N(u, )=N({Et—T,T) pour t—T<u<0.

La fonction z(f) sera alors la somme des sauts, tous négatifs, augmentés du

terme indépendant du hasard i

— [ wduN(u, T);
21
t tendant vers 7, elle apparaitra comme une différence de deux termes, 'un aléa-
toire et l'autre indépendant du hasard, augmentant indéfiniment; mais il y aura
une probabilité unité pour lexistence d’une limite finie.

D'une maniére générale, il peut arriver que, pour n’importe quel intervalle
(¢, L), z(¢:) —x(t,) se présente, comme dans le cas précédent pour lintervalle
(0, T'), sous la forme oo —oo. Tel sera le cas si l'intégrale

, .

[wdud ¥, ts)— N, )]

1
est toujours infinie; il en sera ainsi nécessairement si 'espace V est un espace W,
la probabilité de toutes les circonstances possibles se répartissant alors unifor-
mément sur 'axe des {. La nature de la fonction z({) est alors moins facile a
imaginer d’une manigre intuitive. Mais la loi dont dépend z(7'), pour chaque valeur
particuliére 7" de ¢, peut étre définie comme dans 'exemple préeédent. On ne la mo-
difie pas en effet en déplacant horizontalement, ¢’est-d-dire sur le segment 0 <{< 7T
de n’importe quelle droite u=-const., les masses dont la somme dans l'aire S dé-
finit @(S). On peut ainsi les amener sur la droite w=¢—17, et on est ramené
4 l'exemple précédent. )

Les remarques sur la somme ) |u|* sur ses relations avec les intégrales (11)

Annali della Seuola Norm. Sup. - Pisa. 24
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et (11'), et sur Ef|z|*}, que nous avons faites dans le premier cas, subsistent
iei sans modification. Il en sera d’ailleurs de méme dans le troisiéme cas.

Nous rattacherons d’ailleurs au second cas celui ou les circonstances qui le
définissent sont réalisées au moins dans un intervalle (¢,, {;), sans l'étre pour
ensemble de I'intervalle ©, 7).

3°) Les deuz intégrales (12) sont divergentes, et, pour w’importe quel
intervalle partiel ({., L), les deux intégrales déduites des précédentes en
remplacant N(u, T) par N(u,t,)—N(u,t) sont de méme nature.

On peut alors prendre w(u)=0; lintégrale (9) sera semi-convergente, et on
peut aisément lui attribuer une valeur déterminée. Il suffit de considérer deux
courbes C’ et C”, de part et d’autre de axe u=0, et tendant vers cet axe. Pour
chaque intervalle df, les ordonnées «’ et «#” de ces deux courbes seront liées par

une relation telle que 1

( .f1+;;( ) dud:N(u, ?)

ait une limite. Si d’ailleurs on ne cherche qu'a définir la loi dont dépend z(7T'),
ou si 'espace V étudié est un espace W, on peut prendre pour ces courbes des

paralleles a Paxe des ¢

On peut ainsi dire que z(f) représente bien la somme des sauts; mais ce n’est
pas une fonetion a variation bornée; cette somme est seulement semi-convergente,
et on peut la définir de plusieurs manieres différentes en faisant varier la relation
entre les courbes C’ et C”. Passer d’'une définition a lautre revient & modifier
le terme en ¢z dans la formule (9), c’est-a-dire & ajouter a z(f) une fonction indé-
pendante du hasard. L’indétermination qui existe sur z(f) est done la méme que
dans le cas précédent, et la différence entre ces deux cas n’est pas trés profonde.

Celle entre le premier et les deux autres est au contraire essentielle.

§ 9. - Application a I'étude des lois stables.

Rappelons qu'une loi est dite stable si, z, et z, étant deux variables indépen-
dantes obéissant a cette loi et @, et a, deux constantes positives quelconques, on
peut trouver une constante positive A4, fonction de a, et a,, telle que

__ 4y agty
=

dépende de la méme loi. J’ai montré (Probabilités, pp. 252-263) qu’il existe des
types de lois stables dépendant de deux parameétres a et § (un type de lois est
Pensemble des lois déduvites de l'une d’elles par le changement de z en cz). Elles
sont définies par la formule

[=]*

. 2 o
Mern(1+iEAtes)

(13) log E { ¢} = —
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ou 0<a<2, |B|<1; la relation entre a,, a,, et 4 est
(14) Av—a® +dl.

Jai appelé ces lois L, g (ou L,, si $==0); L, est la loi de GAUSS; pour a=1,

o y sz , "
ptg 5 est une constante quelconque, qu’'on peut ramener a zéro par l'addition
a z d’'une constante convenable; on est alors ramené a la loi L,, ou loi de CAUCHY,

pour laquelle & chaque intervalle dz correspond la probabilité Les autres

_
w1l +a%)°
lois L, s sont des lois continues pour lesquelles la densité de probabilité est une
fonetion transcendante.

CAucHY avait vu dés 1853 que la formule (13), dans le cas out §=0, entraine
la propriété de stabilité; mais il n’avait pas établi que le second membre est une
valeur aceeptable pour le logarithme d’une fonction caractéristique; il s’agissait
de démontrer que la densité de probabilité, qu'on déduit de la fonction caracté-
ristique par la formule de FOURIER, n’est jamais négative. M. G. POLYA a signalé
la difficulté et I'a résolue pour a<1; je lai résolue dans le cas général et ai
montré en méme temps l'existence des lois stables dissymétriques (celles pour
lesquelles p==0).

Au point de vue qui nous occupe maintenant, il est évident que la formule

. z|® .z o

(15) logE§ezzx(t)§=—tlT(L_L—l)(l—}-zmﬁtg—2~>,
ot 0 <a<2, |f|=<1, définit des espaces W, que nous désignerons par W, ; (ou Wi,
si f==0); pour ces espaces, (4¢{)~*/*Az dépend d’une loi indépendante, non seu-
lement de £, mais de A4¢; ce sont les seuls pour lesquels le type de la loi dont
dépend Az ne dépende pas de ¢ ni de At

L’espace W,, correspondant a la loi de GAUSS, n’est autre que l'espace diffé-
rentiel de N. WIENER; les autres ne peuvent étre que des espaces a disconti-
nuités mobiles. Nous allons montrer qu’on peut les définir en partant des formules
du § 8, et obtenir par 13 une nouvelle démonstration trés simple de Pexistence
des lois stables.

Nous n’avons pour cela qu’a prendre
(16) NG, )=
¢ étant une constante, qui peut, toutefois, dépendre du signe de w. D’aprés le
théoreme II; cette expression sera acceptable si 0<a<2.

Premier cas: 0<a<1. Dans ce cas la formule (9) donne, en prenant
d’abord ¢=0 pour »<0,

(o]
A7) log E { ¢} — ot f (eiou—1) -2
0

ua—{—l
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Le changement de variable |z|%=v montre que le second membre est propor-
tionnel, pour chaque signe de 2, a |2|*; il est done de la forme (13). La théorie
des fonetions euleriennes (Probabilités, p. 2569), montre d’ailleurs que

> a
er—1) 22 —I'(—a (cos X _isin -”—0-‘)

=___—”__(1_itg’£‘f)
2o + 1) sin’; 2)

ce qui permet d’identifier exactement les lois définies par les formules (15) et (17),
pour
(18) me—2sin Y,  f——1.

La fonction z(f), somme de sauts positifs, est donc non décroissante, et méme
croissante (le nombre des sauts étant infini dans toute intervalle), et par suite
positive (pour ¢>0); cette propriété remarquable de la loi L, _, est déja indiquée
dans notre ouvrage cité (p. 261).

Naturellement, il suffit de considérer deux variables indépendantes z, et z,,
dépendant de la loi L, _,, et de poser

1— 1
IRET LT

T

pour que z dépend de la loi L, 4, dont I'existence est bien ainsi établie pour |f|<1.
Deuziéme cas: 1<a<2. La formule (17) doit ici étre remplacée par

0]
(19) log B § =0} —ot [ (¢i*—1 —izu) 31,
0

et, la fonction z(f), ne se réduisant plus & la somme des sauts, n’est plus néces-
sairement croissante et positive. A cela pres, les résultats obtenus dans le cas
précédent, y compris la formule (18), subsistent. L’existence de la loi L,z est
encore bien établie dans ce cas.

Troisiéme cas: a=1. 11 suffit alors de considérer le cas symétrique S=0.
Il vient

o)
(20) log Egeiz”(t)§=6tf(cos zu—l) %’tg
’ o
=ct|z| /(cos u—l)%‘_—_—cgt]zL
J 4

de sorte qu’on retrouve bien la loi de CAUCHY, la formule (18) étant toujours
applicable.

Les propriétés des lois L,z et des espaces W, z sont ainsi établies par appli-
cation des résultats du § 8. Nous pouwons aisément les obtenir aussi par une
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méthode en quelque sorte inverse de la précédente, en partant de la formule (15)
et étudiant la probabilité des grandes valeurs des variables. Ainsi (Probabilités,
pp- 259-263), pour la loi définie par la formule (15), avec f= —1, la probabi-
lité des valeurs de z supérieures 3 X est, pour X infiniment grand positif, ou,
ce qui revient au méme, pour ¢ infiniment petit
Ct 2 . ma

1) Pla)>Xj~Sl,  (0—2sin ),
et on a la méme formule en remplagant £ par A¢ et z(f) par 4z. Le nombre pro-
bable de réalisations de I'inégalité 4z < X, si 'on divise I'intervalle (0, ) en inter-
valles trés petits AZ, est done équivalent, pour Af trés petit, &

Ct 2 . ma i
=— 8in ,
xe wa 2 xo

et a4 la limite, on obtient le nombre probable de sauts de hauteur %> X. Ce ré-
sultat concorde bien avec les formules (16) et (18).

Les méthodes qui précédent s’étendent aisément a I'étude des lois semi-stables
(Cf. Probabilités, pp. 270-277). 11 suffit, dans les formules (17), (19) et (20), de
multiplier 'élément différentiel par une fonetion périodique (de période log q) et
non négative de log u; si 'on ne compare que des valeur de z constituant une
progression géométrique de raison ¢, la proportionnalité des seconds membres
de ces formules & |z|* subsiste; si alors on considere des valeurs de A¢ consti-
tuant une progression géométrique de raison ¢¢ la loi dont dépend (Af)~/2Az
sera la méme pour toutes ces valeurs. Si done on ajoute un grand nombre #»
de variables indépendantes obéissant & une telle loi, le produit de leur somme
par n—%/* dépendra d’une loi qui peut &tre considérée comme une fonction pério-
dique, de période alog g et continue dans une période, de log#; si ¢* est un
entier ¢’, pour des valeurs de n en progression géométrique de raison ¢’, on
retrouve la méme loi de probabilité.

Naturellement, les lois que nous venons de définir en partant des formules (17),
(19) et (20) sont des lois continues; il faudrait introduire des intégrales de
STIELTJES pour obtenir des lois discontinues et avoir ainsi les lois semi-stables
les plus générales.

§ 10. - Les espaces V les plus généraux.

D’aprés ce qui précede, on se rend compte que les espaces V les plus gé-
nérauzr s’obtiennent en considérant z(f) comme somme de quatre termes:
1°) un terme indépendant du hasard, qui est ume fonction quel-
conque de t;
20) un terme gaussien;
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3°) la somme des discontinuités fizes;

4°) le terme correspondant auxr discontinuités mobiles.

Ces termes sont distinets, et indépendants, aux deux restrictions prés qui
suivent :

1°) le terme correspondant & chaque discontinuité fixe n’est défini qu’a
une constante prés, qu'on peut ajouter 4 ce terme et retrancher de la partie
indépendante du hasard;

2°) Le somme des discontinuités mobiles peut n’étre pas convergente; on
ne peut alors donner un sens au dernier terme ci-dessus que par addition d’un
terme indépendant du hasard, qui sera nécessairement retranché du premier; dans
ce cas, la séparation entre le premier et le quatriéme terme est arbitraire, une
fonction continue de £ pouvant étre ajoutée a l'un et retranchée de P'autre; mais
dans des cas particuliers, comme celui des lois stables, des considérations autres
que celles qui interviennent dans la définition générale des espaces V, peuvent
conduire a choisir pour le quatriéme terme une forme plus simple que les autres.

Toutefois, les résultats qui précédent ne sont pas encore établis; nous avons
seulement défini par synthése le terme correspondant aux discontinuités mobiles.
Il nous reste & établir qu’apres avoir éliminé les discontinuités fixes comme il a
été indiqué au § 2, on peut éliminer les discontinuités mobiles en les groupant
en un terme du type étudié au § 8, et qu'on se trouve ainsi ramené au cas ol
le théoreme I s’applique.

Cette démonstration repose sur le lemme suivant:

Lemme. - Les discontinuités fizes étant éliminées:

1°) les seules discontinuités possibles sont des sauts;

20) z(t) peut étre considéré comme la somme des sauts de hauteurs
supérieures en valeur absolue a n’importe quel nombre positif donné U,
et d’un terme indépendant de cette somme.

La premiére partie de ce lemme n’est nullement évidente; nous avons déja
démontré que pour chaque point ¢ la probabilité d’une discontinuité de nature
quelconque est nulle, lorsqu’on a éliminé les discontinuités fixes. C’est une question
différente dont il s’agit ici: dans un intervalle (0, £), la probabilité de I'existence
de discontinuités est devenue positive, et il s’agit de montrer que la probabilité
qu’il y ait d’autres discontinuités que des sauts reste nulle.

Admettons d’abord le lemme pour montrer que le résultat énoncé sur 1'élimi-
nation des discontinuités mobiles en résulte. Considérons & cet effet une suite
de nombres positifs U,, Us,...., Up,...., décroissants et tendant vers zéro. Désignons
par £,(f) la somme des sauts de hauteur w telle que

Un—4>/|u‘> U,.

Il est nécessaire que la somme | £,(£), ou bien soit convergente (sauf dans
des cas de probabilité nulle), ou bien puisse étre rendue convergente par ad-
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-

dition de termes indépendants du hasard, de manidre & conduire & une somme
2 [£4(8) —an(f)] du type étudié au § 8. Dans le cas contraire, en effet, la dis-

n .
persion relative 4 la somme Z &,(f), d’apres les résultats rappelés au § 2, augmen-
1

terait indéfiniment ; cela est impossible, puisqu’elle est inférieure & la dispersion

relative & z({).
Posons alors

(21) 2(£) =] [6n(£) — @n(O) 1+ yn(t) = Sn(®) +yn(?)-

Le premier terme S,(f) tend vers une limite S(¢) (sauf dans des cas de proba-
bilité nulle); ¥,(¢) tend de méme vers une limite y(£). Ces limites S(f) et y(¥),
sommes de séries convergentes de variables aléatoires, dépendent de lois déter-
minées, limites de celles dont dépendent S,(¢) et y,({). Ces lois sont d’ailleurs
indépendantes, puisque, ¢ et & étant arbitrairement petits, on a, pour chaque 7,

pour 7 assez grand,
P{[S(t)—Su(®)| >} <e,

ce qui revient & dire qu’en faisant une erreur arbitrairement petite sur S(¢) et y(?),
et négligeant des cas de probabilité arbitrairement petite, on peut confondre S(?)
et y(¢) avee les variables indépendantes S,(f) et ¥.(?); ce sont donc bien des va-
riables indépendantes.

La fonction y(?¢) ainsi obtenue est alors le résultat de I'élimination des discon-
tinuités mobiles, et est, d’aprés le § 4, somme d’un terme indépendant du hasard
et d'un terme dépendant de la loi de GAUSsS.

Il reste 2 démontrer le lemme, ce qui est peut-étre le point le plus délicat
de la présente étude.

D’abord, un point de discontinuité autre qu'un saut implique l'existence, d’'un
méme c6té de ce point, de valeurs différentes pour les limites inférieure et supé-
rieure de z(Z), et par suite d’'une infinité d’oscillations entre ces deux valeurs. Il
s’agit de montrer I'impossibilité de cette circonstance. La difficulté de la démons-
tration provient de ce que, pour choisir z(f) comme il a été dit § 3, il faut choisir
un procédé déterminé de division de I'intervalle (0, 7') en intervalles A¢ trés petits;
on n’est pas siir que les points de division choisis soient ceux qui mettent le mieux
en évidence les oscillations de z(£), et 'on doit se demander si le fait que le nombre
des | Az| dépassant un nombre donné U, a chaque instant de 'opération, est borné,
n’est pas compatible avee l'existence d’une infinité d’oscillations.

Placons-nous & un instant déterminé de l'opération; désignons par a, pour
chaque intervalle A7, la probabilité P{|Az|> U}; D) a est alors le nombre pro-
bable des intervalles pour lesquels | Az|=U. D’aprés I'hypotheése que la loi £(f)
varie d’'une maniére continue aveec ¢ (en raison de I'dlimination des discontinuités’
fixes), et d’aprés le théoreéme de BOREL-LEBESGUE, non seulement chaque a est
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trés petit, mais le plus grand des a (et méme, ce qui nous servira plus loin, la
probabilité P{|dz|=U} pour tout ¢ intérieur 2 un méme Af) est inférieur 2 un
nombre o’ arbitrairement petit, si tous les A¢ sont assez petits. Le nombre des
intervalles pour lesquels |A4z|>U dépendra naturellement a la limite de la loi de
POISSON ; mais il s’agit de montrer que sa valeur probable 2 a reste finie, quand
les At deviennent trés nombreux et trés petits.

Seit a chaque instant »# le nombre de ces intervalles; il est de Vordre de

grandeur de sa valeur probable v=2 a, et d’aprés lexpression de la loi de

Po1ssoN) la valeur la plus probable a une probabilité de lordre de Vl_ La dis-
14

persion est donec de Tordre de grandeur V; [indiqué autrement par le fait
que o(n) =V;]: 3 un intervalle (n., 7;) petit par rapport a V» correspond une
probabilité trés petite. Si alors on considére la somme z,(7") des Az au moins
égaux 4 U en valeur absolue, la dispersion correspondante est au moins de 'ordre
de U V; Il en est ainsi méme dans le cas le plus défavorable ol les valeurs trés
voisines respectivement de U et — U sont seules possibles (pour chaque Az) et
également probables; la compensation entre les termes positifs et les termes né-
gatifs ne se produit qu’a une erreur prés de l'ordre de grandeur indiqué. Dans
aucun cas d’ailleurs le choix de la valeur exacte de 4z ne peut réduire la disper-
sion due a l'incertitude sur %. La dispersion de z(7) ne pouvant qu’étre supé-
rieure a celle de z,(7), et étant bornée, v=2 a est bien borné, pour chaque
valeur fixe de U.

Dans ces conditions 2 a® tend vers zéro; il en est de méme de Z B, si g
est petit par rapport & a: nous pouvons négliger la probabilité totale de toute
circonstance dont la probabilité § pour chaque intervalle partiel est petite par
rapport 2 a. Nous allons montrer qu’il en est ainsi de la probabilité pour que
Pon ait a la fois |4z|< U, et, 3 Vintérieur de lintervalle considéré At=¢"—?,
une oscillation supérieure a 4U. Cette circonstance implique I'existence d’au moins
une valeur ¢ de cet intervalle pour laquelle |z(f) —z(¢')|=2U. Soit ¢ la plus petite
valeur pour laquelle il en soit ainsi (ou la borne inférieure de ces valeurs); I'hypo-
thése faite ne modifiant en rien la loi dont dépend z(¢”)—z(f), on a

Pilz(t")—z(t)|ZUi<d,

de sorte que, s’il y a une probabilité 5’ que la valeur considérée de ¢ existe, il
y a au moins une probabilité f'(1—a’) que |dz|=U; done f'(1—a')<aq, et §
est au plus de lordre de grandeur de a. La probabilité que cette valeur # existe,
et que P'on ait tout de méme |4z |< U, est au plus a’f’; elle est donc trés petite
par rapport 3 «.

Nous pouvons donc négliger la possibilité que des intervalles pour lesquels
| Az|< U donnent une oseillation supérieure & 4U. Sans doute cette circonstance
peut se produire au début de 'opération. Mais lorsqu’on subdivise chaque 4t en
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intervalles plus petits, et ainsi de suite indéfiniment, il viendra un moment ou
cette circonstance cessera de se produire; on peut fixer le moment & partir duquel
sa probabilité sera devenue inférieure 2 un nombre arbitrairement petit ¢; c’est
done bien que la probabilité de sa répétition indéfinie est nulle.

Chaque point de discontinuité au voisinage duquel l'oscillation totale dépasse
un nombre arbitrairement petite 4U implique done Vexistence d’une suite d’inter-
valles A¢ intérieurs les uns aux autres, relatifs aux phases successives de la di-
vision de Vintervalle (0, 7') en intervalles partiels, et pour lesquels on aura 3 partir
d’un certain moment |Az|=U. Le nombre de ces suites est done fini (puisqu’en
négligeant une probabilité arbitrairement petite on peut borner & chaque instant
le nombre 7 des intervalles pour lesquels |4z|=U). Dans ces conditions, toute
circonstance qui pour un de ces points a une probabilité nulle a une probabi-
lité totale nulle. Nous allons montrer que c’est le cas pour l'existence d’une discon-
tinuité autre qu’un saut et pour laquelle les oscillations dépassent un nombre fixe.

Cela résulte immédiatement de ce que existence d’'une telle discontinuité n’est
pas rigoureusement locale. Il viendra un moment, en subdivisant chaque A¢ en
intervalles plus petits 64, ou les oscillations considérées devront exister et étre
trés nombreuses, non seulement dans l'intervalle 6 contenant le point des discon-
tinuité, mais dans ¢ et & extérieur de 6Z. Or ce ¢ est distingué des autres uni-
quement par des circonstances initérieures & cet intervalle, nécessairement sans
influence sur Pallure de z(f) a Pextérieur. La probabilité de l'existence de ces
oscillations dans A¢ a Vextérieur de ¢ est donc trés petite, comme elle le serait
pour tout autre intervalle d¢, ce qui achéve la démonstration de la premiére partie
du lemme.

Le seconde n’offre plus aucune difficulté. La somme z,(7) tend vers la somme
des sauts supérieurs & U en valeur absolue (et de peut-étre une partie de ceux
égaux a 1T, circonstance sans importance, puisqu’elle n’intervient avee une proba-
bilité positive que pour des valeurs de U constituant au plus une infinité dénom-
brable). Il reste 2 démontrer que la somme z,(7)==z(T)—z,(T) peut a la limite
étre considérée comme une variable aléatoire indépendante de 7. Nous montrerons
a cet effet qu'on peut définir une variable aléatoire z,(7"), indépendante de z,(T),

et telle que P{|zo(T) —zo(T) | > "1 < 2,

¢ et ¢ étant arbitrairement petits.

Choisissons d’abord 7 assez grand pour que, les A¢ étant tous trés petits, le
nombre des intervalles pour lesquels | Az |=U soit inférieur & n, sauf dans des cas
de probabilité inférieure a &; cela est possible, puisque ce nombre a une valeur
probable bornée Z a; il suffit que ne>Max 2 a. Prenons ensuite les A¢ assez
petits pour que, dans chacun de ces intervalles

g
(1—a)n ;

P da|> 2] <
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. . z &
le maximum du premier membre tendant vers zéro et le second vers » cela est

possible; z(T') étant la somme des Az choisis dans les différents intervalles A¢,
prenons enfin pour Zo(7)=2z(7) la somme des termes Az égaux & Az si |dz|<U
et obtenus en recommencant l'expérience, si ]AleU ; toutefois il faut que, dans
lexpérience ainsi recommencée, I'éventualité | Az|= U soit exclue, la probabilité

de chaque valeur inférieure & U étant alors multipliée par 1%‘1 Dans ces con-

ditions, z,(7') est indépendant aussi bien du nombre et des rangs des intervalles
pour lesquels on aura eu d’abord | Az|>U, que des valeurs de Az dans ces inter-
valles ; done 7(7') et 2,(T') sont bien indépendants. D’autre part on passe de z,(7T')
3 2,(T) en remplagant ('1ans n intervalles au plus par zéro une valeur initiale
de Az telle que le|$fn—, c’est-a-dire en faisant une erreur au plus égale 3 ¢,

sauf dans des cas de probabilité totale au plus égale a

eta(l—a) g =2, c.q.fd

a)n

Le lemme, et par suite le fait que les espaces V les plus généraux sont bien
définis comme il a été dit au début du présent paragraphe, sont bien démontrés.

§ 10. - L’arithmétique des lois de probabilité.

Si deux variables indépendantes et leur somme dépendent de lois £/, £7, et £,
nous considérerons £ comme le produit de £ et £”; la multiplication de deux
lois équivaut donc & celle de leurs fonctions caractéristiques.

Désignons par L la loi de GAuss, par L', la loi définie par

log E et} —=etv—1,

c’est-d-dire la loi de PoOISSON avec le coefficient %; en ne distinguant pas deux
lois déduites 'une de l'autre par addition & £ d’un terme indépendant du hasard,
les résultats obtenus expriment que, aprés élimination des discontinuités fixes, la
loi £ dont dépend z(7') est nécessairement de la forme

S LoII(L/ )",

IT désignant un produit généralisé (en ce sens que son logarithme est une inté-
grale de STIELTJES). Cette formule constitue une décomposition de £ en facteurs
premiers, les éléments premiers autres que L dépendant d'un parametre continu %,
et I'exposant étant, pour chaque élément, un nombre positif ou nul quelconque.

Nous allons montrer que cette décomposition est unique.

Observons 2 cet effet que la loi de probabilité dont dépendent les sauts de z(?)
est une loi & deux variables. Mais on ne modifie pas la loi dont dépend z(7),
ni la fonction N(u, T'), en déplacant la probabilité parallélement & l'axe des ¢
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(¢ restant compris entre O et 7') et la répartissant d’une maniére uniforme sur
chaque parallele & O¢f. Cela revient & dire que, sans changer (quels que soient w,
et u, de méme signe) la loi de probabilité dont dépend le nombre des sauts pour
lesquels 0<Z<T, uy <u<us, on peut supposer N(u, £), et par suite log E { ®==®},
proportionnels & £ La loi dont ‘dépend chaque Az est ainsi bien définie par la

formule . At .
log B { ¢4} ="/ log B f e},

quand on connait celle dont dépend z(7'). On peut donc déterminer

Z P§u1<A$<u2§

c’est-d-dire 3 la limite le nombre probable N(u,, T)— N(ui, T) de sauts pour
lesquels u, <u <u, (sauf peut-étre pour les valeurs olt ce nombre varie brusque-
ment, ce qui est sans importance).

Ainsi chaque loi ne peut étre obtenue que d’'une seule maniére; si la répar-
tition de la probabilité dans I'intervalle (0, 7') peut étre modifiée, le nombre pro-
bable des sauts de chaque espéce est bien déterminé par la donnée de la loi dont
dépend z(T'), et 'exposant du facteur gaussien obtenu aprés élimination des dis-
continuités mobiles est bien déterminé aussi, c. q. f. d.

Ce théoreme d’unicité de la décomposition entraine naturellement toutes les
conséquences connues en arithmétique élémentaire: théoréme de GAUss, définition
et propriétés des plus grands communs diviseurs.

Naturellement, cette arithmétique ne s’applique qu’aux lois £ susceptibles d’étre
rencontrées dans la théorie des espaces V o £(f) varie d’une maniére continue
avec {. Leurs fonctions caractéristiques sont définies par

-0
(22) log B(s) = —a 5 + [ [¢— 1 —izar(u) |dN(w),
—Q0

et, indépendamment de cette représentation, se reconnaissent, d’aprés ce qui pré-
céde, & ce que P*(z) est une fonction caractéristique, quelque petit que soit & Si
cette condition est vérifiée, la théorie précédente donne le moyen de résoudre 1'équa-
tion intégrale (22), en en tirant a et N(w); w(u) reste naturellement indéterminé.

Pour d’autres lois que celles que nous venons d’étudier, il est facile de montrer
que larithmétique considérée ne s’applique pas. Ainsi une variable £ ayant comme
valeurs possibles O et 1, ces deux valeurs étant également probables, ne peut étre
somme de deux variables aléatoires indépendantes (& moins que l'une ne soit
constante). La loi correspondante a le caractére d’un facteur premier. Posons alors

51 52 E
g=3+ 2+ e+ gty

&1y Eayeesy Epyenny 6tant des variables indépendantes dont chacune obéit a cette loi;
z étant une variable choisie au hasard entre O et 1 (chaque intervalle ayant une
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probabilité égale a sa longueur), la loi £ dont dépend z se trouve ainsi décom-

posée en facteurs premiers. Or, en faisant intervenir la numération i base 3, on
a de méme pour z une décomposition de la forme

MM 03
T=- + 9 + o 31,',+....,

et pour la loi £ une autre décomposition en facteurs premiers. Si nous consi-

dérons un des termes 3 Py,, ou la somme de plusieurs termes, la différence de
deux valeurs possibles d'une telle variable n’étant jamais divisible par 272, la loi
dont elle dépend est un diviseur de la loi £ sans contenir aucun des facteurs
premiers obtenus dans la premiére décomposition.

Naturellement, dans ce qui précéde, on pourrait remplacer 2 et 3 par d’autres
entiers positifs; pourvu que le second ne divise aucune puissance du premier,
le raisonnement subsiste.

Une question se pose encore, au sujet des lois représentables par la for-
mule (22). L’unicité de leur décomposition subsiste-t-elle si U'on admet
d’autres facteurs composants que ceur qui interviennent dans cette formule?

Nous pensons que la réponse est affirmative; en ce qui concerne la loi de
GAUSS, c’est d’ailleurs un résultat que depuis 1931 nous considérons comme vrai-
semblable, sans avoir pu le démontrer. Il faut remarquer qu’en tout cas la loi
de GAuss est la seule loi pouvant jouir de cette propriété d’étre décomposable
en facteurs élémentaires, la décomposition étant unique et les facteurs étant du
type qu’elle-méme; les autres lois stables sont en effet un produit de facteurs
élémentaires dépendant de la loi de PoIssoN; et la loi de POISSON comprend
une infinité de lois, dont 'ensemble constitue un groupe, mais dont chacune prise
isolément n’est pas stable.



