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SULLE PROPRIETA DELLE ESTREMANTI

di LEoNIDA TONELLI (Pisa).

Questa Memoria & dedicata allo studio di quelle proprietd delle curve
piane y=y,(z), estremanti 1’integrale

b
) [#a,9,9)ds,

che si riferiscono alla derivabilitd della y,(z) ed alla equazione di EULEEo.

E noto (!) che tali proprietd, per le curve in forma parametrica estremanti
I'integrale corrispondente ad (1) che per esse si considera, si possono ottenere
tutte con lo studio della variazione prima dell’integrale estremato; & noto (?)
altresi che, nel caso delle curve in forma ordinaria (y=y(z)) e dell’integrale (1),
avviene altrettanto se la funzione y,(z) estremante & supposta lpschitziana,
vale a dire, a rapporto incrementale limitato, oppure se, sulla funzione inte-
granda f(z,y,y’), si ammettono particolari ipotesi relative al suo comportamento
al tendere di y’ all’infinito. Senza queste ipotesi, non sembra che, per una fun-
zione estremante y,(z) supposta soltanto assolutamente continua (oltre ad esser
tale da rendere integrabile la f(z, y.(z), ¥o'(z))), si possa procedere mediante la
variazione prima dell’integrale (1).

Le ipotesi alle quali qui si & accennato sono fissate in un teorema dei nostri
Fondamenti di Caleolo delle Variazioni (°), che ha larghe applicazioni. Ad esso
sfuggono perd quelle funzioni integrande che, al tendere all’infinito di ', tendono
all’infinito di ordine infinito, oppure di ordine minore di 1, ed anche quelle che
non tendono affatto costantemente all’infinito.

Nel primo capitolo del presente lavoro, daremo una proposizione assai gene-
rale, che comprende, come caso particolare, il teorema a cui abbiamo alluso e che
s’ applica anche a molte di quelle funzioni /(z, ¥, ¥’) che abbiamo or ora indicate.
Poi passeremo allo studio delle estremaloidi, giungendo cosi, in particolare, alle
proprietd delle curve estremanti.

(!) L. ToNELLI: Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, Vol. II.
(® Loc. cit. in (%).
(®) Vol. II, pag. 321.
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Nei capitoli 2° e 3¢, tali proprietd verranno ottenute indipendentemente dalla
variazione prima dell’integrale (1); e precisamente, nel capitolo 2°, mediante lo
studio di quelle curve che chiameremo pseudoestremaloidi, e, nel capitolo 3°,
per mezzo di un procedimento gid seguito nei citati Forndamenti, che qui ci con-
durrad a risultati pitt precisi e di pili vaste applicazioni.

CariTOLO 1.

Variazione prima ed estremaloidi.

1. - Sia 4 un campo del piano (z,y), vale a dire, un insieme di punti di
tale piano contenente tutti i suoi punti di accumulazione (posti al finito), e suppo-
niamo definita, per tutti i punti (z,%) di 4 e per tutti i valori finiti (reali) di ¢’,
una funzione (reale) f(z,v,y’), la quale, per gli (z,y) e ¥’ detti, sia sempre finita
e continua insieme con le sue derivate parziali fi(z,¥,y") e fy (2,9, ¥').

Chiamata curva ordinarta C una curva rappresentabile nella forma

C: y=y(), a<zr<bh,

con y(z) funzione assolutamente continua, e tale che ogni suo punto appartenga al
campo A e che per essa risulti integrabile (nel senso del LEBESGUE), in tutto (a, b),
la funzione f(z, y(z), ¥ (z)), consideriamo 1integrale

b

Io=[ iz, y(@), y (@) de

a

e dimostriamo la seguente proposizione:

Se, in corrispondenza ad ogni campo limitato A’y appartenente ad A, st
possono determinare quatiro numeri, maggiori di zero, M, N,, N,, N;, in
modo che sia, per tutti ¢ punti (z,y) di A', per ogni y’ finito e per ogni ¢
tale che |@|<M e che (z,y+¢) sia un punto di A,

@ |fy(@ y+ o, y) | < Ni|y' |+ e |z, y, y') [+ N

se Cy é una curva ordinaria minimante per Iy in una classe K di curve
ordinarie C;

ogni arco C, della C, i cui punti, ad eccezione al pin di quelli termi-
nali, sitano internt al campo A e di indifferenza rispetto ad A ed a K,
& un’estremaloide relativa alla funzione f(z,y,y’) e (percio) annulla iden-
ticamente la variazione prima smorzata 0y, (*).

(%) Ci atteniamo alla terminologia adottata nei citati Fondamenti di Calcolo delle Va-
riazioni. Nel Bulletin of the American Mathematical Society, Vol. XXXIX, n.° 11 (novem-
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Sia Y =1yo(2), a<z<b,
la rappresentazione analitica dell’arco C, e supponiamo, % un primo tempo,
che tutti i punti di questo arco (punti terminali compresi) siano interni al ecampo 4,
ed inoltre che per un g, maggiore di zero, minore della minima distanza dei punti
di C, dalla frontiera di A, e sufficientemente piccolo, sostituendo a C, una qua-
lunque curva ordinaria C avente gli stessi punti terminali ed appartenente all’ in-
torno (o) di C, non si esca dalla classe K.

Scegliamo per campo A4’ I'insieme di tutti i punti di 4 che distano di non
pitt di 1 dalla curva (;, e siano M, N,, N,, N, i quattro numeri, di cui si parla
nell’ enunciato della nostra proposizione, che corrispondono a questo 4’. Possiamo
supporre che il numero g, gid indicato, risulti <M.

Osserviamo subito che, per la (2), dalla integrabilita di #(z, yo(z), ¥,'(2)) segue
quella di £,(z, %0(2), ' (2))-

Indichiamo con E),, linsieme di tutti gli # di (@, b) in cui la derivata y,’(z)
esiste finita e tale che |y, (z)| <n, dove » & un qualsiasi numero intero posi-
tivo. Per # —oo, la misura m(E,) di E, tende a b—a. Se dunque %, & un va-
lore di n tale che

m(E,) > (b—a):2,
ne risulta

m(E,)>((b—a):2
per tutti gli n=n,.

E poi noto che la densita di E, & uguale ad 1 su quasi-tutto E,; & noto,
inoltre, che, se poniamo

(3) (Pn(z) =fy’(z; yo(-’t), ?/0/(117)), in E,,
@n(2)=0, fuori di £,
I integrale

4 ‘ / on(T)dz

ammette, in quasi-tutto (@, b), derivata finita ed uguale a @, ().

Pertanto, se indichiamo con E, Vinsieme di tutti i punti di £, in cui questo
insieme ha densitad 1 ed in cui I'integrale (4) ammette per derivata @,(z), risulta
e quindi;, per tutti gli n=>mn,,

m(Ey)>(b—a): 2.

bre 1933), p. 868, E. J. MCSHANE annuncia un teorema, che sari da Lui dimostrato altrove,
il quale, sotto condizioni un po’ piu restrittive di quelle da noi poste, contiene il risultato
che ora vogliamo provare, ed anche quello della nostra proposizione del n.c 12.
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Fissiamo un valore di # maggiore di »n, e siano z, e z; due qualsiasi punti
di E,, con z,<z,. Possiamo scegliere un numero 0 tale che 0<d< (Z2—21): 2,
e tale pure che, per ogni & soddisfacente alla limitazione 0 <8<, le misure delle
parti di E, contenute in (21, 2,+0) e in (2,—6, ;) risultino ambedue >6:2.
Allora, ad ogni z,’ tale che 7, <z,’ <, +(d:2), corrisponde un massimo valore z,’
tale che 7,—0<z, <z, e soddisfacente alla condizione che la parte e, , di E,
contenuta in (z,, z,") e quella e, di E’n contenuta in (z/, z;) abbiano uguale
misura positiva:
(5) m(€n,1) =m(en,2) > 0.

Cid posto, definiamo la funzione ¢,(z) ponendo

tn(z)=1, nei punti di e,,.,
(6) in(z) = — 1’ » » » e”’ 2y
in(2) =0, altrove,

e la funzione w,(z) ponendo

] . on(z) = [ in(2)ds,

ao

dove supponiamo di indicare con (ay, b,) I'intervallo proiezione ortogonale della
curva C, sull’asse delle z (donde a,<a<b<b,). Avremo cosl

wn(z) =0, in (@, 2.1) e in (22, b),
) | ou(@)=m(en,1) =m(s,2) in (2., 75'),
| wn(2)| < bo—ao in tutto (ao, bo)
e
©) | (@) <1
in quasi-tutto (a,, by), con
(10) wn'(2) =0

quasi-dappertutto fuori di en,1+€n,z.
Consideriamo allora la curva

Crt: Y=Yn(@) =Yo(@) +wn(z),  Bo<T<by.

’

Per tutti i ¢ minori in valore assoluto di un certo £ la C,,¢ & una curva ordi-
naria appartenente alla classe K ed al campo A’. Ed infatti, la y, «(z) risulta
assolutamente continua in tutto (a,, b,) e per ¢ sufficientemente piccolo la Cy ¢
appartiene al eampo 4’ e quindi anche ad 4. Inoltre, avendosi, in quasi-tutto E,,

|90, (@) | < |y @) |+ | foa' @) | <+ | ],
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e, quasi-dappertutto. fuori di E,,

(@, Yn,t(2), Y'n,1(2)) =12, Yo(2) 1 t0n(2), ¥’ (2)),

ne viene che la f(z, yn,t(zb y'n,«(z)) & integrabile su E,, e che, in quasi-tutto il
complementare C(X,) di E, rispetto ad (a,, b,), &, se ¢ & sufficientemente piccolo,

@, Yn,ty Y'n,0) =1(Z, Yo, Yo') + Lwonfy(Z, Yo + L0n, 100, Yo'),
donde, in virtu della (2),

| A(@, Ynyty Y'n,)) | < Vil yo' |+ (Ne4-1) | A2, yo, yo) | +Ns.

La f(%, Yn,t, Y¥'n,t) risulta, pertanto, integrabile anche su C(E,) e quindi su
tutto (ao, bo), e la Cy, ¢ & una curva ordinaria. La sua appartenenza alla classe K
& poi assicurata, se || & sufficientemente piccolo, da quanto pili sopra abbiamo
amiesso.

Per ogni ¢ tale che |#|<¢ dovra percid aversi

1) I, ,~I0,>0.
Ma & bo
Icn,,—foo=/ff(@', Yn,tr Y'n,) — (2, Yo, yo') § dz=

@
T2

= f § onfy (2, Yo+ tOwn, Yo' + t0wy’) +
40

+ i Fy (2, Yo+ B, Yo' + t0w,’) } dz,

ed essendo, quasi_-dappertutto fuori di es,1+e€y,2, wy'(£)=0, si ha, in quasi-
tutto (z., 2.), se ¢ & sufficientemente piccolo,

(12) | wnfy(2, Yo+ tOwn, Yo' + t0wn") + wn'fy (2, Yo+ tOwn, Yo' + 0wy") | <
<(by—ay) %Ni |?/0,|+N2lf($) Yo, ?/0’)|+N3+@§+¢’

dove @ indica il massimo modulo delle derivate parziali £, e 7, per tutti gli (z, %)
di A’ e per tutti gli ¥’ tali che |y’|<n+£ E siccome il secondo membro della (12)
& integrabile in tutto (a,, b,), da un noto teorema d’integrazione per serie segue
che esiste finito il limite di §Ion’t—lc‘,§ 1t per t—0, e che &

Ty

lim ({2, ,— 10} : £]= [ {oufy@, yo, 99) + 0y (@, o, 90)} o
n

e percio, tenendo conto della (11),

Z2
[ ontu(@,y0, )+ 0y & 90, ')} d2=0.
n

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. . 15
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Integrando per parti il primo termine dell’ espressione sotto il segno d’inte-
grale, otteniamo, tenendo conto delle (8),

x

z
fwn/ % fy'(xy Yo,y ?/0’) _ [fy(m, Yo, ?/ol)d.’b' { d$=01
ossia, per le (6) e (7),

@) 3fy,(x,ywo,)_f (@ Yor m’)dz%dz-——

®ny1

—/kf @ Yo, 94 —[fy<x, Yo, y)da| da.

eﬂy2

Ora &

m(e ) /}f (2, Yo, Yo')— /f (2, Yo, yo’)dzg dr=
”,i a& -_'x‘

" men,s) T —@ /%(z)dz mens )f dez%dz,

a
. ”yi
ed essendo z, un punto di %, & per z,/—z,,

' — 2z,

1 1
m(en,y) ’ ' — 1, /tpn(z)dz*(pn(z4)=fy,(x“ Yo(z1), o' (21)),

m(en,o/ de’idz*ffdz,

eny1 @
e percio

2
a8 e f o / fyda| o= fy (@, yo@), ¥ (@) — / (@ Yo, yo')dz.

ﬂ’i

Analogamente, per z,’—z,, si ha

(15)

m(en, )/3f /f dz%dx—-f (T2 Yo(22), Yo' (z2)) “ffy(x, Yo, Yo )dz.

”)2

E siccome vale la (5) e percid

, Tp— Ty m(e,.,l)
—zy = RE
Te— e m(en,g) ' —x ( 1)’

per essere z, e z, due punti di E’n, quando z,’ tende a z, anche z,’ tende a z,
Da (13), (14) e (15) segue pertanto

)

Z2
fy (@1, Yo(@1), Yo' (21)) —j fy(@, Yoy Yo' )dx="1y (22, Yo(22), Yo' (22)) —/fy(-"?r Yo, Yo')dz.
aQ a
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Ma z, e z, sono due punti qualsiasi di E, e I'uguaglianza ora scritta prova
che & in tutti i punti z di E,, vale a dire per quasi tutti gli z di £\,
r
£y (@ Yo(@), ' @) — [ 12, Yo, yo')dz—=ca,

o

a

essendo ¢, una costante. E se osserviamo che l'insieme E, & tutto contenuto

in Eny, e che ambedue questi insiemi, per #>#%,, hanno misura maggiore

di (b—a):2, possiamo affermare che & ¢,=cny4, vale a dire che, in quasi tutto

P intervallo (a, b), & :

z W

(16) 1@, 40(@), 42" @) — [ £,(2, yo, yo)dz=c (cost.).
a

Ottenuto questo risultato, liberiamoci dall’ipotesi ammessa, all’inizio del nostro
ragionamento, sull’ arco Co. Osserviamo, a tal fine, che, preso un qualsiasi punto z,
interno ad (a, b), possiamo determinare un intervallo (a, §) tale che a <a <z, <f < b,
e sufficientemente piccolo, in modo che, per I'arco y, di C, avente (a, p) per proie-
zione ortogonale sull’asse delle z, risulti senz’altro verificata I’ipotesi in questione.
Cid & conseguenza dell’aver supposto, nell’enunciato del nostro teorema, che tutti
i punti di €, ad eccezione al pit di quelli terminali, siano interni al campo A4
e di indifferenza rispetto ad 4 ed a K.

Allora, se & a<a'<b'<b, tutti i punti di (a’, b’) possono (in virti del noto
teorema di PINCHERLE-BOREL sugli insiemi di intervalli) ricoprirsi mediante un
numero finito di intervalli del tipo (a, f): (a1, B1), (azy B2)yey (ap, Bp), €d in
modo che ogni punto di (a’, ') sia ¢nferno ad almeno uno di questi (a, f;).
In ciascuno di questi (a,, fr) varra la (16), con una propria costante, vale a
dire sara

z
fy— / fydz=c,.
a

Sia (a,, B) I'intervallo (a,, f,) di indice minore che contiene nel suo interno a’.
Se (ay7, frv) & un altro intervallo dello stesso gruppo che contiene nel suo in-
terno B, (ar, pr) € (ar', frv) dovranno avere un segmento (non nullo) in co-
mune, e su di esso dovra essere quasi dappertutto

x x
fy— f fdz—cy,  fy— [ f,dz=cy.
a a

Sard percid necessariamente ¢, =c, . Per la stessa ragione, se (a,, f,) & un
intervallo dello stesso gruppo contenente f,. nel suo interno, dovra essere ¢, =
=c¢,»=¢cpn. Cosi proseguendo, poiché gli (a,, §,) sono in numero finito, ed ogni
punto di (a/, b’) & interno ad almeno uno di essi, vediamo che la (16) vale, per

-

uno stesso valore ¢’ della costante ¢, su quasi tutto (a/, b’). Ma se & a<a”<da/,
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b <b”<b,i valori ¢’ e ¢” della costante ¢ relativamente ai due intervalli (a’, ")
e (a”, b") devono essere uguali e possiamo concludere che la (16) vale, per uno
stesso valore della costante ¢, su quasi tutto (a, b).

Dalla stessa (16) segue che 7,(z, ¥o(2), ¥o'(z)) coincide quasi dappertutto
su (a, b) con una funzione continua in tutto (e, b); la 7,(z, ¥, ¥o’) & pertanto
integrabile su (a, b).

Integrando la (16) su (@, b), da @ ad z, e poi derivando, si ha I'esistenza e la
finitezza della derivata z .
= [ £@ o, yo)d

a

R

e la validitd, in tutto (a, b), dell’ uguaglianza
x k2
(A7) 2 [#0@ yo, 9z —[ 1@, yo, y)da—c,
a a

nella quale la derivata rispetto ad z deve intendersi come derivata a destra
per z=a e come derivata a sinistra per z=A2.

Cid prova che P'arco C, & un’estremaloide relativa alla funzione 7(z,y,y’) e
quindi (%) che su di esso & identicamente nulla la variazione prima smorzata del-

Vintegrale Ij: 5L =0
Co— Ve

Osservazione I. - E evidente che il risultato stabilito per I’arco C, sussiste
anche se, nell’enunciato del nostro teorema, invece della disuguaglianza (2), si
ammette che valga, quasi dappertutto su (a, d), la

| fy(:l,', yo(x) +‘P1 yol(x)) | éNﬂ I ?/or(x) ] +N2 ] f(x) ?/O(x)y ?/o'(z)) I +1/’($)1

dove y(z) & una funzione integrabile in (@, b), e intendendo che questa disugua-
glianza sia verificata per tutti i ¢ tali che || <M e per i quali il punto (2, ¥o(z) + ¢)
appartiene ad A4.

Osservazione II. - £ pure evidente che la conclusione del teorema sussiste
indipendentemente dalla disuguaglianza (2) per tutti gli archi C, (soddisfacenti
alle condizioni indicate) sui quali la y,(z) & lipschitziana.

2. - La condizione del teorema del n.° 1, relativa alla (2), & soddisfatta se,
in corrispondenza ad ogni campo limitato A’, appartenente ad A, si pos-
sono determinare cinque costanti a, m, m,, M, M,, in modo che sia a>0,
m>0, M>0 e che si abbia, per tutti ¢ punti (z,y) di A’ e per ogni y' finito,

| @y, y')|Zm |y |*+m.,
|fy(z’ Y, ?/')ISMl:l/'I“-i-Mi-

(®) Loe. cit. in (), p. 329.
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8. - Se, in ogni campo lLmitato A’, appartenente ad A, |fy(z,y,y’)| tende
uniformemente a + o per y'— + x, allora ogni estremaloide relativa alla
funzione f(z,y,y’), e appartenente ad A, é a rapporto incremeniale supe-

r@'ormente limitato.
Sia y=vy(), a<z<b

un’ estremaloide relativa alla funzione f(z,y,y’) e appartenente al campo 4, vale
a dire, una curva del campo 4 tale che la y(z) sia assolutamente continua in (a, d),
che 7,(z, y(z), ¥’ (z)) e fy(, y(z), y'(r)) risultino integrabili, pure in (a, b), e che,
in tutto questo intervallo, valga sempre 1'uguaglianza

i [ 7@ y@), v @)da— [ 10, y(@), v @)ds—c (cost),

nella quale la derivata rispetto ad  va intesa come derivata a destra per z=a
e come derivata a sinistra per z=25.
In quasi tutto (a, b), & allora

(18) @ y(@), ¥ @) —c+ [z, y(@), ' @)dz.
Posto ’

b
N=le|+[ %@ y(a), y'@)|dz,

sia Y’ un numero tale che, per ogni y’=Y’, risulti, in tutti i punti (z,y) di 4’,
11y (@9, 9)|>N+1.
Siccome dalla (18) segue, in quasi tutto (e, d),
|fy (@, y(2), y' (@) | <N,

ne viene, in quasi tutto (e, b), ¥'(z) <Y’; e per essere
z
y@—y(@)+ [y @ds,
a

se z, e T sono due punti qualsiasi di (a, b), risulta

ye)—ya) 1 [, :
—%_xjfy (z)dz <Y,
2%

Ta— o
che & precisamente quanto dovevamo dimostrare.

4. - Analogamente si dimostra che, se, in ogni campo Wmitato A', appar-
tenente ad A, |fy(z,y,y')| tende uniformemente a + oo per y'— — oo, allora
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ogni estremaloide relativa alla funzione f(z,y,y’) e appartenente ad 4, é a
rapporto incrementale inferiormente limitato.

6. - Se la funzione f(z,y,y’) é indipendente da y e se, in ogni campo
limitato A', appartenente ad A, fy(z,y') tende uniformemente, per y' —+ oo,
ad un limite 1, indipendente da z, e per ogni y' finito maggiore di un Y,
indipendente da z, é f,(z,y')+1, allora ogni estremaloide relativa alla
funzione f(z,y’) e apparienente ad A, é a rapporto incrementale superior-
mente limitato. ‘

Se & l=7 o0, cid & conseguenza del n.° 3. Supponiamo dunque che [ sia
finito. Dovendo valere la (18) in quasi tutto I'intervallo (a, ) proiezione orto-
gonale sull’asse delle z dell’ estremaloide y=y(z) considerata, si avra, in quasi
tutto I'intervallo detto, £1(z, 9(@), ¥/ (@) —c.

Se & e¢=/, risulta, in quasi tutto (@, d), ¥'(z)<Y’; se & ¢=F[, potendosi deter-
minare un numero Y” tale che, per ogni y'=Y"” sia, in tutti i punti (z,y) di 4/,

|y (@ y)—1|<|e—1],

si ha, in quasi tutto (e, b), ¥’(z)<Y”. In ambedue i casi si conclude, come si
& fatto nel n.o 3, che il rapporto incrementale della y(z) resta inferiore ad un
numero fisso.

6. - Analogamente si prova che, se la f(z,y,y’) é indipendente da y e se,
in ogni campo lUimitato A’ appartenente ad A, fy(z,y’) tende uniforme-
mente, per y'— — oo, ad un limite l, indipendente da x e, per ogni y' finito
minore di un Y', indipendente da z, é f,(z,y’)F 1, allora ogni estremaloide
relativa alla f(z,y,y’) e appartenente ad A, é a rapporto incrementale
inferiormente limitato.

7. - Dai numeri precedenti segue immediatamente che:

Se, per y' — + oo, é verificata la condizione del teorema del n.c 3 op-
pure quella del n.0o 5; se, per y'—~ — o, é verificata la condizione del n.° 4
oppure quella del n.° 6; allora ogni estremaloide relativa alla fun-
zione f(z,y,y’), e appartenente ad A, é lipschitziana.

Se ora rammentiamo (°) che, quando I’ integrale Iy & quasi-regolare normale,
su ogni estremaloide relativa alla f(z, y, ¥’) la tangente esiste sempre ed essa
sempre varia con continuitd, possiamo affermare che:

{¥) Loc. cit. in (!, p. 321. L'integrale I, & quasi-regolare normale se la fy,(a;, v,9') &
in ogni punto (z,y) del campo 4, una funzione sempre crescente, oppure sempre decrescente

della y'.
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Supposto Uintegrale I, quasi-regolare normale e supposte verificate le
condiziont della proposizione or ora stabilita, ogni estremaloide relativa
alla f(z,y,Yy’), e appartenente ad A, ha derivata sempre finita e continua
ed é un’estremale.

8. - Per giungere ai risultati, che ci proponiamo di stabilire nei ni 9 e 10,
ci occorre il seguente lemma :

Se, per ogni z tale che a<x<b, la funzione y(z) é finita e assoluta-
mente continua e verifica, per quast tutti gli z indicati, la disuguaglianza

(19) y@<y@ep)+e,  (oppure y'(2)>y(@)p(z) + o),

dove ¢ é una costante e @(z) é una funzione integrabile (nel senso del
Lebesgue) in (a, b'), per ogni b’ tale che a<b'<b, e soddisfacente inoltre

alla condizione che I integrale / p(z)dz resti limitato ;
a

allora la y(z) resta superiormente (oppure, rispettivamente, inferior-
mente) Limitata.

Se fosse sempre, per tutti gli 2 indicati, y(z) <1 (oppure, rispettiva-
mente, y(z) 2> —1), la proposizione sarebbe giad dimostrata. Supponiamo dunque
che, per un z, tale che @ <z, <b, risulti y(z;)>1 (oppure, rispettivamente,
y(z,) < —1). Indicato con z, il minore degli z di (@, z,) tale che, in tutto (z,, z,)
sia y(z)=>1 (oppure, rispettivamente, y(z) <—1) — onde sard y(z,)=1 (op-

pure, rispettivamente, y(z,)= —1) oppure z,=ga, y(z,)=y(@)==0 — avremo, in
tutto (z,, z.), (z)

v <7+ G
ed anche

g 22 < [ @)z +|e|@—20) < D+|e|(b—a),

’

dove abbiamo indicato con @ il doppio di un numero flSSO di cui ‘ / <p(z)dx‘
resta sempre inferiore. Ponendo

e?Helo—a g
avremo percio

y(z)) < Py (zo), (oppure, rispettivamente, y(z,)> Py(z,))-

Dunque, in ogni punto z tale che a<<z<b ed in cui & y(z) >1 (oppure, rispet-
tivamente, y(z) < —1), vale la disuguaglianza

y(@) <P+ |y(a))), (oppure, rispettivamente, y(z) > — P(1+|y(a)|)

la quale prova il lemma enunciato.
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Analogamente si ha:
Se, per ogni z tale che a<z<b, la funzione y(z) é finita e assoluta-
mente continua e verifica, per quast tuttt gli z indicati, la disuguaglianza

(20) Y (@)<y@)p(x)+e¢,  (oppure y'(2)=>y(@)p(z)+c),

dove ¢ é una costante e @(x) é una funzione integrabile (nel senso del

Lebesgue) in (a', b), per ognt &' tale che a<a’'<b, e soddisfacente inoltre
b

alla condizione che U integrale f @(z)dz resti limitato,; allora la y(z) resta
o
inferiormente (oppure, rispettivamente, superiormente) limitata.

9. - Supporremo, nel presente numero, che la f(z, ¥, ¥’) ammetta, finite e con-
tinue, per ogni (z,y) di 4 e per tutti i valori finiti di y’, anche le derivate
parziali £y, fyy, fyy.

Cid posto, dimostriamo che:

Se Uintegrale Io é quasi-regolare normale;

se esistono quattro costanti Y', K,, K,, K, tali che, per tutti ¢ punti (z,y)
di un’estremaloide C, [y=y.(z), a <z <0b] relativa alla f(z,y,y’) e appar-
tenente al campo A, e per tutti gli y'=Y' (oppure y' <Y') sia fyy(z,y,y')F0

ed anche fy—fyu—y'fy
@1) LY < |y Ky | +-Ko 9, ) 4+ K,
e se di piu, nel caso di K,>0, la f(z,y,y’) é integrabile sulla Cp;

allora, su tutta la C,, ad eccezione al piw del suo primo (oppure, rispet-
tivamente, secondo) punto terminale, é y, (z) < + c (oppure, rispettiva-
mente, Yo' (z) > — o).

Siccome !I'integrale Iy & supposto quasi-regolare normale, sull’ estremaloide C,
(come gia abbiamo rammentato) esiste sempre e sempre varia con continuitd la
tangente. Inoltre (7), detto 2 I’insieme dei punti dell’intervallo (a, b) in cui la y,’(z)
¢ infinita, £ risulta essere chiuso e di misura nulla. Detto Q% (oppure, rispet-
tivamente, £~) Pinsieme dei punti di Q in cui & y,’(z)=+ o (oppure, rispet-
tivamente, y,'(z)=—oc0) anche £F (e cosi £~) & chiuso e di misura nulla. Se
percid 21 (oppure, rispettivamente, ) contenesse un punto distinto da @ (op-
pure, rispettivamente, da b), esisterebbe in (@, ) almeno un intervallo contiguo
a Qt (oppure, rispettivamente, 27), (¢, d) con ¥, (d)= + oo (oppure, rispetti-
vamente, y,’(¢)= —o0). Ma, in tal caso, scelto un punto ¢’ interno a (¢, d), in
modo da aversi, in tutto (¢, d) (oppure, rispettivamente, (¢, ¢’)), ¥.'(z)>|Y’|
(oppure, rispettivamente, y,'(z) < —|Y”|), dal fatto che, escluso d (oppure, rispet-

() Loc. cit. in (}), p. 321.
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tivamente, ¢), in (¢, d) (oppure, rispettivamente, (¢, ¢’)) varrebbe !’ equazione
delle estremali nella forma
fy—tya—Y'Tyy

"n__
y £, Yy ’
e dalla (21), seguirebbe, in tutto (¢, d) (oppure, rispettivamente, (¢, ¢’)), escluso d

(oppure, rispettivamente, ¢), se & K, <0,

y0”$y0,§K4y0,§+K37
e, se & K,>0,
Yo" <y { Ky + K | 1@, Yo, o) |} + K

(oppure, rispettivamente, y,"<y,'{ K.y’ — K: | (%, yo, ') |} + K;) e quindi, per
il ne° 8, la y,'(z) risulterebbe superiormente (oppure, rispettivamente, inferior-
mente) limitata, e non potrebbe essere %, (d)= - oo (oppure, rispettivamente,
Yo'(¢)=— o).

Dunque, in tutto (a, b), ad eccezione al pit di @ (oppure, rispettivamente, b),
& %,'(z) < + oo (oppure, rispettivamente, y,'(z) > — o).

Si vede facilmente che, se nel teorema ora dimostrato st sostituisce la (21)
con la

fy—Fypa—1y'fy , ) /
@2) MR Ty Ky 4 R )
Yy

la conclusione si muta in quest’altra: che su tutta la Cy, ad eccezione al
pii del suo secondo (oppure, rispettivamente, primo) punto terminale,
¢ ¥/ ()< + < (oppure, rispettivamente, y, (z) > — o).

Osservazione. - 1 risultati stabiliti in questo numero sussistono anche se,
nelle disuguaglianze (21) e (22), all’espressione K, |y’|+ K, |f(z,y,y’)| si sosti-

tuisce I’altra , ,
K|y [+ K|z, 9, 9') |+ y(2),

yw(z) essendo una funzione integrabile in (a, b).

10. - Se la funzione f(z,y,y’) ha la forma particolare

(23) %y, y)= o y) V1497,

con ¢(z,y) funzione finita e continua, insieme con le sue derivate parziali del
10 ordine, in tutto il campo 4, i primi membri delle (21) e (22) prendono la forma

1 ’ 4
2 @Y P) L +Y")

-

e, da quanto si & stabilito nel n.° precedente, segue:
Se C, é un’estremaloide relativa alla funzione (23) ed apparitenente al
campo A, e se su di essa é sempre

o(z, y) >0, (2, ¥) =0, (oppure @u(z, y)<0),
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allora su tutta la Cy, ad eccezione al piu del primo (oppure, rispettiva-
mente, secondo) punto terminale, la y,(z) é finita.

=~

Ed invero, qui & sempre
fyy =01 +y") 10,

e, per tutti gli ¥’=0 (oppure, rispettivamente, y'<0) &

1 ’ 7 1 ’
p (py—Y @)L +y 2)<; py(1+y"),

onde la (21) risulta soddisfatta per tutti gli 4'>0 (oppure, rispettivamente, 3'<0),
ponendo K,=0, K~ K,=al massimo valore di ¢, : ¢ sulla (,, e pertanto, per la
prima proposizione del n.° 9, & ¥,'(z) < 4 oo (oppure, rispettivamente, y,’(z) > — )
su tutta la C), ad eccezione al pili del primo (oppure, rispettivamente, secondo)
punto terminale.

Per tutti gli ¥'<0 (oppure, rispettivamente, y’=>0) & poi

1 ’ 13 1 ’
g Py o)1 +y")=0 P, (1+y"),

onde la (22) risulta soddisfatta per tutti gli ¥'<<0 (oppure, rispettivamente, y’>0)
ponendo K,=0, — K,=K;=al minimo valore di ¢,:¢ sulla (%, e pertanto, in
virtih del n.° 9, & y,/(z) > — oo (oppure, rispettivamente, y,’(z) < 4 o), su tutta
la (), ad eccezione al pilu del primo (oppure, rispettivamente, secondo) punto ter-
minale.

Dalla proposizione ora dimostrata segue pure che, se é ancora valida la (23),
con @(z,y)>0 su tutta Pestremaloide Ci, e se questa estremaloide si puo
spezzare in due archi, sul primo dei quali (*) sia sempre @ (z,y)=0 e sul
secondo @,(z,y) <0, allora la y,(z) risulta finita in tuiti ¢ punti della C,,
eccettuati al pii © suol punti terminali.

CariToro II.

. Le pseudoestremaloidi.

11. - Nel presente capitolo, ammetteremo che la funzione £(z,y,y’) sia, in
tutti i punti (z, %) del campo 4 e per tutti i valori finiti di %/, finita e continua
insieme con le sue derivate parziali f.(z,¥, %) e £,y (2,4, 9") ().

Diremo che una curva

y=y(@), a<z<}h

appartenente al campo A4, & una pseudoestremaloide relativa alla funzione

(8) Vale a dire, su quello che contiene il primo punto terminale della C,.
(®) Non facciamo dunque nessuna ipotesi sull’esistenza della derivata parziale 7.
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f(z,9,%'), se la y(z) & assolutamente continua in (e, b), se la 7x(z, y(2), ¥'(z)) e
¥ espressione £(z, ¥(z), ¥'(2)) —y' (2)fy (2, y(z), ¥’ (z)) risultano integrabili in (a, d),
e se, infine, in tutto tale intervallo, vale I’uguaglianza

@) L[ @), ¥ @)~y @@ y (), ¥ (@)} da—
— [ 1@, y(@), ¥ @)dz—c (cost),

nella quale la derivata rispetto ad z del primo integrale va intesa come derivata
a destra per z=a e come derivata a sinistra per z=25.

12. - Con queste premesse, dimostriamo la seguente proposizione:

Se, in corrispondenza ad ogni campo limitato A', appartenente ad A,
st possono determinare quattro numert, maggior: di zero, M, N,, N;, N,
in modo che sia, per tutti ¢ punti (z,y) di A, per ogni y' finito e per
ogni ¢ tale che |p|<M e che (z+¢,y) sia un punto di A,
(25) @+ ey y) | <Ny |+ Ne|f@y, ') |+ Ns;

se C, é una curva ordinaria minimizzante per Iy in una classe K di
curve ordinarie C;

ogni arco C, della C, i cui punti, ad eccezione al pitv di quelli termi-
nali, siano interni al campo A e di indifferenza rispetto ad 4 ed a K,
é una pseudoestremaloide relativa alla funzione f(z,y,y’) (*°).

Sia y=yi(), a<z<bh,
la rappresentazione analitica dell’arco C, e procediamo come abbiamo fatto nella
dimostrazione del teorema del n.° 1, ammettendo, ¢» un primo fempo, la stessa
ipotesi ivi ammessa e conservando le medesime notazioni, con 1'avvertenza di
sostituire alla disuguaglianza (2) la (25), alla derivata parziale £, la 7, e, nella
definizione della ¢,(z), alla £, la f—y'f,.

Mediante la funzione w,(z), definita per mezzo delle (6) e (7), costruiamo la
curva Oy, di cui indicheremo con (&, %) il punto corrente, ponendo

E=z+lw,(z)

n=¥o(2)
Per tutti i ¢ minori in valore assoluto di un certo #, che supporremo mag-

giore di zero e minore di 1:2, la curva C, ; appartiene al campo A4’. Per tutti

Py

gli stessi £, essa & anche rappresentabile nella forma
N=mnnt(f),  W<ESby,

(26) Cn,t: Ay <z<b,.

(19 V. quanto abbiamo detto in (¥).
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con 7,,:(¢) funzione assolutamente continua. Ed infatti, la prima delle (26) defi-
nisce & come funzione assolutamente continua di z con, quasi dappertutto su (a,, bo)»

L _ 1+t (2)

dz

1 d& 3
3 <#%<s

Dunque la &(z) & funzione sempre crescente della z, con rapporto incremen-
tale sempre compreso fra 1:2 e 3:2, e la sua funzione inversa x(£) risulta percid
anch’essa sempre crescente e assolutamente continua, con

2 _dx
=<2
<& <

Pertanto la

N=Yo(2(8)) = 1, (£)

risulta funzione assolutamente continua di & in tutto (a, b,), ed & quasi dap-
pertutto, A1 e , 1
ag” ~Y" O T ey

Mostriamo che la funzione f(&, 9x,:(£), 1'n,+(£)) & integrabile in (a,, b,). Consi-
deriamo, a tal uopo, la funzione della variabile z:

(6@, yo(@), (2 )1+t (@) =B ),

Quasi dappertutto in E, @

Yo' (@)
1+t (@)
e percid la @(z) resta in modulo inferiore ad un numero fisso in quasi tutto E,,

e risulta pertanto integrabile su tale insieme.
Quasi dappertutto fuori di E, & w,/(z)=0, e percid, se |¢| & sufficientemente

piceolo /
" H(E@), Yo(@), 1) —1E@), 90(@), ¥ @) =
=1(@, Yo(2), Yo' () + L0n ()T + 1Bn, 10ns Yo(2), Yo'(2)),
e, in virtu della (25),
f(&@), yola), 2220

La &(z) risulta cosi integrabile su C(E,) e quindi su tutto (a,, bo) e, per
un noto teorema di integrazione per sostituzione, si ha

<o, |1+io/@)|<3,

< Ni|yo' |+ e+ 1) | £, Yo, Yo') |+ Ns.

bo

bo
[#(66@), 9uto), 120N 1+t @) do — [ £ 1, &), o'n, dE)
@ (]

donde, in particolare, I'integrabilita della £(&, #n,i(&), 7'n,(§)) su (@o, bo).
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La O, & dunque, per tutti i £ tali che |¢|<¢?, con ¢ sufficientemente piccolo,
una curva ordinaria, ed anche una curva della classe X. Deve quindi aversi,

per |t|<%, I,

nyt

I6,>0.

Ma &
Iy

nyt

bo bo
—To,= [ 75, tn &), 7'nilE)dE— [ 1@, y4(2), yo' (@) do—

@ o

[ #{a+ ton(@), yo(@), ;LoD + o @) — A, yo(e), 90 (@) | da—

Z2

, t0w, 'y,
—t [3%&(“‘9‘“"’ Yor Yo _1:3!«%)—
(51
o t0w,'y,’
_ 1“:}__“0‘)"_, fy' ($+t9wm Yoy Yo' — 1—{0jtw,(2') +

+a)n’f(x+twn, Yoy Ty:(o?)é dﬁ,

donde, analogamente a quanto si & veduto nel ne 1,

z2
tlin}) [flon,,—fad 1] =[§ 0uf2(T, Yo, Yo') + @[T, Yo, Yo') —y0' Ty (2, Yo, Yo')] % dz
(5t
e quindi
2]

[{ontula, yo, 9i) + 0 1@, Yo, o) =y0'Fyr @ 9o, ¥} ds=0,

&

ed anche, integrando per parti,

[ @, yo, 90V —=9i'h @, Yo, 90) = [ £:a, Yo, yo)dz| dz =0,

o a
da cui

z
f%f(x’ Yo, yo,)“yo’fy'(x, Yo, ?/o,) —‘j fw(x, Yo, yo')d$€ dx=[§ .g dz.
envi a ét,z

Ragionando ora analogamente a quanto si & gia fatto nel n.° 1, si giunge alla

uguaglianza
x,

21y Yo(21), Yo' (21)) — Yo (@) Fy (21, Yo(@1), Yo' (21)) ——/fw(z, Yo, Yo' )dz=

a &2
=12, Yo(22), Yo' (22)) — Yo (@) Fy (T2) Yo(22), Yo' (22)) — [fx(x, Yo, Yo')dz,

a

dalla quale poi si deduce che & quasi dappertutto in (a, b),

(27) £z, yo(@), ¥/ (2)) —yo' @)y (@, Yo(2), ¥o'(2)) —f 1:(2) Yo, yo'Ydz=c (cost.),

@
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e che tale uguaglianza vale indipendentemente dall’ipotesi supplementare ammessa
nel principio della dimostrazione. Dalla (27) segue, infine, per considerazioni ana-
loghe a quelle svolte al termine della dimostrazione del n.° 1, che sull’arco C, vale
la (24), e ciod che arco C, & una pseudoestremaloide relativa alla 7(z, %Y.

Osservazione I. - 11 risultato stabilito per I’arco O, sussiste anche se nel-
I enunciato del teorema, invece della disuguaglianza (25), si ammette che valga,
quasi dappertutto su (a, d), la

|72+ @ Yo(@), o' (@) | < Vi |yo' (@) [+ V2 | (2, Yo(2), 3o’ (@) +v(2),

dove y(z) & una funzione integrabile in (a, ), e intendendo che questa dis-
uguaglianza sia verificata per tutti quei ¢ tali che |@|<M e per i quali il
punto (z-+ ¢, ¥o(z)) appartiene ad 4.

Osservazione II. - La conclusione del teorema sussiste indipendentemente
dalla disuguaglianza (25) per tutti quegli archi C, (soddisfacenti alle condizioni
indicate), sui quali la y,(z) & lipschitziana.

Osservazione III. - Nel teorema qui dimostrato, I'ipotesi che tutti i punti
dell’arco C,, ad eccezione al pitt di quelli terminali, siano interni al campo 4,
pud essere sostituita con la seguente: che ogni punto di C,, ad eccezione al
pie di quelli terminali, sia centro di un cerchio (di raggio non nullo) tale
che quelli dei suot punti che appartengono al minimo rettangolo, a lati
paralleli agli asst z e y, contenente Co, appartengano pure al campo A.

Osservazione IV. - La condizione del teorema relativa alla (25) & soddisfatta
se, in corrispondenza ad ogni campo limitato A’, appartenente ad A, st
possono determinare cinque costanti, a, m, m,, M, M,, in modo che sia a>0,
m>0, M>0, e che st abbia, per tutti ¢ punti (z,y) di A e per ogni y’ finito,

If(z’ ?[7 y')lZmly'l“—l—m“
oz, 4,y ) | < My |*+ M.

18. - Analogamente a quanto si & dimostrato nei n.! 3 e 4, si prova che:

Se, in ogni’ campo limitato A', appartenente ad A, |f—y'f,| tende uni-
formemente a + oo per y'— -+ oo, allora ogni pseudoestremaloide relativa
alla funzione f(z,y, y') e appartenente ad 4, é a rapporto incrementale
superiormente limitato.

Se, invece, in A', |f—y'fy| tende uniformemente a + o per y'— —oo,
ognt pseudoestremaloide relativa alla f(z,y,y’) e appartenente ad A, é a
rapporto incrementale inferiormente limitato.

14. - Conformemente a quanto si & provato nei ni 5 e 6, si ha poi che:

Se la f(z,y,y') é indipendente dalla z, e se, in ogni campo limitato A’,
appartenente ad A, f—y'f, tende uniformemente, per y'— + co, ad un limaste 1,
indipendente da y, e per ogni y' finito maggiore di un Y', indipendente
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da y, é f—y'f,=+1, allora ogni pseudoestremaloide relativa alla f(y, y') e
appartenente ad A, é a rapporto incrementale superiormente limitato.
Se, invece, in A, f—y'f, tende uniformemente ad un limite 1, indipen-
dente da y, per y'—— oo, e per ogni y' finito minore di un Y', indipen-
dente da y, é F—y'f,+1, ogni pseudoestremaloide relativa alla f(y,y') e
appartenente ad A, é a rapporto incrementale inferiormente limitato.

15. - Supponiamo che la #(z,y,y’) ammetta anche, continua, la f,(z, ¥, %) in
tutti i punti (z,y) di 4 e per tutti gli ¢’ finiti. Allora:

Se alle ipotesi poste mel teorema del n.o 12 si aggiunge U allra che,
per y' —+ o, sia verificata la condizione considerata nel n.c 13 oppure
quella del n.o 14, e cosi pure, per y' -~ — oo, ognuno degli archi C, del teo-
rema citato é un’estremaloide a rapporto incrementale limitato.

Ed infatti, in virtd dei risultati dei n.12, 18 e 14, ognuno degli archi C, &

a rapporto incrementale limitato e dall’osservazione II del n.° 1 segue che C, &
un’ estremaloide.

16. - Se in un punto (z,y) del campo 4 & |7,(z,y,y’)|— + o, per y'— + oo,
preso ad arbitrio un numero M >0, si pud determinare un Y’ tale che, per
ogni y'2Y’ sia sempre f(z, y, y') > M, oppure sempre f(z, y, y') < — M, e pertanto

.
(2,9, y) =29, ')+ / fy(@,9,y)ay' >y, Y)+ My’ —Y')
bl

oppure, rispettivamente,
f(zy Y, ?/,) <f($7 Y, Y,)”'M(?/’— Y,) ’
e percid, per y’ sufficientemente grande,

flz,y,y') > M

fz ! M
% =S (,y,y)<__

oppure o 90

e quindi, in ogni caso,
(28)

—*+00

fiz,y,y') ‘
y’

per y'— + co. Ed analogamente per g’ — oo, se per y’'—~ — o0 & | £, (2,%,y’) |~ + co.

Viceversa, se l'integrale Iy é quasi-regolare (*') e, in un punito (z,y)
di A, per y' — + o (oppure y' — — ) vale la (28), allora vale anche
la |fy(2,y,y')|~+ cc. Ed infatti, per essere I quasi-regolare, la f,, come fun-

() L’integrale I, & quasi-regolare se la fy.(x, y,y') & in ogni punto (z, y) del campo 4,
una funzione della y' sempre non decrescente oppure sempre non crescente.
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zione di y’, & monotona e per y'—+ oo ammette limite, finito o no. Se questo
limite fosse finito, chiamatolo /, si avrebbe, per ogni ¥’ di un certo Y’,

f(z,?;,,Y’)’+(ll|+1)(1+‘%D

f(w,:,,y’) ‘ <

e non potrebbe valere la (28). Analogamente, per y'— — co.

Se Uintegrale Iy é quasi-regolare e, in un punto (z,y) di 4, per y’'— + oo
(oppure per y'—— ), vale la (28), allora vale anche la |f—y'fy|—+ . Ed
invero, se & y'>Y’' >0,

Ef(zy Y, ?//) _?//fy’(x’ Y, ?/’) § - ff(zy Y YI) - Y/fy'(xy Y Y/)§=
=Y'{fy(,y, Y)—1fy(@ 9, v)}+y t @y, v)— @y, )}

con fy(z, y,?/’) compreso fra f,(z,vy,y’) e f,(,y, Y’). Supponendo, per fissare
le idee, Ip quasi-regolare positivo, si ha

tra, yy YV <Fy(@, 9, V)< Fy@ 0, ¥)
onde '
(29) @y, y) =yt y, y) =, 9, V)= YTy V)<
SY’Efy'(x» Y Yl)_fy'(z) Y ?/')f

e siccome, per quanto si & provato piut sopra, & £(z,y, y’)—~+ oo per '+ >,
ne viene il risultato annunciato.
Si ragiona nello stesso modo se & ¥’ <Y’'<0, con y'——oco (*?).
Osservazione. - Se, ad ogni parte limitata A4’ del campo 4, corrispondono
tre numeri a, m,, m;, con a>1, m, >0, in modo che sia, per ogni (z,y) di 4’
e per ogni ¥’ finito
P gnl ¥ ’ f(zfy’y’)2mi‘?/la+m2’
la condizione (28) & verificata per |y’|—~+ oo; ed & verificata uniformemente in
tutto 4’.

CaritToLo III.

Le estremanti degli integrali quasi-regolari normali.

17. - Vogliamo ora occuparci delle proprietd delle estremanti degli integrali
quasi-regolari normali, indipendentemente dalle ipotesi espresse dalle disugua-
glianze (2) e (25). Ammetteremo, a questo scopo, e in tutto il presente capitolo,
che la funzione f(z,y,y’) e la sua derivata parziale f,(z,y,y’) abbiano, finite e

(*?) Osserviamo che dalla |f—y’fy.|—>+oo, per y' —-4 0o (oppure y’'——o0), non segue
affatto 1a (28) anche supponendo che I, sia quasi-regolare. Per convincersene, basta consi-

1 —
derare la funzione f(z,y,y’) uguale a E(y’—-l) per y' <1 e uguale a y'— Vy’ per y' >1.
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continue, tutte le loro derivate parziali dei primi due ordini, in ogni punto (z, %)
di 4 e per ogni valore finito di y’.

Con queste ipotesi, possiamo dimostrare il seguente teorema :

Se Ip é un integrale quasi-regolare normale;

se Cy é una curva ordinaria mintmante per Iy in una classe K di curve
ordinarie C,;

- se Cy [y=yo(z), a<z<b] é un arco della C, avente tutti i suoi punts,
ad eccezione al piw di quelli terminali, interni al campo A e di indiffe-
renza rispetto ad A ed a K;

allora :
1°) in ogni punto di C, esiste sempre la tangente (tangente a destra
nel primo punio terminale e tangente a sinistra nel secondo) ed essa varia
sempre con continuild;
20) eccettuati ¢ punti di (a, b) appartenenti ad un insieme Q chiuso
e di misura nulla (che pud anche non esistere), in tutti glii altri la y, (z)
¢é finita e continua, ed é verificata lequazione di Eulero

d

(30) = ty—1fy=0.

Che la tangente (nel senso indicato, per i punti terminali) esista sempre
su C, risulta da quanto & stato stabilito nei citati Fondamenti.... (Vol. II,
pag. 368). Inoltre, sempre da quanto fu stabilito nel luogo ora indicato, risulta
anche che, se z, & un punto di (a, b) in cui la y,/(z) & finita ed in cui &, di
pill, Fyy (2o, Yo(20), ¥o'(25)) 0, il punto (2, yo(2,)) della C, & interno ad un
areo di tale curva che & un’estremale, oppure & il primo o il secondo punto
terminale di un simile arco, se & z,—a o z,=b), rispettivamente. Pertanto, la y,’(z)
& continua per r=gz,.

Sia ora z un punto di (a, ) in cui la y,’(z) risulta finita, ed &

fyy (@, y0(2), Yo' (7)) =0.

Supponiamo, se & possibile, che in z la ¥,/ (z) non sia continua. Allora, detti m
e M rispettivamente il minimo ed il massimo limite dei valori di y,’(z) per z—z
(minimo e massimo limite che potranno anche essere infiniti), avremo m <M.
Scegliamo un u in modo che si abbia m<u<M e £ (7, yo(), u)+0; fissiamo
poi due numeri maggiori di zero, 6 e %, in modo che, per tutti gli 2 di (a, b)
soddisfacenti alla disuguaglianza |2—Z|<d e per tutti i p’ tali che |u/ —pu|<7,

sia sempre ,
fyy (@, yo(2), w)=F0.

Potremo sempre trovare, vicini ad z quanto vogliamo, due punti 2’ e z” in ma-

niera che risulti o n
¥/ (@) <u<yd@"),
Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 16



234 L. ToNELLI: Sulle proprieta delle estremant:

e quindi anche (compreso fra 2’ e z”) un z, con
Yo' (@) =p.

Allora, per quanto si & gia detto, il punto (z., ¥.(2.)) & ¢nierno ad un arco a
di C,, tutto contenuto fra le rette t=2—3J e z==z+44, che & un’estremale. Ma
se 0 & stato preso sufficientemente piceolo, su tutto I’arco a &

|90’ (@) —y' (@) | <7 (%)

ed il massimo di tali archi a deve necessariamente contenere il punto (z, y,(z))
come punto interno se & a<z<b, come primo o secondo punto terminale se
& T=a o z=0>, rispettivamente. Dunque, anche nel punto z la y,’(z) risulta con-
tinua, e (7, ¥o(z)) & un punto interno o primo o secondo punto terminale di un
arco di estremale, a seconda che ¢ a<z<b o T=a o z=0.

Restano a considerarsi i punti di (a, d) in cui la y,’(z) & infinita. Indiche-
remo con 2 linsieme di questi punti. Dopo quanto si & gia veduto, 2 risulta
chiuso; e risulta pure di misura nulla, perché la y,(z) & funzione assolutamente
continua. Proviamo che anche nei punti della C, corrispondente ad £ la tangente
varia con continuitd. Sia w un punto di 2 e, per fissare le idee, supponiamo
che si abbia y,’(w)= 4+ co. Detto m il minimo limite dei valori di y,’(z) per z— w,
se la tangente a C, non variasse con continuitd nel punto (w, Yo(w)) dovrebbe
essere m < + oco. Se cosi fosse, fissato un numero finito u>m e tale che
fyy(w, yo(w), u) =0, ripetendo il ragionamento fatto pili sopra si giungerebbe
alla conclusione che y,’(w) dovrebbe essere finito. Con ¢id la proposizione enun-

-~

ciata & provata.

18. - Per Uarco C, considerato nel teorema del numero precedente val-
gono ¢ risultati stabiliti per le estremaloidi net n.t 3, 4, 5, 6, 7, purché st
aggiunga la condizione che la f,(z,y,(2),y, (2)) risulti integrabile su (a, b);
valgono pure ¢ risultati stabiliti per le estremaloidi nei n.t 9 e 10; val-
gono, infine, anche i risultati dati per le pseudoestremaloidi net n. 13
e 14, purché si aggiunga la condizione che la fy(z,y.(2), yo'(2)) risulti inte-
grabile su (a, b).

Supponiamo verificata la condizione posta nel teorema del n.° 3 con I’ aggiunta
dell’integrabilita di 7,(z, ¥o(2), ¥.'()) su (a, b). Allora, per ogni intervallo di (a, b)
contiguo all’insieme £ definito nel numero precedente, I’arco corrispondente
di C, risulta un’estremaloide e su di essa, per il n.° 3, la y,’(z) resta superior-
mente limitata. Nei punti terminali di tale arco (esclusi eventualmente quelli
coincidenti coi punti terminali di C,) & dunque %,/(z)— —oco. Ma ogni punto

(%) Loe. ecit. in (!), n.o 108,
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di 2, che non sia un estremo di un intervallo contiguo, & punto di accumula-
zione di tali estremi; e per la continuitd della tangente su tutto C,, ne viene
che, in ogni punto di 2, & y,/(z)=—o0, e la y,(z) & a rapporto incrementale
superiormente limitato su tutto Co.

Analogamente per i risultati corrispondenti a quelli dei n.l 4, 5, 6, 7.

Per provare i risultati corrispondenti a quelli dei ni 9 e 10, basta ripetere
per Tarco C, i ragionamenti fatti nei numeri detti per le estremaloidi.

Per quanto, infine, riguarda i risultati corrispondenti a quelli dei n.! 13 e 14,
basta osservare che, per I'ammessa integrabilita di 7.(z, ¥.(2), o' (z)) su (a, d),

-

ogni intervallo contiguo a 2 da su C, un arco che & una pseudoestremaloide.

19. - Se, sull’ arco C, considerato nel teorema del n.o 17, é quasi dap-
pertutto

(1)  £(% yo(@), ¥/ () Z @),  (oppure £y(z, Yo(2), Yo' (2)) < p(2))

con @(z) funzione integrabile (nel semso del Lebesgue) in (a, b), e se,
inoltre, |f,(z,9,y')|, n tutti ¢ punti (z,y) di C,, tende uniformemente
a +oo per |y |—+00, allora la y,/(z) pub essere infinita soltanto nei
punti terminali di C,, e st ha Yo' (@) < + 00, yy'(b) > —© (oppure, rispetti-
vamente, y,'(a)>— o0, Y,/ (b) < + ).

Sia, infafti, (¢, &) un intervallo di (a, b) contiguo all’insieme £ definito nel
n.° 17, e indichiamo con (z,, z;) un intervallo ¢énterno a (¢, d). In (z., 2;) la y,'(z)
¢ sempre finita e continua e 1’arco corrispondente su C, & percid un’estremale.
E pertanto

Z2
(32) ffy(f", Yo, Yo )AT=Fy(T2, Yo(22), Yo' (22)) — Ty (s, Yo(21), Yo' (24))-
n

Osserviamo ora che, se I'insieme £ esiste effettivamente, per le condizioni qui
poste, per essere C, un arco di curva minimante come & detto nell’ enunciato
del teorema del n. 17, e per essere Iy un integrale quasi-regolare normale,
questo integrale deve risultare quasi-regolare positivo e pertanto nei punti
di 50 deve essere

fy'(zr Y% Y')—~+ oo, per y'—+ oo,

fy(@y,y')—~—o0,  per y'——oo.

Se quindi, nella (32), facciamo tendere z, a ¢, vediamo che, per la (31), il primo
membro dell’ uguaglianza o resta finito o tende a + oo (oppure, rispettivamente,
a — o), e vediamo percid che %,’(z,) non pud tendere a + oo (oppure, rispetti-
vamente, a — o0). Dunque o & ¥,’(¢) = — co (oppure, rispettivamente, y,’(¢c) = + =)
oppure ¢ non appartiene ad £, il che pud avvenire soltanto se & ¢=a, con @ non
appartenente ad £2. Analogamente, facendo tendere z, a d, otteniamo y,’(d) > — oo
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(oppure, rispettivamente, ¥, (d) < + o). Da cid risulta che non possono esistere
punti isolati di £ ¢nfernt ad (a,b) e che £ non pud neppure avere dei punti
di accumulazione, data la continuith della variazione della tangente su C,. Se ne
tonclude che ad £ possono tutt’al pitt appartenere soltanto @ e b, e che si ha
Yo' (@) < 4 00, y,'(b) > — oo (oppure, rispettivamente, y," (@) > — oo, ¥,'(b) < + ).

20. - Se, sull’ arco C, considerato nel teorema del n.o 17, ¢ quast dap-
pertutto

(33)  fa(®, yo(@), ' (2))Z @(2),  (oppure fo(2, Yo(2), Yo' (2)) < p(2))

con @(zr) funzione integrabile (nel senso del Lebesgue) in (a, b), e se,
inoltre, |F—y'fy|, in tutti ¢ punti (z,y) di Cs, tende uniformemente a +
per |y |— + o, allora la y,/(z) ¢, in (a, b), ovunque finita, eccettuato al piu
Uestremo a (oppure, rispettivamente, b).

Si consideri, anche qui, un intervallo (zi, ;) ¢nferno ad un intervallo (¢, d),
di (a, b), contiguo all’insieme £2 del n.° 17. Per quanto si & stabilito nel n.c 12
(osservazione II), Parco di C, corrispondente a (zi, Z) & una pseudoestremaloide
e pud scriversi z
(34) | £ty yo, 9o =1~y k==Y Fy Lo

z

dove, per semplicita di scrittura, &

F—4'Fyle, = @iy yo(@i), Yo' (@) —yo' @)y (s Yo(2), Yo' (23)).

Se £ esiste effettivamente, per le ragioni giad esposte al numero precedente I’in-
tegrale Ip risulta quasi-regolare positivo, e dalla (29) segue che, per y’ >0,
I’ espressione f—y'f,, come funzione della sola y’, & non crescente; ed analo-
gamente si prova che la medesima espressione, per ¥’ <0 & non decrescente.
Deve dunque essere, in ogni punto (z,y) di C,, in virtt dell’ ipotesi ammessa
nell’ enunciato,

(35) f—y'fp— — oo,

per |y'|— + oco.

Allora, facendo tendere, nella (34), z, a d (oppure, rispettivamente, z, a ¢),
vediamo che d (oppure, rispettivamente, ¢) non pud appartenere ad £, perché se
vi appartenesse, si avrebbe per il primo membro il limite — oo (oppure, rispet-
tivamente, + oo0) in contrasto con la (33). Dunque deve essere d=>b (oppure,
rispettivamente, c=a) con b (oppure, rispettivamente, ) non appartenente ad £.
E siccome cid vale per ogni intervallo contiguo ad £, ne risulta che £ pud
contenere al pilt il solo punto @ (oppure, rispettivamente, ).
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21. - Termineremo mostrando, con un esempio, che I'insieme £, considerato
nel teorema del n.° 17, pud esistere effettivamente anche nel caso di un inte-
grale Iy regolare (*).

Consideriamo, nel piano (z,y), i due punti P,=(0,p) e P,=(1,p). Se p &
positivo e sufficientemente grande, esiste nel piano (z,y) un arco I" di catenaria,
avente i punti terminali in P, e P,, il quale da il minimo per 1'integrale

/ yds

%

e

(dove ds rappresenta il differenziale della lunghezza dell’arco della @), nella classe
di tutte le curve continue e rettificabili che congiungono P, e P, e che giacciono
nel semipiano » >0. Indichiamo con R il rettangolo avente per vertici opposti
il punto P, ed il punto (0, d), con é positivo e minore della minima ordinata y
di I, e fissiamo, nel piano (z,y), un nuovo sistema di assi cartesiani ortogo-
nali (& 75) aventi la stessa origine degli assi z e y, e scelti in modo che I'asse
della 7 risulti parallelo alla tangente all’arco I' nel punto P;.

Siano &, e & i valori di & corrispondenti a P, e P, (e supponiamo &, <§&;), e

y=at+by

la y di un generico punto del nostro piano, avente per coordinate, nel nuovo
sistema, & e 7. ’
L’arco I, riferito al nuovo sistema di assi, ammetterd un’equazione

n="n0(%),

con #,(&) funzione assolutamente continua; ed & evidente che, fra tutte le curve
del nostro piano congiungenti P, e P;, tutte giacenti nel rettangolo R e rappre-
sentabili, se riferite agli assi & e #, con un’equazione n=1n(§), dove (&) & fun-
zione assolutamente continua, I' da il minimo per I’integrale

133
(36) [ (@&+ba) VT Hods,
&
il quale, nel rettangolo R & un ¢ntegrale regolare.
Per la curva minimante I la #,/(£) risulta finita e continua per ogni & tale
che £,<<£<§&;; risulta invece infinita per £=¢&,. Dunque, per questa curva mini-
mante, U'insieme £ di cui si parla nell’enunciato del teorema del n.° 17, esiste

effettivamente. Osserviamo che I, nel sistema di riferimento (&, #), & un’estre-
maloide relativa all’integrale (36).

(%) L’ integrale I, & regolare, se, in ogni punto (z, y) del campo 4, & sempre fy,y.(z, Y, ¥')==0,
per tutti i valori finiti di ¥’'.



