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SULLE CONDIZIONI SUFFICIENTI
PER LE SUCCESSIONI DI FOURIER (%

di LAMBERTO CESARI (Pisa).

Sia o]
1) %ao + ] (an cos nz+ by, sen nz)

n—1

una serie trigonometrica e sia
2) @y, @i, by, asy bryy Qny Dpye

la successione dei suoi coefficienti. Si dice che la (2) & una successione di FOURIER,
e quindi che la (1) & una serie di FOURIER, se esiste una funzione #(z), perio-
dica, di periodo 2, integrabile’ secondo LEBESGUE in (0, 27) e tale che tutti i
termini (2) si possano ottenere da essa mediante le note formule di EULERO-
yFOURIER. Data a caso una successione essa non & in generale di FOURIER. Noi
ci occupiamo nel presente lavoro delle condizioni sufficienti affinché una data-
successione sia di FOURIER.

E noto il seguente teorema di SzIDON (%):
[o 0] Qo
«Se ay,—0 e se la serie >)|da,|lgn converge, la serie %ao—l-z a, oS NT

n=1 n—1
e ] o]

& di FOURIER. Se b,— 0 e se la serie ) | 4b,|lg n converge, la serie | b, sen nz
& di FOURIER ». n—t ’ n—1

Sono noti inoltre i seguenti teoremi :

Teorema di YouNe (3): « Se a,—~0 e se per ogni n, 4°a,=0, la serie

[eo)
1 s
3%+ > ancos nz & di FOURIER ».

n=1

(*) I1 presente lavoro costituisce la parte essenziale della mia tesi di Laurea, discussa
nel giugno 1933, presso 1’ Universita di Pisa. C. N. MoorE nel Bulletin of the American
Math. Soc., p. 346, ha annunciato un teorema che compare anche nel mio lavoro (vedi § 3,
n. 21). To ho preso conoscenza di cid solo quando questa mia memoria era gid pronta per
la stampa.

() Vedi 8. SzipoN: Reihentheoretische Sdtze und thre Anwendungen in der Theorie der
Fourierschen Reihen. Math. Zeitschr., Bd. 10 (1921), pp. 121-127.

() Vedi W. H. YoUNG: On the Fourier series of bounded function. Proc. London Math.
Soe., S. 2, Vol. 12 (1913), pp. 41-70.
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106 L. CESARI: Sulle condizioni sufficienti
@
Teorema di KOLMOGOROFF (*): «Se a,—~0 e se la serie Z | A2, |n con-

n=1

=

o
verge, la serie %%—FE a, cos nr & di FOURIER ».
n=1

Il teorema di YOUNG & un caso particolare del teorema di KOLMOGOROFF.

Per collegare, e possibilmente estendere, questi teoremi, noi faceciamo uso, nel
presente lavoro, del noto concetto delle differenze di ordine reale qualunque
di una successione.

Mediante le differenze di ordine <1 delle successioni [a,] e [b,], stabili-
remo (§ 2) nuove condizioni sufficienti sia per le serie di soli seni, sia per le
serie di soli coseni, e indipendenti dal teorema di SZIDON.

Facendo uso invece delle differenze di ordine >1 della successione [a@,] stabi-
liremo (§ 3), per le serie di soli coseni, due teoremi che generalizzano rispetti-
vamente i teoremi di YOUNG e di KOLMOGOROFF.

Per giungere a questi risultati ci sara necessario far precedere aleuni teoremi
sulle differenze di ordine reale qualunque di una successione tendente a zero e
che dimostreremo rapidamente (§ 1).

§ 1.

1. - Sia [a,] una successione limitata e sia 620 un numero reale. Si dicono
differenze di ordine ¢ della successione [a,] i numeri

o= (= 1)(7) anmse, *n=0,1,2,.) ().
£=—0

Essendo ¢ e ¢ due numeri reali e positivi & sempre A¢(4°a,)=At°a,.

Nell’ipotesi poi che lim @,=0, & anche, per ogni ¢>0, lim 4’a,=0.
n—QoC n—-0o

2. - TEOREMA. - Se a,— 0, per ognt 0<o'<o<1, si ha

a0
, o' —¢
) Aoan=t§(—1)t( ) )Avaw.
Supponiamo ¢==1. Dall’ipotesi che a,— 0, segue la convergenza della serie
© ptaq
Z Aay,. Poniamo gp,q=2 Aa, e indichiamo con ¢, il limite superiore dei nu-
n—0 n=p
meri |gp,q|, (9=0,1,2,...). Manifestamente lim &,=0.
p—>

(#) Vedi A. KoLMOGOROFF: Sur lordre de grandeur des coefficients de la série de
Fourier-Lebesgue. Bulletin International de I’Ac. Pol. des sciences et des lettres, S. A (1923),
pp. 83-86.

(®) Vedi HoBsoN: Theory of Functions of @ Real Variable. II ed., Vol. II (1926), pag. 79.
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Consideriamo le serie
= (1(77 Y e
§=0

Poiché i numeri (—1)3(0 _1), (s=0,1,2,..) sono positivi, minori di 1 e decre-
b ax']
scenti, ogni resto ¢’ ,— Z( 1)8( )Aan_,_s ¢ in modulo minore del massimo

dei numeri |0,p nipigl (q =0,1,2,..,9) e quindi |¢’y, 4 <en,p qualunque sia q

e infine lim Qp ¢=0. Le serie (3) dunque convergono. D’altronde |b,|<e, e
p—
quindi lim b =0.
n —oo
Osserviamo ora che

=§ (_1)8( )a"—l-s—z( 1)8( )an+1+s=

§=0 s=0

@© !
—3 (=1 (" + 1) Opps= A7 — A(47 ),
s=0

s

onde b,=A4"a,+ C, dove ' & una costante opportuna. Ma poiche

lim b,=0=lim 4°a,,
7n—-00 n-—Q0
si avra C=0 e quindi b,=4a,.

Sia ora o<1. Allora, per quanto si & dimostrato,

@ S0 Aan+t—2( 1>t("“’)2< ~1("] ") dansere—
t=0
d c—1
=3 (- >mAan+m2( JWSE

m=0 t-+s=m
o L ey N e B
=é (—1)m ("'— 1>Aan+m+
m=0
e

Ora per ¢ — oo la prima delle somme (4) tende, per quanto si & dimostrato, a 47 a,,.

Consideriamo ora i numeri E( 1)t (G _a> (— 1)"‘—‘( ) (m=q+1,q+2,..),
t_
che sono tutti positivi. Essi inoltre sono minori di

S (=07 (= ) == om(7 ) <1,

=0
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Essi infine vanno decrescendo. Infatti la differenza tra uno di essi e il succes-
sivo & data dalla somma

[ B R
BT e

certamente positiva essendo positivi tutti i suoi termini. Ragionando come dianzi
si vede che la seconda delle somme (4) tende a zero al crescere di g.

8. - Osservazione. - Il teorema precedente vale per ogni ¢=d' =0, tali
che o—d'<1. Infatti & A°a,=A4°"(4°a,), lim 4°a,=0, onde, per il teorema
precedente, no®

A% @, — 2( 1)t(°—") A7 (47 @) = Z( 1)t( )Aoan

=0 t=0

4, - L’ osservazione precedente ci permette di dimostrare il seguente
TEOREMA. - Se a, — 0, per ognt 6>¢20, st ha

(5) A%, —2 Z 2 Z 2( 1)t< :+p)A"an+¢
My =Mp My o= My, M1=Mp =" =0
dove p=E(c—d) (°).
Infatti & 6>0'+p e 6—0o'—p<1, quindi

= o'—o-4p
Ao g, =) (——1)‘( ) )A"an+t.
=0
mt-q
Ma essendo APte.q,=A(A?t°'a,) si ha D APH = AP " ay, — AP 0,
n=m,

e poiche, per ¢ —oo, im APt @y .., =0, &

o]
) 4rtd g, = Arto g,

Analogamente n=m
(e o] @
pt-o'—1 = Apto'—2 o'+1 — Ao’
>4 Ay =4 Amgyey D, 4 O, =4 Cn ,
my=mz m, =m

p—i D
e con cio il teorema & dimostrato.

5. - TEOREMA. - Se a,—0 e se per un ¢>0 e per ognt n st ha A°a,>0,
Qo

la serie Y, A°ay - n°~* converge.
n=1

.

(°) Diciamo E(z) il piu grande intero contenuto in z.
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Sia ¢’20 un numero qualunque <o, onde, per il teorema precedente, vale
la (5). Essendo A°a,.;>0, la serie (p-+1)"P12 (5) ha i termini tutti non nega-
tivi, e poiche essa converge iterandone le somme nel modo indicato dalla (5)
stessa, essa converge assolutamente e quindi converge anche iterandone le somme
in un altro modo qualsiasi e le varie somme sono tutte uguali tra loro. Quindi
si avrd:

n n n n
Ky =) Z( 1>t("‘°+”)man+t2 3.3 3=
nzm ‘m mp 2~mp 1 Mo==nt3 M1==M2

[
M8

("t é (=177 ) sy =

n=m,
o n—my~+p—1\(o'—c+p
— ﬁ "amz (_1)t< pp—-l )( : )
m=m ntt=m ’

L
E infine

, o o'—o
A"amp=2(—1)"< ) )A”amp+n.
n=0

La serie ora scritta converge per cid che si & detto. Da qui segue in particolare la
[ee]

convergenza della serie > (— 1)“( )A"an ossia della serie Z dca, (n +:—1).
n=0 n=0
Ricordiamo ora che, per ogni v> —1, &
. n+tzt nt _ .
©) ,,limm< n ) mts— 1 O
e +o—1
onde, dalla convergenza della serie 2 Aa, (n n_ ), segue quella della
[ee] n=0 :
serie > A°ay + no1.
n=1
@©
6. - TEOREMA. - Se a,—0 e se, per un 0>0, la serie >, |d°ay| - n°~* con-

n—1

© '
verge, per ogni 0<d' <o, si ha A°a,=>, (—1)t(6 : o) A%y s,
t=0

Per il teorema del n.° 4 vale la (5). La serie (p+ 1) che si ottiene sosti-
tuendo ai termini della (5) i loro valori assoluti &

(7) > - X

m =m, —m, m1=mg N=mM;

7/ 8

M s

(T

I

(") I'(z) & la nota funzione di EULERO. Si veda al § 3 in nota una dimostrazione di
questa formula.
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Da qui, invertendo, nel modo che si & fatto nel teorema precedente, I’ ordine

X i
delle sommatorie, si ha la serie 2 ( —1)"(6 " 6) | A“amern | ossia la serie
e 6—o'—1 w0
> |A”amp+n|<n+ N ) certamente minorante, per la (6), della serie conver-
n=0 e}
gente le A yn | - m
P

Sotto le ipotesi del nostro teorema la (7) dunque converge assolutamente,

onde altrettanto accade della (5) e la somma di questa serie sard indipendente

dall’ ordine delle sommazioni. Sara cioe

47 am, =§0(—1)n("';") LI

0]
7. - TEOREMA. - Se a,—~0 e se per un 0>0 la serie >, |A°a,|- n"
n—1
converge e se ¢ ¢ un numero qualsiast tale che 0< o' <o, anche la
[e o)

serie >, | A”ay,| - no~* converge.
. n=1
Infatti, per il teorema del n.° 6, si pud serivere

@ '
A ay= (—1)t(“ t_G>A"an+t.
t—0

(e o]
D’ altronde, dall’ipotesi fatta, segue che la serie ) ]A”aml(m +7;:_1> converge.

@ " m=0
Ora la serie ) (—1)”(7:)|A"'a,,| & minorante della serie
n=0
et — o'\ o'—o
® S =01 (57) S (7T ) 4anl,
n=0 t=0

=~

la quale & una serie doppia, a termini tutti positivi, sommata per righe. Som-
mata per diagonali, questa da la serie semplice convergente :

720' Aaaﬁltgm(—nﬂ'xo’; 6) Emgj__ol Aoy, l(m —}—7: — 1) .

La serie doppia (8) dunque converge e quindi altrettanto accade della

@ !

serie ) (——1)”(_;&6)]11"'%[. Da qui infine, per la (6), segue la convergenza
n=0 o]

della serie D\ |4%ay| - n*

n—=1
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8. - In modo analogo si dimostra il ©
TEOREMA. - Se a,—~0 e se, per un 6>0, la serie >, | A°a,|n"~* Ign
n=1

converge e se o é un numero qualsiasi tale che 0< o' <o, anche la

serie 2 |47, | n”—*1gn converge.
—t
[ee]
9. - TEOREMA. - Se, per un 0>0, la serie ) |4d°a,| converge, per ogni
oc n=0
altro o> o, anche la serie >,| A" a,| converge.
Infatti, essendo n=0

A7 Q= A7~ A7a) — 2( 1)t( )A Gy,

t=0

la serie Z | 4°a,| & minorante della serie doppia 2 Z ‘( 1) 6 _o) | Ao 4]

n==0 n=0 {=0
sommata per righe. Ma questa converge perche & a termini tutti positivi e, som-

mata per dlagonah da la serie 2 | 4°Gm | 2

m=0

( )‘, mlnorante della serie

convergente M E | 4°ay |, dove M & la somma della serie Z i( . Dunque
o] m=0 t=0

la serie ) |4%a,| converge.
n=0

§ 2. - Applicazioni alla teoria delle serie di Fourier.

10. - Lemma I - Stano o un numero reale tale che 0<o<1 ed n e p due
interi tali che O0<p<mn. Sta inolire 0<z<2m wun nuovo numero reale.
Posto

0(z; n,p) =3 (— 1)n(—“)+2( 1)n—t( t)costz,

©)
0'(z; n, p)= 2 (- 1)"—‘( )sen iz,
st ha "
(10) 16(z; mp)|[<—,  |6(z; mp)|<
sen E Sen§

Dimostriamo la prima di queste disuguaglianze. Applichiamo alla prima delle (9)
la trasformazione di BRUNACCI-ABEL. Posto

n
1 1
oo(T)= 3 on(T) = 5+ E: cos iz, (n=1,2,..),
t—1
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si ha
6(z; %,p) = §0§< i B e R R i ALY E
e R e N
S e (2t
Ora & L2
Jonfe) = | — | <—

= T
2 sen — 2 sen —
2 2

Essendo 0 <¢<1, i numeri (n—;io- 2) sono tutti negativi, mentre (n —p+o— 1)

t n—p
& positivo. Sara allora
1

|0(z; n,p)|< 2sen; % ‘:go(n—t+u—2)l+(n—ii;—1>%z
preei M R I

Analogamente si dimostra la seconda delle (10).

11. - Lemma II. - Siano o un numero reale tale che 0<o<1 ed n un
intero 1. Esiste una costante C, indipendente da n e tale che, per ogni n,

{Ie(z;n,n)|dx<0, [l@’(x;n,n)ldx<0.
0 ]
Si osservi che

0(z; n,n)——( 1)”( )+Z( 1)”“‘( )costx—

z.;-( 1)"( )-}-2( 1)‘( )cos(n—t)x=
:%( 1)"( )+eosm:2( 1)t( )costz—l—

n—1
+sen nz D) (— 1)‘( ) sen ¢z,
o

n—1

0@ mm)=S (= 1)n—t( )sentz—Z( 1)t( )sen(n-t)z='

=1

—sen nz 2 (—1)t<: ) cos {r—cos Nz 2 (——1)‘(_1 6) sen {r.

=0 =0
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Poniamo
n—1 n—1
Mn, 2)= (—1)t (: 6) cos bz, N(mz)=>, (— 1)‘( ; d) sen £z.
=0 =0

Avremo, applicando la trasformazione di BRUNACCI-ABEL,

i, z)='g§<—1>t( ") = (=1 (3 0@+ (=0 () o)
dove ora & oiz)=1+cos 2+ ... +cos tz, e quindi '

n—2

)= 3 (@ + (T T oo

6ﬁl(n,z)|dz<t§ol(-—1)t 17")

fTot(z) |dz+ (n_ 1-_f—;j_ 1)[70,,_1@) | da.
0 0

n

Ma, come & noto, esistono due costanti 4 e B, indipéndenti da n e tali che,

[lon(@)| dz<A+Blgn (),

i
e d’ altronde esiste una costante 7' tale che, per ogni >0, &
("+"—1)<T-n"”‘ ©).

Di conseguenza n

n—2
— "1 /1 —0\ !
[’1(n,x)|dx<AZ| 1 6 '+BZ ( ) 6)!lgt+
=1
1 1g (n—1)
AT — T7T—=———
+ T(n _ 1)1'—0' n— 1)1——0 ’
1 a -« |(1—6
ma poicheé 1—0¢>0, le due serie Z‘ N , ' l( ; )
d’altra parte, =1
lim —— —0—lim &%
n—»oo’ll,i n—.oond—a

onde esisterda una costante X, indipendente da #, tale che, per ogni 7,
/|,1(n, z)| dz< H.
0
In modo analogo si dimostra che esisterd una costante H’ tale che, per ogni n,

[17(n, 2)| do< H',
6

(]) Vedi L. ToNELLI: Serie Trigonometriche. Ediz. Zanichelli, pag. 263.
(°) Questa disuguaglianza si deduce immediatamente dalla (6) del § 1.
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e poiche 0<(— 1)"( )<1 si avra

[l@(z;n,n)[dx<%+H+H’, [|0’(z;n,n)[dz<H+H’.
0 0

12. - TEOREMA L. - Se a,— 0 e se, per un numero reale o tale che 0 <o<1,
la serie i | A°a.| converge, la serie %a0+2 ancos nz é di Fourier.

TEOR’;:I\;A II. - Se b,—0 e se, per un ;;;nero reale o tale che 0<o<1,
la serie i | 49y | converge, la serie i by,sennr é di Fourier.

Dimo:tzr(;amo il primo di questi duenzttlaoremi.

Dalla convergenza della serie § | 4°a, | segue in forza del teorema del n.° 9,
dove si faccia o’=1, quella della zzsie % | day | e quindi la convergenza della
serie 1a‘,+2 @y cos nz per ogni z 1nte7:1(2) a (0,27) ().

Potremonjllunque porre

P
11) sp(z) = % @+ D) @y cos nz, f(z)=lim s,(z), 0<z<2n).
p—00

n—1

In forza del teorema del n.° 2, dove si faccia ¢'=0, si pud scrivere

=3 (—1)(7 ") 4ause

onde =0
' s (z)=1§(~1)t(—o)d“at+é cosm;ﬁ(—l)t(—")daa .
? 2t=0 ¢ n=1 =0 ¢ e
Da qui o
sp@) =1 2 (—1)t( )AmH—Z cos 1z Z (— 1)t~n( )A“at—
=0
V4
> (—1)t( )Adat+2 cos 1@ 2 (— 1)H( )Aﬁat-}-
=0
+3 205 )A«a,+2 cos nz S (— (27 ) dear
t=p+1 t—p1
Dunque

8p(2) = Sp(2) + Sp*(2).

(19 Vedi L. ToNELLI, loc. cit., pag. 42.
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Ora &
(12) 8,*z)=3 § (_1)t( ta)A”at+Z cos an( 1)t—n( )Ava,t
t*p+1 n=1 t*p+1
-1 2 (— 1)t(_t")mat+2 o, S (— 1)e(, ") cos na—
t—p+1 t—p1 n—1
V4 @©
=t=§+f‘ﬂat 3 3 (_t a) +n§1(—1)t“"(t_ ) cos nzi t~§_1Aaat - 0(z; t,p)

e, per il lemma I,

| Sp *(a:)]<-— E]A"atl, (0 <z<2n).
sen2 t=p+1
Dunque

lim S,* @) =0, (0<z<2x).
p—0

Infine, dalle (11) e (12), potremo scrivere

f(z) =1lim Sp(z), (0 <z <2m7).
p—0

Ora &
p
Sp($)=%2 (*1)»5( )Aaat—kz COS NI Z (— l)t—n( )A"a¢=
1 t;o B t_n -
:itgo(-—l)t( ] )Amﬁ-z Acay 2 (_1)t_n(t_n>'cos ng—
=§0A"a,,% (= 1)n( )+2.| (=1t ( )cos t::;%
=é A°a,, - 6(27; n, n)
Onde "

fz)= ZA“a,Z 0(z; n, n),
—0

dove, per il lemma I, tale serie converge assolutamente e uniformemente in ogni
intervallo interno a (0, 2x).
Sia ora & un numero reale tale che 0<e<z: Potremo scrivere

F4 TT fo's)
[1f@)|do< [do S | doan]|6(z; 2, m)|
; ;w0

e, per I'uniforme convergenza ora osservata, possiamo integrare termine a ter-
mine e quindi, per il lemma II,

g e’ T ©
[1@)|dz< )| doan| [16(z; n, m)|dz< C 3| Ao
Y n=0 . n=0

&
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Esistera dunque una costante M, indipendente da ¢, tale che

(1) | de< 2.
La funzione f(z) @ dunque integrabile assolutamente in tutto I’intervallo (0, )
e quindi anche in tutto Iintervallo (0, 27) essendo f(z) funzione pari. Da qui, per
il teorema di DE LA VALLEE PoussIN (!!), I'asserto.
Analogamente si dimostra il teorema II.

13. - I teoremi I e II sono indipendenti dal teorema di SzZIDON. Mostreremo
cid coi due seguenti esempi.

1. - Esempio di successione soddisfacente alle condizioni del teorema
di Szidon e mon a quelle dei teoremi I e II.

Si prenda una successione monotona [a,], tendente a zero, e tale che la serie

@ [e]
> | 4@, |1g » converga, mentre, per ogni numero 6, 0 <o<1, la serie >\ | 4a,| n*~
n=1 [o] n=1
diverga. Ad esempio si ponga an=2 —[—lelzq_—s, (e>0).
m=n

La successione [a,] cosi definita soddisfera manifestamente alle condizioni del
teorema di SzIDON. In forza del teorema del n.° 2, si ha

& c—1 3 t—o
Aaan=2(—1)t( t )Aaw=z( ; )Aa,“rt, 0<os<1),
t=0 t=0

onde A°a,>0 per ogni n=0, 1, 2.... Ora la serie doppia
a0 ®
S|4 =3 5 (%) dane
n=0 n=0 ¢=0
ha i termini tutti positivi, onde essa convergerd o divergera per righe allora e

soltanto allora che essa convergerd o divergerd per diagonali. Sommando per
diagonali si ha la serie

i dan i(t:o)=§0Aam(m+ﬂll—o>

m=0 =0
[ee]
che diverge insieme alla serie Z Ay, - m*— in forza della (6) del § 1.

oo m=1
La serie E | 4°a,| dunque diverge qualunque sia 0<o<1.
n—=0
11. - Esempio di successione soddisfacente alle condizioni dei teoremi I
e II e non a quelle del teorema di Szidon.
Sia [@,] una successione soddisfacente sia alle condizioni dei teoremi I e II

() Vedi L. ToNELLI, loc. cit., pag. 110, n.° 38, a).
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sia alle condizioni del teorema di SzZIDON. Si prenda ora una successione di interi

sempre crescente
qi ) q21 q3 yecey an---

tale che ¢, >1, 9,—q,_+>2 e tale che la serie 2 —— converga.

Si consideri la successione n=1

An=0p PEr N==Q1y Qayey Py
_ 1

aqT=aqr—|- @. (7'=1, 2, 3,....).
Sara
Aa,=Aa, per n==qi, 92, Qsy. € per n=q,—1, go—1,..
— 1 —
Aaq’_=—= A(lqr"{' IEZ;’ Aaqr__i =Aaqr_1 — lEt; (7’= 1, 2, 3,....).
o)
Manifestamente la serie 2 | Aa, |1g n diverge poiche il suo termine generale non
n=1

tende a zero. Consideriamo ora le 4°a, per un ¢ qualsiasi tale che 0<o<1. Sara

Aa&n=g(—1)t( )a,H,t—A an+2( 1) ( )a,u,t

dove & 0,=0 per n==¢q, e 6y = lgq (r=1,2,..).
0]
La serie || 4°a,| converge per ipotesi. Consideriamo ora la serie
n==0

> (=1)(7) duse|

=0

s

n=0

[ oiNe o]
La serie doppia E Z (——1)"( )6n+t ha tutti i termini negat1v1 eccetto quelh per
1n—0 =0 ©
cui & {=0 ch itivi e i tit la s
' i e.t che sono positivi e insieme costituiscono la serie g On Z T
ipotesi convergente. _ n=0
Detta serie doppia d’altra parte sommata per diagonali da la serie semplice

[}

t—o—1
3037 S
m=0
@© .
la quale, essendo minorante, almeno da un certo momento in poi, della serie 2 Om,
m=0

certamente converge. La serie doppia ora considerata converge dunque asso-
lutamente, onde converge anche la serie 2 l Z( 1)t () "+tl e quindi la
serie Z | d°a,|.

n=0
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14. - Sempre in forza del teorema del n.° 9 si vede che se una serie soddisfa
alle condizioni dei teoremi I e II per un dato 0<o<1, vi soddisfa anche per
ogni altro numero o tale che sia 6<o’ <1. Viceversa esistono esempi di succes-
sioni soddisfacenti alle condizioni dei teoremi I e II per un dato 0<o<1, ma

non per un altro ¢ tale che ¢/ <o<1. Bastera nell’esempio I del n.° 13 supporre
oo [0}

che la serie ) |4a,|n'~ converga, mentre diverga la serie > |Ada,|n'~.
n=0 n=0

Ad esempio si prenda Z

Dunque quando il numero ¢ si avvicina indefinitamente ad 1—0, i teoremi I
e II danno proposizioni via via pili generali, ma tutte indipendenti dal teorema
di SzIDON.

m[lg mt =7 mllg m]Te

15. - Corollario 1. - Se a,— 0 e se per un o tale che 0<o<1, tutte le A°a,

e o] [e'e]
sono non negative e la serie Ea—z converge, la serie %ao—l—z @y COS NT €
di Fourier. n—=1" n=1
Corollario 11. - Se b,— 0 e se per un o tale che 0<o<1 tutte le A°b,

sono mon negative e la serie 2— converge, la serie 2 bpsennz é di
n
Fourier. n=1 n—=1

[ee]
Per la (6) del § 1, dalla convergenza della serie 2?—2 segue quella della
© n—1m
serie ) an(nn_a). D’ altronde per il teorema del n.° 2 dove si faccia o’=0, &

S
—_
S
3 |
-t
[

3073 (e
3 sran (<073 (7))

||

ntt=m
S 37 ol
S S 3T ()

Ma la seconda somma & positiva, onde

2 Aaam<2 an(n;6>7
m=0
o)
da cui la convergenza della serie 2 | 4°@y,|. 11 corollario I & dunque dimostrato.
m=0
Analogamente si dimostra il corollario II
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§ 3. - Ulteriori applicazioni alle serie di Fourier.

16. - In questo paragrafo ci proponiamo di utilizzare le differenze di ordine o>1
della successione dei coefficienti di una serie di soli coseni o di soli seni, per tro-
vare nuove condizioni sufficienti. Noi giungeremo in tal modo a generalizzare i
noti teoremi di YOUNG e di KOLMOGOROFF.

Per far cido ci sono necessari alcuni lemmi che subito dimostreremo.

17. - Lemma L - Siano o>1 un numero reale ed n e p due interi tali
che 0<p<mn. Sita inoltre 0<z<2rn un nuovo numero reale. Posto

6(z; n,p) =3 (— (", )+z< () eos ta,
esiste una costante T indipendente da p e da z tale che

|6(z; n,p)|<— - ne

sen =
2

Applicando la trasformazione di BRUNACCI-ABEL si ottiene

0(z; n, p)= Z(""““Q o)+ ("2 o)

dove, essendo o>1, tutti questi coefficienti binomiali sono positivi. Onde,

SO )

n
2 sen 3 t=0

|6(z; »,p)| <

x
2sen§
Ora, per la (6) del § 1, esisterd una costante 7 tale che, per ogni =,

n+o—1
( +’ﬂ > < T ) na_i’
cosi che

|6(z; », p)|<

T,
T

2 sen —

Sn2

18. - Lemma II - Stano £>0, 1<0<2, 0<2<2x, tre numeri reali. Posto

13
‘3(.@; §)=[(§—g)"“ cos oz dp,
0

st ha

|9@; &)< &,

Infatti, integrando per parti, si ha

Iz; &)= [(5 0)°* cos gzdp=(c—1) /(5 0)72 sen ea:de
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e quindi
l I(z; &) | < —6;——1 [(5—9)6”20{9: % Eot,

19. - Lemma IIL. - Stano £>0, 1<0<2, due numeri reali, 4 un qual-
stast plurintervallo dell’intervallo (0,w). Posto

&
1)~ [ dz [ (6—0)"* cos oado— [ 3(z; da,
4 0 Y]

esiste una costante D tale che, per ognit A e per ogni & é
[ 1(§)| <D - &
Consideriamo il numero g e il plurintervallo 4. Consideriamo poi I’insieme
degli intervalli o parti di intervalli di 4 che sono a sinistra del punto ]Et’ i quali

costituiranno un plurintervallo 4, e consideriamo gli intervalli o parti di inter-

valli di 4 a destra di g che costituiranno un plurintervallo 4,. Manifestamente &

(13) 1O)—[3@; Hdo+[3(; s
4 42
Studiamo separatamente questi due integrali che diremo rispettivamente Z,(£)

PN

e I,(%). Intanto &, per quanto si & visto nella dimostrazione del lemma II,

LE-6-1 fie—g)v—z“‘;—”dxdg.

4,6
Trasformiamo le variabili 2 e ¢ nelle seguenti ¢ e'», ponendo

| v=opzr
t=(—o)z,
da cui vt o
Tr= £ y = 17‘-_13 .

Il modulo della trasformazione & maniféstamente

1 1 !

E E o v t 1

2 R BN O L U S
Avremo (v+1)° w82

. 0—2t6-3 E
IA(§)='—(6—)U(£—+—W3-msenv o dvdt=

— —(6—1)&1 L —
(6—1)& [f g s Son vdvdi=

= —(o—1)gt [f sen v — ' as

v v + ¢ t2"’ w4+
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Il campo d’integrazione per le variabili ¢ e z era definito dalle disuguaglianze

0<po<§  8/<z<d” (i=1,2 3,.), osa,-'<a,-"<i;,
dove (&7, 6;"), (¢=1,2,3,...) & il plurintervallo 4,.
Il nuovo campo, per le variabili » e ¢, sard definito dalle seguenti disugua-
glianze £ ¢
o<z t<g  a<tHs<ar,

O y20, 20, E/<v+t<E’, 0<E/<E'<n

Tale campo & manifestamente tutto contenuto nel triangolo
v20, t=0, v+i<am,

e quindi nel quadrato

Possiamo dunque maggiorare scrivendo

L@ <@-e [ [ £ 22,

oo

00

dove l'integrale doppio rappresenta un numero fisso. Conglobando questo e il
numero ¢—1 in un’unica costante K,, si pud scrivere

| L(8)| < Ky - &t
Studiamo ora il secondo integrale I;(£), che possiamo scrivere

8
L(§)=(o— 1)[_[(5—9)“‘2 22 22 dad.

420

Trasformiamo le variabili z e ¢ nelle seguenti £ e ¥ mediante la trasformazione

v=01,
t=¢z,

da cui ¢
z=§, Q=‘t—.

I1 modulo della trasformazione &

S

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 9
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e quindi s
L&) =—(o—1) /{(t —v)°? 50_2 f senv . - dtdv=

sen v

— —(o—1)& /[ = tadtdv

11 campo d’integrazione per le variabili o ed z era definito dalle disuguaglianze
0<p<§  8/<z<é/, ;_‘sa,-'<a,-"<n, (=1,2,8,.),

dove ora (d/, 6,"), (¢=1,2,38,...) & il plurintervallo 4,.
Il nuovo campo, per le variabili » e f, sard definito dalle seguenti disugua-
glianze

0< 57” <& 8/< gs 8,
OSSI8 o<w<t  EI<E<ESY, a<ES!<ES,  (i—=1,2,8,.).

Indichiamo con 4, il plurintervallo &6/, £6:"), (¢=1,2, 3,....). Avremo

=

t 7
sen v |senw| T dv [ adv
’f (t_v)2-—o' ’ < / )2—0 <t/— (t_v)2—a § v?—a’
che rappresenta un numero fisso K;. E dunque

| L(®)|< (6—1)& [ %

dv‘<(o—1)l(3 et [S< oK [

42 ‘”~

dove I’ultimo integrale, essendo o> 1, rappresenta un numero fisso, che, conglo-
bato coi numeri 6—1 e K;, di una unica costante K,. E dunque

| L(8) | < K> - &7,
e quindi, per la (13),

|I(-f)]<|L(§)I+{I2(§)|<(K1+K2) < g0
che & quanto volevamo dimostrare.
20. - Lemma IV. - Esiste una costante E tale che, per ogni n e per
ognt 0<z<m, st ha

sen r

0(z; n, Iz; n+1)|<E-.n°t

n)— r()
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Infatti &

n 1
I(z; n+1)=2 [(n+1 —0)° ! cos prdp= z (rn—t)°* /cos ozdo +
t=0 ; t =0 £
n  tH
+3) (41— —(n—1)*] cos ozdo—
=0} -
_sens ~ g Sng
Z (m—1£)°* cos tx—sen A E (n—t)>'sen tz+
=0 g
n 2
+) [§ (n+1—0)* —(n—12)"*{ cos gzdp.
=0 ;

O =3 (- 1)"(—°)+2( 1)) cos ta—
_—_TT‘)E(n——t)a—ioostx+§(_1)n(—na)+

+2 %(n_t-l_o_l) (n_t)a—ig cos tz.

I'(o)
Dunque
(14) ﬁfe( N F()a(x n+1)=
1 sen sen x n—t+o—1\ (n—t)° !
0 (30)+%% ,§1 ) - feosta
T
1 z sen —2— n
+ 7@ 53 5 D (n—2)>* sen tz—
L5 0
n tH
m) D [ { (n+1—0)7 — (n—#)"*} cos gzdp.
=0y
Ora & —
)13”.?( 1)n( ) 2(”"': 1><.2Z'.no—i.
Inoltre &, applicando la trasformazione di BRUNACCI-ABEL,
1 z sen g n
o 5" 3 tg() (n—t)°! sen tz—
2
z iz t+1
sen — = sen — sen T
1 a: 2 o—1 2 2
F(a) s~ 2 A(n—1) : z =
t= sen —
2
1 seng n - ¢ 1
2 A(n—1t)°=* - sen 5 sen ——g—z,

I'(a) Tz
2
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e quindi -
sen— 1
il’(a) p 2 (n—1%)°* sen tx’ <F( )Z An—1t)yt= " no—t.
2
Ancora . 1
’ﬁ,;Z j f(n+1—g)*—(n—1t)""*}cos 9$d9!<
=0
! n  tH
”‘"go[ (+1—t) — (n— 1)} dp<
1 _ 1 _
<m2§(n+1—t>v =) =
Infine =0
n o—1
sen r n—t+o—1 (n—1%)
(15) p 23( n—=t )—chost$l<

t=0

n
n—tt+o—1\ @—8""
<B|TIT) -
;)
Ora ricordiamo che, per ogni # e per ogni >0, &

n+7 n'
("3 )> e
e che inoltre esiste una costante N tale che, per ogni #», &

<n+1

n) I'(1+t)<N v

o anche

(nj) F(1;1)<N("+’ ).

(*?) Vogliamo studiare, essendo 7 > —1 un numero reale qualsiasi ed » intero, la diffe-
renza

6n=(":’)—n’:1"(1+z).

Prendendo i logaritmi naturali e derivando rispetto a z, si ha

lg(”;:' )——lgﬂ(1+ ) élg(l-{-;), 1gm_’i7)=,lgn_lgp(l+,),

r=4
n
‘n+‘[ 1 . n
Dzlg( n )_'r;l 7'+1, Drlgmzlgn——DtlgF(l + 7).

Ma per la definizione della funzione I' (vedi E. CEsArRo: Calcolo infinitesimale, II ed.,
Alvano, Napoli, 1905, pag. 11 e pag. 70):

[o <IN
1 1
””‘g””’z'”g(m—m)’
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Dunque

0<(‘+" ) ;f;<‘1v(‘+‘;_2).

L’espressione (15) risulta percido in valore assoluto minere di

Ng(t+;_2)=N(n +;_‘) <NT- no—,

dove C & la costante di EULERO, e ricordando che

" .
1 1. 0
r—
si ha o n X . 9 -] 1 1
Infine
"4t n* X1 16
—Dlg—n - —— -
(a) Dtlg( n ) tlgl’(1+z) §+1(r r+t)+2n 1272
—

Supponiamo ora z>>0. Questa differenza & sempre >0 per z>>0 e poichg, per r—0, &
n -+ nt
1 ( =0=1g ——
&\ » ) ETa ¥’

n 4t n®
lg( n )—Igr<1+r)>°’

sara anche

onde anche 6, > 0. D’altronde &

n+v !
(1] Dtlg( n ) DlgI‘(l—i— )< 2 r(r+t)+ < 2 1‘(" )+ < +

onde

lg(n—I—r)_lg n® <12-|—r’

n I'(1+q) 2%
lim 1 (”""’): " %:0
n_’f';g% n ) IA+9)
e infine n .
i [ o] PR N
4 n‘i”;%( n )‘F<1+r)€_1 >0
formula da noi ricordata nel n.o 5 del § 1.
Ma poiché lim 1_g__(_1i£)=1’ si ha
-0 T
n+7
(")
lim n I'(l +7)

n-—»co(n+z_ n'
n >'I‘(1+z)_
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Dunque, ricordando la (14) si ha

sen 2

I'(0)

0(z; n,n)—j,%a(x; n+1)|<§ + L4 Nl ney,

x

che & quanto occorreva dimostrare.

21. - TEOREMA IIL - Se a,~0 e, per un 6>1, la serie

o)

E | d°a, | - no

n=0

e infine

4 n’
(")) it
nan I'ad+v) —I( +7).

lim
n—

1 —
Ma per la (8) il numeratore della frazione sopra scritta & inferiore a E(lz—*-‘t) A
onde dovra esistere una costante M tale che, per ogni =z, sia

00, <M -
Supponiamo ora invece 0 >t > — 1. Dalla (@) si deduce

)
n—l—t\) n' 1 1 1 @ 1 1
D’lg( n D’lgI‘(1+r)>:%1rr—l)+2n 2= a1

da cui, integrando tra v e 0 (z<0) e ricordando che per z=0 &

n47\ n’
lg( n )_O_Igl‘a I’
si ha 0

n® n+7t T 1 1 (=9 1
lgI'(H-z)—lg( n )>f(%+ﬂ—12n2)d’_ 2n %(1—'_')—6_1;2

11
e per n > §1ig7 il secondo membro di questa disuguaglianza & certamente positivo,

onde 4,<0 per = abbastanua grande e 0 >7>—1.
Sempre dalla (a) si deduce poi, sempre per 0 >7 > —1,

n 47 n® 1 1 3
D1 - LI P NI
,g( n ) Dl ity | <atam 2
onde, per » abbastanza grande,
n’ n417\ 3t 1
i~ (n )<?'i
e quindi ) .
) lim %(’H"): ——’-‘-—$=1, O>7>—1).
: n—00 ” Ira+v)

Procedendo ora in modo analogo a quanto si & fatto sopra, si otterra I’ esistenza di una
costante M tale che, per ogni =, sia

|8n| < M.n"1.
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converge, la serie ©
1
(16) 3%+ glan Ccos 1z
é di Fourier. "=
La proposizione da noi enunciata & certamente vera per ogni ¢=2.
Infatti, supposto 6=>2, in forza del teorema del n.° 7 segue senz’altro la
Qo
convergenza della serie Z | £2a,
n=0
rema di KOLMOGOROFF. :
Supponiamo dunque 1<6<2. Sempre per il teorema del n. 7 dove si
[0 o]
faccia o’=1, la serie ) |4a,| converge, onde la serie (16) converge uniforme-
n—0
mento in ogni intervallo interno a (0, 2x). Possiamo dunque scrivere

- n e quindi si rientra nelle condizioni del teo-

?
sp(2)= % a,+ 2 ay COS NI, f(z) =lim s,(z), 0<z<2n).
p—@©

n—1

D’ altronde in forza del teorema del n.° 6, dove si faccia o'’ =0, si pud scrivere

o)
=3 ({3
t=0

onde
® P o
sp(z)=%§0 (—1)t('; G)A"ag+2:‘lcos nxgo (—1)t(_t") A7y~
=%g(—1)t<_to)d"at+n§lcos m:tgn( 1)‘—"( )A"a,—
Z (- 1)‘(_ ") A"at+2 cos 1z 2 (— 1)‘“"‘( )A"at+
+§ Z (—-—1)‘( )A"a¢+2 cos m:Z( 1)“”( )A"at~
t—p+1 n—1 f—p+1
=8p(2) + Sp*(2)-
Ora &
sp*(z)=1t},( 1)t( )Aaa,+2 cos nz 2+ (- 1)t-n( )A"a,
Al n—1 o~
2( 1)’(_°)A°at+z A"atz( 1)t—n( ~° ) oos na—
t=17+1 t=p+1 n=1
s e

=2 Aca, - 0(z; n,p).

n=p-4-1
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Ma, per il lemma 1, si ha

16(e; mp) | < ——mot,  (0<z<2m),

sen —

2
onde r 2
1S @) | <—— X |4an| - not,
sen§n=p+1
¢ infine lim S,(z)=0,  (0<z<2n).
p—>®©
Dunque Az)=lim Sp(z),  (0<z<2m).
-~
Ora & ?
(&
8@ =2 (—1)t( )A"at+2 cos 1z 2( 1)t—n( )A«a,_
=0 t—n
»
:%tgo (—1)t(:6)A°at+z Aoa, Z (=1t (t—_dn) S NT =
»
=» Aa, {5 (—1)* + D> (=1t cos Iz
S {0 (e F (oo~
»
= 4°ay - 6(z; n,n),
n=0
onde

[ee]
f@)=> d°a, - 0(z; n,n), (0<z<2n),
n—0
dove, sempre per il lemma I, tale serie converge assolutamente e uniformemente
in ogni intervallo interno a (0, 2x).
Ora osserviamo che si pud secrivere

a7 senzf() I,()EA ay - I(z; n+1)+

o, §5en
+1§)A g———e(x n, n) — e )J(a: n+1)¢,
dove la funzione rappresentata dalla seconda serie certamente esiste ed & con-
tinua in tutto (0, 27), estremi inclusi, dato che tale serie & minorante della serie

@
E ) feay - no,
n=0
in forza del lemma IV.
In forza del lemma II, d’altra parte, la prima delle serie (17) converge uni-
formemente in ogni intervallo interno a (0, 2x) e quindi la funzione ¢(z), da essa

-

rappresentata, & continua in tutto (0,2x) aperto.
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Sia ora (g, ), (0 <& <) un intervallo qualsiasi e sia 4(¢) un qualunque plurin-
tervallo dell’intervallo (g, zr). Nell’intervallo (g, ), chiuso, la ¢(z) & certo continua,
onde si potranno considerare i due plurintervalli A,(¢) e 4s(¢) in cui la fun-
zione @(z) & rispettivamente >0 e <0.

Manifestamente &

{ |9(2)| dz— [ pla)ds— [ p@)da.
A1) dis)
Ora &

/.qv(z)dz=fdw § sa, - I(z; n+1)

Ae) Ay 70

e, per I'uniforme convergenza ora osservata in tutto (¢ =), si pud integrare per
serie, onde

[(p(a:)dz=§ A°a, [e‘](z; n+1)de

Ave) n=0 M(e)

e, per il lemma III,

[«p(x)dz < 2 | Ao | | [3; n+1)de ] <D 2 | Aoty | 07—t = DS,

A n=0 arle)
(e o]
avendo indicata con S la somma della serie Z | 4°a, |n°~*. Analoga disugua-
n=0

glianza vale estendendo I'integrazione al plurintervallo A.(e).
La costante DS non dipende da & Dunque, qualunque sia g,

[ | p(2)| do= / p(z)dz— { p(@)dz<2D8.
YHO) doke)
La funzione ¢(z) & dunque integrabile assolutamente in tutto (0, ) e per la (17)

altrettanto sara della funzione
) sen

flz),

e quindi, della funzione f(z), almeno in tutto (O, 2) Ma questa & certo integra-

bile assolutamente in tutto (;

quindi in tutto (0, 2x) essendo f(z) funzione pari.
Da qui, per il teorema di DE LA VALLEE POUSSIN, I’ asserto.

, n) onde tale proprietd sussiste in tutto (0,x) e

22. - A corollario del teorema III segue il
TEOREMA IV. - Se a,—0 e per un ¢>1 tutte le A°a, sono non nega-

[e o]
. .1 < g .
tive, la serie 3%+ ? a,cosne € di Fourier.
n=1
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Infatti per il teorema del n.° 5 segue, dalle ipotesi fatte, la convergenza della
[e o]

serie 2 | 4°a,,| n°~*, e quindi si rientra nelle condizioni del teorema III.
n=0

28. - Dimostriamo ora che i teoremi III e IV generalizzano rispettivamente
il teorema di KOLMOGOROFF e il teorema di YOUNG.

I teoremi III e IV non sono infatti piti restrittivi rispettivamente dei teoremi
di KOLMOGOROFF e di YOUNG.

Vieceversa i seguenti esempi mostreranno che le condizioni del teorema IV pos-
sono essere soddisfatte senza che lo siano quelle del teorema di YOUNG e, ana-
logamente, le condizioni del teorema IIT possono essere soddisfatte senza che lo
siano quelle del teorema di KOLMOGOROFF.

24. - Esempt di successiont soddisfacenti alle condizioni del teorema I 14
e non a quelle del teorema di Young.
I. - Si ponga 1

An= 9n—l—).i'('n: 2)?

Questa successione & monotona, onde 4a,=0, (n=0,1,2,..).
Le 4%a, sono negative o positive secondo che » & pari o dispari. Infatti

(n=0,1,2,..),  dove > <p<2.

" 1 2 1 1
A agm=—7 — w1 T emts — _amts (*—2¢*+1) <0,
e e e e
1 2 1 1
Aazmy= 0¥t - oo s + oot = oot (e°—20+1) <O0.

Dimostriamo che invece & 42a,, 20 per —Z—<9 <2 e n=0,1,2,..

@
Infatti & Adea, =t§ (—1)‘(?) @nye ed essendo 1<p<2 e any:>0, il primo e
tutti i termini della serie ora scritta, dal terzo in poi, sono positivi, mentre il

secondo & negativo. Ma la somma del primo e del secondo & sempre positiva o
nulla perche 1 1
0= Qni1 = m —@ ;m=0, per n=2m,

1 0 1
98m+1 Q3m+3
Dunque & come si & detto, 4°a,=>0.

II. - Sia

>0, per n=2m+1.

Nyy MNayenny  Npyeeen

una successione di interi positivi tali che %,>1 e n,—n,_, >3, e consideriamo

la successione 1
3 Qn=:—Der B=Fny, Nosuu Nrpoune
Ign
1 1 1
a”r_ § 3 lg (nr_ 1) + lg (nr + 1) y r'——l’ 2"""
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la quale ha tutte le A;a,>0. Se ora & ¢ un numero reale, 1<p<2, si potra
serivere

(o)
—2 —2
(18) dean =3 (V' (* ) s> (177) s,
dato che A%a,. ;=0 e (—1)"(972)20 per ogni £.
Si prenda ora .una successione di interi

Py P2y P3yery  Pryeesy

monotona, crescente e che assoggetteremo in seguito ad una ulteriore condizione.
Definiamo ora la nuova successione:

_ 1
g Gn=1izy Der NNy, Ny yorry N yenne

1 1 1 1 1 1
%ﬁ%lg =1 T ig 1) % * o (1g m—1) lg .+ 1))‘
Manifestamente sara
da, >0 per n=0,1,2,..,
A*a,>0 per n¥+n,—1, n,—1,...,
Aa, <0 per r=1,2,3,..

Studiamo ora le A¢a,. Si avrd, per ogni n=+n,—1, n,—1,...,

o]
A6y =T — Qnsa + 33 (—1(§) Gne> ar—0anis +

=2

(e 2]
+ 2 (—1)(§) anyu—dean>0,

=2

dato che, al solito, per {=2, & (—1)‘(f)> 0. Per n=mn,—1,n,—1,..., invece, si ha

o]
— — o\ — 1 1 1
an—enss+ 3 (V')A —o gl =g~ g | +

»

t=2
[e o]
o 1 1 1 °o—2
+§o(—1)t(t)“”+t>—"E%Igmr—n_lg(nwn%+( 2 )A2“"+"
Se ora si pone, fissato g, (1<p<?2),
1 1
o> o Ammotda g, —1) B+
’ 2(9*2) La,n T C—0B—0 1 2 P S
2 Igm.+1) lgr-+2) ° 1g(n-+3)

(r=1,2,3,..),
si avra, per quel dato ¢ fisso,

46,20,  (n=0,1,2,.).
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25. - Esempio di successione soddisfacente alle ipotesi del teorema III
e non a quelle del teorema di Kolmogoroff.

Bastera considerare il secondo esempio da noi dato dianzi (n.c 24) imponendo
alle », opportune condizioni. Si osservi intanto che la (18) si pud rendere pit
forte nel seguente modo:

n41 _ k- _
Aean>§0(—1)‘(9 ) Azan+,=§0(t e+ Azan+t>n<n niﬁ)m(@@;__ﬂ).
Ma & —

n—e+2\_ n° . -
( n+1 )“m—e)e’“ o 8=,

Ign) = (gn)?’ oo
Ne risultera 1—o

n . 02041
Aean>n o =6 O T 1le @ T T

e quindi, per » abbastanza grande,

1 1

Aea, > — ———.
"> 1g n2(lg n)?

Procedendo come si & fatto nel numero precedente potremo scrivere

__ 1 1 1 1 1
A > =0 g =D g D) T 16 (o — Diig (o — DF’

o anche, per n» abbastanza grande,

1 1 NS
pr (n-—1)[1g (n, — 1) " 16 (n.— 1)[Ig (n, — DI’

Ora noi definiremo i numeri p, ponendo

pr=E320(n,—1)[lg (n,— ) : (0, —1)[lg (2, — 1)} +1 =
— E§320(n,—1)e*} +1.

Aeﬁnr_, > -_ 29

Ne risultera subito Aeﬁnr_1>0 per ogni 7. Inoltre vogliamo mostrare che la
0]
serie Z | ##an|n divergera quando si imponga alle 7, una opportuna condizione.
n=0 [o2) :
La serie > |4%y|n si pud subito spezzare nella somma delle due seguenti
n=0

© [oe]
1 1 1
EIAZan|”+4,_§%:1g(n,—1)'1g<nr+1) o

n=0

La prima converge perché [a,] soddisfa alle condizioni del teorema di YOUNG.
La seconda invece si pud scrivere

R 1 20", g1
E2§E[32g(nr—1)9“1]+1§(nr—l)llg(nr—l)lgn”’ ot
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o meglio, L& 0", .
(19) 8o Z —, lim 6"/, =1.
e = (lgn)? © noco
Ma poiché la serie o
>
a1 g n)?

diverge, si potra sempre scegliere la successione [%,] in modo che anche la serie

)
Z 1
ng‘—i (g n,)?

r=1

diverga, da cui ne risulterd la divergenza della serie (19) e quindi della serie

a
D' | 4etn | .
n=0
Bastera ad esempio prendere n,=4r, (r=1,2, 3,....).

26. - 11 teorema del n.° 5 mostra che se una successione soddisfa alle ipotesi
del teorema IV soddisfa necessariamente anche a quelle del teorema III. Il teo-
rema III non & dunque piu restrittivo del teorema IV.

Perd si pud affermare che il teorema IIT & effettivamente piit generale del
teorema IV come si pud vedere con facili esempi.

27. - Se le condizioni del teorema IV o del teorema III sono soddisfatte per
un dato ¢>1, in forza dei n 4 e 6, per ogni altro 1<o¢' <o, sono soddisfatte
le ipotesi dei teoremi stessi. Esempi analoghi a quelli da noi dati nei n.! 24 e 25
mostrano invece che il viceversa non & vero. Dunque il teorema IV e il teo-
rema IIT danno una classe di proposizioni via via pili generali man mano che

il numero o si avvicina ad 1-40.

28. - Per le serie di soli seni non valgono teoremi analoghi ai teoremi III
e IV. Usando le differenze d’ordine o>1 della successione [b,] si pud stabilire,

tuttavia, il seguente ©
TEOREMA V. - Se b, —~0 ¢ se per un 6>1 la serie >, |A4°b,|n"~*Ign con-
verge, la serie § b, sen nz ¢ di Fourier. "
Infatti, per i;‘Teorema del n.° 8 dove si faccia ¢’=1, segue la convergenza
della serie i | Ab,|1g », e quindi si rientra nelle ipotesi del teorema di SzZIDON.
n=1

Il teorema V & dunque un caso particolare del teorema di SZIDON.
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Se le condizioni del teorema V sono soddisfatte per un dato numero ¢>1,
esse sono soddisfatte anche per ogni altro numero 1 < ¢’ < g, sempre in forza del
teorema del n.° 8. Viceversa si potrebbero dare esempi di successioni soddisfa-
centi alle ipotesi del teorema V per un dato 6>1 e non per un altro ¢’ >g, e
¢i0 in modo analogo a quanto si & fatto per il teorema III.

Dunque il teorema V da per 61 tutta una classe di proposizioni via via
pilt generali man mano che il numero ¢ si avvicina ad 1-+0, tutte perd casi
particolari del teorema di SZIDON.



