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UBER DIE MULTIPLIKATION TOTAL-ADDITIVER
MENGENFUNKTIONEN

Von HaNs HAHN (Wien).

Sind @(z) und y(z) zwei im selben Mengensystem definierte, total-additive
Mengenfunktionen, so ist auch ¢(z)+ y(z) eine total-additive Mengenfunktion, nicht
aber @(z) - w(z). Wir wollen nun zeigen, wie auf andre Weise aus zwei total-addi-
tiven Mengenfunktionen ¢(z) und w(z) eine gleichfalls total-additive Mengen-
funktion hergeleitet werden kann, die man zweckmiBig als das Produkt ¢><y
bezeichnen kann. Bezeichnet man das n-dimensionale Lebesguesche MaB einer
Punktmenge des 7n-dimensionalen Raumes mit u,, so ist im Sinne dieser Multi-
plikation : p 1= px><u;. Wir entwickeln den engen Zusammenhang dieser Multi-
plikation mit dem Lebesgue-Stieltjesschen Integralbegriff und zeigen insbeson-
dere, daB das Reduktionstheorem mehrfacher Integrale nichts andres ist, als das
assoziative Gesetz dieser Multiplikation (*).

§ 1. - Vollstiindige o-Kdorper.

Sei E irgend eine Menge; wir bezeichnen sie als « Raum », ihre Elemente als
« Punkte », ihre Teilmengen als « Punktmengen ». Ein System von Punktmengen,
die zu je zweien keinen Punkt gemein haben, nennen wir disjunkt.

Sei (M irgend ein System von Punktmengen X des Raumes % und ¢(X) eine
in (Y definierte Mengenfunktion; sie heiBt additiv, wenn fiir je zwei disjunkte
Mengen A, B aus (M), deren Summe A+ B gleichfalls zu (Y gehort, gilt:

@(4 + B)=9¢(4) +¢(B);

die in (Y definierte und additive Mengenfunktion ¢ heiBt fotal-addrtiv, wenn fiir
jede Folge disjunkter Mengen A4,, As,..., Ay,.... aus (M, deren Summe S A4, gleich-
falls zu (Y gehort, gilt: "

P(S An) = > (4).

(!) Die folgende Abhandlung ist eine Ausarbeitung von Vortrégen, die ich vor einigen
Jahren in der Wiener Mathematischen Gesellschaft und im Mérz 1933 an der Universitit
Briinn gehalten habe. Ginzlich unabhingig von mir hat Herr S1. SAKs denselben Gegenstand
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Wir beschiiftigen uns im Folgenden, der Einfachheit halber, nur mit nécki-
negativen Mengenfunktionen; alle auftretenden Mengenfunktion sind also als
nicht-negativ vorausgesetzt, ohne daf diese Voraussetzung jeweils ausdriicklich
angegeben wird.

Ein Mengensystem R heilt ein Korper, wenn aus 4¢1R und BeR folgt:
A+BeR und A—BeR; bekanntlich (®) folgt dann von selbst auch 4BeTR.
Ist IR ein Korper, so kann jede Summe S 4,, deren Summanden 4, zu R ge-

n

héren, verwandelt werden in eine Summe S B, disjunkier Summanden B,, die
n
gleichfalls zu 1R gehoren, und Teile der entsprechenden Summanden 4, sind:

1) S A4,=8 By, B,E4,, B,eR;
n n

man hat nur zu setzen Bi=A4,, By=A4,—(41+ ... + 4p_y) (>1).

Jeder nicht leere Korper enthiilt die leere Menge A. Ist ¢ additiv im Korper 1R
— und schlieBen wir den Fall p(X)= + oo fiir alle Xe1R einfiirallemal aus — so
ist ¢(A4)=0.

1L - Ist die nichtnegative Mengenfunktion ¢ additiv im Kérper R, so ist
ste monoton wachsend, d. h. aus Ae¢R, BeR, AEB folgt p(4)=qep(B).

Denn es ist B=A4+ (B—A) eine Zerlegung von B in zwei disjunkte Sum-
manden, und weil TR ein Korper, ist B—A4 ¢R; also weil ¢ additiv und nicht-

negativ: p(B)=¢(4)+@p(B—A4)= ¢(4).

Man beweist leicht die Sitze (%):
II. - Ist @ total-additiv ivm Korper R, ist A=84,, Ac¢R, 4.¢R,
Ay S Apyy, so ist p(A)=lim p(4y,). "
n

III. - Ist ¢ total-additiv im Korper R, ist A=Dd,, AeR, 4.,
n
Ap2A4nyy, und sind die o(4,) endlich, so ist p(Ad)=Ilim ¢(4y).

Der Korper IR heiBt ein o¢-Korper, wenn aus A4,e¢R folgt: SA4,eR. Be-
kanntlich (*) folgt dann aus A4,¢1R auch D4,e1R. *
n

Sei @ eine im Koérper 1R definierte, total-additive Mengenfunktion. Jede Menge
X ¢ 1R mit ¢(X)=0 nennen wir eine Nullmenge fiir ¢ (wobei der Zusatz « fiir ¢ »

in seinem wihrend der Drucklegung dieser Abhandlung erschienenen Buche: Théorie de
Uintégrale, Warszawa, 1933, p. 257 ff. behandelt.

() Vgl. z. B. H. HAHN: Reelle Funktionen, Leipzig, 1932, S. 12. Wir schliefen uns in
Terminologie und Bezeichnungsweise durchweg an dieses Buch (im Folgenden als R. F. zitiert).

() Vgl. z. B. H. HAHN: Theorie der reellen Funktioner, Berlin, 1921, S. 395 (im Fol-
genden als Th. R. F. zitiert).

*) R. F. S. 16.
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auch wegbleiben kann, wo kein Zweifel besteht). Die leere Menge A ist eine Null-
menge. Es gilt:
IV. - Ist @ total-additiv im o-Korper R, so ist das System M) aller Null-
mengen fir ¢ ein o-Korper.
Wir haben zu zeigen: ist A&, BeM) so ist auch 4 —Bef); ist 4,¢1), so
ist auch SA4,eM. Ist 4, B, so ist auch 4R, Be1R, also — weil R ein
n

Korper — auch 4 — B:1R; ferner ist ¢(4)=0, wegen 4 —BE 4 ist also nach I

auch @(4—B)=0, also A—Be. Ist 4,1, also auch 4,¢1R, so ist, weil R

ein ¢o-Korper, S4,¢1R; nach (1) ist S4,=8 By, wo die B, disjunkte Mengen
n n n

aus Rund B,E4,; aus ¢p(4,)=0 folgt also nach I p(B,)=0, also weil ¢ total-
additiv: @(S4,)= "> ¢(B,)=0, also SA4, M.
n n n

Ist IR ein Korper und ¢ eine in 1R definierte, total-additive Mengenfunktion,
so heiBt R wvollstindig fir @, wenn jeder Teil einer Nullmenge fiir ¢ zu R
gehort. Aus I folgt sofort:

V. - Ist der Kérper R wvollstindig fir ¢, so ist jeder Teil einer Null-
menge fir ¢ auch eine Nullmenge fiir ¢.

Ist IR ein o-Korper, ¢ eine in 1R definierte, total-additive Mengenfunktion, so
kann 1R, wie wir nun zeigen wollen, stets zu einem fiir ¢ vollstéindigen o-Korper
erweitert werden. Wir bezeichnen mit ) das System aller Nullmengen fiir g,
mit })* das System aller Mengen, die Teil einer Nullmenge fiir ¢ sind. Dann gilt:

VI. - Aus Xe)* und YEX folgt YeW*

Nun zeigen wir:

VII - Das System W* ist ein o-Korper.

Wir haben zu zeigen: ist 4 ¢ ID* BeI¥, soist auch 4— BeR*; ist 4,7,
so ist auch S 4, ¢M* Wegen 4 — BE 4 folgt nach VI aus 4 ¢N* auch 4 — Be1P*.

n

Ist A,eM* so gibt es ein N,eW, sodass 4,SN,; nach IV ist SN,¢;
wegen S A4,SESN, ist also SA4, " "
n n n

Wir bezeichnen nun mit R, das System aller Mengen X, die die Gestalt haben:
2) X=(4+N')—N", (4R, N, N"¢*).

Da A ist RER,; da 41, ist P*ER,.

VIIL - Das System W, ist ein o-Korper.

Sei BieWRo, BoeWyo; dann ist B,—(4,+N/)—N.", By=(ds+Ny)— N,
wo A,;eR, 4:.¢R, N/e* N,’¢B* NJel*, N,”’¢I*; man bestitigt leicht,
dass B,—By,=((4,—A3)+N')—N", wo N'EN,/+N,”, N'EN,”+N,; da R
ein Korper, ist 4,—4,¢1R; da I* ein Korper, ist N’ +N."e¢* N,” + N/ e D,
also nach VI auch N'ef*, N”¢W)*; B,— B, hat also die Gestalt (2), d. h. es
ist By— By eRy. - Sei B,eR,; dann ist B,=(4,+N,)—N,”, wo 4,1, N,/ e *,
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N,”¢I*; daraus folgt: SB,=(SA4,+N')—N", wo N'ESN,, N"SSN,”;
n n n n
da 1R ein o-Korper, ist S4,¢1R; da M* ein o-Korper, ist SN,/«P*, SN, 1
n n n
also nach VI auch N’¢* N”:i*; S B, hat also die Gestalt (2) d. h. SB,eMR,.
n n

Nun wollen wir die Definition von ¢ auf IR, erweitern. Sei Xe1Ro; dann gilt
fiir X die Darstellung (2); doch wird es fiir dieselbe Menge X¢1R, verschiedene
Darstellungen dieser Form geben; sei:

X=(4,+N)~N",  (dieR, N/eWY, N./B*)

eine zweite solche Darstellung; wir behaupten, dass dann @(4,)=¢@(4) ist. In
der Tat, offenbar ist A —4,EN,/+N", 4,—~AEN'+N,”; da P* ein Korper,
ist N/ +N"eW*, N +N,"¢*; es gibt also eine Menge I, ¢} und eine
Menge M; ¢, so dass N,’+N"EM,, N'+N,"SM,; dann ist auch 4 —4,EM,,
A, —ASM,; da R ein Korper, ist 4—4,eR, 4:—AcR; wegen @(M,)=0,
@(M,)=0 ist nach I auch ¢(4—4,)=0, ¢(4,—A4)=0. Aus A=44,+(4—4,),
A, =AAd,+(A,—A) folgt also wegen der Additivitit von ¢ weiter: p(4)=gp(44.),
@(4)=¢(44,), mithin ¢p(4)=¢(4,), wie behauptet.

Ist Xe1Ro, so hat also fiir alle Darstellungen der Menge X in der Gestalt (2)
@(A) denselben Wert; wir konnen also ¢(X) fiir alle X¢1R, definieren durch

die Festsetzung:
3) eX)=¢(4), wenn X=(4+N')—N", (4eR, N'eB*, N"1*).

Ist insbesondere Xe 1R, so kann man hierin 4=X, N'=4, N”"=A setzen,
und der durch (3) gelieferte Funktionswert @(X) stimmt mit dem urspriinglich
in R gegebenen Funktionswerte ¢(X) iberein. Fir XeP* erhilt man aus (3)
(indem man 4=4, N'=N, N”"=A setzt): p(X)=0.

IX. - Die durch (8) in R, definierte Mengenfunktion ¢ ist total-additiv.

Sei X=8X,, wo die X, disjunkte Mengen aus 1R, bedeuten; wir haben zu
zeigen, dass:

4 P(X) = p(Xa).

Wegen X,eR, ist Xp=(4,+N,))—N,", wo A,eR, N,/eW*, N,”¢*; dann
ist, wie wir beim Beweise von VIII sahen: X=(4+N')—N", wo A=84,
n

(also 4¢MR), N'eR*, N’¢:W*; nach (3) ist also: ¢(X)=¢@(4), und ebenso
(X)) =¢(4,), sodass sich (4) reduziert auf:

P(4)=> p(4,).

Seid,/'=A4,, 4,/ =A4,—(4,+ ...+ 4,_1) (n>1); dann ist auch 4=84,/, 4,/¢R,
n
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und die 4, sind disjunkt; da ¢ total-additiv in R, ist p(4) =" ¢(4,). Es ist
n

also nur mehr zu zeigen: @(4,)=¢(4,). Nun ist: 4,—A4,/=A4,4,+ ... +
+A4pdyn 4, und da die X, disjunkt sind, ist 4,4;EN,”+N;” (i=Fm), also
An—AJSEN+ ... + N, also 4,— A4,/eW*, also p(4,—A4,')=0; da 4,— 4, /¢ R
und ¢ in 1R additiv, ist also @(4.)=¢(4,))+e(4dr—A4,)=p(4,), w. z. b. w.

X. - Der o-Korper R, ist vollstindig fir ¢.

Wir haben zu zeigen: Aus XefR,, p(X)=0, YEX folgt YeR,. Aus (3)
folgt: X-=(A+N')—N", wo AR, N'el*, N"¢W* und ¢(4)=0; also ist
A e, mithin auch 4¢*; da * ein Korper, ist auch Xe* nach VI also
auch Ye* und wegen *S 1R, ist Ye1R,.

Zusammenfassend haben wir gefunden:

XL - Ist ¢ total-additiv im o-Korper R, so ist R, ein o-Korper 2R, und
die Definition von ¢ kann so auf R, erweitert werden, dass ¢ total-ad-
ditiv in Ry und R, vollstindig Ffir ¢.

Nun wollen wir noch zeigen, daB 1R, der kleinste IR umfassende, fiir ¢ voll-
stindige Korper ist; préziser gesprochen:

XIL - Ist R* ein Korper 2R, ist v eine in R* definierte total-additive
Mengenfunktion, die in R mit @ dbereinstimmi, und ist R* vollstindig
fiir v, so ist R*2WR, und v stimmt in R, mit ¢ iberein.

Sei XeMRy, d. h. X=(4A+N')—N", wo AR, N'e*, N"¢P* und wegen VI
ohneweiters angenommen werden kann, N’ sei fremd zu 4 und N”E 4. Nach
Definition von * gibt es Mengen A4’, A” aus 1), sodass N'€4’, N'€A4".
Da MERERY, ist AR, A”¢R*; aus ¢(4’)=0, p(4”)=0 folgt wegen A’ R,
A”¢ R nach Voraussetzung: y(4’)=0, y(4”)=0, und weil IR* vollstindig fiir v,
folgt daraus weiter N'¢R*, N”¢R*; da wegen IREMR* auch 4 ¢1R* und da RR*
ein Korper, ist auch Xe¢1R*. Damit ist gezeigt, dass IR, S 1R*. Nach I folgt aus
Y(4') =0, p(4”)=0 auch y(N')=0, p(N")=0. Also ist (X)=y(4)+p(N')—
—p(N")=y(4); wegen AR ist also nach Voraussetzung yw(X)=e¢(4), also
nach (3) auch y(X)=¢(X), wie behauptet.

§ 2. - Erweiterung eines Korpers zu einem vollstindigen o-Kérper.

Nach C. CARATHEODORY nennen wir eine im System JE aller Punktmengen
des Raumes E definierte Mengenfunktion v eine MaBfunktion, wenn sie folgende
Eigenschaften hat:

1) w(4)=0;
2.) Aus AE B folgt w(4)=w(B) (d. h. y ist monoton wachsend);
8) Aus A=84, folgt w(4) =Y w(4,).

® n

Aus 1.) und 2.) folgt: y(X)=0 fiir alle X¢)E.
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-

Sei nun IR ein Korper S und ¢ eine in R definierte, fotal-additive
Mengenfunktion. Wir wollen zeigen, dass ¢ zu einer in JE definierten MaBfunktion
erweitert werden kann.

Wir bezeichnen mit 1R, (bzw. 1R;) das Mengensystem, das entsteht, indem
man zu IR alle Mengen hinzufiigt, die Summe (bzw. Durchschnitt) einer Mengen-
folge aus R sind, und mit R,s (bzw. 1Rs,) das Mengensystem, das entsteht, indem
man zu MR, (bzw. zu R;) alle Mengen hinzufiigt, die Durchschnitt (bzw. Summe)
einer Mengenfolge aus 1R, (bzw. aus R;s) sind. Die Mengensysteme R,, Rs, R,s,
1Rs, sind dann i. a. keine Korper, wohl aber Ringe, d. h. gehéren 4 und B zu
einem dieser Systeme, so gehoren auch 4+B und 4B zu diesem System.

Wir erweitern zunichst die Definition von ¢ auf TR, durch die Festzetzung :
ist BelR,—1R, so sei ¢(B) das Supremum der Funktionswerte (X) fiir alle
zu R gehérigen (°) XEB:

® p(B)=sup p(X), (XeR, XEB).

Ist Be1R, so gilt, wie aus I unmittelbar folgt, gleichfalls (5), sodass ¢ durch (5)
fiir alle B¢1R, gegeben ist.

XIII. - Die in R, definierte Mengenfunktion ¢ hat die Eigen-
schaften 1), 2), 3).

Fiir 1.) und 2.) ist dies evident. Sei, um auch 3.) zu beweisen: B,z1R,,
B= SB,Z, also auch BeR,; dann ist B, San, wo B, eR; also ist B=S B,,.

Y

Nach (1) erhalten wir daraus eine Darstellung B= SO“ wo die C; disjunkte

Mengen aus TR und jede Menge C; Teil einer Menge B,w, also auch Teil einer
Menge B,. Sei nun XeR, XS B; dann ist X=8 C; X, wo die C;X disjunkte Mengen
i

aus R; weil ¢ total-additiv in 1R, ist also @(X)=>] ¢(C;X). Wegen C.XE C;
3

ist jede Menge C;X Teil einer Menge B, ; sind X1, Xy ey Xpjye.. die sdmtlichen
Mengen C:X, die € B, sind, so ist, da X, + ... + Xpi¢ R und op(Xps + oo + X)) =
— P+ o+ Xeg), Wegen (5): (Xoi)+ o +@(Xu) S @(By), also auch
z o(X) = @(Br), also auch: ¢@(X)= 2 P(C:X) = 2 @(By), also nach (5)

auch (p(B)SZ @(By), w. z. b. w.

Nun erweltern wir die Definition von ¢ auf Y£ durch die Festsetzung: ist
AeXE—TMR, so sei p(4) das Infimum der Funktionswerte ¢(X) fiir alle zu R,
gehorigen (°) X24:

©) P(d)—inf p(X),  (XeR,, X24).

(°) Zumindest die leere Menge A ist eine zu R gehdrige Menge XC B.
(®) Gibt es kein zu TR, gehoriges X2 4, so setzen wir ¢(4)=—= -+ oo.
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Ist 4¢1R,, so gilt, wie aus I unmittelbar folgt, gleichfalle (6), sodass ¢ durch (6)
fir alle 4 ¢JE gegeben ist.
XIV. - Die in ¥ definierte Mengenfunktion ¢ ist eine MaBfunktion.
Dass ¢ die Eigenschaften 1.) und 2.) hat, ist evident. Sei, um auch 3.) zu
beweisen: A,eX und A=3S84,; wir haben zu zeigen:
n

) P(4) =3 p(4n).

Das ist sicher richtig, wenn ein ¢(4,)=+ oo ist; wir nehmen also an, alle ¢(4,)
seien endlich. Dann gibt es nach (6) zu jedem ¢>0 ein B,e1R,, so dass B,24,

und ¢(By) <@(4n)+ 5. Setzen wir B=SB,, so ist BeR,, B2A4 und we-
n
gen XIIT: ¢(B)§Z¢(Bn)<2 @(4,)+e Und da dies fiir jedes ¢>0 gilt,
n n

folgt (7) aus (6).

Ist ¢ eine im Kérper IR definierte, total-additive Mengenfunktion, so nennen
wir die durch (5) und (6) definierte MaBfunktion: die zu ¢ gehdrige Maf-
funktion.

Nach CARATHEODORY nennen wir eine Menge Me¢IE ¢-messbar, wenn fiir
jede Menge A )X gilt:

8) P(4) =p(AM) +p(4— ).

Das System aller @p-messbaren Mengen bildet einen ¢-Korper, der insbeson-
dere alle Mengen N¢JE enthilt, fiir die ¢(N)=0 ist (die Nullmengen fiir ).
In diesem o-Korper ist ¢ total-additiv (7). Wir bezeichnen den o-Korper der
@-messbaren Mengen mit 1R und nennen ihn die vollstindige Hiille von R
fiir . Dieser Name wird gerechtfertigt durch die folgenden Sitze.

XV. - R ist vollstindig fiir ¢.

Sei NeWR und ¢(N)=0; ist XS N, so ist wegen Eigenschaft 2.) der MaB-
funktionen auch ¢(X)=0, also ist, wie eben bemerkt, auch Xe R

Um zu zeigen, dass ‘iﬁ;‘lR, zeigen wir zunichst:

XVIL - Die Mengenfunktion ¢ ist additiv in R,.

Seien B, B” disjunkte Mengen aus IR, und B= B+ B”; wir haben zu zeigen:

P(B)=¢(B) +@(B").
Nach Eigenschaft 3.) der MaBfunktionen ist:

?(B)=@(B)+ ¢(B").
Es ist also nur mehr zu zeigen:
© ¢(B) Z ¢(B) +¢(B").

() Vgl. z. B. Th. R. F. S. 424-430.
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Das ist sicher richtig, wenn ¢(B)= 4 oco; wir nehmen also an, ¢(B) sei endlich ;
dann ist auch @(B’') und ¢(B”) endlich. Nach (5) gibt es zu jedem &>0 zu R ge-
horige Teile X', X” von B’ bzw. B”, so dass: ¢(X") > @(B') —¢, p(X”) > p(B") —e¢.
Dann ist X'+ X"¢1R, X'+ X"E B, und weil X’, X” disjunkt und ¢ in 1R additiv:

P(X"+X") =p(X') +p(X") > ¢(B') + p(B") —2e.

Nach (5) ist also @(B)>@(B')+@(B”)—2¢ und da dies fiir jedes ¢>0 gilt,
ist (9) bewiesen.

XVIL - Die Mengen aus R sind ¢-messbar, d. h. R2R.

Wir haben zu zeigen, dass (8) fiir jede Menge M¢1R gilt. Da wegen Eigen-
schaft 3.) der MaBfunktionen jedenfalls

P(4) = p(AM) + p(4 — M)
ist, ist nur zu zeigen:

(10 P(4) = p(AM) + (4 — ).

Das ist sicher richtig, wenn ¢(4)= - co; wir nehmen also an, ¢(4) sei endlich ;
dann gibt es nach (6) zu jedem &¢>0 ein B¢ 1R,, so dass B24 und ¢(B) < p(4)+e.
Wegen MR, BeR,, ist auch: BM:R,, B—MeR,. Aus B=BM+(B—M)

folgt also nach XVI:
gt #(B)—¢(BM) +p(B— ).
Wegen AMSEBM, A—MSB—M folgt daraus nach Eigenschaft 2.) der MaB-
funktionen
P(AM) + p(d —M) = p(B) <p(4) +s¢,

und da dies fiir jedes ¢>0 gilt, ist (10) bewiesen.

Wir fassen zusammen :

XVIIL - Jede im Korper REE definierte, lotal-additive Mengenfunk-
tion @ kann erweitert werden zu einer in X definierten MaBfunktion ¢, die
total-additiv ist in dem W enthaltenden, fir ¢ vollstindigen o-Kiorper R.

Seien IR und I Korper aus JE, und seien ¢ und y in IR bzw. I definierte,
total-additive Mengenfunktionen; wir bezeichnen auch die zu ¢ bzw. y gehdrige
MaBfunktion mit ¢ bzw. y; 1R sei die vollstéindige Hiille von 1R fiir ¢. Dann gilt:

XIX. - Ist RELER wund ist w(X)=@(X) fir alle XeW, so ist auch
w(d)=@(4) fiir alle 4E.

Sei Bedl,; bei Beachtung von (1) kann B dargestellt werden in der Form:
B=38B,, wo die B, disjunkte Mengen aus IL; nach (5) ist w(B)Zp(By+ ...+ Br)=

n

=yp(B1)+ . +9(By), also p(B)= Z w(B,); wegen Eigenschaft (3) der MaB-
n
funktionen ist auch y(B) <>, y(By); also ist w(B)= ) y(By), also wegen B,e X
n n

auch y(B)=> ¢(B,); da LER und R ein o-Korper, ist auch L.ER, also
n
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BneWR, BeR; und da @ nach XVIII total-additiv in R, ist ¢(B)=] ¢(B),
n

also y(B)=@(B). - Sei nun 4 ¢JE. Nach (6) ist ¢(4)=inf p(X) (XeR,, X24)
w(d)=inf p(¥) (Yed,, Y24); wegen REXL ist R,EXL,, also, wie eben be-
wiesen, p(X)=¢@(X) fiir alle X¢1R,; alle p(X), deren Infimum ¢(4) ist, kommen
also unter den y(Y) vor, deren Infimum v(4) ist; also ist yw(4)=¢(4). Ander-
seits ist, wie schon gezeigt, y(¥Y)=¢(Y) fiir alle Y¢2L,; also wegen Eigenschaft 2.)
der MaBfunktionen: @(4)=y(Y) fiir alle YeXL,, Y24; also auch ¢(4)=inf y(Y)
(Yel,, Y24), d. h. ¢(4)=y(A4). Mithin ist y(4)=¢(4), wie behauptet.

Ist 9L die vollstindige Hiille von % fiir v, so folgt aus XIX:

XX. - Ist RELER und ist w(X)=g(X) fir alle XX, so ist L=

Fiir den Rest dieses Paragrafen nehmen wir nun an, der Raum £ habe die
Gestalt :
(11) E=SE, E,:R, @(E,) endlich.

Machen wir Gebrauch von der Umformung (1), so sehen wir, dass die E, ohne-
weiters als disjunkt angenommen werden konnen.

XXIL - (ilt (11), so gibt es zu jeder Menge XeR eine Menge A e Ros, so
dass A2X und p(4—X)=0.

Nach (11) ist X= S XE,; da nach XVII: RETR und R ein Korper, ist XE,: 1R,

und da ¢(%,) endlich, ist auch ¢(XE,) endlich. Nach (6) gibt es ein A4,,¢1R,,
so daB 4,,2XE,, ¢p(4.)<e(XE,)+ 12.,; da REMR und 1R ein o-Korper, ist
auch R,ER, also A4,,:R; da ¢ a:ditiv in R, ist ¢(4ny—XE,)=(An,)—
—(p(XE,)<n—1— Setzen wir 4,=84,,, so ist 4,¢R,, 4,2X, und wegen

2"’

Ap—XES(4n,—XE,) ist nach Eigenschaft (8) der MaBfunktionen p(4,—X)=

= ¢(dn,—XE,) < 7—1 Setzen wir A=D 4,, so ist 4eWR,, 42X, und wegen
n

A —ng Ap,—Xist p(4—X)< 711 fiir alle 7, also @(4—X)=0.

XXIL - Gilt (11), so gibt es zu jeder Menge XeWR eine Menge Ce1Rs,,
sodass CEX und p(X— C)=0.

Wir nehmen zunichst an, p(X) sei endlich. Dann gibt es nach (6) ein 4,¢1R,,

so dass 4,2X, p(An)<@(X)+, also p(4,—X) <. Wieder nach (6) gibt es
ein B,eR,, so dass B,24,—X, tp(Bn)<7—12. Dann ist 4,—B,SEX und:

1 1
(12) P(An—Bn) Z 9(dn) —p(B2) > 9(dn)— 2 > p(X) — 1.

Da AR,y Bue,, ist An—=9 Ani (AnieR), Bi—S By (Bye W), also A4,— B,—
i J
=8(4y;— By)=8 D(4n;— Byj); da R ein Korper, ist hierin A4,;— By ¢ 1R, also

i i
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An— By e Rs,. Setzen wir 4, B = C,, so haben wir aus (12): es gibt ein C, ¢ Ry,
so dass C,E X, <;0(Cn)><p(X)—— Setzen wir C—S Cy, so ist auch CeMRs,, CEX,

und (p(X)——<<p(C)<<p(X) fiir alle #, also <p(0) p(X), also p(X—C)=0. -
Sei sodann @(X)=+ . Nach (11) ist X=SXE,, wo p(XE,) endlich; es gibt

also, wie eben gezeigt, ein C,eWRs,, so dass C,EXFE,, ¢(XE,—C,)=0. Setzen
wir C—SOv, so ist auch CeMRs,y CEX, und wegen X— C'CS(XE C,) ist

(X—O)<2<p(XE’ 0,)=0, also g(X— C)=0.

Nun zeigen wir, immer unter der Voraussetzung (11), dass R der kleinste 1R
umfassende fiir ¢ vollstindige ¢-Korper ist; priiziser gesprochen:

XXIIL - Set & ein o-Korper S und 2R; sei v eine in S definierte
total-additive Mengenfunktion, sei & vollstindig fir v, und sei y(X)= P(X)
fiir alle XeR; gilt dann (11), so ist RES und w(X)=@(X) fir alle X R.

Aus RER, RES folgt, da R und & o-Kérper sind:

18) R,EMR, RHER, R.ESH, MHES.

Sei X¢IR,; dann ist X=S8X, mit X,¢R, und indem man X, ersetzt durch
n

X, + ... + X, kann man annehmen X, S X,,,. Da ¢ und v total-additiv in 1R
bzw. B, folgt aus II: @(X)=lim p(X,), w(X)=lim yp(X,); wegen X, ¢IR aber ist
n n

nach Voraussetzung ¢(X,)=y(X,), also ist p(X)=¢(X) fir alle X¢1R,. - Sei
sodann X¢IR,s; dann ist X=DX, mit X,¢IR,, und indem man X, ersetzt
n

durch X,X,...X,, kann man annehmen X,2X,,,. Nach (11) ist X=SXF,,

wo XE,e1R,s und die Summanden disjunkt angenommen werden konnen; wegen
der totalen Additivitit von ¢ und v ist also:

(14) p(X)=> ¢(XE,), p(X)=> W(XE,).

Hierin ist XE,=DX,E,, wo X, E,¢R,, X.E,2X,,F,, und weil y(E,)=¢(E,)
n

endlich, sind auch y(X,%,) und ¢(X,%,) endlich; nach III ist also @(XE,)=
=lim (X, F,), w(XE,)=lim w(X,E,); da X,E,¢R,, ist, wie schon gezeigt,
n n

W(X,FE,)=@(X,E,), also auch w(XE,)=p(XE,), also wegen (14) auch ¢(X) =p(X)
fiir alle Xe&1R,5. - Sei sodann Xe1R und @(X)=0; wir zeigen, dass dann auch
X% und w(X)=0. Nach XXI gibt es ein 4 ¢ 1R,s, so dass 42X und ¢(4 —X)=0,
also auch @(4)=0. Wegen (13) ist 4 ¢%, und wie eben gezeigt, ist auch w(4)=0.
Da & vollstindig fiir v, und da XE 4, ist also auch X&% und w(X)=0. - Sei
nun X eine beliebige Menge aus 1R. Nach XXI gibt es ein 4 &R, so dass
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A2X und ¢p(4—X)=0; da nach (13) AeR ist auch 4 —Xe1R, also, wie eben
gezeigt, auch 4 —Xe® und y(4d—X)=0. Wegen A¢1R,s ist nach (13) 4%
und, wie schon gezeigt, y(4)=¢@(4). Aus X=4 — (4 —X) folgt nun wegen 4 ¢
A—Xe® auch X¢%, und aus der Additivitit von vy folgt: w(X)=vw(4)—
—p(d—-X)=¢p(4)—p(4 —X)=¢(X), womit XXIII bewiesen ist.

Wir bezeichnen nun mit J8 das System der Borelschen Mengen iiber 1R;
da 1R ein Korper, ist 38 der kleinste o-Korper iiber R (8).

Da nach XVII R ein o-Korper iiber 1R ist, ist also BEIR; mithin ist ¢
total-additiv in 38 und aus J8 kann nach dem Verfahren von § 1 der kleinste
fiir ¢ vollstindige o-Korper JB, iiber JB gebildet werden. Wir zeigen:

XXIV. - Gélt (11) so ist R=1B,.

Wie wir eben sahen, ist JBETR. Da MR nach XV ein fiir @ vollstindiger
o-Korper und 38, nach XII der kleinste fiir ¢ vollstindige o-Koérper iiber IB
ist, so ist 8, S1R. Da anderseits nach XXIII R der kleinste fiir ¢ vollstindige
o-Korper iiber IR ist, muss auch RE 1B, sein.

Wir kénnen nun auch die Aussagen von Satz XIX und XX ein wenig ver-
schirfen. Behalten wir die dort verwendeten Bezeichnungen bei, so erhalten wir:

XXV. - Ist RELER, ist w(X)=¢(X) fir alle XeR, und gilt (11), so
ist p(Ad)=@(4) fir alle A, und mithin T—TR.

In der Tat, aus XXIII folgt fir =T : es ist REL und p(X)=¢p(X) fir
alle X¢R, also auch fiir alle X ¢ . Die Behauptung folgt nun aus XIX und XX.

Die Theorie des %-dimensionalen Lebesgueschen MaBes ergibt sich als Spe-
zialfall dieser Theorie. Man verstehe unter % den R; (die Menge aller %-tupel
(T4 Toyeey Zy) reeller Zahlen). Dem durch die Ungleichungen a;=z;<b; (¢=1,
2,..., k) gegebenen halboffenen Intervalle I des R ordne man den Funktions-
wert o(I) = (b, —a.)(b; — @3).... (br— ax) zu. Das System alle Punktmengen des Ry,
die Summe endlich vieler solcher halboffener Intervalle sind, bildet einen Kérper 1R,
und zwar ist jede Menge X¢IR auch darstellbar in der Form X=1I,+ ... +1,,
wo die I; disjunkte halboffene Intervalle bedeuten. Setzt man p(X)=¢(L;)+ ... +
+ @(I), so ist ¢ total-additiv in IR. Die zu ¢ gehorige MaBfunktion ist dann das
k-dimensionale dussere Lebesguesche MaB, die vollstindige Hiille R von R ist
das System der im Sinne von Lebesgue k-dimensional messbaren Mengen, und
fiir alle X¢WR ist ¢(X) das k-dimensionale Lebesguesche MaB von X.

§ 8. - Multiplikation additiver Mengenfunktionen.

Seien nun zwei Riume E’, E” gegeben. Als Produktraum E’><E" bezeichnen
wir die Menge aller Paare (2, z”) mit z’¢ £/, "¢ E". Ist A'SE’, A"S E", so be-

() Siehe z. B. R. F. S. 258-262.
Annali della Seuola Norm. Sup. - Pisa. 30
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zeichnen wir als Produktmenge A'>< A" die Menge aller Punkte (z/,2") ¢ E'<E"
mit z'¢ 4’, z"e¢ A”.

e Sei R (bzw. IR”) ein aus Punktmengen des Raumes £’ (bzw. E”) bestehender
Korper, und ¢’ (bzw. ¢”) eine in TR’ (bzw. IR”) definierte additive Mengen-
funktion. Mit [ bezeichnen wir das System aller Mengen der Gestalt X'><X"
(X’e R, X”¢R”). Wir definieren nun eine Mengenfunktion ¢ in [P durch die
Festsetzung: ist X=X"><X" (X’e R, X"¢R”"), so sei:

(15) P(X) =¢'(X") - 9" (X"),

wobei unter diesem Produkte der Wert O zu verstehen ist, wenn einer seiner
Faktoren =0, der andere — 4 oo ist. Aus (15) folgt sofort: ¢(A4)=0.

Ist X=X+ ... + X, wo X;=X/><X", die X; disjunkte Mengen aus 1R’
und X”7¢R” (oder X;=X'><X;”, wo die X;” disjunkte Mengen aus 1R”
und X’¢1R’), so ist:

(16) P(X) = (X)) + oo + @(X).

XXVI. - Die Mengenfunktion ¢ ist additiv in P.
Wir haben zu zeigen: Ist P=2P, + ... +P,, wo Pe]p und die P; disjunkte

Mengen aus [P, so ist:
17 P(P)=@(P1) + . + @(Pr).

Fiir n=1 ist (17) trivial; wir nehmen also an, die Behauptung gelte fiir weniger
als # Summanden, und haben zu zeigen, dass sie dann auch fiir 2 Summanden
gilt. Sei P=P' ><P” (P'eWR, P’¢eR") und P;=P/><P;” (P/«R, P/« R").
Gilt P;”=P" (i=1,2,..,n), so reduziert sich (17) auf (16). Wir nehmen also
an, es sei etwa P,”cP’, d. h. P"—P,”’>5A. Aus:

P= (Pl >< Pnll) + (Pl > (P// _-P”//))’ Pi= (Pi, > Pi”RL”) + (Pi, >< (P‘” '—Pn”))
folgt nach (16):

(18) P(P)=p(P' < P,") + (P < (P" — P,")),

P(Pr) =@(P{ < P Py") + (P < (B" — P,").

n n
Wegen P=S8P;=8(P/><P;") ist offenbar:
=1 =1

n n
(19) P'<P,)"=8(P/=<P{/P,"), P'><(P'—P,")=8(P{>(P"—P,")).
=1 =1

Wir zeigen, dass in jeder dieser beiden Formeln mindestens ein Summand der
rechten Seite leer ist. Fiir die zweite Formel ist dies der »-te Summand; was
die erste Formel anlangt, ist dies ebenfalls der n-te Summand, falls P,’=A; ist
hingegen P,/> A, so gibt es wegen P”—P,”> A ein a’¢ P,’ und ein a”¢ P’ —P,”;
dann ist (o', a”) e P— P,, also gibt es genau ein ¢ <7, so dass (@, @”) ¢ P;; dann
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aber ist P;"P,”=A; denn wire b"¢ P/ P,”, so wire wegen a’cP,/, b"¢P,”
einerseits (a’, b”) ¢ P,, und wegen (a, a”)e¢P; wire a’¢ P/, also wegen b"¢ P;”
wiire andererseits auch (a’, b”) ¢ P;, entgegen der Voraussetzung, dass die Mengen
P,,..., P, disjunkt sind. Da also P;”P,” =4, ist in der ersten Formel (19) der
¢-te Summand leer. Lassen wir in (19) die leeren Summanden weg, so enthalten
also die rechten Seiten weniger als # Summanden; nach Annahme gilt also:

n
Q’(PIXPn/’):Z (P(Pi'XPi”Pn”) ;
=1

n
QP> (P —Py"))= 3 ¢(Pi >< (" = Fu")),
=1

(wo rechts die von den leeren Summanden in (19) herriihrenden Glieder =0 sind).
Durch Einsetzen in die erste Formel (18) ergibt sich:

n
P(P)= (p(Pi <P P,") + (P >< (P{" — Py"))),
i=1

und wegen der zweiten Formel (18) ist das die zu beweisende Formel (17).

Das Mengensystem [P ist i. a. kein Korper; wohl aber folgt daraus, dass R’
und fR” Korper sind, nach einem bekannten Satze (°), dass das System R aller
Mengen, die Summe endlich vieler Mengen aus [P sind, ein Korper ist, und
dass jede Menge aus R auch darstellbar ist als Summe endlich vieler
disjunkter Mengen aus P. Wir bezeichnen 1R als den Produktkérper R ><R”,
und wollen die Definition der durch (15) nur in [P definierten Mengenfunktion ¢
auf IR erweitern. Zu dem Zweck zeigen wir vorerst:

XXVIL - Sind Py,...., P disjunkte Mengen aus P und P,,.., P, disjunkte
Mengen aus B, und zst Pi+ wn+Pp=Pi+ ...+ Py, so ist auch:

(20) @(P1)+ e + @(Pr)=@(P)) + oo +9(Pr).

m ” __ m n —
Offenbar ist SP,=8 P;j=8 SP;Pj. Ist P;=P/><P;" (P/e R, P":R”) und

=1 J=1 i=15=1
P—=P/=< Py (Pjs‘lR’ Pj”s‘R”), so ist P,Pj—P/P} ><P”P/’, da R und R”
Korper, ist P/P/c1R, P/"Pj"¢ ‘IR”, also P.P; e]l), die P;P; sind also disjunkte

Mengen aus [, und wegen Pi=S P,P;, PJ=S P;P;, ist nach XXVI:
j—1 i—1

PP)=0(P:P),  ¢(P)=D ¢(P:iP);

=1 =1

() R. F. S. 14 (Satz 3.3.22).
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also ist:

m m n
D o(P)=>) > o(P:P), Z P(Py)= 2 ZtP(P P)),
i=1 i=1j—1 J=14—1
womit (20) bewiesen ist.
Sei nun X eine beliebige Menge aus 1R; dann ist X in der Form darstell-
bar X=P,+ ... + P,, wo die P; disjunkte Mengen aus [P sind. Wir setzen:

1) PX)=@(P1) + . +@(Pr),

und XXVII lehrt, dass der durch (21) definierte Wert ¢(X) unabhingig ist von
der Art, wie X als Summe endlich vieler disjunkter Summanden aus [ darge-
stellt wird. Durch (21) ist nun ¢ in ganz IR definiert, und wir zeigen noch:

XXVIIL - Die durch (21) in R definierte Mengenfunktion ¢ ist additiv.

Seien X und Y disjunkte Mengen aus WR; dann ist X=P, + ... + Py, wo
die P; disjunkte Mengen aus [P bedeuten, und Y=&, + ... +d,, wo die &; dis-
junkte Mengen aus [P bedeuten; also ist X+ Y=P,+ ... + P+, + ... +,,
eine Darstellung von X+ Y als Summe endlich vieler disjunkter Mengen aus IP.
Nach (21) ist:

P(X)=@(P)+ o +@(Pr)y  P(Y)=@(Ls) + oo + ()
PX+Y)=@(P) + o +@(Pr) + @(A1) + oo + (En)

also (X+Y)=¢p(X)+¢(Y), w. z. b. w.
Wir bezeichnen die durch (15) und (21) in R=TM’'>=<1R" definierte Mengen-

funktion ¢ als das Produkt ¢’ ><¢” der in R’ bzw. IR” definierten und additiven
Mengenfunktionen ¢’ und ¢”. Zusammenfassend haben wir dann:

XXIX. - Ist ¢ eine im Korper W' definierte, additive Mengenfunktion
und @" eine im Koérper W’ definierte, additive Mengenfunktion, so ist
@' <p” eine im Korper R <" definierte, additive Mengenfunktion.

§ 4. - Multiplikation total-additiver Mengenfunktionen.

Verschirfen wir die Voraussetzung, ¢’ und ¢” seien in R’ bzw. R” additiv,
zur Voraussetzung, ¢’ und ¢” seien in R’ bzw. R” fotal-additiv, so kénnen
wir auch zeigen, dass ¢’ ><¢” in R=TMR'><1R” total-additiv ist. Wir zeigen zuniichst
in Verschirfung von XXVI:

XXX. - Ist ¢ total-additiv in R und ¢” total-additiv in R”, so ist die
durch (15) definierte Mengenfunktion ¢ total-additiv in TP.

Wir haben zu zeigen: Ist P—S P;, wo Pe[) und die P; disjunkte Mengen
aus [P bedeuten, so ist:

(22) P(P)=2] ¢(P).
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Da PR, P+ ... + Pre R, und da R ein Korper, ist auch P— (P, + ... + P,) ¢ R,
und da jede Menge aus IR Summe endlich vieler disjunkter Mengen aus [P ist,

so haben wir:
P=P,+ ...+ P+ P+ ... + Ppt,

wo Pi,.., Pn, Pi*.., Pn* disjunkte Mengen aus [P sind. Nach XXVI ist also:
P(P)=@(P1) + .. +@(Pn)+@(Pr*)+ ... +@(Pn’),

also @(Pi)+ ... +@(Pr) = @(P), mithin:

(23) ; (P:) = ¢(P).

Es ist P=P =<P" (P'sWR, P"¢R"), P;=P/><P;” (P/¢R, P/"¢R"). Wir be-
zeichnen mit g;(2’) diejenige auf P’ definierte Punkfunktion, die —¢”(F;") ist
fiir 2’¢ P/ und =0 fiir 2’¢ P'— P/, und setzen: A,(2')=¢:(2') + ... + gn(2’). Wir
bilden die 2® Mengen Dp,,..., Dy, die entstehen, indem man in P,/Py’... P,/ auf
alle miig]ichen Weisen 0, 1, 2...., » Faktoren P/ ersetzt durch P’—P/. Dann

2"

ist P'=S Dy, und da R’ ein Korper, ist Dy ¢ R’. Die Funktion A,(z) ist konstant
Jj=1

auf jeder der Mengen D,;; bezeichnen wir ihren Wert auf D,; mit (1°) y,;, so ist

offenbar :

(24) PP+ oo + @(Pr) = X Y@’ (Dry)-
j=t

Bezeichnen wir nun fiir jedes z’¢ P’ mit &,(z') die Menge P;” oder die leere Menge,
jenachdem z’¢ P/ oder z’¢ P'— P/, so folgt aus P=_ P; sofort: P”"=_S8&,(z'), und
i P

da die Mengen P; disjunkt sind, sind es (fiir jedes feste 2’¢ P’) auch die Mengen
d,(z'); weil @” total-additiv in TR”, ist also ¢”(P")zz¢/’(ai(z’)) fiir jedes z'¢ P/,

und wegen der Definition von g;(2’) ist dies glexchbedeutend mit: " (P")= Zg,(x )s
wofiir wir auch schreiben koénnen:

(25) @"(P")=lim h,(z') fiir jedes 2'e P’
n

Sei nun z eine beliebige Zahl <¢”(P”). Bedeutet D, die Summe aller D,;, auf
denen h,(2')>z ist, so ist D,e R’ und es folgt aus (24):

(26) PP+ e + P(Pr) Z 29/ (Dn).

Wegen z<¢@”(P") aber folgt aus (25): P'=8D,, und da D,E D, ., folgt aus
n

(19 Ist D,j=A, so setze man etwa y,;=0.
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der totalen Additivitit von ¢’ in TR’ nach II: ¢'(P’)=lim ¢/(D,). Also folgt
aus (26): Vo n
&0 S (P) Z2¢/(P),

?

und da dies fiir jedes z<g@”(P”) gilt:
S p(P)Z¢/(P') - ¢ (P") =(P).

Zusammen mit (23) ergibt das (22).

Nun erhalten wir in Verschirfung von XXIX:

XXXI. - Ist ¢ total-additiv in R wnd ¢” total-additiv in WR”, so ist
@' <" total-additiv in R’ <R".

Wir setzen wieder ¢/ <p” =g, R’ ><R”=1R, und haben zu zeigen: Ist 4=84;,
wo deR und die &; disjunkte Mengen aus IR bedeuten, so ist: ‘

(27) P(&) =2 p(%).

Wegen deR ist d=P, + ... + P,, wo die P; disjunkte Mengen aus [P bedeuten;
ebenso ist ;=P + .. +Pi"i’ wo die Py disjunkte Mengen aus [P bedeuten.
Nach (21) ist: n
(28) ()= 21 P(F;)-

o

Wegen P,Ed, =84, ist:
) n;

P;=8 P&;=S8 S P;Py,
i k=1

also nach XXX: n;
P(B) =2 > ¢(PiPu),

T k=1
mithin nach (28):

9) P @)= DS o(BPY =SS o(P,Pw).
=17 k=t 7 j—1k—1

n
Wegen &,E9=_8P; ist:
j=1

n n %
;=8 P8;=8 SP;Py,
j=1 J=1k=1
also nach (21): n
@)= D} P(PiPuc).
j=1k=1
Setzt man dies in (29) ein, so erhdlt man (27).
Sei nun X das System aller Teilmengen von E’><E”. Wegen XXXI kann
@’ ><¢" nach XVIII erweitert werden zu einer in Y definierten MaBfunktion ¢,
die wir als die zu ¢'><¢" gehirige MaBfuntion bezeichnen; sie ist, wenn IR
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die vollstindige Hiille fiir ¢ des Koérpers R=1R'><M" bezeichnet, total-additiv
in R. Setzen wir p—g¢'><¢" auch fiir alle XeR, so konnen wir XXIX ver-
schiirfen zu:

XXXIL - Ist ¢’ eine im Korper W' definierte, total-additive Mengen-
funktion und ¢" eine im Korper W’ definierte, total-additive Mengenfunk-
tion, und R=MR'<MW", so ist ¢'<¢" eine in R definierte total-additive
Mengenfunktion.

Wir nehmen nun an, die Riume E’, E” haben die Gestalt:

=SE/, E/¢eWR, ¢(E,) endlich;

3 4
( O) E// — S .E.y”, E,,” e 1RII’ (pl/ ( Ev”) en dli Ch.

Dannist E' <E"=SE, ><E,,wo E,/><E,/sRund (£, < E,/y=¢'(E.) - ¢"(E,")
Hy v
endlich, und indem wir die Mengen FE,'><ZE,” in eine Folge ordnen, sehen wir,

dass fiir den Raum E=E'><E" (11) gilt.

Sei &’ das System aller Teilmengen von E’, sei JB” das System aller Teil-
mengen von E”, und ¥ das System aller Teilmengen von Z’'><E”; seien 1R/,
9L’ Korper aus B/, und ", UL Korper aus E”; seien ¢’ und ¢’ in R’ bzw. L’
definierte, total-additiv Mengenfunktionen, ¢” und " in 1R” bzw. UL” definierte,
total-additive Mengenfunktionen; IR’ sei die vollstindige Hiille von IR’ fiir @' ,
und R” die vollstandlge Hiille von 1R” fiir ¢”. Seien ¢ und ¢ die zu ¢'><¢”
bzw. y'><y” gehérigen MaBfunktionen, und seien R und L die vollstindigen
Hillen fiir ¢ bzw. v von R=TR"><MR" und L=2'<qL". Dann gilt:

XXXIIL - Ist REWER, R'SL'SRY, ist ¢'(X)=v/(X') fiir alle X'eWR,
¢'(X")=y"(X") fiir alle X"eR", und gilt (30), so ist p(4d)=vy(4) fiir alle
A E, und mithin R="UL. Es stimmen also die Produkte ¢’ <¢" und ' ><y"
in ihrem gemeinsamen Definitionsbereiche R=9 diberein.

Offenbar ist REW und yw(X)=¢@(X) fir alle X¢IR; nach XXV ist also nur
mehr zu zeigen: LEMR. Sei @ das System aller Mengen X’><X” mit X’¢ 1R/,
X"eR”; da LER <R, und jede Menge aus R’ <1R” Summe endlich vieler
Mengen aus @ ist, geniigt es also zu zeigen, dass Q STR. Wir beweisen das
schrittweise.

Hilfsatz 1. - Ist B=B'><B", wo Bs1R,/, B’¢R,” soist BeR und ¢(B)=
—¢/(B) - (B,

Wegen BeR,, B:R,” ist B=8B,, B'’=8B,”, wo B/«R’, B, ¢R", und

n n

es kann ohneweiters B, S B'n.i, B,”SB";,, angenommen werden; dann ist
B, ><B,"¢R, also auch B,’><B,"¢1R, und B=8 B,/ <B,”, also BeIR,; da aber
n

R ein o-Korper, ist lR,—1R, also BeR. Da B=SB . <B,” und B,/ ><B,"S
E By 1><B",,, und da nach XXXII ¢ total-additiv in ‘IR ist nach II: @(B)=
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=lim (B, ><B,”). Hierin ist nach (15): (B, <B,")=¢'(B,) - ¢"(B,”). Da
n

R ein o-Korper iiber R, also R,/ SR, und da nach XVIII ¢ total-additiv
in 1R/, ist nach II lim ¢/(B,)=¢'(B’), und ebenso lim ¢"(B,”)=¢"(B"). Also
n n

ist p(B)=¢'(B') - ¢"(B"). Damit ist Hilfsatz 1. bewiesen.
Hilfsatz 2. - Ist A—A’><A4", wo A’eWR'ss, A"¢R",s, so ist AeR.
Wegen A’¢R’ys, A"eR",5 ist A’=D A4,/, A”=DA,, wo A,/¢eR,/, 4,/«R,;
n n

dann ist A4’><A”=DA,’><A,"”; hierin ist nach Hilfsatz 1 4,’><4,”¢1R, also
n

ist 4¢1Rs, und da 1R ein o-Korper, ist auch 4 ¢1R.

Hilfsatz 8. - Ist A—=A'><A", wo A'cWR, ¢/(4’)=0 und A" eine beliebige
Menge aus E" (oder A"eR", ¢"(4")=0 und A’ eine beliebige Menge aus E'),
s0 ist AR und @(4)=0.

Da IR vollstindig fiir ¢, geniigt es zu zeigen, dass @(d4’><E”)=0. Da
nach (30) E"=SE,’, also A’<E"=8A’'<E,’, geniigt es nach Eigenschaft 3.)

der MaBfunktionen weiter, zu zeigen, dass ¢(4’<E,”)=0. Da ¢'(4’)=0, gibt es
nach (6) zu jedem ¢>0 ein BeIR,/, so dass B'24’ und ¢'(B’)<e Dann ist
nach Hilfsatz 1. (B ><E,")=¢'(B’) - ¢"(E,”) =e¢"(E,”); nach Eigenschaft 2.)
der MaBfunktionen ist also auch ¢(4’'<E,”) <e@"(E,”), und da dies fiir jedes ¢>0
gilt und ¢"(E£,”) endlich ist, ist p(4’=<E,”)=0, w. z. b. w.

Nun konnen wir XXXIII beweisen. Sei also Xe@, d. h. X=X"><X", wo
X’eR’, X”¢ R”. Nach XXI gibt es ein A’¢R’,s und ein 4”& IR”,s, so dass: 4’2 X,
A"2X", ¢'(4’—X")=0, ¢"(4”—X")=0. Nun ist:

X=A/><A//_(((A/_XI)><A”)+(AIX(A//_X//)));

nach Hilfsatz 2. ist hierin 4’4", nach Hilfsatz 8. ist (4’'—X’')><4"e MR,
A’><(4"=<X")eR, also, da 1R ein Korper, auch X¢1R. Es ist also Q SR, w.z.b.w.

Sei nun insbesondere E’ der Ry, E” der R; und 1R’ das System aller Mengen
des Ry, die Summe endlich vieler halboffener Intervalle a/=z;/ <b;' (i=1, 2,..., k)
sind, R” das System aller Mengen des R;, die Summe endlich vieler halboffener
Intervalle a/'<z/" < b (¢=1,2,..,1) sind. Fiir das durch a/<z/<b/ ({=1,2,.., %)
gegebene halboffene Intervall I’ des Ry sei ¢'(I')= (b —a’).... (b’ —a'), fiir das
durch a/’=z/<b{ (i=1,2,...,1) gegebene halboffene Intervall I” des R; sei
"I =(b—a)").. O —a&); ist X'=L'+ .. +1,)/, X"=1L"+ ... +1,”, wo
die Z; disjunkte halboffene Intervalle des Ry, die I;” disjunkte halboffene Inter-
valle des R; sind, so sei ¢/(X")=¢ (L)) + ...+ ¢' (L)), ¢"(X")=¢" (L") + ..+ ¢"(L)").
Dann ist offenbar R’ ><1R” das System aller Mengen des Ry, die Summe endlich
vieler hallboffener Intervalle a;=z;<b; ({=1,2,..., £+ 1) sind. Die zu ¢’ bzw. ¢”
gehdrige MaBfunktion ist, wie wir in § 2 sahen, das /k-dimensionale (bzw. /-di-
mensionale) Aussere Lebesguesche MaB, und IR’ (bzw. 1R”) ist das System aller
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k-dimensional (bzw. /-dimensional) messbaren Mengen des Ry (bzw. R;). Setzen
wir p=¢'><¢”", so wird die zu ¢ gehorige MaBfunktion das (%+ /)-dimensionale
dussere Lebesguesche MaB, und R das System aller (k+?)-dimensional mess-
baren Mengen des Rj.;. Bezeichnen wir das r-dimensionale Lebesguesche Maf
mit w,, so ist also uz><pu;= . Satz XXXIII lehrt, dass es dabei gleichgiltig
ist, ob wir von den Korpern R’ und 1R” oder den Kérpern IR’ und 1R” ausgehen.

§ 5. - Analytische Darstellung.

Sei wieder IR’ ein aus Mengen des Raumes E’ und R” ein aus Mengen des
Raumes E” bestehender Korper, ¢ eine in R’ und ¢” eine in R” total-additive
Mengenfunktion ; IR’ sei die vollstindige Hiille von 1R’ fiir ¢’; dann kann ¢’ nach
§ 2 erweitert werden zu einer in R’ total-addiven Mengenfunktion ¢’. Die zu
¢’ bzw. ¢” gehdrige MaBfunktion bezeichnen wir gleichfalls mit ¢’ bzw. ¢”. Wir
nehmen weiterhin an, es sei E’¢ R’ und ¢/(E’) endlich, und E"=S E,”, wo E,"sR”

und ¢"(E,”) endlich; dabei kann ohneweiteres E,”S E”,,, angenommen werden.

Ist MS E'<E", so bezeichnen wir fiir jedes z¢E’ mit M, die Menge aller
yeE", fir die (z,y)eM; dann ist ¢"(M,) eine in E’ definierte Punktfunktion.

Eine in E’ definierte Punktfunktion 7(z) heiit ¢’-messbar, wenn fiir jede
Zahl z die Menge [f>z] aller Punkte z von E’, in denen f(z) >z ist zu ® gehort.
Fiir jede nicht-negative, ¢’-messbare Funktion f ist dann das iiber E’ erstreckte
Integral () f fdg' definiert (*).

Setzen wir R=MR'<1M", p—¢’'=<¢", so ist nach § 4 ¢ total-additiv in 1R.
Mit P bezeichnen wir wieder das System aller Mengen P aus E’'><E”, die die
Gestalt haben: P—P’><P” wo P'sWR’, P": R

XXXIV. - Ist P, so ist PpeWR", ¢'(Pr) ist ¢'-messbar und @(P)=
—@) [ ¢ (P)dy.

In der Tat, fiir z¢ P’ ist P,=P”, fiir ze E'— P’ ist P,=A; also ist P,e¢ 1R’
¢"(Pr)=¢"(P") tir zeP’ und ¢"(P,)=0 fiir z¢ E'— P’. Die Funktion ¢"(P,)
ist also ¢'-messbar und es ist:

(El)fq)”(Pw)d¢l=¢I(Pl)q)/l(P//)=¢(P).
XXXV. - Ist MeR, so ist MyeWR’, ¢"(M,) ist ¢'-messbar und @(M)=
— (&) [ ¢/ L)dg.
In der Tat, M ist darstellbar in der Form M=P,+ ... + Py, wo die P; dis-

(1) Vgl. z. B. Festschrift der 57. Vers. Deutscher Philologen u. Schulminner, Salzburg,
1929, 8. 193 ff.
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junkte Mengen aus [P bedeuten. Dann ist M, = P,;+....+ Py, wo die P;, disjunkte
Mengen aus TR” sind; mithin ist MyeR", ¢"(My) =¢"(Piz) + .o +¢"(Puz); da
¢"(Py;) nach XXXIV ¢'-messbar, so ist auch ¢”(M,) ¢'-messbar und:
&) [ Mg =) [ (P + o+ (B) [ (Prc)iigf =
=@(P1) + oo + @(Prn) = ().

XXXVI. - Ist BeR,, so ist ByeR",, ¢"(By) ist ¢'-messbar und (B)=
—(&) [ 9" (B)dy

In der Tat, B ist darstellbar in der Form B=S8B,, wo B,¢IR und ohne-

n

weiters B,E B,;; angenommen ngen kann; da R gﬁ, magﬁ, ist B,eMR,
BeMR, und da ¢ total-additiv in TR, ist nach II: ¢(B)=Ilim ¢(B,). Ferner ist
n

B,=8 By, BuS Bypiz; da nach XXXV B,,e1R”, ist B,e1R”,, also, da IR” ein
n

o-Korper iiber 1R”, auch B,eMR”, und da ¢” total-additiv in R”, ist nach II:
¢"(By) =lim ¢@”(Bps). Da nach XXV ¢”(B,,) ¢'-messbar, ist auch ¢”(By)
n

¢'-messbar, und da wegen B,,E By, auch ¢”(Bue) <= ¢”"(Bpi1e) ist (1?):
(&) [ ¢"(B)dg =lim (B [ ¢ (Bu)dy/ ~lim ¢(B,) =g(B).
n n

XXXVIL - Ist A &Ry, 50 t5t ApyeR” s, ¢"(4s) tst ¢'-messbar und @(4)=
— @) [ ¢"(4o)dy.
In der Tat, es ist A=D B,, wo B,e R,; also ist 4,= D B,,;, wo nach XXXVI
n n

Bu.eR”,; also ist 4,eR”,5. Wir setzen sodann E’'><FE,” =FE,; dann ist E,¢ R,
E,SE, , und B'<E"=8SE,. Setzen wir 4,—=E,A,soistalso 4,¢MRss, 4,E 4,4,
A=38A4,und nach II: *

(31) @p(4)=lim p(4,).
Wegen 4,eMR,s ist 4,=D A,,, wo A4,,eR, und ohneweiters 4,,,;E 4,, ange-
n

nommen werden kann; indem man noch 4,, ersetzt durch F,4,,, kann auch
AnSE, angenommen werden; dann ist ¢(4,,) endlich und somit nach IIT:

(32) p(4,) =lim ¢(4,n).

Ferner ist 4,5=2D Az, Apni12S Aonz; da nach XXXVI 4,,,6 R”,, ist 4,06 R" 05,
n
also A,,¢R”; wegen A,,SE, ist A4,,,SE,”, also ¢”(4,.,) endlich, und da ¢”

(*?) A. a. 0. S. 198.
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total-additiv in R”, ist nach ITI ¢”(A4,;) —km @”(4,ns). Da nach XXXVI ¢ (A4 ,z)
n

¢'-messbar, ist also auch ¢”(4,;) ¢’-messbar; ferner ist wegen A,,11,S Ayne
auch @ (dynyiz) =@" (Anz) und weil ¢@”(4d,ne) = @"(E,"), ist (£') / @" (Anz) A’
endlich; also ist (%) bei Beachtung von XXXVI: :

(&) [ (A} A =tim (B) [ ¢ (A’ =1im (),

also nach (32):
(33) p(4,)=(E") f ¢"(4,)dg'.

Da A—SA,, A,SA,., ist Ay—S A, ApS Ay, Da AyeR” und R” ein
o-Korper, ist auch AyeMR” und nach II: ¢”(4,;)=lim ¢”(4,;). Also ist auch
@”(4;) ¢-messbar und wegen (33):

(&) [¢" ()’ =lim (&) [ (4,)d’ =1im (4.,

also nach (31): ¢(d)=(E’) / ¢"(A)dg'.

Nennen wir wieder jede Menge N’'S E’ mit ¢'(N')=0 eine Nullmenge
fiir ¢', so gilt:

XXXVIIL - Ist NelR wund @(N)=0, so ist ¢"(N,)=0 fiir alle z¢E’,
abgesehen von einer Nullmenge fiir ¢', mithin NyeR” fir alle z¢E’, abge-
sehen von einer Nullmenge fir ¢'.

Nach XXI gibt es eine Menge A&, so dass A2N und ¢(4—N)=0;
dann ist auch @(4)=0, nach XXXVII ist also (£’) / p"(Azy)de’' =0, also ist
@”(4,)=0, abgesehen von einer Nullmenge fiir ¢'. Wegen NE 4 ist auch N,E4,,
also ist nach Eigenschaft 2.) der MaBfunktionen auch ¢”(N,)=0, abgesehen von
einer Nullmenge fiir ¢'.

XXXIX. - Ist M eine beliebige Menge aus R, so gilt fir alle z¢E’', ab-
gesehen von einer Nullmenge fir ¢ : MyeR”, es ist ¢"(M,) ¢'-messbar
und o)~ (E') [¢" (M) dgt.

Nach XXI gibt es eine Menge A ¢1R,s, so dass A2 M und @(4d—M)=0,
also p(4)=@(M). Setzen wir A —M=N, so ist A=M+ N, also A,=M,+ N,;
hierin ist nach XXXVII A4,¢1R” und nach XXXVIII N,¢1R” fiir alle z¢ £’ abge-
sehen von einer Nullmenge fiir ¢, also auch M,¢R” fiir alle z¢E’ abgesehen
von einer Nullmenge fiir ¢’; und da nach XXXVIII ¢”(N,)=0, abgesehen von
einer Nullmenge fiir ¢’, ist ¢”(4;)=¢"(M;), abgesehen von einer Nullmenge

(13) Vgl. FuBnote (1?).
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fiir ¢’. Da nach XXXVII ¢”(4,) ¢'-messbar, ist auch ¢”(M,;) ¢'-messbar, und
es ist zufolge XXXVII:

(E) [ " )y’ — (B [¢"(42)de' = p(4);

da aber @(4)=q@(M) war, ist p(M)=(E") f ¢”(M,)d¢’, wie behauptet.

§ 6. - Das Reduktionstheorem.

Seien nun drei Riume gegeben: E,, E., Es; sein Ry, R, R; Korper aus
Mengen des Raumes E,, bzw. E;, bzw. E5, und seien ., @2, @s in R,, bzw. R,,
bzw. R; total-additive Mengenfunktionen.

Wir bezeichnen mit E, =< E, > E, die Menge aller Tripel (z, y, 2), fiir die z¢ E,,
yekl,, ze E;, und koénnen schreiben: FE, < E,>< E;=(E,><E;)><E;=FE, ><
< (HBy>=<Hs). Ist M,EE,, M;E E,, M€ Ej, so bezeichnen wir mit M, < My><M,
die Menge aller (z,y, 2), fiir die zeM,, yeM,, 2¢ M5, und konnen schreiben :
My<My>< My = (M, >< Mz) < My = M, < (M;><M;). Wir bezeichnen mit [P das
System aller Mengen MEE,<F,>=<F,, die die Gestalt haben M, <M,><M,,
wo M, ey, MyeRy, M;¢MRs; mit R, ><M2><IW; bezeichnen wir das System
aller Mengen, die Summe endlich vieler Mengen aus [P sind; offenbar ist
1R1><1R2><1R3=(1R1><1R2)><1R3=1R1><(1R2><1R3); da R, ><TM: und R, =<MR;
Korper, folgt daraus (1), dass auch TR,><TMR:><1R; ein Koérper, und dass jede
Menge aus TR;><1MR;>=<1Rs; Summe endlich vieler disjunkter Mengen aus [P ist.

Da ¢,><@, nach XXXI total-additiv in R,><1M. und @;><g@; total-additiv
in WR>><1R;, ist sowohl (@,><@;)><g@, als auch ¢, ><(@pz><g@;) nach XXXI total-
additiv in R, <M. ><1MR;.

XL - In Ri<MRe><Ws gilt: (pi><@s) < @ps=p1><(@p2><@s).

Wir setzen ¢, ><@=¢, ga<@s=¢", ¢ <@s=v', @i><@”"=y". Ist Mep,
etwa M=M,<M,<M, mit M, ¢eR,, M,eR,, M;¢WR;, so ist nach (15):
@' (My>< Mp) =i (M) po(Mz), @ (Mo><Ms)=g2(M:)ps(Ms),

MO (M < My < ) = (M, < M) (M) = s (M) o (M) (M)

und 'l/l”(Mi ><M2 XM3) =(P1(M1) (p”(Mg ><M3) =(p1(M4) (pz(Mz) (p3(M3); wir haben
also ¢/ (M)=v"(M) fiir alle MeP. - Sei nun XeR,><W:><M;; dann ist
X=X,+ ... + X, wo die X; disjunkte Mengen aus [P, und nach (21) ist:

V(X)) =y (X)) + e +¥(X), (X)) =9"(X)+ o + 9 (Xn);
da, wie eben gezeigt: v/ (X;)=1v"(X3), ist auch ¢/(X)=v"(X), w. z. b. w.

(%) Vgl. FuBnote ().
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Wir setzen nun IR;><M:><1MR;=1R und kdnnen zufolge XL fiir alle Mengen
aus TR statt (@i ><@:)><g@; und statt @, ><(@,><¢;) einfach @, > @, ><p; schreiben ;
@1 <@y ><@; ist total-additiv in IR. Die zu @, ><@;><@; gehdrige MaBfunktion ¢
ist dann gleichzeitig die zu (@,><@.)><@; und die zu @, ><(p:><@;) gehorige
MaBfunktion; sie ist total-additiv in der fiir ¢ vollstindigen Hiille R von R.
‘Wir haben also nach XXXII:

XLI. - Sowohl (1 ><@s)<p; als @< (p:><@s) sind in R definierte, total-
additive Mengenfunktionen, und in R gilt: (@u><@s) <ps—=@y>< (@2 ><@s).

Wir konnen also auch fiir alle Mengen aus IR statt (p1><@p)><@p; und
statt @, ><(pz><g@;) einfach @,><@;><g@; schreiben.

Wir nehmen nun an, es sei E,¢Wi, ¢i(Z,) endlich, E,¢1R;, p2(E;) endlich
und E;=3S8 E;,, wo Es,eRs und ¢;(Es,) endlich; dann ist, wenn wieder ¢, <g@,=¢/,

@o<p3=q” gesetzt wird: E,><FE,e¢WR,><WR; und ¢'(E,<E;)=@i(E) p:(Es)
endlich, und E,<E;=SE,><E;, wo Ey><FE;cR;><MR; und ¢"(E:><E;,)=

=@2(E;)ps(Es,) endlich.

Sei nun M eine Menge aus E, < E;><E;; ist z¢ E,, so bezeichnen wir mit M,
die Menge aller (y,2) e E.><E,, fir die (z,y,2)eM; ist (z,y)e E,><E,, so be-
zeichnen wir mit M., die Menge aller z¢E;, fiir die (z,y,2) e M.

Sei nun insbesondere MeiR. Setzen wir ¢ =g, < @, < @5, @' =@, < @s,
@' =@, <3, 0 ist nach XXXIX wegen @—=¢'><@;:

(34) M) = (i< Fs) [ ps(May) Ao,
und wegen @=¢,><p”:
@5) P~ (E) [ ¢ (Ma)deps

hierin ist nach XXXIX, wenn wir IR;><1R;=1R" setzen: M,eWR” fiir alle z¢ E,
abgesehen von einer Nullmenge fiir ¢,; also gilt nach XXXIX fiir alle z¢ E,,
abgesehen von einer Nullmenge fiir ¢,:

¥ (M) = (Es) [ pu(My) dipe;
durch Einsetzen in (35) erhalten wir also:
P = (B [ ((B:) [ 94y} dps) i,
und durch Vergleich mit (34), indem wir fiir ¢’ wieder ¢,><¢, schreiben:
(36)  (Bu<Es) [puMa)d(pi<g)=(B) [ (o) [ s dep.

Wir sehen also, dass das assoziative Gesetz der Multiplikation der total-
additiven Mengenfunktionen sich analytisch durch das Reduktionstheorem
der Doppelintegrale ausdriickt.
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Will man dieses Reduktionstheorem aus dem assoziativen Gesetz der Multi-
plikation herleiten, so hat man noch zu zeigen, dass fiir @;(M,,) in (36) jede
beliebige nicht negative (¢,><q;)-messbare Funktion /(z,y) auftraten kann
(der Ubergang zu Funktionen f(z,y) beliebigen Zeichens erfolgt dann leicht in
bekannter Weise).

Wir wihlen zu dem Zwecke fiir £; den R, (die Menge aller reellen Zahlen),
fir IR; das System der im Sinne von Lebesgue messbaren Mengen des R,,
fiir @; das (eindimensionale) Lebesgue MaB8 u,; da dann IR, ein fiir u, voll-
stindiger o-Korper, ist R;=1R;. Ist dann M die Menge aller (z,y, 2) mit z¢ K,
yeE,, zeR, fir die 0=2<f(z,y), so ist @3(Myy)=1(z,y). Es ist also nur zu
zeigen : Ist £(z,y) (@i><@s)-messbar, so ist MeR.

Wir setzen R,><MWR:;=1R". Da f(z,y) (pi><g:)-messbar, gehort fiir jedes 2z die
Menge [f>2z] aller (z,y)eE,><E,, in denen f(z,y) >z ist, zu R’. Seien 7y, 7y,..,
Ppye. die simmtlichen positiven rationalen Zahlen und sei M,=[f>7,]; dann
ist M, ¢R’; bezeichnen wir noch mit I, das durch 0<z=r, gegebene Inter-
vall des R,, so ist offenbar M=SM,>=1,. Da hierin Mannsﬁxﬁs, und

n

nach XXXIII IR’ =<1R; gﬁ, ist Manns'I-R, und da 1R ein o-Korper, ist auch M <R,
w. z. b. w.

So erweist sich also das Reduktionstheorem der Lebesgue- Stieltjesschen
Doppelintegrale als identisch mit dem assoziativen Gesetz der Multiplikation der
total-additiven Mengenfunktionen.
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