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ATTRAZIONE NEWTONIANA DEI TUBI SOTTILI
E VORTICI FILIFORMI

di TuLrLio LEvVI-CiviTA (Roma).

In questa memoria ho redatto tre delle quattro conferenze che tenni nel
Marzo 1931 all’ Universitd di Parigi, per benevola iniziativa del chiarissimo
Prof. H. VILLAT, direttore dell’Institut pour la mécanique des fluides. Si tratta
in sostanza di risultati miei () e del DA R10s (?), gia pubblicati da tempo, i
quali concernono il potenziale newtoniano e I’ attrazione di tubi molto sottili,
nonché I’ applicazione che se ne pud fare alle vicende (cambiamenti di posto e
di forma) di un filetto vorticoso di forma qualunque in seno ad un liquido inde-
finito, animato (esternamente al filetto) da moto irrotazionale. Tale applicazione
era stata, per cosi dire, antecipata dal DA R10S, nella sua tesi di laurea del 1906,
generalizzando un procedimento non rigoroso, di cui si erano valsi con intuito
sicuro HELMHOLTZ e LORD KELVIN per i filetti rettilinei o circolari: sole forme
studiate prima del DA R10s. Egli stesso perfeziond poi la sua ricerca, valendosi
delle espressioni asintotiche, da me conseguite nel frattempo per I attrazione
newtoniana di un tubo sottile, nei punti interni.

Nel preparare 1 esposizione orale di tale materia mi venne fatto di darle un
assetto pit sistematico, semplificando qualche dimostrazione, completando da un
lato e dall’altro rendendo piti agili e perspicui i singoli passaggi. Ho poi impo-
stato anche lo studio delle piccole vibrazioni di un filetto vorticoso attorno ad
una configurazione stazionaria, sviluppando in modo esauriente quanto attiene
alla forma circolare, con che se ne accerta la stabilita e si assegnano tutti i
possibili periodi.

Con tali migliorie ed aggiunte giustifico la presente pubblicazione. Essa &
divisa in sei capitoli, sul cui contenuto da sufficiente ragguaglio 1'indice parti-
colareggiato che segue.

(Y) Cfr. principalmente Sulla gravitazione di un tubo sottile con applicazione all’anello
di¢ Saturno, Rend. del Circolo Mat. di Palermo, T. XXXIII, 1912, pp. 354-874. Sono ivi citate
precedenti note dei Rend. della R. Acc. dei Lincei, dove la questione era stata analizzata in
modo diverso, un po’ pili penetrante, ma certo molto piu faticoso.

(®) Sul moto di un filetto vorticoso di forma qualunque, Rend. del Circolo Mat. di
Palermo, T. XXII, 1906, pp. 117-135 e T. XXIX, 1910, pp. 354-368.
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CariToLo I.

Richiami concernenti I’espressione asintotica
dei potenziali di linea.

1. - Potenziale newtoniano di un segmento omogeneo. Sua espressione asin-
totica in prossimitd di un estremo.

Sia OH un segmento di lunghezza [ e di densitd (lineare) costante »,. Sia @,
di ascissa z (rispetto all’origine O), un punto generico del segmento. Il poten-
ziale newtoniano U dell’ attrazione esercitata da OH sopra un punto qualsi-
voglia M, esterno al segmento, & per definizione,

0 0-n %,

7, designando la distanza QM. 0

Introduciamo ancora la distanza ¢ di M da O e I'angolo M [OH — =y, che il
raggio vettore OM forma col segmento OH.
Avremo ovviamente

) 72=12% 4 62— 27¢ c0s , = (£ —¢ os ;)% +&? sin® y,,

quindi, eseguendo nella (1) I'integrazione rispetto ad z, e aggiungendo e togliendo
la costante »,log [,

U=w,[log (x—¢ cos y, +r1)]§:é= —, log ; (1 —cos y,)+ F,

dove per brevitda abbiamo posto

=y, log ; ({—¢ecos y, +V 8+ 62 —2I¢ cos W),

del quale F ci basta ritenere I'’ovvia circostanza che (considerato come funzione
di M) resta finito e continuo, anche se il punto potenziato M, esterno per
ipotesi al segmento potenziante OH, si avvicina indefinitamente ad O.

" Specifichiamo tale avvicinamento, supponendo che M tenda ad O in modo
qualunque, ma non longitudinale rispetto al segmento potenziante OH, con la
quale limitazione intendiamo che I'inclinazione di OM sulla retta potenziante
(pur potendo variare, al tendere di M ad O) non scenda mai al disotto di una
certa inclinazione minima v, (fissa, ma comunque piccola). Cid & quanto dire

che I’ angolo Qpi=M/6H deve restare compreso fra v, e m—v,. Per conseguenza
|
1—cos y, =2 sin® J y,

. . . | s 1 .
non va mai al disotto di 2 smziwo. Poiché d’altra parte esso non supera 2, il
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suo logaritmo (naturale) rimane certo finito. Si pud quindi secrivere

l
3) U=v010g; + Fy,

dove 1
F, =F—wv;log 2 sin® 5 Y1

si conserva, al pari di ¥, finita e continua, anche al tendere, non longitudinal-
mente, cioé sotto la limitazione testé indicata, di M ad O.
1l primo addendo v, logll:, che cresce indefinitamente quando ¢ converge a

zero, costituisce U’ espressione asintotica del potenziale U, allorché M tende
ad O in modo qualunque, ma non longitudinale.

La ragione dell’appellativo asiniotica & manifesta. Basta ricavare dalla (3)

U

v,log ~ v, log —
0 bs 0 gs

tenendo presente che F, resta finita, per desumerne che il rapporto Uy, log;l

. s 1s . ! .
converge all’'unitd. Quindi, sostituendo », log : ad U, si commette un errore rela-

tivo tanto piu piceolo, quanto pitt M & prossimo ad O.

2. - Disuguaglianza ausiliaria.
Premettiamo un’osservazione, di cui ci gioveremo tra un momento.
Consideriamo il trinomio

4) pr=1+4E&12£ cos ¢,

dove l'angolo ¢ si suppone compreso fra due limiti positivi ¢, e 7= —q,, per
modo che
(5) sin ¢ > sin @, >0,

e si ritiene p positivo, il che & sempre conciliabile
con (4).

Cerchiamo il minimo di p, al variare di & fra — o

e -+ oo. Sara comodo ricorrere alla seguente rappre-

sentazione geometrica. Sia (fig. 1) OJ un segmento

unitario, d una retta indefinita, spiccata da O, che

forma con OJ gli angoli (supplementari) ¢ e 7—g;

infine £ un punto qualsivoglia di d, distante & da O.

Il quadrato della distanza JE—p & dato dalla 4),

d valendo il segno — quando X sta (come in figura)

Fig. 1. dalla banda dell’angolo acuto, il segno + nel caso

opposto. Comunque, la minima distanza j;'?, al va-

riare di & su d, e quindi di & fra — o e 4 oo, & fornita dalla perpendico-
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lare JP abbassata da J su d, cioé da sin ¢. Siccome si suppone sin ¢ >sin ¢,,

si pud ritenere 1 1

©) p sing,’

3. - Espressione asintotica di un potenziale di linea rispetto ad un suo
estremo O.

Sia C un arco di curva che supporremo dotata di tangente, variabile con
continuitd, nonché di curvatura finita, e sede di una massa potenziante, distri-
buita con densitd (lineare) ». Per semplificare quanto possibile le nostre consi-
derazioni, riterremo », non solo continua, ma anche derivabile, avvertendo del
resto che questa ed altre premesse potrebbero essere meno restrittive.

I1 potenziale newtoniano ¥V della distribuzione suddetta in un punto esterno M
sara .

(7) V=2,
¢
dove ds & I’ elemento d’ arco della C, circostante al generico punto potenziante P ed

r—PM. ¢

Siano ancora (fig. 2) O un estremo
di C, Oz la tangente in O, rivolta
dalla banda di C, @ la proiezione
di P su Oz,

. Py I i :
o=MOP.  w=MOn. ¢ L x
Fig. 2.

Anche qui dobbiamo cercare una
espressione asintotica di V¥, quando M converge ad O non longitudinalmente,
con che vogliamo dire che I'angolo yp=MOz verifica una duplice disugualianza
del tipo

Yo <Y <TT—Yo,
essendo 1y, acuto e fisso, o, pit comprensivamente,
®) sin > sin y, ;

o anche che OM resta fuori del cono rotondo I, avente per asse Oz e per
generatrici le rette (indefinite) inclinate di v, su Oz.

Per Vipotesi che la tangente a C vari con continuitd, si pud secegliere un
punto 4 della curva abbastanza vicino ad O, perchg, in tutto I arco 01=@,
sia ogni tangente (orientata verso 4) che ogni corda OP formi con Oz angoli
non superiori ad un limite vy, che si pud prefissare comunque piccolo.

Scegliamo vy, <y,, e poniamo

Qo=Yo— Yy .
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Tutte le corde OP di C, stanno cosi entro I anzi entro un pilt sottile cono
coassiale di apertura w,. Percid OM forma con una qualsiasi corda OP un
angolo minimo mon inferiore a w,—y,=¢,. Potremo quindi ritenere, sul-
I'arco Cl=6—:4,

) sin ¢ > sin g,,

nonchg, in base alla (8) e all’aver assunto ¢, minore di v,,
8) sin > sin ¢,.

Cid premesso, immaginiamo 1’arco potenziante C scisso nella parte C, pros-
sima ad O, e nella porzione complementare C*. Siano

(10) Vi[5
G
e V* i rispettivi potenziali. Sara, per la (7),

() V=Vi+ V",

V* restando finito e continuo quando si faccia tendere M ad O. Percio la ricerca
dell’ espressione asintotica di V" & ricondotta a quella di V,.
Sia 9=OP e, come gia al n° 1, r,=QM, e=O0OM, z=0Q. Avremo

(11) 2=+ ¢*—2p¢ oS @,
seguitando a valere la
2) 77 =2+ e* —2z¢ cos .

Ove si designi con a= % il coseno dell’angolo che la tangente a C, in P
forma con Oz, e con / la lunghezza della proiezione OL di 04 sopra Oz, la (10),
assumendovi I’ascissa ¢ come variabile di integrazione, diviene

4

ale
g

(10') Vi~
0
Ci proponiamo di far vedere che I’ espressione asintotica di ¥, non differisce
da quella trovata per U al n.° 1, le quante volte si intenda ora per w, il valore
di » in O.
Ove s designi Parco di C, contato a partire da O, la funzione

o

dell’argomento s risulta, in base alle ipotesi specificate in principio di questo
numero, finita e continua non solo per $>0, ma anche per s— 0. Infatti in
corrispondenza ad s=0, per essere a—1, essa si presenterebbe sotto forma inde-
terminata, ma, sempre in virtu delle nostre premesse, & applicabile la regola del-
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I Hospital, e cosi si riconosce che la funzione resta continua ed ha, per s=0,

il valore
alr
B _po_ra @ d
ds |,y lods o?dsls—0 |ds]s—o Yo | ds |s—0

. . v - . o » . . .
A noi basta la circostanza che (& —vo)/s ¢ funzione finita e continua di s in

tutto 'intervallo O/, Per fare apparire tale funzione, riprendiamo la espres-
sione (1) di U e seriviamo la (10') sotto la forma

12) Vi—U=[lls<£ _,,0) =E %dz+vo'/l(;—%)dx.
0 0

E facile verificare che, in entrambi gli integrali, le funzioni sotto il segno dipen-
dono da s in modo finito e continuo, entro tutto V'intervallo O, anche se il
punto potenziato M tende (non longitudinalmente) ad O.

Occupiamoci intanto del primo integrando. Esso consta di tre fattori. Del
primo, che & funzione del solo argomento s, abbiamo accertato or ora che rimane

finito e continuo anche per s=0. Lo stesso vale per il rapporto -s—, fra un arco s
di C, e la sua corda ﬁ, il quale tende ad 1 per s —0. Quanto a g, che di-
pende da s e da M, basta porre %=§, per poter scrivere, in base alla (11),
e_ 1
"1 E—2E cos pft

!
>
Con cid il lemma del numero precedente [diseguaglianza (6)] e la (9) ci assi-
curano che il rapporto %, funzione finita e continua di s nell’intervallo 01},

per ogni M esterno, rimane finito, e pilt precisamente <

smgy anche quando M
0
tende (non longitudinalmente) ad O. Dunque il primo integrale rimane finito.

Per riconoscere che lo stesso segue del secondo, basterd osservare che

1 1 rn—T

r v, rr
ricorrendo in pari tempo al triangolo OPQ della fig. 2. Il valore assoluto
della differenza 7, —7 dei due lati OQ e OP di tale triangolo non pud superare
il terzo lato P(), sicche

Ma P(Q, distanza di un punto P dell’ arco OA dalla tangente in O, & infinite-
simo di secondo ordine rispetto all’arco s=OPF, o, cid che & lo stesso, rispetto
alla corda o= OP, nonche all’ascissa tangenziale z= O @. Ne viene che il rapporto
PQ
e
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si pud considerare come funzione del solo argomento s, finita e continua in tutto
I'intervallo 0l—!/, compreso I’estremo inferiore s=0. Avendosi poi

1 1

r 7y

7G_FQex

= ’
rry QT Ty

basta ricordare la limitazione 0 1

r sing,’

trovata pocanzi per il rapporto g, e notare che, nello stesso modo, attesa la (2)
e la (8'), si ricava altresi z 1

1 ?
7, sin g,

per inferirne che la differenza ;—}, finita e continua rispetto ad s in tutto 017
1

per ogni M esterno a C;, rimane finita anche se M — O, non longitudinalmente.
Percid il secondo membro della (12) rimane finito, con che la espressione

asintotica di V, si identifica con quella di U, ed™® quindi (n. 1) », log—i.

Badando alla (7’) si conclude: Come espressione asintotica V@ del poten-
ziale V in un estremo O dell’ arco potenziante (in quanto M vi tenda non
longitudinalmente) s¢ puo assumere

(13) V@ =y, log é,

essendo s=O_M, vo ¢l valore della densita lineare in O ed ! una lunghezza
costante che, per quanto precede, é vincolata soltanto ad essere abbastanza
piccola in dipendenza dall andamento locale della linea C in O. 1l carat-
tere asintotico della (13) si esplica al convergere di ¢ verso zero; praticamente

si potra sostituire V@ a ¥V ogniqualvolta sia abbastanza piecolo il rapporto ;

4. - Espressione asintotica rispetto ad un punto interno.

Se O & un punto (ordinario od anche angoloso) interno ad un arco poten-
ziante C, penseremo C suddiviso in tre parti: due, convenientemente circoscritte,
C, e C,, aventi un estremo in O e da bande opposte rispetto a questo punto,
e la parte residua C*.

I1 potenziale della C* (la quale sta tutta a distanza finita da O) resta incon-
dizionatamente finito, anche al convergere di M ad O; i potenziali provenienti
da C, e da C, hanno entrambi per espressione asintotica », logé (ammessa la
continuitd di » sia a destra che a sinistra di O).

Ne consegue che ¢l potenziale V di una curva C ha, rispetto ad un
generico suo punto interno O (eventualmente anche angoloso, ma, comunque,
con determinazione unica w», della densitd), I’ espressione asintotica (doppia
della (13) che si riferisce ad un estremo)

(14) V@—2y,log -



det tubt sottile e vortict filiformi

CapriTOoLO II.

Attrazione newtoniana di un tubo sottile in punti interni

o molto prossimi al tubo.

1. - Decomposizione longitudinale. Espressione asintotica del potenziale new-

toniano per un punto interno.

Sia (fig. 3) § un tubo (o pezzo di tubo) occupato da materia distribuita con
densitd (cubica) ¢; C una qualsiasi linea interna che ne segua I’andamento gene-

rale e che noi chiameremo direttrice. .

Ci converra dapprima ricorrere ad una suddivi-
sione longitudinale del campo &, ottenuta come segue:
Sia P un punto della direttrice C, comunque prefis-
sato, ma non coincidente (se la C' & aperta) con uno
degli estremi. Indichiamo con 7 la sezione del tubo,
praticata col piano normale a C in P; con @ un altro
punto qualsivoglia di z; e con dtg un elemento della
sezione ad esso circostante.

Da ogni @ si pud (evidentemente in infiniti modi)
far partire una linea y, interna al tubo, coincidente
in particolare con C quando il punto @ si identifica
con P, e avente in generale andamento analogo alla C,
in modo da esaurire 1'intero tubo, in modo ciog che
per ogni punto X interno ad esso passi una e una sola
di queste y.

Immaginiamo ancora di introdurre un riferimento

Fig. 3.

cartesiano Q2&y( avente per piano (=0 quello della sezione piana 7. Siano &, ),
{=0 le coordinate del punto generico () della 7; ed s 'arco della y, passante
per @, contato, a partire da @), positivamente nello stesso senso scelto per la

direttrice C.

Manifestamente, un punto qualunque X interno al tubo rimane individuato
dalle coordinate &, # della intersezione (), con 7, della y, che passa per X e
dalla sua ascissa curvilinea s sulla stessa y. Un elemento di volume dF ad esso

circostante avra I’ espressione
1) A3 = Dd&dnds= Ddrqyds,

essendo D il determinante funzionale

N
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che non occorre esplicitare. A noi basteri ritenere che I & funzione finita e
continua in tutto il tubo, la quale si riduce all’unitd nel punto P della sezione 7,
in cui C & ortogonale a 7 e quindi g—i=1.

Tutto c¢id premesso, consideriamo, per un qualsivoglia punto potenziato @',
il potenziale newtoniano Uy del tubo & di densitd o. Rappresentando con X il
generico punto potenziante e con 7 la distanza X', sard per definizione

@) Ug—[2ds,
§

e gioverd procedere all’integrazione mediante scissione del campo & in filetti
elementari: ognuno di questi si penserd costituito dalle linee y spiccate dai sin-
goli punti di un elemento dry della sezione z. Poi si sommeranno i contributi
dei vari filetti.

Attesa la (1), si potra scrivere in conformita

) Ug—[dro[ 7 ds.
4 z

L’ integrale interno, che designeremo brevemente con

D,
VQ' 2[ 7@ ds
X

si presenta come il potenziale newtoniano della linea y, su cui si trovi distri-
buita materia potenziante di densitd lineare »= Dp. Fisseremo I’ attenzione sui
punti potenziati ¢’ appartenenti a 7, supponendo in particolare che si tratti di
un tubo sottile, tale cioé che sia piccola (nel senso che ora specificheremo) la
massima dimensione ¢ della sezione 7, e con essa ogni distanza QQ'<e.

Ricordiamo ora dal capitolo precedente che quella tale lunghezza costante [,
la quale interviene nella espressione asintotica del poterziale di una linea, &
vincolata soltanto ad essere abbastanza piccola in relazione all’andamento locale,
ciod in sostanza al raggio di curvatura della linea stessa nel punto di avvici-
namento asintotico. Scelta / in modo che convenga alla direttrice C, si pud
tranquillamente ammettere, attesa la definizione delle y, che la stessa [/ serva
altresi per tutte le y, rispetto alle loro intersezioni ¢ con .

Con tale intesa circa la costante (di omogeneitd) /, sappiamo che si pud
assumere, e noi riterremo assunto, un ¢ abbastanza piccolo, perché sia trascu-
rabile P'errore che si commette sostituendo a ciascun Vg la sua espressione

asintotica @ P
V =921 log —
Q Q0@ log 20"

dove Dg, pg, ecc. rappresentano manifestamente i valori in @ di funzioni del
punto X del tubo.
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Si trae quindi dalla (2’), come espressione asintotica di Uy,
®) U —2[ Dooqlog Q—_;T,. dre.

Ora Do & funzione continua dei punti @ di 7, e dotata di derivate pure con-
tinue, rispetto alle coordinate cartesiane &, 5 di . Nel punto P della C, dal
quale appunto si condusse la sezione normale 7, si ha, come osservammo gia,
D=1. Percid si pud ritenere, attesa la derivabilita di D e di o,

4) Dgoo—or+ PQF(P, Q),

dove la funzione f resta finita comunque vari @ entro z.

D’altra parte, se & :
(5) Qo=+, [QQdTQ

il valore medio della densitd nella sezione considerata, valore che & assunto dalla
funzione continua gg in un qualche punto P, della sezione, si ha, con sviluppo
analogo a quello testé usufruito per oD,

(6) op=00+ PoPfi(P, P,),

dove f, & una quantita finita, che non dipende da Q.

Introduciamo una costante positiva H non inferiore ad |7, |, n& al massimo
di |7| al variare di @ entro e.

Si noti che una tale A pud ritenersi indipendente dalla massima dimen-
sione ¢ di 7, purché soltanto ¢ sia abbastanza piccolo. Infatti / ed f, rimangono
caratterizzate dalla natura delle funzioni D e ¢ in un certo campo e da una
terna di punti P, @, P, del campo, natura, campo e terna che possono pensarsi
assegnati (quest’ultima in tutti i modi possibili) indipendentemente dallo spes-
sore del tubo, e quindi da ¢ In relazione a un dato campo, si pud ricavare una
determinazione per la costante positiva H, la quale vale poi per ogni ¢ abba-
stanza piecolo. .

Cido posto, dalle (4) e (6) si ha ovviamente la disuguaglianza

| Dgoq—e0 | <2He.
Se quindi si pone .
R(Q, Po)=2 [(DQQQ—QO) log Z)ﬁ dr,

7

e si scrive la (2’) sotto la forma

" l
@") V=20, [log o dig-+ R(Q), Po),
si ha manifestamente . !
(7 | R(Q', Po)| <2Hs [log = drq.
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L’importante si & che, nella (2”), il secondo addendo R si pud trascurare di
fronte al primo. Infatti, per la (7), il rapporto non pud superare, in valore assoluto,
H
€ o0
che & come si vede, infinitesimo assieme alla massima dimensione trasversale

del tubo.
E cosi giustificato di adottare

8 U9 —9, [1og - dx
(®) Q Qo;{ 855 4

quale espressione asintotica del potenziale newtontano di un tubo sot-
tile 3, valida in ogni punto polenziato Q' interno al tubo (o anche suffi-
cientemente vicino al tubo stesso): t rappresenta la sezione del tubo, normale
alla direttrice C, passante per @' (avendo chiamato P l'intersezione di t con C), e

L
©) =7 [eedrq

T

il valore medio della densita.

2. - Autopotenziale Q. Decomposizione trasversale del tubo. Espressione
asintotica di Q.

E ben noto (e del resto immediatamente verificabile, passando al limite dal
caso di un numero discreto di masse potenzianti) che, se § & un campo poten-
ziante di densitd o, Uy il suo potenziale in un generico punto interno ¢, la
quantita 17
(10) Q=3 [0qUqdSy

§
(costante che dipende funzionalmente dal campo &) si chiama awufopoilenziale,
e rappresenta, purché la si prenda col segno —, I’energia di cui si trova pri-
vato § per effetto della mutua attrazione delle particelle, ossia il lavoro com-
plessivo che bisognerebbe spendere per sottrarre le particelle stesse alla propria
gravitazione (cioé per portarle tutte all’co).

Vogliamo procurarei una espressione asintotica QW di €, valida per tubi
molto sottili, nel senso che la differenza 2— Q@ riesca infinitesima rispetto alla
massima dimensione trasversale ¢ del tubo. Naturalmente in tale ricerca si trarra
essenziale partito dall’espressione asintotica testé trovata per la funzione inte-
granda Uy . Giova perd procedere all’integrazione, immaginando decomposto il
campo & in fette, anziche in filetti. Pilt precisamente, fissato un punto generico P
della direttrice C, e la sezione 7 del tubo, normale a C in P, si considerera la
fetta elementare ¢ di volume tds, compresa fra z e I’analoga sezione normale
a C nel punto che dista ds da P.
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Il contributo recato ad (2 da una tale fetta ¢ sara manifestamente

ds [QQ' UQ'd‘L’Qf,
dove Vintegrazione va eseguita rispetto ai punti @’ di =
Con cido Y espressione (10) di £ pud essere seritta

107 0=} [ds [0qUqdre.

[T
Se ne otterrd una espressione asintotica 29, riducendo in primo luogo Uy alla
sua parte asintotica Ué?), fornita dalla (8); inoltre gioverd, con considerazioni
del tutto analoghe a quelle istituite alla fine del numero precedente, sostituire
alla densitd locale g¢ il suo valore medio g,. Risulta cosi

7.

00— g2 [drg [duglog -4
é{Qo', "Q‘, 7Q 108 Q0

T T

Se ora si nota che la massa della fetta elementare ¢ vale

ds [ 0@ drg,
ossia, per la (9), ds - 70,
1
si riconosce che
(11) r=e

rappresenta la densita lineare del tubo §, assimilato ad una linea mate-
riale, avente per supporto la direttrice C.
Sostituendo »/t a g, e ponendo per brevitd

1 l
(12) k— 1—{ szf;[ drqlog =,

la precedente espressione asintotica di (2 assume il suo aspetto definitivo

(13) Q0 [Ivrds,
¢

k e v essendo ben determinate funzioni del punto P, o, se si vuole, dell’arco s
di C (contato da un’origine arbitraria, in verso scelto a piacere).

La quantita %, introdotta colla posizione (12), & un puro numero, che si
presenta come un parametro di configurazione (trasversale) del tubo, in quanto
dipende esclusivamente dalla forma della sezione 7, normale a C' in P. Per ren-
dersene conto, basta notare che una similitudine, nella quale tutte le lunghezze

(compresa I'ausiliaria /) si alterino in uno stesso rapporto, lascia % inalterata.
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3. - Attrazione.

Al variare del tubo &, varia naturalmente anche il suo autopotenziale 0,
nonchd la corrispondente espressione asintotica (%), supposto, beninteso, che 5,
pur variando, resti abbastanza sottile perché siano attendibili le valutazioni
asintotiche.

Consideriamo in particolare spostamenti infinitesimi dei singoli elementi mate-
riali del tubo, e sia 6Q2(® la variazione subordinata nell’ autopotenziale £. Atteso
il significato di questo, richiamato al principio del numero precedente, Q2@ rap-
presentera asintoticamente (cioé tanto pili esattamente quanto piit il tubo & sottile)
il lavoro 0L eseguito dalle forze di mutua attrazione nello spostamento che si
fa subire al tubo &. In un tale spostamento dei singoli elementi materiali, rimar-
ranno implicate in generale sia la direttrice C, sia le sue varie sezioni normali z,
e il lavoro complessivo 6L delle forze newtoniane potra pepsarsi scisso in due
contributi, 6,L e J,L, da dirsi rispettivamente longitudinale e trasversale,
proveniente il primo dai cambiamenti di posizione e di forma di C, il secondo
dalle eventuali alterazioni delle singole sezioni.

11 calcolo completo di 6L si trova sviluppato nella mia memoria del Circolo
Matematico di Palermo (1912), citata nell’introduzione. Per lo scopo che abbiamo
in vista ci basterd procurarci §,L, anzi la sua espressione asintotica, la quale
si ricava materialmente da (), applicando la variazione é,. Una tale variazione
implica uno spostamento arbitrario 0P dei singoli punti P della direttrice C,
mentre 8,k=0. Inoltre, per I'invariabilita (di fronte ad uno spostamento qual-
siasi) delle massa di ciascuna fetta elementare ¢ di tubo, si ha

8,(vds)=0.

Giova assumere (9 anziché sotto la forma (13), sotto la forma equivalente

(13") QO [k(rds)* .,

o

A . . - 1
con che tutto si riduce a far variare, sotto il segno, il fattore a5
Lungo C si risguardera come variabile indipendente I'arco s, e si avra, in
quanto P si consideri funzione di s,
apr
s =
designando t il versore della tangente alla C in P, orientato nel senso in cui
si contano gli archi.
Per procurarsi la variazione subordinata nei ds dagli spostamenti 6P attri-
buiti ai punti di C, basta variare I’identita

ds*=dPxdP,

il che porge
ds « 6ds=dP><ddP,
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da cui, dividendo per ds e tenendo conto che ddP=doP, per 1 indipendenza
degli spostamenti dP e JP, segue
dds=t><doP.

Dopo cid si ha subito dalla (13")

8, 0@ — — [ ylet><doP,
¢

e basta una integrazione per parti per desumerne

(14) 8,0 — [ d(*ket) <8 P— [yt =<dP]9,
¢

essendo O, O’ (coincidenti, se si tratta di una curva chiusa, in un suo punto
arbitrario) i due estremi della direttrice C.
E facile interpretare il vettore

d(kt)= & (s7kt)ds,

per cui si trova moltiplicato scalarmente, nell’ espressione (14) di 6,2, un gene-
rico 6P (non terminale). Basta richiamarsi al significato di lavoro elementare é,Z,
spettante al 6,0, e procedere alla sua valutazione per fette. Dacche, per defi-
nizione della variazione d,, non si toccano le sezioni, attribuendo ai vari punti P
di C gli spostamenti 6P, ogni fetta elementare ¢ subisce un semplice spostamento
traslatorio 6P. Percio, se Pds & il risultante delle attrazioni newtoniane che la
fetta ¢ subisce da parte di tutto il rimanente tubo, essa contribuira al lavoro §, L per

DPds><iP.
E si avrd complessivamente

(15) / (Pds><dP)+lavoro dovuto alle attrazioni del tubo
é sulle sue sezioni terminali in O, O'.

Attesa I arbitrarietd dei 0P, I'identita (asintotica)

(16) 6, L—=08,0@

richiede in primo luogo che siano eguali nei due membri i coefficienti di un
generico 6P, non terminale; donde

(17) Bds— & (»*kt)ds.

Ecco I'espressione asintotica del risultante delle attrazioni newtoniane che
una generica fetta elementare ¢ di un tubo sottile subisce da parte di tutto
¢l tubo residuo.
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Riducendosi all’unitd di lunghezza, si ha

a7) D= (k).

23

Dalla (17) appare che (asintoticamente) non influiscono affatto le porzioni di
tubo discoste dalla fetta ¢ che si considera; I’ attrazione ®ds dipende esclusi-
vamente: dall’andamento della direttrice nell’immediata prossimitd di ¢, ossia

del punto P (e pilt precisamente dalle determinazioni in P di t e di g—;), dalla
densita lineare » in P e sua derivata %; e infine dalla forma della sezione del

tubo, per tramite esclusivo del parametro di configurazione £ e sua derivata Zg,
sempre in P.

Dalla (16), prendendo in considerazione anche i termini ai limiti, segue ulterior-
mente il significato meccanico di »*4t. E si giunge in modo ovvio alla conclusione
che, per un punto generico P, anche non terminale, di C, —v*kt rappresenia
asintoticamente la pressione (risultante) esercitantesi sulla sezione v per P
quale risultante delle atirazioni provenienti dalla porzione di tubo, che si
trova, rispetto a t, dalla banda opposta a t: anche qui influiscono soltanto,
porzioni immediatamente contigue a P, poiché I’andamento longitudinale del tubo
figura, nell’ espressione —»%kt della pressione suddetta unicamente pel tramite del
versore t in P.

Nel seguito non ci serviremo di questa interpretazione di —»?kt, ma ci ba-

stera invocare la (17) o (17).

4. - Gradiente asintotico medio.
L’ espressione asintotica
¥ l
8) US =20, [log =— dr
( Q o‘f o0 1@

T

del potenziale newtoniano di un tubo sottile (per punti ¢’ interni o nell’imme-
diata prossimitd del tubo), assegnata al n.° 2, non & in generale atta alla deri-
vazione. Si vuol dire con cido che, mentre il rapporto Ugy/ U((f) tende all’ unita,
al convergere a zero dello spessore del tubo, cioé della sua massima dimensione
trasversale ¢ non altrettanto pud dirsi del rapporto fra due derivate omologhe
di Uy e Ug‘), rispetto alle coordinate del punto potenziato @'.

Si potrebbe, approfondendo !’indagine istituita finora, assegnare anche piu
complete espressioni asintotiche del potenziale, sia di una linea che di un tubo
sottile, atte alla derivazione. Ma 1’ analisi & piuttosto laboriosa, sicché mi limi-
terd a riferirne il risultato al numero seguente, rimandando per la dimostrazione

ai miei primi studi in argomento (*).

(®) Sulla attrazione mewtoniana di un tubo sottile, Rend. Acc. Lincei, Ser. 53, Vol. XVII
(2° semestre 1908), pp. 413-426, 535-551.
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Faccio intanto osservare che si pud per altro pervenire assai rapidamente ad
una valutazione asintotica del gradiente medio, sfruttando il risultato ottenuto
al numero precedente per quanto concerne Y attrazione.

Posto infatti, per brevitd di scrittura,

g=gradg U,

I'espressione rigorosa del risultante delle attrazioni, esercitate sopra la solita fetta ¢, &

ds {QQ'gd‘[Q'.
z
A meno di termini che si annullano con ¢ si pud, come al n.° 1, sostituire pg
col suo valore medio g, e scrivere di conseguenza, attesa la (11),

1
dev: [ gdug.
Sempre, ben si intende, a meno di termini che si annullano con ¢, ciog asinto-
ticamente, il risultante suddetto potrd eguagliarsi al &ds, dato dalla (17). Se ne
inferisce che una espressione asintotica g'® del gradiente medio

! fere

é fornita da .
g(a)= > Q)
ossta, per la (17'), da 14

Rimane cosi in particolare acquisito che, in quanto sia lecito assimilare il tubo
gravitante § ad una linea méteriale, di densitd lineare », avente sede sulla diret-
trice C, il gradiente del potenziale newtoniano di &, in un punto generico P
della direttrice, & espresso asintoticamente dalla (18). Si & anche qui pervenuti,
come era ben prevedibile, ad un risultato puramente locale, nel senso che, in

base alla (18), I'andamento longitudinale del tubo influisece sul gradiente g(@

unicamente pel tramite di t e di d—: in P. Del pari la forma delle sezioni trasver-

d.
. TP . . . dk dv
sali e la densitd intervengono anch’esse attraverso i valori in P di %, g v o

5. - Gradiente locale.

L’espressione asintotica di g, locale, ciod relativa ad un ben determinato
punto @ di § (o nell’immediata prossimitd di &) non sembra desumibile dal-
I autopotenziale 2 nella forma asintotica particolarmente ridotta 2@, di cui ci
siamo accontentati, trascurando senz’altro tutto cid che si annulla con e.

Risulta per altro dalla espressione asintotica di U, afte alla derivazione
(di cui le note lincee, citate al numero precedente) che Uespressione asintotica

Annali della Scuola Norm. Sup. - Pisa. 2
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locale grad(gr)UQr, pur non essendo semplicemente gradg: della (8), puo farst
dipendere esclusivamente dalla (8) suddetta sotto la forma

19) grad) Uy —grado US + U Pen,

dove, ben si intende, la curvatura ¢ e il versore n si riferiscono al punto P della
direttrice C, che & proiezione normale, su C, del punto potenziato @’ (ossia che
appartiene alla sezione normale a C, passante per @’).

11 secondo membro della (19) si pud, sempre in via asintotica, rendere alquanto
pilt esplicito, usufruendo di formule scalari che si trovano nella seconda delle
note lincee, gia ripetutamente ricordate.

AIl' uopo si mette in evidenza, nella espressione asintotica (8) di U, il poten-

ziale logaritmico . !
20 Ao=|log —=dz
(20) 0 ;/ ¢ oo It

dell’area omogenea 7, scrivendo
®) U§ =200q;

e si & poi con ovvi passaggi, scindendo il gradgy nei suoi due componenti longitu-
dinale e trasversale (cioé secondo t e secondo il piano normale) alla formula

(Qo )

(19') grad@Ug—=20Vig +2 t+oolgen,

dove col simbolo V si intende il gradiente limitato al piano della sezione 7. Di
qua si pud agevolmente ritrovare 'espressione (18) del gradiente asintotico medio

gI=- [ grad Uy drg .

‘K

Basta aver riguardo alla (11), nonche alla definizione (12) di %, che, in base
alla (20), si pud scrivere

1
@1) Je— :[ lgdrg.

Conviene inoltre (per la riduzione del secondo membro) invocare un’altra
conseguenza della (12), ciog

d(tk) { err / log —- er +/

la quale, badando alla (20) e scambiando nel secondo addendo @ e @, assume

I’ aspetto
awk) _, (e
2|4 e

(22) ds

T
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6. - Costanza asintotica (rispetto a Q') di i¢ /t.
Riprendiamo il potenziale logaritmico

L
20 lg=[log —dr
(20) Q f g og Ve

di una generica area piana, omogenea t per rilevarne una notevole proprietad di
comportamento quando z— 0.
Consideriamo dapprima, per trarne norma, il caso elementare in cui I'area
potenziante = & un cerchio di déametro (massima dimensione lineare) ¢ e centro O.
Si ha, rappresentando con o’ il raggio vettore O@,

40"? 2l
(23) to=j3(1—"%)+r10g %,

come si pud ovviamente verificare, ad esempio per via indiretta, cominciando
colPosservare che, attesa la simmetria attorno ad O, iy dipende soltanto da o'
Siccome poi, entro il cerchio, sussiste 'equazione di PoIisson

Aod— d(,d}.\

=y ¢ a) =2

basta integrare e determinare le due costanti di integrazione colla condizione
che 1¢ rimanga finito in O e vi assuma precisamente il valore

7
[N £ 2l 1\ 20 1
2nd[10gge de —n;(log;+§)~z(1og; +§),

per ritrovare la (23).
Dividendo per 7 si ha

4

1 2 2l 40'2 l
(23" Slg=1-— e —i—log-e—:% -——fz—+log2$+10g;,

€

. . . . o &
da cui, per essere (entro il cerchio e sopra la circonferenza che lo limita) o’ < 3» appa-

risce che, se si fa tendere a zero il diametro ¢, il termine (variabile) entro paren-
40'?
&2
porta alcun contributo alla espressione asintotica di 4g, la quale pud cosi essere

tesi, 1 — + log 2, resta finito, anzi non supera mai 1+log 2. Percid esso non

ridotta alla semplice costante log é

Questa constatazione & molto importante percheé, qualitativamente, le cose
vanno nello stesso modo anche per campi di forma qualsivoglia, quando se ne
faccia decrescere indefinitamente la massima dimensione ¢. Per riconoscerlo pren-
deremo dapprima in considerazione un campo di forma determinata e massima
dimensione lineare uguale all’ unitd, supponendo poi di farlo restringere omote-
ticamente attorno ad un suo punto interno qualsiasi O.
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Sia T tale campo di un piano ausiliario OXY, contenente lorigine O; e si

indichi con 1
(24) AX', Y= [log & aT
7

il relativo potenziale logaritmico, essendo X', Y’ le coordinate del punto poten-
ziato, X, Y quelle del generico punto potenziante, e

R—||{X=X)+(T-T)

Ammesso naturalmente che il contorno di 7' sia regolare, o costituito da un
numero finito di archi regolari, A(X’,Y’) risultera funzione finifa e continua
di (X', Y’), comunque vari questo punto entro 7' (contorno incluso).

Cido premesso, supponiamo di far rimpiceiolire il eampo, eseguendo una tra-
sformazione omografica di centro O, cioé facendo corrispondere al punto gene-
rico (X, Y) di 7 il punto @ di coordinate

(25) r=¢X, y=¢Y (¢ frazione propria),

e quindi al campo 7" un campo 7 in cui ogni lunghezza 2 ridotta nel rapporto
di 1 ad ¢ taleché in particolare
1=¢&T.

Si avra per 7 il potenziale logaritmico

(20) P ~/ log -Q%? dre,

dove, come gia si chiarl al n.° 1, a proposito di altra argomentazione asintotica,

la costante ! si pud ritenere scelta preventivamente, e quindi indipendente da e.
Si faccia ora subire, nella (20), la trasformazione (25) alle coordinate z, y

del punto potenziante ¢ e la trasformazione analoga alle coordinate z’, %’ del

punto potenziato @’. Si avra

1 l
. =62.[ log + dT+<log _,
T

ossia, badando alla (24) e dividendo per 7=¢7,
1 11 l
(26) 7 lQ' =7 + log '

11 rapporto A/7, considerato quale funzione del punto (X', ¥Y’) di 7 resta
finito, comunque vari (X', Y’) entro 7' e sul contorno; considerato quale fun-
zione di 7/, 3/, cioé del punto potenziato @’ di 7, non sara pilt in generale indipen-
dente da ¢, attese le formule di trasformazione (25) ; perd — e questo & I'essenziale —
Iinsieme dei suoi valori resta lo stesso, sicché ammette un massimo finito,
indipendente da .
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Di qua segue, per la (26), che ;/IQ' € asintoticamente sostituibile con una
. . l . .
semplice costante e precisamente con logg, essendo ¢ la massima dimen-
stone di .

CariToLo III.

Potenziale vettore di un tubo sottile e suo rotore.

1. - Distribuzione vettoriale conforme all’andamento longitudinale di un tubo.
Componenti del potenziale vettore A. Loro espressioni asintotiche.

Sia @ un vettore funzione dei punti @ del tubo §; supponiamo anzi pilt
particolarmente che, in ogni punto @,  sia diretto come la linea y (capitolo
precedente, n.° 1) passante per . Designamone con w la lunghezza e con tg il
versore, il quale si riduce in particolare a t nei punti P della direttrice C.

11 potenziale vettore A di una tale distribuzione vettoriale @ entro § & dato,
per un generico punto potenziante ', da

o ro[as,

dove r indica la distanza Q. s

Se fg|: (¢=1,2,8) sono le componenti (coseni direttori) del versore tq,
rispetto ad un generico sistema cartesiano ortogonale Oz,2,7s, si avranno per Ay
le componenti woto s
@) Aqui—[222% g5 (i=1,2,3).

§

Ciascuna di esse rientra manifestamente nello schema di un ordinario poten-
ziale newtoniano Uy (formula (2) del capitolo precedente), la densitad cubica g,
essendo sostituita da wgig|:.

A meno di termini dell’ ordine di ¢ (capitolo precedente, n.° 1) si pud sosti-
tuire a £y ; la sua determinazione in un altro punto qualsiasi della stessa sezione 7,
in particolare {p|;, essendo P il punto di 7, che appartiene alla direttrice C:
seriveremo per semplicitd #;, in luogo di Zp|;.

Del pari, ponendo
(3) p—[wodre,

si pud sostituire ad w il suo valore medio p/z.
Cosi la densitdh media, designata con g, per il generico potenziale Uy, &,
per una 4; generica, asintoticamente assimilabile a

1
;ptiy

e la densitd lineare y=g¢7 a
pti.
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D’altra parte sussiste, in valutazione asintotica (locale), la formula (19’) del
precedente capitolo. In conclusione, s¢ possono adottare, per ¢ gradienti delle
singole componenti A;, in un generico pumto ' (interno o molto pros-
simo a &) le espressioni asintotiche sequenti:

(@) p a (p P .
4) gradPd; =22 tWig 42 5 (; t,-lQ')t—{— ? tdpen (i=1,2,3).
Per i gradienti medi " '
(5) gi— [grad§4; - dug
si avra pitt semplicemente, in base alla (18) del capitolo precedente e alla eirco-
stanza che » va sostituito con pi;,

®) gi= 2 & (v°EkY),

dove k£ & il solito parametro di configurazione trasversale del tubo, definito
dalla (12) del precedente capitolo. F appena necessario osservare che il denomi-
natore pf; [come gid il » nella formula di partenza (18)] & soltanto apparente, in
causa del p?f}, che compare nel numeratore sotto il segno di derivazione. Non ¢’&
dunque — né poteva esservi, data 1’impostazione della questione — aleuna sin-
golaritd anche quando si annulla, come & ben possibile, qualcuno dei coseni ;.

2. - Osservazione di calcolo vettoriale. Espressione asintotica di rot A.
Le (4) consentono di ricavare con passaggi semplici e puramente formali
I’ espressione asintotica di rot A; ed ecco come.
Le componenti cartesiane del rotore sono notoriamente date da
iy Ay, -
P P (:=1,2,3)
colla solita convenzione di risguardare equivalenti indici che differiscono di 3 (o
di multipli di 3). Si ha quindi, designando con w; i versori fondamentali del

triedro Oz,2,z;,

0diyy  0diyy .
1) rot A— 2 (ﬁ:‘oxm)“”

la quale, cambiando 1'indice di sommatoria ¢, nel primo addendo, in ¢+1, e,
nel secondo, in ¢+2, pud essere scritta

04;
rot A= 2‘ (0I e Wiy — ()—-TH‘—I ui+2) .

Le identita
Wiy =W AWy, W= —TWips AU;

consentono di attribuire al termine generale del sommatorio la forma

%DA

04;
0_1714: Wio+ T 111+1€/\ui-
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Qui si pud, entro parentesi, immaginare aggiunto il termine ZTA’ u;, il quale
completa grad 4;, mentre apporta un contributo nullo al prodotto vettoriale.
Risulta quindi, specificando anche il punto, cui si riferiscono gli operatori
differenziali rot e grad:

3
(7) rotg A=), gradg 4; Au;.
1

Giova oramai particolarizzare il triedro coordinato assumendone gli assi Oz,
Oz, Oz; ordinatamente paralleli'agli spigoli t, m, b del triedro principale della
direttrice ¢ in quel punto P al cui intorno si riferiscono le valutazioni asinto-
tiche (4) dei grad 4;. Avremo cosi, in P,

(®) u, —t, u,=n, u;=h;
(9) t1 = 1, iz 20, t;; =O H
mentre i coseni direttori di n saranno 0, 1, 0.

Inoltre, ove si rappresenti con ¢ la curvatura di C in P, e si tenga presente

la prima formula di FRENET — =cn, sard, sempre in P,

ds

i )
)

at, i
ds o

(10) a9 &

Badando alle (8), (9) e (10), le (4) si esplicitano sotto la forma

gradP4,—22vig+2 2 (’-’ 1@) t+2 dgen,

T
\( gradg 4,—2% iqe,
grady 4,=0.
Con cid la (7’), tenute presenti le (8), da
@A _oP ' b,
(11) l‘OthA-——2 o V},Q At+ . }.Q Cb,
la cui determinazione media, relativa alla sezione 7, ciog

12) rot(Q“)A= % [ rot(Q“r)A < drgy,
ha, come vedremo, essenziale importanza nell’ applicazione ai filetti vorticosi. Per
il calecolo del secondo membro si noterd in primo luogo che, attesa la definizione

di 4y, fornita dalla (20) del capitolo precedente, risulta

(13) [Vig - dug=o0.

T

Infatti, consideriamo per esempio la componente che si riferisce all’asse
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delle z (nel piano della sezione), designando con z e z’ le corrispondenti coor-
dinate di @ e @'. Si ha identicamente

04,y
< drg— sz j i er,

e il secondo membro si annulla perché basta lo scambio materiale dei due punti
di integrazione @ e @’ a invertirne il segno. Tenuto conto di cid e della (21)
del precedente capitolo, la (12) si esplicita sotto la forma notevolmente semplice

(12') rot&A —plch.

11 secondo membro ha, come si vede, carattere intrinseco rispetto alla diret-
trice C'; il comportamento trasversale del tubo in P (proiezione normale di @’
sulla direttrice) si trova riassunto nel parametro di configurazione % della sezione
normale z per P, e la distribuzione vettoriale w interviene soltanto attraverso
la intensitd integrale p, spettante alla sezione .

CariToLo IV.

Liquido perfetto indefinitamente esteso con un solo filetto vorticoso.

1. - Richiami concernenti le relazioni fra campo di velocita e campo
vorticoso.

Se una regione S & occupata da un liquido (fluido perfetto incomprimibile)
in moto, si ha, per ogni istante {, un campo (solenoidale) di velocitd, corrispon-
dendo ad un generico punto @ di S il vettore v, velocitd della particella liquida,
che occupa la posizione @ all’istante ¢.

I1 campo vorticoso & immediatamente desumibile da v con operazioni diffe-
renziali, avendosi, per definizione del vortice o,

1) o= 1rotQ v,
in ogni punto @ di S.

In quelle porzioni di S dove sia eventualmente rot v=0 si ha in particolare
moto ¢rrotazionale. Comunque, si pud reciprocamente esprimere v mediante c
e circostanze accessorie concernenti il contorno del campo S; ma ¢’¢ di mezzo
I'integrazione di un sistema di equazioni (a derivate parziali) con assegnate
condizioni al contorno, e la determinazione finale di v in un punto @’ non &
locale (come quella di w mediante v), bensi dipende dalla distribuzione vetto-
riale  in tutto il campo S.

I1 caso piu semplice si ha quando S si estende indefinitamente in tutti i
sensi, invadendo tutto lo spazio. Allora non occorrono dati complementari e,
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ammesso il cosiddetto comportamento regolare all’co, basta introdurre il poten-
ziale vettore ®
@) Ag =‘/ 28

s

della distribuzione e, per poterne classicamente (*) ricavare v sotto la forma

3) Vo= %’ rotg A.

2, - Caso di un unico filetto vorticoso. Espressione asintotica della velocita
indotta nel filetto stesso.

Supponiamo in particolare che, ad un dato istante #, w sia diverso da zero
(cio® esistano vortici) soltanto entro un tubo & (necessariamente chiuso, o esten-
dentesi nei due sensi all’co, come risulta da una fondamentale proposizione del-
I HELMHOLTZ), essendo irrotazionale il moto del liquido esternamente a &. Segui-
teranno naturalmente a valere le conclusioni del numero precedente, potendosi perd
ridurre, nella (2), il campo di integrazione dall’intero spazio S a §, perche w=0
fuori di .

Speciale interesse merita il caso in cui il tubo & sia cosi sottile da poter
essere trattato come una linea materiale, sia cio& come suol dirsi; un semplice
filetto vorticoso.

Per noti teoremi dovuti ad HELMHOLTZ, la superficie laterale del tubo &
deve essere in ogni caso costituita da linee vorticose; di queste ne passa una
ed una soltanto per un punto qualsiasi interno al tubo. Ognuna di esse segue
poi I’andamento longitudinale del tubo, ed & quindi lecito assumerla come diret-
trice C, noncheé come supporto geometrico della linea materiale cui & viene
assimilato. Ci troviamo cosi nelle condizioni specificate al capitolo precedente, e
potremo senz’ altro attribuire, nella (3), a rotyr A la forma asintotica (11) di
pag. 23, in cui tutto & riferito a quel punto P di C, che si trova nella stessa
sezione v cui appartiene @’ (proiezione normale di @’ su C).

La .

4) = / wdx,

gia introdotta al n.° 1 del precedente capitolo, viene a costituire 1 intensita del
filetto worticoso, ed & — giova richiamarlo — eguale alla semicireolazione
trasversa; sopra tutto una caratteristica intrinseca del filetto, nel senso che &
costante, non solo lungo il filetto (cioé lungo C, qualunque sia la sezione nor-
male 7 che se ne consideri), ma anche nel tempo, quando il filetto vorticoso si
sposta e si deforma in seno alla massa liquida, subordinatamente al moto di

(%) Cfr. per es. H. VILLAT, Mécanique des fluides (Paris, Gauthier-Villars, 1930), pp. 17-19.
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questa : semprechg, tale moto essendo retto dalle equazioni idrodinamiche, oltre
a trattarsi di liquido perfetto, siano conservative le forze che lo sollecitano (°).
In conclusione, ove per brevitd di scrittura si ponga ulteriormente
P
®) =2,

=~

con che ¢ & una costante, al pari di p, la (3), in cui si introduca per rotgy A
la sua espressione asintotica [(11) del capitolo precedente], diviene

1 1
(6) VQ'=20' 7 V}.Q' /\t+0’ 7 Z.Q’Cb.
La determinazione media di vg, relativa ad una generica sezione t,
_1 _ 1 (@) _ 1 @
(7) vp= ;'[VQ'dTQ'— 2m'{r0tQ Adrg = 5 rotg’A,

T T

pud evidentemente interpretarsi come velocita del baricentro (geometrico) della
sezione 7, e d’altra parte pud essere risguardata come funzione del punto P
della direttrice, che appartiene alla sezione stessa: & percido giustificato di desi-
gnare, come abbiamo fatto nella (7), la media suddetta con vp. In base alla (12)
del capitolo precedente e alla posizione (5), se ne trae 1'espressione asintotica

(8) vp=okch,

fondamentale per le applicazioni che abbiamo in vista. Dei quattro fattori, di
cui vp & il prodotto, o & costante, gli altri sono funzioni di P, o, se si vuole,
dell’ argomento s: %(s) & come sempre, il parametro di configurazione trasver-
sale del filetto &, e dipende unicamente dalla forma della sezione normale t
(a C, in P); c(s) e b(s) designano la curvatura e il versore binormale della

direttrice in P, e dipendono invece dal solo andamento longitudinale del filetto.

3. - Atto di moto di una generica sezione 7.

Per illustrare le conseguenze cinematiche della (8) conviene in primo luogo
far subire alla (6) una ulteriore semplificazione, usufruendo della costanza (asin-
totica) rispetto a @’ di %lQr, e quindi anche di i¢, riconosciuta al n.° 6 del

capitolo precedente. Si ha, per tale proprieta, asintoticamente,

1
A= ;le'dIQu
dopo di che, badando alla (21) del capitolo II e alla (8), la formula (6) pud

essere scritta 1
VQ'=20 p V},Q' At+vp,

(°) Cfr. per es. LEvI-CiviTA e AMALDI, Compendio di meccanica razionale (Bologna,
Zanichelli, 1928), T. II, pp. 279-286.
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od anche, piu brevemente,

(6 ve=vr+Vg,
le quante volte si ponga "
9 Vo=20- Vig At.

La (6’) ci presenta cosi la velocitd di un punto qualsiasi @’ di una gene-
_rica sezione 7t scissa in due addendi, di cui il primo vp (indipendente da @’)
corrisponde ad una semplice traslazione della 7 nella direzione della binormale b
a C in P, e quindi nel proprio piano; l'altro Vg definisce un atto di moto
della sezione stessa, ancora nel proprio piano, perd in generale noz rigido. Per
il caso particolare delle sezioni circolari segue ovviamente dalla (23) del capitolo
precedente che il detto atto di moto corrisponde ad una semplice rotazione attorno
all’asse del cerchio (che ha la direzione di t); ma, per altre forme di sezione,
si producono in generale deformazioni.

Sussiste per altro una proprietd, essenziale per I’ applicazione che abbiamo

in vista, ed & che Patto di moto (9) conserva sia ’area t che il parametro k.

Per la dimostrazione basta calcolare materialmente %o % in base alla (9),

dt dt
ciog all’ipotesi che la derivata rapporto a ¢ di un generico punto @’ della se-
zione fosse Vg.
Le componenti di questo vettore, rispetto ad assi z, y situati nel piano della

sezione (ove si faccia altresi coincidere la direzione positiva dell’asse z con t) sono

_os L% 1 oly

7 oy’ R
7', y’ designando le coordinate di @'
Si ha quindi, per il campo vettoriale piano V¢,
div Vo =0,

il che assicura senz’ altro I'invarianza delle aree, e in particolare dell’ area totale 7z,
. dt

ossia — =0.
Con cid si ha dalla (21) del capitolo IT

dk 1
i _ﬁ‘[VlQ'AVQ'dIQ',

dove, appunto per !'invarianza testé accertata, non si & sottoposto a derivazione
né —i;, né 1’elemento d’area dx.

La (9) mostra che Vg & perpendicolare a Vig, sicche, sotto il segno di
integrale, si annulla identicamente il prodotto scalare. Ne consegue gﬂ: =0, c. d. d.

Le stesse conclusioni sussistono naturalmente per U’ atto di moto com-
plessivo vp+ Vg (dei punti di una generica sezione z), ¢l quale differisce
da Vo per una semplice traslazione.
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4. - Considerazioni infinitesimali circa la migrazione del filetto in seno al
liquido.

Attesa la sottigliezza del filetto vorticoso &, che consente di assimilarlo
(quanto al campo occupato) ad una linea materiale, bastera, per seguirne le vicende,
trovarsi in grado di assegnare una semplice curva geometrica (direttrice) istante
per istante. E non & punto necessario, passando da un istante ad un altro, che
si tratti di una lnea sostanziale, cioé sempre costituita dalle medesime particelle.

Cid premesso, riportiamoci alle considerazioni dei numeri precedenti, suppo-
nendo in primo luogo di conoscere, ad un dato istante £, la configurazione completa
del filetto &, ciod sia la direttrice C' (con che si vuol dire una qualsiasi delle
curve atte a segnare 1’andamento longitudinale del filetto), sia, per ogni punto P
di C, 1a forma e la precisa ubicazione attorno a P della sezione normale 7.

Con cid, assegnata che sia la costante o=p/2x, si pud costruire, per ogni
punto @ di &, la espressione (6), o la equivalente (6’), della velocitd vg; e,
per la proprietd essenziale dei vorticoidi di essere sempre costituiti dalle
stesse particelle materiali, si pud desumerne la situazione &, del nostro filetto
vorticoso all’istante ¢4 df, bastando all’uopo di far subire a ciascun punto @’
lo spostamento vgdf. Ma questo & ancora troppo complicato.

Per semplificare, poniamoci in condizioni meno precise e d’altra parte piu con-
formi all’indole della questione, immaginando di conoscere unicamente, oltre alla
costante ¢, i dati seguenti all’istante £:

a) La direttrice C, essendo — ripetiamolo ancora una volta — da risguar-
darsi confondibili 'una con laltra tutte le linee geometriche che seguono I'anda-
mento generale del filetto. Circostanza questa che ben si accorda con tutte le
considerazioni asintotiche (cfr. in particolare il n.> 1 del capitolo II).

b) Per ogni punto P(s) di C, un unico elemento globale della corrispon-
dente sezione normale, e precisamente il parametro di configurazione £%.

Con questi elementi si puod costruire la formula (8) del numero prece-
dente, e da essa si desume la nuova configurazione C, della direttrice
nell’ istante t,=t-+dt. Infatti vp rappresenta, per sua definizione, la velocita
del baricentro della sezione 7, normale a C in P(s). Tale baricentro & in verita
un punto incognito se, come abbiamo supposto, i dati trasversali sono unicamente
quelli indicati in §). Comunque, designandolo con G(s), esso occuperd in capo
al tempuscolo df la posizione

P,(s)=G(s)+vpdt.

PN

Ora — e questo & il punto in cui essenzialmente interviene 1’ assimilabilita
del filetto ad una semplice linea materiale — la linea dei baricentri G(s) (anche
se a rigore incognita) & tipicamente atta a segnare 1’andamento generale del
filetto. Dunque & una sua direttrice, e come tale confondibile con la C, che figura,
attraverso b e ¢, nel secondo membro della (8).
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Potremo pertanto, nella equazione precedente, sostituire P(s) a G(s), con che
P,(s)=P(s)+vpdt,

dove oramai tutto & ben conoseciuto, caratterizza, per 1'istante ¢,=¢+ d¢, la nuova
configurazione C, della direttrice, ossia il dato @). Quanto al dato b) per £, esso
coincide addirittura colla sua determinazione nell’istante #, come si & dimostrato
al numero precedente. £ va insomma risguardata quale funzione del solo argo-
mento s, desumibile dallo stato iniziale del filetto.

A partire dall’istante ¢, si ragiona nello stesso modo, con che le %(s) riman-
gono sempre indipendenti da {, ece.

Risulta cosi giustificata 1’affermazione che il comportamento asintotico di un
unico filetto vorticoso, in seno ad un liquido indefinito, & tutto contenuto nella (8).
Oramai si trattera unicamente di dar forma algoritmicamente rigorosa alle pre-
cedenti considerazioni infinitesimali, rendendosi esatto conto della natura analitica
del problema di integrazione, posto dalla (8), e delle sue interpretazioni geome-
triche, cinematiche e idrodinamiche.

5. - Inestendibilita del filetto (cioé della direttrice).

Essendo assegnata la configurazione iniziale del filetto, e con essa quella
della direttrice C, nonché la funzione %(s), il problema matematico si riduce,
come si & mostrato al numero precedente, ad assegnare la configurazione C;
della curva C in ogni successivo istante {. Formalmente giovera ricorrere alla
rappresentazione parametrica P(s,f) della C; in un istante generico, pensando s
come arco di C;, contato, istante per istante, a partire dalla posizione che compete
ad una sfessa particella materiale O (scelta, una volta per sempre, con criterio
arbitrario). Con cid P(0, ) individua sempre O, nei vari istanti ¢#; invece non
& detto a priori che, per uno stesso valore generico di s, P(s,?) individui
anch’esso posizioni di una medesima particella liquida M. Invero la C & per
ipotesi (ciod per le ricordate proprietd delle linee vorticose) costituita sempre
dalle stesse particelle, ma ¢id non implica che debbano conservarsi, al variare
di ¢, gli archi di C frapposti fra particella e particella. Giova pertanto accertare
anzi tutto che tale proprieta sussiste effettivamente quale conseguenza della (8),
cioé che il filetto vorticoso, e, per esso, la C si comporta come se fosse
inestendibile.

All’uopo basta ancora una considerazione infinitesimale, la quale mostrera
che la distanza elementare ds di due punti vicinissimi P e P’ di C subisce,
nel passare dall’istante ¢ all’istante £+ df, un incremento nullo, o, pilt precisa-
mente, d’ordine superiore al primo rispetto a dif. Lo si riconosce anche senza
caleoli, pensando che gli spostamenti di P e di P’, in quanto diretti secondo le
rispettive binormali alla C, riescono entrambi perpendicolari a PP’ e hanno cosi
proiezioni eguali (nulle) sulla PP’ stessa. Una tale circostanza, come si sa dai
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primi elementi di cinematica (f), assicura la rigiditd dello spostamento, ossia la
conservazione della distanza elementare PP’.

In formule, si ha dalla (8), per una posizione generica di P su C, cioé per
un s generico, AP

(8 & —okeb.

e quindi, per il punto P’ che corrisponde al valore s+ds dell’arco,

ap' dapP d
Et— v‘-_—“d—t +o ZS‘ (kch).

Quest’ ultima, attesa la terza formula di FRENET

db
ds =7,

in cui y designa la torsione e n il versore della normale principale, pud essere seritta

d(P'—P) _ d(ke)
R Tl b+ okeyn.

Se ora si tiene presente che
P’'— P=tds

¢ si moltiplica scalarmente membro a membro, risulta

d(P'— P) , _
T < (P'—P) =0,

. d 5
ossia —, ds*=0, c. d. d.

6. - Sistema normale da cui dipende il problema matematico. Applicazione
del teorema di unicita.

La proprietd testé stabilita porta come necessaria conseguenza che, nella
rappresentazione parametrica sostanziale (concernente ciog, nei vari istanti,
sempre la stessa particella fluida) del numero precedente,

P(s, t),

t due argomenti s e t, pur interpretandosi s come arco di C all’istante i,
possono trattarsi come variabili indipendenti, talché
d (dP d (dP
(10) ala) =)
La giustificazione & immediata. Infatti, da un lato, parametri manifestamente
e notoriamente indipendenti sono (per ogni sistema continuo) le coordinate iniziali
e il tempo £; nel caso nostro dunque I'arco s=OM, spettante ad una generica

(°) Loco cit. a pag. 26, T. 1, p. 108.
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particella liquida M, nella configurazione iniziale di C e {. D’ altra parte
I'inestendibilita consente di riguardare la stessa s anche come arco oM sopra
la configurazione di C' corrispondente ad un altro qualsiasi istante #, e. d. d.

Cid premesso, ricordiamo dal numero precedente che, data la configurazione
iniziale del filetto, se ne desume %(s); e questa funzione del solo argomento s
va cosi considerata come un dato della questione. Incognita fondamentale, fun-
zione delle due variabili indipendenti s e #, & invece il punto P(s,¢), o, se si
vuole, la terna z, y, z delle sue coordinate cartesiane, posizione e terna da subor-
dinarsi a quello stesso triedro galileiano, cui si riferiscono le velocitd, espresse
asintoticamente dalla (8).

La (8) stessa compendia del resto il sistema differenziale atto a definire
Pincognita P(s, {). Basta scriverla sotto la forma

(®) P00 _ s,

in cui, ben si intende, la derivata rapporto a ¢ va fatta indipendentemente da s.
Nel secondo membro, oltre a ¢ che & una costante, e %(s) che, come si & osser-
vato poc’anzi, & una funzione della sola s, fornita direttamente dai dati iniziali,
comparisecono lo scalare ¢(s,f) e il vettore b(s,{). L’uno e I'altro sono espri-
mibili mediante I'incognita fondamentale P(s, ) e le sue derivate rapporto ad s,
fino al secondo ordine. Lo si desume con facilita dalle formule di FRENET, che
qui traserivo tutte perché dovrd valermene ripetutamente:

7 cn,
dn
(11) & =—7h—c,
db '
as —"
Tenuto presente che gsf =t, si ha intanto dalla prima, quadrando scalarmente,
@aPe

Le sole linee per cui ¢ si annulla identicamente sono le rette. Supponiamo
che si tratti di effettive curve e escludiamo anche gli eventuali punti di infles-
sione (in cui ¢ si annulla). Potremo in conformita ritenere ¢>0, e ricavare dalla
prima delle (11) Ctat 14
Teds ¢ ds??

d di che, d
opo di che, da b—tAn,

segue
1dP , d°P
(13) b—- AT,
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Le (12) e (13) esprimono esplicitamente ¢ e b per mezzo delle derivate prime
e seconde di P rapporto ad s. La (8') definisce dunque la derivata di P(s, {)
rapporto alla variabile #, in funzione di elementi cogniti, nonché dello stesso
punto incognito P(s,¢) e delle sue derivate (prima e seconda) rapporto ad s.
Basta proiettare sugli assi coordinati per desumerne un sistema normale di
equazioni alle derivate parziali nelle tre funzioni incognite z(s, ¢), y(s, ), #(s, £),
coordinate di P. Le tre componenti della (8'), cioé

0x(s, ¢
2299 _ okeb,
(8//) Dyg?t)=6k0b”,
02(s, t) -
5t =ckeb, ("),
. . .. . ox dy 0z . . .
si presentano infatti risolute rispetto a 5 3¢ o1’ secondi membri contenendo,

oltre che elementi cogniti, derivate prime e seconde di z, y, z, riferentesi
esclusivamente all’ altra variabile indipendente s.

Le (8”) costituiscono percid un sistema normale in z, y, #, del primo ordine
rispetto all’argomento £. Dai teoremi generali della KOWALEVSKY segue quindi (®)
che assegnate arbitrariamente, per un valore iniziale 7, di 7, le determinazioni
di z, ¥, z quali funzioni regolari dell’altro argomento s, se esistono integrali
olomorfi z(s, ), y(s, £), 2(s, £), questi rimangono univocamente determinati per ¢> ¢,
(finché tutto si comporta regolarmente). Ecco la conferma rigorosa delle consi-
derazioni intuitive del n.c 4.

L’integrazione della (8’) porta alla conoscenza di P(s,f) e quindi fornisce
la rappresentazione parametrica della direttrice C; in ogni istante £ Cosi la curva
rimane completamente individuata, di forma e di posizione, rispetto al triedro di
riferimento. Se perd ci si accontenta di caratterizzare intrinsecamente la forma
della C nei vari istanti £ (prescindendo dalla sua ubicazione nello spazio), non
occorre possedere addirittura P(s,f), ma, come si sa dalla geometria differen-
ziale, basta la conoscenza (istante per istante) di ¢ e y in termini di s. Comples-
sivamente si tratta di procurarsi dwe funzioni scalari, c(s, f) e y(s, f), anziche
{re, quante ne corrispondono a F(s, £).

Vedremo nel capitolo seguente come si possa formare un sistema differenziale,
anch’esso normale, atto appunto a definire le due funzioni ¢ e y, con che in

0 d
(") Scrivo ora 58 anziche i per uniformarmi alle consuetudini, in quanto qui, e qui

soltanto, si tratta di discutere, come tale, un sistema di equazioni alle derivate parziali.

(®) Per orientamento in proposito e referenze bibliografiche, si pud consultare LEvi-
CiviTa, Caratteristiche dei sistemi differenziali e propagazione ondosa. Conferenze raccolte
dal Dott. G. LAMPARIELLO, § 1 (Bologna, Zanichelli, 1931).
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sostanza vien fatto di scindere il problema geometrico in due stadi: uno intrin-
seco che involge unicamente ¢ e y; e uno complementare che consiste nel mettere
a posto rispetto ad un dato riferimento una curva gid intrinsecamente indivi-
duata (ad ogni singolo istante).

Quest’ ultima fase equivale notoriamente al problema di determinare un moto
rigido, nota (istante per istante) la velociti angolare rispetto ad assi solidali;
problema che si riconduce ad una equazione di RICCATI (°).

(°) Veggasi, ad esempio, LEVI-C1viTA e AMALDI, Lezioni di meccanica razionale, Vol. I
(seconda edizione, Bologna, Zanichelli, 1930), Cap. III, pp. 224-227.

(Continua).
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