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SOPRA UN TIPO

DI TRASFORMAZIONI CREMONIANE

FRA

SPAZI A QUATTRO DIMENSIONI

TESI DI ABILITAZIONE

ANTONINO GENNARO





~ 

PREFAZIONE

Nel presente lavoro occupo principalmente
(~~ 6-12) della trasformazione crernoniana che na-
sce fra due spazi lineari 84 ed ,S’4~, quando si

riferiscano proiettivamente gli iperpiani di ~S’4~‘
alle quadriche V32 di S, passanti per una curva

generale del quinto ordine di genere 1, quadriche
che costituiscono un sistema lineare w’omaloidico.

Questo sistema omaloidico è fra quelli enume-
rati in una nota da Del Pezzo (Reale Accadexnia
di Napoli: Adunanza del 15 giugno 1895), ma

già avanti il Bianchi ne aveva provato 1’ esistenza

a proposito di uno studio sugli integrali ellittici

di prima specie (Matlieinatische Annalen: Band

XVII, 1880).
Il secondo sistema omaloidico, di 84*, risulta
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essere costituito dalle ipersuperficie del terzo or-
dine con 10 punti doppi, passanti per una rigata
ellittica del quinto ordine. Al variare della iper-

superficie nel sistema i 10 punti doppi descrivono
la rigata ellittica; si ottiene cosi un sistema oma-

loidico la cui ipersuperficie generica possiede punti
doppi variabili (sopra una varietà base), in con-
formità di un teorema generale di Bertini (cfr.
E. Bertini : Introduzione alla Geometria Proiettiva

degli Iperspazi; Cap. X, 10).
Trattato il caso generale, passo quindi ai più

importanti fra i 13 casi particolari in cui la quin-
tica ellittica sia riducibile; cinque di questi non
sono menzionati nella detta nota di Del Pezzo.

In alcuni dei casi le ipersuperficie del sistema

omaloidico di ~* diventano ipersuperficie del terzo
ordine con una retta doppia e quattro punti doppi
ulteriori (§§ 15-16). La rappresentazione spaziale
della generica di tali ipersuperficie è costituita
dalle quadriche dello spazio ordinario passanti
per cinque punti, dei quali quattro complanari.

Ho creduto opportuno far precedere lo studio

propostomi da alcune considerazioni di indole ge-
nerale, le quali giustificano il procedimento da

me seguito e rendono più spedita la trattazione.



, CAPITOLO PRIMO

Alcune generalità.

§ 1. Si abbia in S4 un sistema lineare oo’ omaloidico i ep [
di ipersuperficie cp dell’ ordine n. Indichiamo con F la su-

perficie variabile intersezione di due cp gener che e con m

il suo ordine, con h la curva intersezione di tre (p generi-
che, fuori della varietà base, e con 1 il suo ordine.

Riferendo proiettivamente le ipersuperficie cp agli iper-
piani di un altro spazio 84*, cosicchè le F corrisponderanno
ai piani di 84* e le h alle rette, nasce una trasformazione
birazionale o er-3moniana fra i due spazi 84 ed 84*. In 84*
viene allora determinato un secondo sistema omaloidico 

’

1 di ipersuperficie tp, corrispondenti agli iperpiani di 84,
e gli ordini relativi al sistema i sono i n,

cioè le ’~’ sono dell’ ordine 1, le superficie variabili interse-
zioni di due ip sono dell’ ordine m e le curve intersezioni

di tre j, fuori della varietà base, sono dell’ ordine n. Le ’~’
passeranno dunque per una superficie fissa dell’ ordine l2 - m,
le superficie variabili intersezioni di due ip avranno in co-

mune con la varietà base una curva dell’ ordine 1 m - n, e

le curve intersezioni di tre ip fuori della varietà base, a- 
’

vranno con questa I n - 1 punti in comune.
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§ 2. Consideriamo lo spazio 84 e il sistema omaloidico

lepi I in esso definito, valendo le stesse considerazioni per

per lo spazio 84* e per il sistema -

I _punti fondamentali di 84, cioè quelli che hanno i cor-

rispondenti indeterminati, sono di quattro tipi:
Tipo 1~ : Punti ai cui intorni corrispondono in ,5~~ delle

ipersuperficie. Essi diconsi punti fondamentali isolati, perchè
in tal modo si comportano i punti base isolati di nei

quali le parti variabili dei coni tangenti alle (p formino

altrettanti sistemi lineari semplici o composti con una iii-

voluzione, considerate le generatrici dei coni come elementi.
Se h è il grado del sistema lineare dei coni tangenti in un
tal punto, ossia 8 è il numero delle tangenti variabili nel

punto alle linee r, la ipersuperficie corrispondente all’ intorno
del punto sarà di ordine 5 ovvero secondo che il sistema

dei coni tangenti è semplice o composto con una involuzione
d’ ordine ~-t.

Tipo 2~ : Punti ai cui intorni corrispundono delle su-

perficie. Essi diconsi _punti di linea fondamentale, perchè
quel comportamento ha il punto generico di una linea base
isolata di , nel quale il cono tangente generico non
abbia la parte variabile riducibile. Infatti, se P è un tal

punto appartenente a uua linea base L di molteplicità r
, il cono d’ ordine r, tangente in 1’ alla cp generica,

è costituito da piani per la tangente in P ad L; quindi a
tutti i punti infinitamente vicini a P, situati in uno stesso

piano tangente in P ad L, corrisponde in 8,* uno stesso

punto, giacchè staccano da lepi I tutti lo stesso sistema 00 8.

Se 6 è il numero dei piani variabili che compongono il

cono tangente in P alla superficie F generica, la superficie,
necessariamente razionale, corrispondente all’ intorno di P,
è di ordine 5 ovvero 8 secondo che il sistema dei coni tan-

.
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genti in P alle cp è semplice ovvero composto con una in-

voluzione d’ ordine p, considerati i piani generatori come
elementi.

La linea fondamentale L si dice di la o di 2a specie se-

condo che la superficie corrispondente al suo punto gene-
rico è variabile o fissa. Nel primo caso, al variare del punto
su L, la superficie corrispondente descrive una ipersuper-
ficie, il cui ordine è il numero dei punti variabili comuni
alla r generica e ad L. Se tale numero è nullo, la linea L
è quindi di ~~ specie ; in tal caso la superficie fissa corri-

spondente al punto generico di L è una superficie fonda-
mentale di 3a specie ; (vedi Tipo 30).

Tipo 3°: Puuti ai cui intorni corrispondono delle curve.
Essi diconsi punti di superficie fondamentale, perché in tal
modo si comporta il punto generico di una superficie R,
base di lcpl. . Infatti, se r è la molteplicità di 1~ per 
il cono d’ ordine r, tangente in un suo punto generico P
alla cp generica, si spezza in r iperpiani passanti per il

piano a tangente in P ad R, e a tutti i punti infinitamente
vicini a P, situati in uno stesso iperpiano per n, corri-

in 84* un medesimo punto, poichè staccano da I cp I lo stesso

sistema Se 5 è il numero degli iperpiani variabili che

compongono il cono tangente in 1~ alla ep generica, l’ ordine
della curva, necessariamente razionale, corrispondente al-

1’ intorno di P, è uguale a 5 ovvero a secondo che il si-

stema dei 
, 

coni tangenti in P alle ep è semplice o composto
con una involuzione d’ordine 11, considerati gl’ iperpiani
per a come elementi.

La superficie fondamentale dicesi di 1" specie se al

variare di P su R la curva corrispondente varia, assumendo
una doppia infinità di posizioni. Allora variando P su R
la curva descrive una ipersuperficie, il cui ordine è uguale
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al numero dei punti variabili comuni ad R e alla h gene-
rica. 5e tale numero è nullo, la superficie R sarà di una
delle specie seguenti.

La superficie R dicesi di seconda specie se esiste su 1-~ un
sistema Iyl ( di linee y, tali che, facendo muovere P su una
linea y, la curva corrispondente resti fissa, mentre variando

y varii la curva corrispondente. Per ogni punto di R pas-
serà una linea di [y] e due linee y non avranno punti co-
niuni. A tutta la superficie R corrisponderà allora in 84*
una superficie R*, pare fondamentale di 2a specie ,

il cui sistema analogo [y*] sarà costituito dalle curve cor-

rispondenti alle linee y, e l’ordine di R’~ sarà uguale al

numero delle y variabili contenute nella superficie F generica.
La superficie R si dirà di terza specie se, variando co-

munque P su R, la curva corrispondente resta fissa. Questa
curva sarà allora fondamentale di seconda specie per il

sistema 

Tipo 4.° : Punti ai cui intorni corrispondono intorni di

punti. In tal modo si comporta un punto base di nel

quale il cono tangente alla (p generica sia fisso. Non è detto

però che a un punto fondamentale del 4.° tipo corrisponda
nell.’ altro spazio pure un punto fondamentale del 4.0 tipo;
(vedi fine del § 18).

In un punto fondamentale di qualsiasi tipo direzioni

eccezionali sono quelle comuni a tutti i coni tangenti nel

punto alle V. Per vedere ciò che corrisponde a una tale

direzione, occorre fare degli esami ulteriori.

§ 3. La totalità dei punti corrispondenti agl’ intorni di
tutti i punti fondamentali di lcpl I costituisce la jacobiana
di Infatti, se P è un punto fondamentale del primo
tipo, detta V. la ipersuperficie corrispondente all’ intorno
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di P, poichè un iperpiano generico di 84 non contiene

punti dell’ intorno di P. una ipersuperficie generica V non
ha punti comuni variabili con V,. Allora le ’4’ passanti per
un punto generico Q di V3 contengono tutta la V, ed hanno

in Q un iperpiano tangente fisso : quello tangente alla V,.
Il punto Q appartiene quindi alla jacobiana di 1’4’1.

Sia P un punto di linea L fondamentale di prima specie
per [cpl e diciamo la superficie corrispondente. Poichè
1’ iperpiano generico di 84 non ha punti in comune con

l’ intorno di P, la ipersuperficie generica V nun ha con V2

punti comuni. Allora le V passanti per un punto generico
Q di IT2 contengono tutta la V:~ , ed hanno quindi in Q
un piano tangente fisso : quello tangente a V2 Il punto Q

appartiene dunque alla jacobiana di 
Se P è un punto di superficie R fondamentale di prima

specie per si vede in modo analogo che le ’~’ passanti
per un punto generico della curva corrispondente alI’ in-

torno contengono tutta la curva ed hanno quindi
come tangente comune la tangente alla curva in quel punto.
Questo appartiene dunque alla jacobiana di cpl.

Le considerazioni superiori valgono anche per le varietà

corrispondenti all’ intorni di P nelle eventuali direzioni ec-

cezionali.

La jacobiana è inoltre esaurita da tutte le varietà cor-

rispondenti agli elementi fondamentali. Infattl, tenendo pre-
sente che un punto della jacobiana è caratterizzato dal fatto
che tutte le ipersuperficie del sistema passanti per esso

hanno ivi una tangente comune e che d’altra parte le

ipersuperficie del sistema (’~’ passanti per un punto Q della

jacobiana hanno in comuue una linea o una superficie o
una ipersuperficie per Q, alla quale corrisponderà in 

punto, questo è dunque fondamentale per lepi.
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§ 4. Per la determinazione della molteplicità delle varie
parti costituenti la jacobiana di I sono utili le conside-

razioni generali seguenti.
Sia in uno spazio Sr un sistema lineare OOT Ieri di iper-

superficie, rappresentato dall’equazione

La sna ipersuperficie jacobiana è data dall’equazione

I 19- 1

Supponiamo che per uni punto P di Br passino oaN iper-
superficie del sistema aventi in P un punto doppio (almeno).
Esse costituiranno un sistema lineare, la cui equazione pos-
siamo supporre sia

Si avrà allora

1 essendo le derivate calcolate nel punto P. Quindi il deter-

minante ‘ sostituendovi le coordinate
c. 

0) 1 f

di P, viene ad avere fA. + 1 colonne nulle ed è perciò nullo
insieme con le sue derivate prime, seconde,..... Il

punto P è dunque almeno per la jacobiana di cp.
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Non vale però la reciproca, cioè un punto della jaco-
biana può essere di molteplicità p +. 1 ed esserci soltanto

un sistema di dimensione inferiore di ipersuperficie cp

aventi quel punto come doppio.
Dall’ osservazione superiore segue che se tutte le iper-

superficie di un sistema lineare passanti per un punto P
hanno in ~’ tangente comune, il punto P è al-

meno per la j acobiana. In tal caso infatti esistono 

ipersuperficie del sistema aventi in P un punto doppio, ba-
stando imporre alle ipersuperficie di essere tangenti in P
ad 1- - k rette generiche per P.

Nel caso 7. ~- 4, ricordando (§ 3) che le ipersuperncie di

ip i passanti per il punto generico dell’ ipersuperficie cor-

rispondente a un punto fondamentale del 1° tipo hanno
nel punto un iperpiano tangente fisso, e che le ipersuper-
ficie 1 passanti per il punto generico della superficie

’ 

corrispondente a un punto fondamentale del 20 tipo hanno
nel punto un piano tangente fisso, si deduce che la parte
di jacobiana di i corrispondente a un punto fondamen-
tale dello tipo è almeno tripla, e la parte corrispondente
a una linea fondamentale di la specie è almeno doppia per
la jacobiana. Ciò vale anche se negli elementi fondamen-

tali che si considerano esistono direzioni eccezionali.

La cosa ora mostrata è generale, cioè in una trasforma-
zione cremoniana fra due ,S’r la parte di jacobiana corrispon-
dente a una Vk fondamentale isulata ha almeno moltepli-
cità r - k - 1.

5. Segando il sistema, omaloidico i ep  con un 83 ge-
nerico si ottiene la rappresentazione iperpiana in
83 della ipersuperficie generica Conoscendo la jacobiana
di i ep i si ha un metodo alquanto spedito che ci permette
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di trovare le linee e le superficie fondamentali di prima
specie, nonchè i punti fondamentali isolati del sistema .

Sia P una superficie fondamentale di prima specie per
. Ai punti della j infinitamente vicini ad R corrispon-

dono in i punti della superficie G intersezione di ,S’3 con

la parte di jacobiana di 1 corrispondente ad R. Detto I Y. I
il sistema di superficie rappresentativo delle sezioni

iperpiane di ’4’, cioè il sistema sezione di 1’ ordine di

1-~ sarà uguale al numero dei gruppi neutri in cui si distri-
buiscono i punti comuni all’ intersezione di due / generiche
e a G fuori della varietà base di [x ] , e la molteplicità di
R sarà uguale al numero dei punti che costituiscono cia-

scun gruppo neutro. , 

,

Sia L una curva fondamentale di prima specie .

Ai punti di ip infinitamente vicini ad L corrispondono in
,S3 i punti della superf ele K intersezione di S3 con la parte
di jacobiana di i corrispondente ad L. L’ordine di L

sarà uguale al numero delle curve y variabili comuni ad

una x generica e a K, e la molteplicità di L per- sarà

uguale al numero dei punti variabili comuni ad una y e

alla residua intersezione, fuori di y e delle linee base di

[x] , di due y passanti per y. Infatti agl’ intorni su ’~’ dei

punti comuni ad un iperpiano generico di ,S’4’~ e ad L cor-

rispondono in ~S’3 altrettante curve y comuni a .I~ e alla X
corrispondente alla sezione di ip con quel!’ iperpiano.

Inoltre se P è uno dei punti comuni ad L e all’iper-
piano, e k è la sua molteplicità per ip (cioè la molteplicità
di L per ’’), la superficie intersezione di ip con l’iperpiano
ha P come punto e ai punti infinitamente vicini a P
sul cono tangente d’ ordine 7~ a questa superficie corrispon-
dono i punti di y; poichè ún piano generico per P, conte-
nuto nell’iperpiano, ha in comune col cono generatrici,
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e alla sezione del piano con ’~’ corrisponde la curva interi-

sezione di due x contenenti y, la residua curva intersezione

delle due x, fuori di y e delle linee base di avrà in

comune con y k punti variabili.
Invece la molteplicità k’ di L per le superficie sezioni

della (p con le altre ipersuperficie del sistema, le quali hanno

per immagini i piani di $,, sarà uguale all’ ordine di quelle
curve y, come è facile vedere con considerazioni analoghe.

Sia P un punto fondamentale isolato Ai punti
della ip infinitamente vicini a P corrispondono i punti della

superficie H, sezione di ~S’3 con la parte di jacobiana 1
corrispondente a P. La molteplicità di P per ’~’ è uguale
al numero dei punti variabili, fuori delle linee base di IXI,
comuni ad H e all’ ulteriore intersezione di due x contenenti
H. Infatti i punti di H corrispondono ai punti infinita-

mente vicini a P sul cono tangente in P a ’~’; due sezioni

iperpiane generiche per P hanno per corrispondenti due x
contenenti H ; se il punto P è hu,plo per ossia è d’ ordine

h il cono tangente in P a j, il piano intersezione di quei
due iperpiani contiene h generatrici del cono, onde la curva
intersezione delle due x ha h punti variabili su H.

La molteplicità h’ di P per le superficie sezioni 

con le altre ipersuperficie del sistema è uguale al numero
dei punti variabili, fuori delle linee base di IXI, comuni ad
H e alla sezione piana generica della parte che rimane,
tolta H, di una x contenente H, come si vede segando con
un iperpiano per P il cono d’ ordine h’ tangente in P alla

superficie intersezione di due ’~V.
Invece la molteplicità h" di P per le curve sezioni della
con le superficie intersezioni delle altre V del sistema

prese due a due, curve che corrispondono alle rette di 83,
è evidentemente uguale all’ ordine di H.
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Viceversa, consideriamo la superficie I~ intersezione di
8s con una parte della jacobiana di Se 1’ intersezione

di due x , generiche ha k punti comuni con H fuori della

varietà base di IZ] e quei k punti si distribuiscono in gruppi
neutri di p punti ciascuno, si ha in una superficie fon-

damentale di prima specie dell’ ordine .!.- e di molteplicitàp p

,. Se è k = 0 e una x generica sega curve varia-

bili, ad H corrisponde una curva fondamentale di prima
specie il cui ordine è n e la cui molteplicità per

’~’ si calcola nel modo visto dianzi. Se è n - 0, ad H cor-

risponde un punto fondamentale isolato, la cui molteplicità
si computa come sopra.

Si osservi che in quello che precede i numeri k, k’, k"
hanno i significati anzidetti solo quando nel punto gene-
rico della linea fondamentale isolato che si considera non

esistono piani o rette tangenti fissi.

Quanto poi alle superficie di ~S’4 corrispondenti agli in-
torni in ~’4~ dei punti di una linea fondamentale di prima
specie per esse non sono altro che le parti in cui si

spezzano le superficie secondo cui le cp tagliano, fuori delle

superficie base, la parte di jacobiana corrispondente a quella
linea, come risulta segando la linea con gl’ iperpiani di ~4*.
Invece le curve corrispondenti agl’iiitorni in 84* dei punti
di uua superficie fondamentale di prima specie non sono

che le parti in cui si spezzano le curve secondo cui le su-

perficie I’ segano, fuori della varietà base di i la parte
di jacobiana corrispondente a quella superficie, come risulta

segando la superficie con i piani dell’ 84*.
Si noti in fine che segando con un piano generico

si ottiene la rappresentazione piana della superficie inter-

sezione di due ’~’ generiche.



CAPITOLO SECONDO

Trasformazione (2, 4, ~~ : Caso generale.

§ 6. Consideriamo in 84 una curva generale r5 del quinto
ordine di genere 1, (curva normale di ~S’4, giacchè la serie

lineare g’ 4 segata su di essa dagl’ iperpiani di ~4 è com-

pleta) (*). Tutte le quadriche ep di ~S’~ passanti per h5 for-

mano un sistema lineare I che dico essere omaloidico.
Infatti le m’4 quadriche di S4 segnano su I" una serie

lineare dell’ ordine 10, completa, perché contiene gli oo’

gruppi segati dalle coppie’ di iperpiani senza essere da

questi gruppi esaurita; essa è quindi una gio. Le quadri-
che di S4 linearmente indipendenti contenenti r5 sono dun-

(*) Una tale curva 5 è evidentemente ulteriore intersezione

di tre quadriche di 84 passanti per una cubica gobba. Inoltre ~S

è la più generale curva ottenuta nel modo suddetto. Infatti tre

quadriche di 84 passanti per una cubica gobba ~3 si segano ulte-

riormente in una quintica F, che dico essere di genere 1. Invero

due delle quadriche si segano in una Y’2 contenente 16 rette tali

che ad ognuna di esse se ne appoggiano altre cinque. L’ 83 cui

appartiene ~3 taglia Y2~ ulteriormente in una retta r, corda di r3,
e ad r si appoggiano 5 rette di V24; le altre 10 si appoggeranno

a ~3. Consideriamo ora la terza quadrica per che taglia, fuori

di ~3, la TT24 in ~5. È chiaro che la retta r non s’ appoggia a ~5,
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que 14 -9 = 5, cioè il sistema lineare considerato è 004.

Inoltre tre quadriche cp si tagliano, oltre che in in una

cubica gobba I’~ avente con r’ cinque punti in comune,

giacchè l’ 8s cui appartiene h3 incontra h5 in cinque punti,
i quali non possono essere fuori di r8, altrimenti la corda
di I~’3 passante per uno di tali punti apparterrebbe alle tre

,cp e quindi a r5, contro l’ ipotesi che questa sia irriducibile.
Una quarta qp per sega ulteriormente in un punto
variabile, onde ~ p L è omaloidico.

Riferiamo proiettivamente le quadriche del sistema lpl
agli iperpiani di un altro /S~ che indicheremo con ~S’4’~. Nasce
allora una trasformazione cremoniana tra ~4 ed 84 *, nella

quale agli iperpiani di ~S’4’~ corrispondono le quadriche (p,

ai piani di 84* le TT~ per r5, basi di fasci di quadriche, e
alle rette di S,* le cubiche gobbe appoggiate in cinque
punti a r5. (Si osservi che ogni cubica avente cinque punti
in comune con r5, essendo, insieme con h5, base di 002 qua-

driche, è intersezione di tre (p.

In 84* viene determinato un secondo sistema omaloi-

dico (’4’1 di ipersuperficie ’4’, corrispondenti agli iperpiani
di Il sistema 1’4’1 è di ipersuperficie del terzo ordine con
10 punti doppi, come si deduce osservando che la rappre-
sentazione iperpiana di una ’’ generica, ottenuta segando l(pi

mentre le 5 rette appoggiate ad r sono bisecanti di P-5 e le 10 rette

appoggiate a r3 sono unisecanti di r5. Proiettando ~5 da r sopra
un piano 7~ otterremo una curva piana ()5 in corrispondenza biu-

nivoca con ~5, dotata di cinque punti doppi : quelli in cui i piani
per r contenenti le bisecanti di ~5 incontrano 7t. (Si noti che se

un piano per r contiene due punti di r5, la loro congiungente,
avendo tre punti in comune con le prime due quadriche, appartiene

a «F 4). Il genere di 05 e quindi l di l ]P5, è dunque (5 - 1) 2 (5 - 2 ) -
= 1, c. d. d.

.
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con un iperpiano generico di 84, è costituita dalle quadri-
che per 5 punti, le quali corrispondono alle sezioni iper-
piane della 1~. (Cfr. Castelnuovo; Ricerche di geometria della

i»etta...; Atti dell’ Ist. veneto; serie settima, tomo secondo,
1890-91. - Sig. Dragoni ; Sulla va~°ietà cubica di 84 dotata di
10 punti doppi ; Giornale di matematica, 40, 1902). 

~ 7. La jacobiana di che si sa a essere del

quinto ordine, è costituita dalle 004 corde di h5. Infatti una

corda di h5 appartiene certo alla jacobiana, inquantochè
tutte le ep passanti per un punto della corda la contengono
tutta. D’f altra parte la ipersnperficie luogo di tali corde è

del quinto ordine. Invero, presa una retta generica 1" di ~84,
consideriamo il fascio di quadriche ep passanti per r5 ed r.

L’ordine della nostra ipersuperficie sarà il numero delle

corde di T’5 appoggiantisi ad r, I cioè delle rette della T~’4 2
base incidenti ad r, e tale numero è 5.

La jacobiana di i cpl, che indicheremo con Vk, ha I" come
curva tripla. Per dimostrare ciò, consideriamo una retta ge-
nerica per un punto di r5 e proiettiamo da essa la h5 sopra
_un piano : otterremo una curva piana 04 , del quarto ordine,
in corrispondenza biunivoca con r5. Dovendo C~ essere di

genere 1, avrà due punti doppi, i quali nascono da due

corde di h5 incontranti la retta fuori del punto d’appog-
gio a r5(*). In questo punto sono dunque raccolte tre in-

tersezioni della retta r con 

(*) Si noti che da un punto di ~5 non può uscire una retta che
. sia ulteriormente corda di 5, altrimeut  questa sarebbe razionale,

perchè da questa trisecante la ~5 sarebbe proiettata sopra un piano
in una conica, o anche perchè, esistendo dei piani quadrisecanti di

i punti di questa si potrebbero far corrispondere biunivoca-

mente agl’ iperpiani di un fascio.

z
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La stessa cosa si può vedere altrimenti, dimostrando
che un piano generico ~c per un punto P di r5 sega TT3 in

una curva C’ avente in P un punto triplo. Infatti la curva
05 si può considerare generata dai 4 punti, dei quali uno

- cade sempre in P, che il cono del quarto ordine, proiettante
h5 da un suo punto variabile, ha su it. Quando il vertice

del cono s’ avvicina a P, i tre punti variabili comuni a n

e al cono si avvicinano a P, fino a cadere tutti in P quando
il vertice del cono cade in P. Da P escono dunque tre rami
di C~, onde questa ha in P un punto triplo(*).

§ 8. La curva h5 è evidentemente una linea fondamen-
tale di prima specie per (9 2). All’ intorno di ogni suo

punto corrisponde in S4:fA un piano, il quale, al variare del

punto su r’, varia e descrive una ipersuperncie del quinto
ordine, poichè la curva rs, intersezione di tre ep, ha cinque
punti variabili su r5. Tale ipersuperficie, contata due volte

(§ 4), costituisce la jacobiana di (’~’), (§ 3).
In ~4*, dovendo due j segarsi in una TT4 2 variabile (§ 1),

si avrà una superficie V~’~‘’, del quinto ordine, base di 
la quale sarà irriducibile, come la jacobiana I che le

corrisponde. La TT2’~ è una superficie fondamentale di prima
specie, perchè in ~4 non ci sono superficie fondamentali di

(*) Per il rigore della deduzione è però necessario osservare che

nessuno dei tre punti variabili può passare più volte per 1’ (onde
la molteplicità di .Ì° non supera 3) nè due di essi possono descri-
vere lo stesso ramo (onde la molteplicità di P non è inferiore a 3).
E infatti nel primo caso esisterebbe una trisecante di r5, ciò che

è assurdo ; nel secondo caso per un punto generico di quel ramo

passerebbero due corde di 5, onde il loro piano sarebbe quadri-
secante r5, il che è pure assurdo.
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seconda specie nè curve fondamentali di seconda specie (§ 2).
All’ intorno di un punto generico di V2*5 corrisponde in 84
una retta (essendo V,*’ semplice per la quale, y non
dovendo incontrare le quadriche ep in punti variabili, sarà
una corda di r5. Variando il punto su V.,*’ quella corda
descrive la jacobiana di Ai cinque punti che un piano
generico di ~S’4~‘ ha in comune con V2*5 corrispondono le

cinque corde di giacenti sulla V2 corrispondente a quel
piano.

Due ipersuperficie ip si segano in una Yi variabile, che
è la proiezione di una superficie di Veronese su un 84 fatta
da un punto dell’ 85, cui appartiene la. superficie di Vero-

nese, esterno a questa. Infatti le sue sezioni iperpiane sono

rappresentate in un piano da un sistema lineare ao ’ di co-
niche senza punti base (§ 5).

Dovendo una ’4’ generica segare una tale V’ 2 in una

conica variabile, (§ 1), fuori della V2*5 base, questa avrà in
comune con la V§ 2 una curva r~O del 100 ordine. ,

Poichè infine il sistema L è omaloidico, le coniche di

~S’4~, corrispondenti alle rette di ,S‘4, avranno cinque punti
in comune con la base. Si noti anzi che ogni conica

appoggiata in cinque punti a V’2’~5 corrisponde a una retta
di 84, perchè, insieme con V2*’, è base di una rete di iper-
superficie 

§ 9. Studiamo la superficie V2*5 base di Seghiamo
per questo il sistema e la sua jacobiana con un $, ge-
nerico di 84. Otterremo in ~S’3 la rappresentazione iperpiana
di una ip generica, le cui sezioni iperpiane sono rappresen-
tate dalle 00 4 quadriche X di 83 passanti per i cinque punti
in cui incontra r5 (punti fondamentali per la rappre-

sentazione), e le sezioni piane dalle quartiche di prima
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specie per quei cinque punti. Alla V’25 di J corrisponde
in la sezione della jacobiana di I cp I con rTale se-

zione è una superficie V/5, del 5o ordine, che ha i cinque
punti fondamentali di 83 come tripli.

I sei sistemi di rette di ip hanno per immagini in 83 le

cinque stelle di rette aventi i centri nei cinque punti fon.
damentali e il sistema delle cubiche per i cinque punti
stessi. Ora la cubica di questo sistema passante per un

punto generico di V2’5 avendo con questa 16 punti a co-

mune, vi giace per intero. Quindi per un punto generico
di V2*5 passa una retta appartenente alla superficie stessa,
onde questa è rigata.

La V2*5 è di genere 1 come luogo delle sue generatrici.
Infatti, segando la sua immagine V/5 con un piano x di
8.1 passante per due dei punti fondamentali, si ottiene una
curva piana del 5o ordine con due punti tripli, che si spezza
nella retta congiungente i due punti tripli e in una quar-
tica con due punti doppi. Tale quartica è di genere 1 ed

ha i suoi punti in corrispondenza biunivoca con le cubiche
di V/5 e quindi con le generatrici di V

La stessa cosa si può vedere in altro modo. I punti di

V2*5 sono in corrispondenza biunivoca con le corde di r5,
cioè con le coppie di punti di r5. A una generatrice di 

corrisponde quindi su r5 una serie razionale y~, la quale,
dovendo essere contenuta in una serie lineare, è essa stessa
una g~; (si tenga presente che r5 è di genere 1). Viceversa,
a una g’ 2 di r5, individuata da una coppia di punti, corri-

sponde una generatrice di V2*5, quella passante per il punto
corrispondente a quella coppia. Poichè la totalità delle g’2
di r5 è birazionalmente identica ai punti di r5, la V2*5 è
di genere 1.

La possiede inoltre una semplice infinità di cubiche
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piane di genere 1. Consideriamo infatti due generatrici ge-
neriche di V2*5 e seghiamo questa con l’ iperpiano da esse
individuato.

La ulteriore intersezione è una cubica C’ che non può
essere gobba, perchè altrimenti, essendo i suoi punti in

corrispondenza biunivoca con le generatrici di V2*5 ed es-

sendo una cubica gobba razionale, la rigata TT2~5 sarebbe
razionale. La cubica C’ è dunque una cubica piana di ge-
nere 1 (senza punto doppio), alla quale si appoggiano tutte
le generatrici di V2*5. Ognuna delle coppie di genera-
trici determina dunque una cubica C’, ma una stessa cu-
bica è determinata da 001 coppie di generatrici, come ri-

sulta dall’ osservare che un iperpiano generico del fascio

avente per sostegno il piano della cubica sega ulterior-

mente V2*5 in una coppia di generatrici. Quelle cubiche

sono dunque oo’.

La V2*5 è di genere 1 anche come luogo delle sue cu-

biche. Infatti possiamo stabilire una cosrispondenza biuni-
voca tra le generatrici di V2*5 e le sue cubiche, assumendo

per esempio come corrispondenti una cubica e una gene-
ratrice le quali stiano in uno stesso iperpiano con una ge-
neratrice fissa.

Le cubiche di V2*6 hanno per immagini su V2’5 delle quar-
tiche di prima specie, per i punti fondamentali, come ri-

sulta a priori dal fatto che quelle cubiche sono delle par-
ticolari sezioni piane di Una qualunque delle immagini
si ottiene considerando due cubiche di V/5 per i cinque
punti fondamentali e segando V2’5 con la quadrica x pas-
sante per quelle cubiche. L’ ulteriore intersezione è l’ mma-

gine cercata, ed è evidentemente una quartica di genere 1,
perchè birazionalmente identica alla totalità delle cubiche
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gobbe di V2’5 per i cinque punti fondamentali, e passa per
questi cinque punti.

Consideriamo un iperpiano generico passante per una

generatrice g di V2*5. Esso sega ulteriormente in una

quartica di prima specie avente un punto in comune con
ciascuna generatrice e quindi anche con g. Il punto P in
cui la quartica incontra g è di i contatto dell’ iperpiano con
~*5. È chiaro che il piano tangente a V2*5 in P, toccando in
P la quartica, incontra questa, e quindi la V2*s, in due punti
ulteriori. I due iperpiani congiungenti g con le due gene-
ratrici passanti per quei punti segano V2~~ ulteriormente
in due cubiche piane passanti per P, perchè, contenendo
ambedue il piano tangente in P, le loro sezioni con T~~’~ 5

devono avere P come punto doppio. Da P, che è poi punto
generico di Vz’~5, escono dunque due cubiche della superficie.

Su si ha dunque un doppio sistema di linee: gene-
ratrici e cubiche piane. Da ogni punto di V2*5 escono una

generatrice e due cubiche e le ex} cubiche sono punteggiate
dalle generatrici. ~

È chiaro allora che la V2*5 è la superficie generata dalle
rette che congiungono i punti corrispondent  di due cubiche

piane C, C’ di genere 1 con un punto comune, quando fra
i loro punti si sia stabilita una corrispondenza biunivoca

algebrica nella quale il punto comune sia unito. Una tale

superficie è infatti una rigata di genere 1 del quinto
ordine.

Invero, per vedere in quanti punti è incontrata da un

piano generico ~, stabiliamo nel fascio d’iperpiani di cen-
tro n una corrispondenza (3, 3) in questo modo: a un iper-
piano per a, ccnsiderato del primo ente facciamo corrispon-
dere i tre iperpiani che congiungono x con i punti di C’

corrispondenti ai tre punti in cui quell’ iperpiano sega C.
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Gli iperpiani uniti sono 6 e sono g~ iperpiani del fascio

contenenti due punti corrispondenti delle due cubiche. Uno

degli iperpiani uniti è quello che congiunge n con il punto
comune alle due cubiche; gli altri cinque contengono cia-
scuno una generatrice della nostra superficie. A a si ap-
poggiano dunque 5 generatrici.

Osserviamo infine che le serie lineari ’ di V~~~, consi-
derate le generatrici come elementi, sono costituite dalle

coppie di generatrici in cui g~ iperpiani dei fasci aventi

per centri i singoli piani delle cubiche segano la ~*5, men-
tre le considerate le cubiche come elementi, sono costi-
tuite dalle coppie di cubiche uscenti dai punti delle sin-

gole generatrici. 

§ 10. È facile vedere che la jacobiana di è costituita

dagli 001 piani delle cubiche di V,*". Infatti tutte le 008 ’W
passanti per un punto generico di uno di quei piani, con-

tengono quel piano, giacchè hanno in comune con il piano
una cubica e un punto.

La stessa cosa si può vedere altrimenti. La jacobiana
di è costituita dai piani corrispondenti ai punti della
curva h5 base di ITI. Per vedere l’ordine della curva che

un tal piano, corrispondente a un punto P di 11", ha in co-

mune con V2*5 bisogna cercare quante corde di r5 uscenti
da P appartengono a una ep generica. Ora il cono proiet-
tante h5 da P è del quarto ordine e la curva sezione di (p
con il cono è costituita, da ri e da tre ulteriori corde di F

uscenti da P: Dunque n ha in comune con V2*5 una cubica,
la quale è di genere 1 come il cono che le corrisponde.
Anzi, poichè una corda di h5 è generatrice di due coni

proiettanti h5 da due suoi punti, si ritrova che da ogni
punto di V2*5 escono due cubiche della superficie stessa.
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Cerchiamo la molteplicità di V2*5 per la jacobiana di

Ad una retta 1~, passante genericamente per un punto
Q di corrisponde in 84 una cubica gobba avete cinque
punti su h5 (§ 6) e della quale fa parte la corda di rs cor-

rispondente a Q. Rimane ulteriormente una conica per tre

punti di r, ai quali corrispondono in 84* tre punti comuni
ad r e alla jacobiana di distinti da Q. La quale
è il luogo dei punti comuni alle coppie di piani genera-
tori della jacobina di è dunque doppia per la jacobiana.

Segue da ciò che la jacobiana di può dirsi anche

costituita dalle trisecanti di V2*5. Infatti una trisecante di

TT~~~, , per il fatto che questa è doppia per la jacobiana,
giace su questa (che è del 5¢ ordine). Anzi le trisecanti

suddette sono tutte e sole quelle giacenti nei piani delle
cubiche di V~~~~, giacchè non essendo una qualunque di esse
incontrata in punti variabili dalle i punti corrispondenti
a quelli della trisecante devono trovarsi nell’intorno di un

punto di rrJ.

§ 11. Riprendiamo a considerare la rappresentazione
iperpiana in 88 della ip generica (§ 9).

La ’~’ ha 10 punti doppi, ai cui intorni corrispondono
in S3 le rette che congiungono due a due i cinque punti

. fondamentali, e 15 p ani, dei quali cinque corrispondono
agl’ intorni dei suddetti punti e gli altri dieci corrispon-
dono ai piani che congiungono tre a tre quei punti. Ogni
piano contiene 4 punti doppi.

I dieci punti doppi di ip giacciono sulla V2’5, poichè
ciò avviene per le rispettive immagini, e sono tutti va-

riabili ; al variare di ip entro il sistema ciascuno di essi

descrive la V2*B giacchè una corda di r5, concepita appar-
tenente ad un Ss di ,~S’4, può assumere, variando la po-
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sizione di una corda qualsiasi di r~. Inoltre d ue punti ge-
nerici di V2*5 sono doppi per una ed una sola 

Dei 15 piani della j cinque descrivono, al variare

di la jacobiana di e sono quelli corrispondenti ai

punti fondamentali dell’8s rappresentativo. Gli altri dieci

piani descrivono tutto l’ 84*, anzi da un punto generico di
84* escono 00 ’ 1 di tali piani, quelli che proiettano dal punto
le generatrici di i quali costituiscono evidentemente

un cono del 5- ordine di genere 1. Infatti uno qualunque
Jt di quei dieci piani è rappresentato in 83 dal piano Jt’

congiungente tre dei punti fondamentali. Il piano :n;’ taglia
V/o nelle tre rette congiungenti due a due quei tre punti
e in una ulteriore conica passante per i punti stessi e per il

punto in cui n’ è segato dalla retta che congiunge gli altri

due punti fondamentali di 83. Poiché a quella conica (la

quale insieme a questa retta dà una cubica di V2’5 per i 
~

cinque punti fondamentali) corrisponde una retta di V2*s,
il piano a ha in comune con V2*5 una generatrice (e tre

punti ulteriori doppi per la ’~’).
Viceversa, un piano a qualunque, passante per una ge-

neratrice, g di TT’3, appartiene a un fascio di ’’. E infatti

a sega TT2~~ nella g e in tre ulteriori punti, il che si vede

tagliando la superficie con un per a, ottenendo cos  una

quartica di prima specie, la quale ha 4 punti su a, di cui

uno su g. Il piano a segherà una ’~’ generica in g e in una
conica per quei tre punti. Imponendo dunque alle ’~’ del
sistema i 1 passaggio per tre punti generici di a si ha un

fascio contenenti a.

La totalità descritta da quei 10 piani è quindi costi-

tuita da tutti i piani passanti per le generatrici di V2*5.
Ad essi corrispondono in ~S’4 i piani trisecanti di r’, e si

può vedere direttamente che da un punto generico P di 8, -



26

escono 00 1 piani trisecanti di r5. Proiettiamo infatti da P

la r5 in- un Otterremo una quintica ellittica dello

spazio ordinario, senza punti doppi, perchè da P non escono
corde d  ~~&#x3E;, essendo P generico e quindi fuori della jaco-
biana di cp j. I piani trisecanti di e passanti per P se-

gheranno in una retta trisecante di ]P", e inversamente.
Ora é facile vedere che da ogni punto di r’5 escono due

trisecanti della curva stessa. Invero proiettando r’5 da un
suo punto generico su un piano, otteniamo una quartica
di genere 1 e quindi con due punti doppi.

Osserviamo qui incidentalmente che gli 00 ~ piani trise-
canti di uscenti da mx punto P di /S~ formano un cono

(di genere 1) del quinto ordine. Infatti ad esso corrisponde
in ,~,~~‘ il cono proiettante da un punto I* le generatrici
di V2*5, e questo cono è incontrato, fuori della superficie
base, in cinque punti variabili dalle coniche appoggiate in

cinque punti alla T~~’~~, (coniche che corrispondono alle rette
di ~).

115 piani della ip generica si distribuiscono in sei quin-
tuple, ciascuna costituita dai piani incontrati dalle rette di
uu sistema. Riferendosi all’8, rappresentativo, una delle

quintuple è costituita dai piani corrispondenti agl’ intorni
dei cinque punti fondamentali, e che sono incontrati dalle
rette aventi per immagini le cubiche per i cinque punti.
Ciascuna dello altre cinque quintuple è costituita dal piano
corrispondente a un punto fonddrnentale e dai quattro piani
corrispondenti ai piani che congiungono tre a tre i rima-

nenti 4 punti.

§ 12. Le rette di 84* si comportano in vario modo ri-

spetto alla superficie fondamentale.
a) Rette trisecanti di V2*5. Esse, come abbiamo visto
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al § 10, sono le rette giacenti nei piani generatori della

jacobiana di IVI. (Si nuti che le rette aventi più di tre punti
in comune con TT~’~~ giacciono su di essa, cioè sono sue ge-

neratrici, poichè appartengono a tutte le 
b) Rette bisecanti di Vi*5. Una i- di tali rette, essendo

incontrata in un sol punto variabile dalla 1V generica, ha

per corrispondente in 84 una retta, la quale è appoggiata
in un punto a ~5. Infatti essa, insieme con le due corde di

. 5 corrispondenti ai punti comuni ad r e a deve co-

stituire una cnbica appoggiata in cinque punti a 5.

c) Rette unisecanti di /~B Ad esse corrispondono in
84* le coniche appoggiate in tre punti a ~5.

d) Rette zero-secanti di ~:,~5. Ad esse corrispondono le

cubiche irriducibili appoggiate in cinque punti a r5.

Presa una ip generica, viene individuato un sistema di
rette: quello cui appartengono le generatrici di V2*5. Alle
rette di questo sistema corrispondono, rappreseuta-
tivo, le cubiche per i cinque punti fondamentali (§ 9). Al
variare di ip le rette di questo sistema descrivono dunque
la totalità delle rette corrispondenti alle cubiche di 84 ap-
poggiate in 5 punti a ossia la totalità delle rette di 84*.
Le rette degli altri 5 sistemi hanno per immagini le rette

delle stelle aventi per centri i cinque punti fondamentali.
Al variare di ip le rette di quei sistemi descrivono dunque
la totalità delle bisecanti di ~2’~5.

Da un punto generico P* di 84* esce una semplice in-
finità di rette bisecanti di quelle corrispondenti alle

generatrici del cono proiettante r5 dal punto P corrispon-
dente im ’4. Quelle 00 1 rette per P* formano un cono del

quinto ordine (di genere 1). Infatti un 83* per P* taglia
V2*5 in una curva y5 del quinto ordine di genere 1 e per

P* passano 5 corde di y~, come si deduce dall’ osservare
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che proiettando y5 da P* su un piano si ottiene

una curva piana del quiuto ordine di genere 1 e quindi
con 5 punti doppi.

3’resa una ip generica, consideriamo uno dei suoi cinque
sistemi di rette bisecanti di V2*5. È facile- vedere che le

rette di un tale sistema, appoggiate a una generatrice g
di V2*B segano ulteriormente la superficie nei punti di

un’ altra generatrice g~, anzi esse sono le rette di un si-

stema di una quadrica T~2 2 per g e g~. Infatti le rette del

sistema considerato hanno per immagini in le rette u-

scenti da uno, diciamo dei punti fondamentali. La retta

g ha per immagine una cubica ~S di V2", passante per i

punti fondamentali, e le rette di quel sistema appoggiate
a g hanno per immagini le generatrici del cono quadrico
proiettante ra da P’. Questo cono taglia V2’5 in ~3, nelle

quattro rette che uniscono P con gli altri quattro punti
fondamentali, e in una ulteriore cubica r, per i cinque
punti fondamentali. La 1~ corrisponde dunque a un’ altra

generatrice gi di V2*5 e al cono quadrico proiettante corri-

sponde una quadrica, come si vede segandolo con una

quartica di prima specie per i cinque punti fondamentali
di 88.

Ogni V determina dunque cinque corrispondenze invo-
lutorie tra le generatrici di V2*5. In ciascuna delle cinque
corrispondenze le coppie di generatrici omologhe formano
le coppie di una g~, la quale è quella determinata da uno

dei cinque piani che la ip ha in comune con la jacobiana
del sistema. Fissata una coppia arbitraria g, gl di genera-
trici di V2*5, si stacca da un sistema lineare co 1 di iper-
superficie possedenti ciascuna un sistema o0 2 di rette che

segna sulla rigata le coppie della g2 ’ individuata dalla

coppia g, 91° 
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Dette ipersuperficie sono quelle che passano per il piano
della cubica in cui determinato da g e g~ sega ulterior-
mente la V2*5. Fissata poi tra g una proiettività, esiste
una ed una sola ip del sistema 00 3 le cui rette incidenti

a g segnano su queste punti corrispondenti in quella
proiettività.



CAPITOLO TERZO 

Casi particolari. 

§ 13. La curva ellittica r5, base di f cp I, si può spezzare
in 13 modi diversi, e precisamente in :

1.° Una quartica razionale normale ~4, che impone 9 con-
dizioni alle quadriche che devono contenerla, e una retta h,
che, dovendo imporre una sola condizione ulteriore, sarà
corda di ~~. Le ~a intersezioni di tre cp incontrano una volta h

e quattro volte r4.

2.° Una quartica 04 ellittica e una retta m appoggiata
in un punto a 04. La 04 impone 8 condizioni alle quadriche
che devono contenerla, poichè tutte le quadriche di ~S’4 se-

gnano su C4 una serie lineare completa q’. La retta m, do-
vendo imporre altre due condizioni, s’ appoggerà in un punto
a C4. Questa è poi necessariamente immersa in un Sa, per-
chè tutti gli oo" S8 di ,S’4 segnano su C4una serie completa
g1. Le curve ~3 incontrano due volte m e tre volte C~. Con-
sideriamo infatti tre quadriche per C4 ed m segantisi ulte-
riormente in una ~a. Riferiamo proiettivamente le 004 qua-

driche per 04 ed 1n ai punti di un ~S"4. Del sistema 004 di

quadriche fa parte la rete individuata da quelle tre qua-
driche e la rete di quadriche spezzate ciascuna nell’ iper-
piano fisso cui appartiene C’ e in un iperpiano variabile
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per m. Alle suddette reti corrispondono in ~S1’~ due piani,
che hanno un punto comune. Esiste dunque un iperpiano
per m contenente r,. Questo iperpiano sega la rete indivi-
duata dalle tre quadriche in un fascio di quadriche avente

per base ~8 ed m, onde questa è corda di r3.

La I" incontrerà poi C4 nei tre punti in cui l’ iperpiano
cui appartiene 17’ sega C4 fuori del punto d’appoggto di

m a C4. ,

3.o Una cubica gobba C3, ehe impone 7 condizioni, e
una conica C2, che, dovendo imporre altre tre condizioni,
sarà appoggiata in due punti a C’S. Le curve ra hanno tre

punti su C3 e due su C~.

Il secondo caso dà origine ai seguenti sottocasi (*):
~ a) Una cubica gobba, una sua corda e una retta ap-

poggiata alla cubica.
* b) Una cubica gobba, una sua corda e una retta ap-

poggiata alla corda.

c) Due coniche con due punti a comune e una retta

appoggiata ad una di esse.
d) Una conica, due rette incidenti appoggiate alla co-

nica e una retta appoggiata alla conica.
~ e) Una conica, due rette incidenti appoggiate alla

conica e una retta appoggiata a una delle rette precedenti.
’~ f ) Un quadrilatero gobbo e una retta appoggiata a

un lato.

Il terzo caso dà origine ai seguenti nuovi sottocasi :

a’) Una cubica gobba e due rettP incidenti ad essa

appoggiate. , 

. 

(*) Quelli segnati con asterisco non sono menzionati nella nota
di Del Pezzo citata nella Prefazione.
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* b’) Due coniche con un punto a comune e una retta

appoggiata ad entrambe.

c’) Una conica, due rette appoggiate ad essa e una

retta incidente alle due rette precedenti.
d’) Un pentalatero di 84.

Il primo caso dà origine a sottocasi già enumerati.

§ 14. Studiamo rapidamente la trasformazione birazio-

nale cui dà origine il primo caso.
Il sistema omaloidico J è costituito dalle oo’ quadriche

passanti per una quartica razionale normale r4 e per una

sua corda h. ,

La jacobiana di [cpJ è costituita dalle corde della curva

base complessiva, cioè dal cono quadrico generato dai piani
che proiettano i punti di r4 da h, (coiio che ha la retta h

come doppia e la curva ~4 come semplice), e dalla ipersu-
perficie del terzo ordine V; generata dalle corde di ~4, (iper-
superficie che ha r4 come doppia ed h come semplice) (*).

Segando la jacobiana di lepl con un 83 otteniamo un cono

quadrico TT2’2 col vertice V’ in uno dei cinque punti fonda-
mentali di ~83 e passante per gli altri 4 punti fondamentali,
e una superficie del terzo ordine avente i 4 punti sud-
detti come doppi e passante per V’. Al cono TTi’2 corrisponde
in ~4~‘ una quadrica V2*2 base di 1’4’), e corrisponde
una superficie base del terzo ordine V2’3, che è una rigata
razionale normale di ~4~.

I due sistemi di rette di V2*2 sono rappresentati sul
cono V/2 dalle generatrici e dalle cubiche per i cinque

(*) Tale ipersuperficie è fra quelle studiate da Berrre nella sua

me&#x3E;noria: Sulle varietcc cubiche dello spazio a quatttro diniensioni ecc.

Memorie dell’ Accad . di Torino ; Serie 2 . a Tomo 39, 1888, ~~ 43, 44).
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punti fondamentali. Su V2*2 le rette che tengono l’ufficio

delle generatrici del caso generale sono quelle corrispon-
denti alle cubiche. Le generatrici di h2~3 sono rappresen-
tate dalle cubiche per i cinque punti fondamentali e gia-
centi sa V/s. _

Le superficie V/2 e V/3 hanno in comune una curva del
sesto ordine, che evidentemente si spezza in due cubiche

per i punti fondamentali. Questo ci dice che V2*3 contiene
due generatrici r, s (dello stesso sistema) di V2*2.

~ cui appartiene T~2’~2, sega V2*3 nelle rette r, s e in

una ulteriore retta d, alla quale s’appoggiano tutte le ge-
neratrici di V2*3 (quindi anche r ed s). Essa è dunque la

direttrice d’ ordine minimo di è ra,ppresentata su

V2’s dall’ intorno del punto V’.

Il sistema J è costituito dalle ipersuperficie del terzo
ordine con 10 punti doppi passanti per V2*2 e per V2*s. 

’

I piani di S4’~ corrispondenti ai punti della corda h sono
i piani del fascio avente per asse d e contenuto nell’ 8s*
cui appartiene V2*2. Ogni tale piano sega quindi la varietà
base di I in d e in una conica (di ~ *2).

I piani di 84* corrispondenti ai punti di ~4 formano

una totalità razionale costituente una ipersuperficie V.*4 del-

quarto ordine. Ogni tale piano contiene una generatrice di
V2*2 di sistema diverso da quello cui appartengono r ed s,
e una conica di T~2’~~. Essi si ottengono tutti segando V
con gl’ iperpiani individuati da una generatrice fissa (va-
riabile) di V2*s e da una generatrice g variabile (fissa) di

TT~~2, dello stesso sistema di r ed s ; ciascuno di questi iper-
piani sega ulteriormente V2~‘3 in una conica il cui piano
contiene anche una generatrice di V*2 di sistema diverso
da quello di g.

La jacobiana di è dunque costituita cui ap-
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partiene V2*2 e dalla VS*4 suddetta, ciascuna parte contata
due volte; corrisponde ad h, la a F4. Ai due punti
com"uni ad h e a 1P4 corrispondono i piani (d rj, (d s), i quali,
oltre a far parte del fascio di piani corrispondenti ai punti
di h, sono due piani generatori di in quanto che per
es. il piano (d r) contiene una generatrice di Y2~2 incidente
ad r e una conica (degenere) di V:s*3, costituita dalle rette

d, r. I piani (d r), (d s) e la V2*2 costituiscono ~ intersezione

di 81* con Y4’~ s.
I 10 punti doppi della ip generica sono tutti varcabili:

quattro di essi, il cui gruppo indicheremo con A, descri-
vono la quadrica V2*2, e gli altri sei, il cui gruppo indi-

cheremo con B, descrivono la ~*S.
Dei 15 piani della j generica, uno, contenente i quat-

tro punti di A, descrive il fascio di asse d contenuto in

/Ss* ; quattro, contenenti ciascuno un punto di A e tre di B,
descrivono la dei rimanenti, quattro, contenenti cia-
scuno un punto di A e tre di B e passanti per delle gene-
ratrici di V2*2 dello stesso sistema di r ed s, descrivono la

totalità dei piani passanti per le generatrici del detto si-

stema di V2*B e sei, contenenti ciascuno due punti di A e
due di B e passanti per delle generatrici di V~2~2, descrivono
la totalità dei piani passanti per le generatrici di V,*’.

Dette proprietà si deducono subito dalla rappresentazione
iperpiana della ip genericai.

§ 15. Consideriamo ora il sistema omaloidico delle qua-
driche p passanti per una curva C’~ di genere 1 (apparte-
nente necessariamente ad un Ss) e per una retta m appog-
giarta a C4 in un punto P, (secondo caso, § 13).

La jacobiana di ] è costituita cui appartiene
(7~, contato due volte (§ 4), e dal cono Vl che proietta da
m la curva, O’.
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Segando con un 83 di ~S’4, otteniamo il sistema [
delle quadriche per 5 punti, di cui quattro giacciono in un

piano n’. La jacobiana di viene segata nel piano x’ e in

un cono ellittico V/B avente il vertice P’ in quello dei 5

punti fondamentali che non giace e passante per gli
altri 4 punti.

Al cono V2/3 corrisponde in S4* una superficie rigata del

quinto ordine ellittica le cui generatrici hanno per

immagini le generatrici di Al piano ~’ corrisponde
(9 35) una retta d* giacente su V2*5 e doppia per 

L’ i ntorno di un punto d* situato sulla j corrispondente
all’8, rappresentativo ha per immagine una conica

per i 4 punti fondamentali di x’, e poichè una tal conica

incontra V2’3 in due punti variabili per ciascuno dei quali
passa una generatrice di V,", da ogni punto di d* partono
due generatrici di V2*B onde d* è doppia per 

La superficie V2*5 possiede una semplice infinità di cu-
biche piane di genere 1, le quali si ottengono tutte segando
la superficie con gl’ iperpiani passanti per una coppia fissa

(qualunque) di generatrici uscenti da uno stesso punto di
d*. Queste cubiche passano tutte per un punto fisso P* di

Tl2’~5, quello in cui il piano della coppia di generatrici con-
siderata incontra ulteriormente V2*5, e ciascuna di esse è

appoggiata a tutte le generatrici. Su ogni cubica le coppie
di generatrici uscenti dai punti di d~‘ segnano una serie

lineare g’, la quale è segnata anche dal fascio di rette a-

vente per centro P* e giacente nel piano della cubica.
_ 

La V2*’ si può dunque immaginare generata riferendo

proiettivamente i punti di una retta d~‘ ai gruppi di una

g2 su una cubica di genere 1 e congiungendo i punti di
d* con i punti delle coppie corrispondenti sulla cubica.

’ Le cubiche di V2*5 hanno per immagini sul cono V2’s
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le quartiche di prima specie per i 5 punti fondamentali ;
tali quartiche sono le ulteriori intersezioni con V2~3 delle
co ~ quadriche del sistema (X] passanti per le due genera-
trici g1, g2 di V/3 (diverse da quelle uscenti dai punti fon-
damentali di appoggiate a una conica fissa (qualunque)
per i 4 punti fondamentali di ~c’. Si vede facilmente che

le due generatrici qualunque sia la conica scelta,
giacciono in un piano con una generatrico fissa g di 

quella in cui 1’83 rappresentativo sega il piano individuato
dalla retta m e dalla tangente t a C4 nel punto P comune
aà m e a C4. Ne segue che le quartiche immagini delle cu-
biche di V2*5 sono tangenti in P’ (vertice di V,") alla ge-

neratrice g, e ciò conferma che le cubiche di passano
tutte per un punto P*.

Il sistema è costituito da ipersuperficie del terzo or-
dine passanti per V2*5, aventi d* come retta doppia e pos-
sedenti 4 punti doppi variabili fuori di d*, (i quali sono

rappresentati dalle rette che uniscono P’ con gli altri 4

punti fondamentali di ~c’).
I 4 punti doppi della tp generica giacciono in un piano

appartenente alla ’~’, il quale è rappresentato daII’ intorno

di P’. Detto piano sega V2*5 in una cubica, di genere 1,
che ha per immagine F intorno di P’ su 

La ip generica contiene altri 10 piani: quattro sono

quelli che congiungono d* ai quattro punti doppi, e hanno

per immagini gl’ intorni dei quattro punti fondament*li° di

~c’ ; gli altri sei sono quelli in cui i sei iperpiani indivi-
duati dai 4 piani precedenti due a due tagliano ulterior-

mente la j, e sono rappresentati dai piani congiungenti
P con le coppie di punti fondamentali (*).

(*) Tale ipersuperficie è quella studiata da Segre al ~ 37 della
memoria citata al § 14 del presente lavoro.
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La jacobiana di 1’4’1 è generata dal piano contenente i

4 punti doppi fuori di d*, piano che corrisponde al punto
generico della retta m, e dai piani proiettanti i suddetti

punti doppi da d*, i quali corrispondono a punti generici
di 04. Il primo piano descrive una quadrica V3*2 e gli al-

tri quattro descrivono una ipersuperficie del terzo ordine

V3*B (§ 2), ambedue doppie per la jacobiana. _
La quadrica Vs*2 è specializzata una volta. I piani di

V3*2 corrispondenti ai punti di m costituiscono uno dei si-

stemi di piani di T~3~2~ e sono i piani delle cubiche di V2*5.
I piani dell’ altro sistema non sono altro che i piani delle

coppie di generatrici uscenti dai punti di d*, poichè tali

piani, passando per P* (che è poi il vertice di Vg*2) appar-
tengono alla quadrica suddetta.

L’altra parte Vg*3 della jacobiana è costituita dalla to-
talità dei piani che proiettano da d* le generatrici di V2 *5,
e possiede quindi la d* come tripla.

" 

L’ intersezione completa di Vg*2 e è costituita dalla

superficie e da un ulteriore piano a* per d* e P*, il

quale corrisponde al punto P comune ad m e a C~.

I quattro punti doppi della ,p generica sono tutti va-

riabili e descrivono la V2*5 base. Indicando il loro gruppo
con A, si ha che degli 11 piani di ’4’ quello descrivente la
V3*2 contiene il gruppo A, ciascuno dei piani descriventi

la VS*3 contiene d~‘ e uno dei punti di A, e gli altri sei, i

quali descrivono la totaliià dei piani passanti per le gene-
ratrici di V2*B contengono ciascuno un punto di d* e due

punti di A (che sono i due punti in cui ciascuno dei detti

piani incontra ulteriormente la superficie base, fuori della

generatrice comune).
Notiamo infine che le superficie variabili intersezioni di

due ’~’ generiche sono del quarto ordine e hanno d’~ come
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doppia. La generica di esse è rappresentata sopra un piano
in modo che alle sue sezioni iperpiane corrispondono le co-
niche del sistema lineare 00 4 costituito dalle coniche del

piano segnanti sopra una retta (la retta comune al piano
e alI’ 83 cui appartiene ~4) le coppie di una involuzione.

Poichè a tutte le coniche del sistema è coniugata la co-
nica inviluppo spezzata nei due punti uniti dell’ involu-

zione, la nostra superficie è la proiezione in 84 di una su-

perficie di Veronese fatta da un punto della sua M’, cioè
da un punto appartenente al piano di una delle 00 

2 coniche

della superficie stessa.

§ 16. Accenniamo qui all’ ultimo sottocaso cui dà ori-

gine il secondo caso (§ 13); consideriamo cioè il sistema

omaloidico L delle quadriche passanti per un quadrilatero
gobbo di lati Z1, 1"2’ 1,, Z4, e per una retta r appoggiata per

es. ad l4. Supporremo che ogni lato sia incidente al pre-
cedente e al seguente, in ordine circolare.

La jacobiana di è costituita dall’ iperpiano (contato
. due volte) cui appartiene il quadrilatero, e dai tre iperpiani

B~’d ~) ~ (l3 r).
Segando con un si hanno w quadriche x per

cinque punti L’., L’2, L’3, L’4, R’ (le notazioni sono evidenti),
dei quali i primi quattro giacciono in un piano ~c’.

La sezione della jacobiana con costituita dal piano
dai piani. (L’1 L’4 R’), (L’3 L’4 R’) e da un altro piano a’

per L’2 ed 

Come nel caso generale, (§ 15), le ’~’ sono del terzo or-

dine con una retta doppia d* e con quattro punti doppi
ulteriori, dei quali quello, che chiameremo P*, avente per
immagine la retta {L’4 R’) è fisso, poichè il piano (l4 1~), non
essendo incontrato in punti variabili dalla q&#x3E; generica, ha

per corrispondente un punto.



39

Al piano a’ corrisponde in 8-~* una quadrica T~~~2 passante

per la retta doppia d*, e il doppio sistema di generatrici
di V2*2 ha per immagine i due fasci di rette del piano a’

aventi per centri L’2 ed R’. Delle rette di V2*2 quelle che

tengono l’ufficio delle generatrici del caso generale sono

quelle aventi per immagini le rette di a’ per R’, cioè quelle
di sistema diverso da quello di d*.

Al piano (L’1 L’~ R’) corrisponde un piano o* passante
per una generatrice di TT2~2 incidente a d*, e al piano
(L’3 L’4 JB) corrisponde un piano T* passante pure per una

generatrice di V2*2 incidente a d*. Il punto comune a 6~‘

e a r* è il punto doppio fisso P*, e su 0* 7 ’1* le rette che

devono considerarsi come generatrici sono quelle che escono
dai punti che 0*, t* hanno in cumune con d*

Alla retta l4 corrisponde un piano 8, giacchè l4 è uua
retta fondamentale di seconda specie per onde s~ sarà

un piano fondamentale di terza specie per (§ 2). Esso
è rappresentato in dall’ intorno di L’4 e passa per d* e P*.

Le ipersuperficie di lip passano tutte per Vi*B a*, t* ed e.*
La jacobiana di è costituita da una quadrica V,*’,

corrispondente alla retta r, e da tre iperpiani, corrispon-
denti alle rette Ciascuna di queste parti è doppia
per la jacobiana. I piani che descrivono V3*B e che corri-

spondono ai punti di r, sono quelli che proiettano da P*
le generatrici di dello stesso sistema di d*. I piani
che corrispondono ai punti di 1, sono quelli passanti per
d* ed incidenti a 0*, onde l’ iperpiano corrispondente ad Zi
è quello individuato da d* e 0*. Analogamente ~ iperpiano
corrispondente ad l3 è (d* ~;*). L’ iperpiano corrispondente
ad 1, è quello cui appartiene V2*B i piani corrispondenti ai
punti di 1, essendo quelli passanti per d* e seganti V2*2 ul-

teriormente in una generatrice.
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I tre punti doppi della ip generica, fuori di cZ e diversi
da P*, sono variabili e descrivono uno il piano un altro

il piano r* e il rimanente la V2*2.

Degli 11 piani appartenenti alla ’~’ generica tre sono i

piani fissi -t*, 8; i due piani descriventi gl’ iperpia.ni
(d’~ o*) e (d’~ t*) contengono (oltre d*) rispettivamente il punto
doppio su c~~ e su t*; il piano descrivente cui appar-

tiene V2*2 contiene (oltre d*) il punto doppio su V2 *2; il

piano descrivente la contiene P* e gli altri tre punti
doppi variabili. Dei rimanenti 4 piani due descrivono la

totalità dei piani incidenti a 1* e -c’~ rispettivamente e pas-
santi per i punti che questi pian’i hanno in comune con

d*, e contengono ciascuno il punto doppio su V2*2 e il punto
doppio su t* e -su 0* rispettivamente ; un piano descrive

la totalità dei piani passanti per le generatrici di in-

cidenti a d* e contiene i punti doppi su 6* e ~*; il rima-

nente descrive la totalità dei piani incidenti ad 8* e pas-

santi per P* e contiene il punto doppio su V2*2. Su E* le

rette che si devono dunque riguardare come generatrici
sono quelle uscenti da P*.

Il’7. Studiamo ora il caso in cui il sistema )(pj J è co-

stituito dalle quadriche passanti per una cubica gobba C3
e per una conica C’ appoggiata in due punti a C3.

La jacobiana di )qpj è -costituita dall’8, cui appartiene C’
e della V’ generata dalle rette appoggiate a C2 e a C3.

Che questa ipersuperficie sia del quarto ordine si vede nel

modo seguente. Presa una retta r generica di ,S’4, proiettiamo
da essa la C2 e la C’. Otterremo una quadrica, con la retta r

doppia, e una ipersuperficie del terzo ordine con la r come

tripla. Esse hanno in comune sei piani per r, di cui due

sono quelli che proiettano da r i due punti comuni a C’
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e a Gli i altri quattro piani contengono ciascuno una

retta appoggiata a C2 a C3 e ad 1., cioè la ipersuperficie
in discorso è del quarto ordine. Inoltre, come facilmente si

vede, essa ha la C3 come doppia e la C’J come tripla.
Segando I con un 3 otteniamo oo 4quadriche x per

cinque punti e la sezione con della jacobiana è costi-
tuita da un piano n’ contenente tre punti fondamentali,
che chiameremo Pi’, Pz’, P3’, e da una superficie del quarto
ordine V2’4 avente P~’, Pz’, P,’ come doppi e gli altri due

punti fondamentali P4’, Ps’ come tripli. La retta (P~’ P5’) è

dunque doppia per V/4.
In 84* a yc’ e alla V/4 corrispondono rispettivamente un

piano a* e una superficie V2*B che sono base per lipi.
Le cubiche, che nel caso generale erano immagini delle

genera,trici della varietà base di sono ora date dalle

cubiche passanti per i cinque punti fondamentali e giacenti
su V/4 e dalla retta fissa (P4’ P~’) associata alle coniche del
fascio avente come punti base P1’, P2’, P~’ e il punto Q’ in

cui la retta (jP/ P’5’) incontra n’.

La Vi,*4 è una rigata razionale, perchè quelle cubiche

di V2’4 formano una totalità razionale, e ha il punto P*,

corrispondente alla retta {P4’ P~’), come doppio. Infatti due

quadriche X generiche per la retta (P4’ si segano ulte-

riormente in una cubica gobba per .P,’, 7~ P,’, appoggiata
in due punti alla retta (P4’, P~’), e questa cubica sega V/4,
fuori dei punti fondamentali e della retta (P.,’ P,’), in due

punti ulteriori. Dunque un piano generico per sega V *4
in due punti ulteriori.

Il punto P* è su n* (perchè corrisponde al punto Q’
di a’) e per esso passano due generatrici di giacenti
su a giacchè la intersezione di V/4 con x’ è costituita da

due coniche per P1’, P2’, Q’.
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La V2*4 possiede una semplice infinità di coniche, le

quali si ottengono segando la superficie con gl’iperpiaiii
passanti per una generatrice fissa (qualunque) e per una

generatrice variabile, e hanno per immagini le coniche di

TT2’4 per P4’, P’5. Tali coniche di V2*4 sono punteggiate proiet-
tivamente dalle generatrici e i loro piani sono incidenti

a x*. La nostra superficie si può dunque immaginare ge-

nerata dalle rette che congiungono i punti corrispondenti
di due coniche proiettive, aventi ciascuna due punti su a*,
con la particolarità che i 4 punti comnni con a* siano a

coppie corrispondenti nella proiettività.
Sulla V2*4 esiste inoltre una semplice infinità di cubiche

piane, dotate di punto doppio in -P*, che si ottengono se-

gando la superficie con gI’ iperpiani passanti per il piano
individuato da P* e da una generatrice fissa (qualunque).

Il sistema è costituito dalle ipersutperficie del terzo

ordine con 10 punti doppi passanti per V2*4 e per a*.

La jacobiana di [j] è costituita da una quadrica spe-

cializzata e da una ipersuperficie del terzo ordine 
ciascuna contata due volte.

I piani che descrivono sono quelli corrispondenti
ai pnnti di C2 e sono anche i piani delle cubiche piane
di V2*’. Il punto doppio di dunque P* e i piani sud-
detti costituiscono uno dei sistemi di V2*2. I piani dell’altro
sistema sono quelli che proiettano da P* le generatrici di

V2*B come si vede tagliando V3*2 con gl’ iperpiani passanti
per il piano di una cubica.

I piani che generano V3*3 sono quelli corrispondenti ai

punti di C~, e non sono altro che i piani delle coniche di

V2*B i quali contengono ciascuno una retta di x*. Le rette

in cui i piani generatori segano costituiscono una co-

nica inviluppo k*, la qual cosa è evidente quando si pensi
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che tali rette congiungono i punti corrispondenti di due

punteggiate proiettive (le due generatrici di V,*’ su jt*),
ovvero tenendo conto che una corda di C’ (corrispondente
a un punto di appartiene a due dei coni quadrici proiet-
tanti la C3 dai suoi punti (coni che corrispondono alle rette
di k*). Per un punto di a* passano dunque due rette di k*
e quindi due piani generatori di Vs*B poichè per una retta
di k* passa un sol piano generatore. I punti di ~~ sono

dunque punti doppi bispaziali di Vg*3, onde questa ha 31:*

come doppio (*).
L’ intersezione di V3*3 con è costituita dalle V2*4

base e da due piani passanti per le generatrici di V2*4 su

i quali corrispondono ai due punti comuni a ~’’ e a C3.
Dei 10 punti doppi della ’~’ generica uno è il punto

fisso P*, tre descrivono e sei descrivono la TT~’~~.
Indicando con A il gruppo dei punti doppi variabili

su x* e con B quello su ha che dei 15 piani della
generica mno è il piano fisso due descrivono la VS*2 e

contengono ciascuno (oltre P~) tre punti di B, tre descri-
vono la V3*3 e contengono ognuno due punti di A e due
di B ; dei rimanenti, tre descrivono la totalità dei piani
per P* incidenti a e contengono ciascuno un punto di
A e due di B, e sei descrivono la totalità di piani passanti
per le generatrici di V2’~~ e contengono ciascuno pure un

punto di A e due di B. ,

(*) Cfr. ~ 52 della memoria di Segre citata al § 14 di questo
lavoro. Tale ipersuperficie è rappresentabile in un 83 riferendo

proiettivamente le sue sezioni iperpiane alle quadriche di un si-

stema incompleto 004 avente per elementi base una retta e un

punto.



44

§ 18. Come ultimo caso consideriamo il sistema oma-

loidico 1(-pi I delle quadriche passanti per i lati di un 

latero generico di 84. Indicheremo i, h, Z i cinque
lati e supporremo che ciascuno sia incidente al precedente
e al seguente, circolarmente. Cos  per è incidente ad

l~ ed li.
’ 

La jacobiana di è costituita dai cinque iperpiani

Segando r cp I con un 83 otteniamo le cn~ quadriche x per
cinque punti generici, onde le 1V sono ipersuperficie del

terzo ordine con 10 puuti doppi. Indicando con 1, 4, 2, 5, 3
i punti in cui incontra rispettivamente 
sezione dell’8, con la jacobiana è costituita dai piani

(a) (1,4, 2), (2, 5, 3), (3, 1, 4), (4, 2, 5), (5, 3,1).

A questi corrispondono in 84* cinque piani base di 
ciascuno dei quali è ordinatamente incidente al precedente
e al seguente, mentre non lo è agli altri due. Indichiamo

con 1*, 2*, *, 4*, 5*, i cinque punti di ’~ corrispondenti
rispettivamente alle rette (2,5), (3, 1), (44 2), (~a, 3), (1, 4).
Osservando che il piano (1, 4, 2), oltre a contenere le rette

(1, 4) e (4, 2), immagini di’ 5* e 3*, contiene un punto di

(3, 5), immagine di 4*, si ha che il piano base di lipi, avente

per immagine il piano (1,4,2), è il piano (3*, 4*, 5*). Ai

piani (c~) corrispondono dunque ordinatamente i piani

(P) (3* " 4* 5*) , (4’~~ , 5* , 1*) , (5*, 1*, 2~), ’ (1 * , 2* , 3*) , (Z~~ 3*5 4~). °

Sui piani (j3) le rette che fanno Fun cio di generatrici
della rigata del caso generale sono quelli uscenti dai punti
4*, 5*, 1*, 2*, 3*. Infatti sul piano per es. (1*, 2*, 3*) le rette

per 2* hanno per immagini le coniche per 4, 2, 5 e per il
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punto d’ incontro del piano (4, 2, 5) con la retta (3, 1), co-

niche che associate alla retta fissa (1, 3) costituiscono delle

cubiche per i cinque punti fondamentali.
I punti ~ *, 2*, 3*, 4*, 5* sono punti doppi fissi per il

sistema giacchè i piani (1, 5), (14l2), (l51s), (1114) non-

sono incontrati in punti variabili dalla cp generica.
La jacobiana di è costituita da cinque iperpiani, cia-

scuno contato due volte, corrispondenti ai lati 122 l5’ ’S-
Al punto generico per es. di 11 corrisponde un piano per
2*, 5* e incidente alla retta (3*, 4*), onde al lato 1, corri-

sponde 1’ iperpiano (2*, 3*, 4*, 5*).
Dei 10 punti doppi della ip generica cinque sono fissi

e gli altri descrivono ciascuno un piano base. _

Dei 15 piani contenuti nella ip generica cinque sono i

piani base di 1~J I, cinque descrivono ciascuno un iperpiano
della jacobiana, e i rimanenti cinque descrivono la tota-

lità dei piani di ,S’~’~ passanti per i punti 1*, 2*, 3*, 4*, 5*
e incidenti rispettivamente ai piaiii (5*, 1*, 2*), (1*, 2*, 3*),
(2*, 3*, 4*), (3*, 4*, 5*), (4*, 5*, I 1 *).

Ciascuno dei cinque piani base contiene tre punti doppi
fissi e uno variabile; ciascuno dei cinque piani descriventi
gli iperpiani della jacobiana contiene due punti doppi fissi

e due variabili ; ciascuno dei rimanenti cinque contiene un

punto doppio fisso e tre variabili. 
’

Tutte queste proprietà possiamo ritrovarle rapidamente
per via analitica.

Prendiamo i successivi vertici del pentalatero fonda-

mentale di 84 come punti ~1, A4, A;q A5, As della piramide
di riferimento. Si vede allora subito che 1’ equazione del si-

stema è data da
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La jacobiana di si trova essere rappresentata dal-

l’ equazione 
-

Le formole della trasformazione diretta T saranno

Da queste si ricava 
’

Osservando che per le ( T) è

le formole della trasformazione inversa T 1 saranno:

Il sistema lipi ha dunqne per equazione

dalla quale si vede che la ip generica passa per i cinque _

piani

della piramide fondamentale di ~5’’~, i quali sono dunque i

cinque piani base di 
La jacobiana di si trova esser data da
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Ad un iperpiano variabile per es. per il lato (A, A,), di

equazione 7 3 + Â5 x, + À2 x, - 0, corrisponde la ipersuper-
í cie xp di equazione Ås Y5 + Y5 Ys + 2 Y4 y2, da cui
si stacca l’ iperpiano Y5 0, che corrisponde dunque al lato

(~11 A4). Analogamente agli altri lati fondamentali di 84 cor-

rispondono i rimanenti iperpiani della jácobiaiia di 
Per vedere ciò che corrisponde al pnnto generico di

(A, A4) basta trovare la superficie variabile che una ip ha

in comune con l’iperpiano y, ‘ 0. La completa intersezione
si trova essere data dal sistema

cioè dai piani fondamentali

e dal piano variabile

che è un piano del fascio avente per asse la retta A.4)
e contenuto nell’ iperpiano (1* 2* 3* 4*).

. I punti doppi della 9 generica hanno per coordinate le
soluzioni del sistema di equazioni ,
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ottenute uguagliando a zero le derivate parziali del primo
membro della (2). Siccome, per un teorema di Bertini, i

punti doppi della ip generica dovranno trovarsi sui piani
base, si deduce che, oltre ai vertici A*i (i == 1,2,3,4,5) della

piramide fondamentale, si hanno i 5 punti doppi definiti

dalle seguenti quaterne di equazioni

Le coordinate dei punti doppi variabili, che indicheremo
con B*i (i 1, ~, ~, 4, ~), sono dunque

La 9, oltre ai cinque piani base

possiede altri 10 piani. Di questi, cinque si trovano subito

segando 1V con gl’iperpiani della piramide fondamentale,
che già contengono ciascuno due piani base. Si trovano cos
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le cinque coppie di equazioni

che rappresentano rispettivamente i piani

Si osservi poi che per es. 1 iperpiano pi ys -- == O con-

tiene il piano (A~4 A’~ A’~ B~~) e il piano (A"’1 ~l’4 B‘., B-3). Se-

gando dunque con esso la V si ottiene il piano ulteriore

definito dalle equazioni

In modo analogo si trovano gli altri 4 piani definiti dalle

coppie di equazioni che si ottengono permutando circolar-
mente gli indici nella precedente coppia di equazioni. Si
verifica facilmente che le (3) e le altre coppie di equazioni
che in tal modo se ne deducono rappresentano rispettiva-
mente i piani

l

Al piano fondamentale Y4 0, Y5 0 di ,S’4~ corrisponde in

84 l’iperpiano X2 0. Infatti ad un iperpiano variabile per
quel piano, di equazione ~~-)-~~5==0y corrisponde la

quadrica x, --~- 0. Analogamente agli altri piani
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fondamentali corrispondono gli altri iperpiani che costitui-
scono la jacobiana di (qpj.

Si potrebbe facilmente vedere che ad un punto per es.

del piano y, 0, y5 0, corrisponde una retta appoggiata
ai lati (A5 A,), (A1 A4).

Osserviamo infine per giustificare un’ asserzione fatta al

~ 2, che mentre in ~~~’ i punti degli spigoli (Aî* A’~~+1) della

piramide fondamentale sono del quarto tipo, giacchè nel

generico di essi l’ iperpiano tangente alla ’~’ generica è fisso

(quello individuato dai due piani base incidenti lungo quello
spigolo), in non si hanno punti del quarto tipo, :onde si

deduce che a un punto fondamentale del quarto tipo non

corrisponde necessariamente un punto dello stesso tipo.


