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CarrtorLo I.

Generalita, Alcune osservazioni sugli ideali.

1. La teoria deile forme a coefficienti interi razionali
deve la sua origine al problema della rappresentazione di
un numero intero mediante una forma data. Primo il no-
stro Lagrangia dette 1 fondamenti per una teoria generale
delle forme quadratiche in una sua memoria letta all’Acca-
demia di Berlino nel 1768;! questa particolare teoria fu
poi condotta a compimento da Legendre e, principalmente,
da Gauss.?

A ben maggiore importanza assurse la teoria delle for-
me dopo le numerose ricerche sui corpi di numeri alge-
brici, quando, poste le basi, per merito di Kummer, della
teoria degli ideali e, per merito di Dirichlet, di quella delle
unitd si riconobbe che tanto 1’una che l'altra di queste
due fondamentali teorie potevano esser considerate come
teorie d’aritmetica razionale introducendo in considerazione

convenlentl forme a coefficientl interi razionali.?

! LAGRANGE. « Sur la solution des problémes indeterminés du
second degré ». Mem. de 1’Acad. royale de Berlin. T. XXIII, 1769.

* Gauss. « Disquisitiones Arithmeticae », art. 154.

8 Cfr. BrancHI. « Lezioni sulla teoria dei numeri algebrici e prin-
cipi d’aritmetica analitica ». Pisa, Spoerri, 1921, §§ 87 e 38.
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Ed & di queste particolari forme, coordinate agli ideali
di un corpo algebrico, e sempre decomponibili nel prodotto
di forme lineari con coefficienti appartenenti al corpo e
al suoi coniugati, che io intendo occuparmi nel presente
lavoro.

Dopo alcune osservazioni preliminari, e dopo aver di-
mostrato alcune semplici proprieta degli ideali di un corpo,
passo, nel 2.0 capitolo, a studiare alcune proprieta fonda-
mentali del gruppo automorfo &,, contenente le sostitu-
zioni che trasformano una forma X in se o nell’eguale ed
opposta, e del corrispondente gruppo associato I', delle so-
stituzioni sugli iperpiani o forme lineari componenti la X
medesima.

Nel 8.0 capitolo considero poi le proprieta dei gruppi
I',(K) associati alle varie classi K di ideali, le loro mutue
relazioni e l'influenza che la struttura dell’equazione irri-
ducibile, le cui radici generano il corpo considerato e i suoi
coniugati, ha su di essi.

Infine nel 4.° capitolo esamino la natura delle varie
sostituzioni componenti il gruppo &,, sia di quelle appar-
tenenti al sottogruppo &, originato dalle unita del corpo
sia di quelle di G, ma non di G,: e considero poi quel che
accade quando ci si voglia limitare a considerare soltanto
quelle sostituzioni di G, che trasformino la X in s&, esclu-

dendo quelle che la trasformano nell’eguale e contraria.

2. Prima di passare allo studio delle forme decomponi-
bili coordinate agli ideali di un corpo algebrico H(J), pre-
mettiamo dunque alcune osservazioni generali sugli ideali
stessi. E prima di tutto dimostriamo che:

Condizione necessaria e sufficiente perché un nmumero o sia
un’ unitd di un corpo algebrico H(9) di grado m & che esistano
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due basi (0, ty,....q,) € (By, Buy.... B.) di uno stesso ideale A
di H(3) per cui sia, per qualunque » da 1 a n

1) B, =o0a, r=12,...n,

Che la condizione sia necessaria & evidente; se infatti
0 & una unita del corpo e (o, d,,...a,) una base dell’ideale
4, anche (B, 8,,...B,) = (004, 00,...00,) sarh un’altra base
dello stesso ideale, poiché, essendo ¢ un intero sara

2) QU = 3y Cipy O Bi=3Xicom

. . . . 1 .
colle ¢y interi razionall, e, essendo anche — intero,
0

X

1
_é‘ o= 2} O-k O

Oy — Z; Clk Qai O — ZI ak Bi
colle Oy pure interi razionali; da cui si vede che i deter-

minanti delle ¢, e delle C, sono eguali a + 1 e che I'u-

nitd ¢ soddisfera all’equazione

Cy— 0y Ciayeens Gy

Cory Coa— Qyeees Coy

Chiy Cazynvve Cuu—0

Passiamo ora a dimostrare che la condizione & suffi-

ciente,
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Se (0,... ) e (Biy...P,) sono due basi di uno stesso
ideale A, soddisfacenti alla condizione 1), si avra

N(4) — l/ A (o, %,....an) _ l/ A(ﬁl,ﬁg.... B.) _

_ ‘/ N (@) A (0, Gy )
o D

dove con D abbiamo indicato il numero fondamentale del
corpo; e con A (o, ¢y,...0,) 1l discriminante degli #n numeri
indipendenti o,, a,,...a, Segue di qui intanto

N()=-+1.
D’altra parte, costituendo le {3, un’altra base dell’ideale
A, sara

2) B.=2%c, o ciod oo, =3 c, o t=1,2,...n

con |c;] == 1; quindi ¢ dovra soddisfare all’equazione a
coefficienti interi e primo coefficiente 4+ 1

Cii—0Q Ciyernr Cpn
Cor Cogm— 0 yever Con
— 0

...........

e sard percid un intero algebrico. Dunque ¢ & un numero

del corpo, essendo uguale a —, intero e di norma =+ 1,
o AN

"
percid & una unita.

Da cid che abbiamo visto segue quindi che la ricerca
delle unitd di un corpo & perfettamente equivalente alla

ricerca di due basi proporzionali di un qualunque ideale
del co1po ~'esso.
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3. Dimostriamo immediatamente che
Se dati due corpi H(%) e H' () di grado n si possono
trovare due sistemi di n numeri indipendenti, (o, dy,...d,) N
H e (B, Beyeeer Bu) in H', tali che sia

1) o, =of; t=1,2,...n

necessariamente ¢ due corpi coincidono, e quindi anche il fat-

o;

¢ un numero del corpo,

tore di proporzionalitd ¢ —
H=H'

Per far cid dimostreremo che ogni numero y di H & in

i

H e viceversa. Osserviamo percid che un qualunque nu-
mero del corpo H, essendo «,, a,,... @, indipendenti, potra
sempre esprimersi sotto la forma 3 o,a;, colle «, numeri
razionali, e ogni numero del corpo H’ sotto la forma ¥,8:¥:,
colle y, pure razionali.

Se allora y & un qualunque numero di H si avra
2) yakzzia,kai k=12,...n
1

colle @, numeri razionali da cui

y = 2 Gy O .

Oz
Ma é, per ipotesi, a,— of; dunque

. . 2 a 00 . Zia, B
Y—' Gﬁk - ﬁk )

cioé y si pud esprimere come funzione razionale a coeffi-
cienti razionali delle f;,; e quindi risulta un numero del
corpo H'. Analogamente si dimostrerebbe che un qualunque
numero di H’ & anche un numero di H, e in conclusione
si ha quindi che H e H’ coincidono.
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Come caso particolare abbiamo che se si possono tro-
vare due ideali, 4 in un corpo H (di gradon), e B in un
corpo H' (pure di grado m) con basi proporzionali, i due
corpi H e H’' coincidono e i due ideali somo quindi equiva-
lenti mel senso ordinario.

Possiamo percio adottare per 1’equivalenza degli ideali
la seguente definizione:

Due ideali A e B contenuti in corpi dello stesso grado si
dicono equivalenti quando in essi si possono trovare due basi
proporzionali, senza bisogno di aggiungere che debbano ap-

partenere al medesimo corpo, essendo ci0 una conseguenza
della definizione stessa.

4. Ricordiamo infine che se 4 & un ideale in un corpo

H®) e o4....0, una sua base, i suoi numeri sono rappre-
sentati dall’ espressione

hya,+hyoy ..., “+h,a,

in cui le h; prendano valori interi razionali qualunque e
n

che se in questa espressione 2'. h; 0, (9) sostituiamo a & il
1

numero coniugato 9 si ha un altro insieme di numeri,
coniugati di quelli dell’ideale 4, i quali formano un nuovo
ideale A®, che diremo coniugato di A, nel corpo coniugato
H®. Inoltre i numeri of, of,....0,” formano ancora una
base dell’ideale 4 che diremo coniugata di quella (o, a,,... o)
dell’ideale 4 ; e sara N (4®) = N(4).

! Cfr. ad es. HILBERT. « Jahresbericht des Deuntschen Mathema-
tiker Vereinigung ». Berlino, 1897. Parte I, cap. TII.
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Carprroro II.

Le forme decomponibili coordinate agli ideali. - Gruppo
automorfo G, di una forma e gruppo I',(K) associato
a una classe X di ideali.

8. Consideriamo un ideale 4 = (o, 04,....a,) di un cor-
po H() e costruiamo la forma

1 X:ﬁ{l,(a@wl{—a&')wa—{—.....—i—aff’wn)

che diremo coordinata all’ideale 4 mediante la base a,
Oy,... 0,; 6ssa ha coefficienti interi razionali! ed & coordinata
anche, cambiata eventualmente di segno, a tutti gli ideali
della stessa classe mediante basi proporzionali; inoltre il suo
discriminante & sempre uguale al numero fondamentale D
del corpo.? Unus forma X coordinata a un ideale A mediante
una certa base, & coordinata evidentemente anche a tutti
gli ideali coniugati 4® mediante le rispettive basi coniugate.
Se alle a; si danno valori interi essa rappresenta, come & noto,
cambiata, se occorre, di segno, tutti e soli i numeri che sono
norme di ideali M moltiplicatori di 4 ed & quindi primi-

{ BiancuI. Op. cit., § 37.

* Cfr. BrancHI. Op. cit. ¢ DEDEKIND. « Sulla teoria dei numeri
interi algebrici ». Suppl. XI della Teoria dei numeri del Dirichlet.
Venezia, 1881, § 176.
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tiva in senso stretto,! poiché questi numeri non hanno alcun
fattore comune.? Considerando poi le ,, @,,... o, come coor-
dinate di un punto di un 8§,, diremo associato all’ideale 4
mediante la base (a,, a,,... o) 1'iperpiano.

2) L o, ... 0, ,=0

passante per 1'origine, ed equivalenti due iperpiani associati
a due ideali equivalenti, e quindi trasformabili I’uno nel-
Paltro mediante una sostituzione lineare intera a coefficienti
interi razionali sulle coordinate, di determinante 41 (la
sostituzione trasposta di quella con cui si passa dalla base
di uno degli ideali a un’altra proporzionale alla base del-
'altro). i da notare infatti che un iperpiano associato ad
A mediante una certa base, & anche associato a tutti gli equi-
valenti di 4 mediante basi proporzionali all’originaria.

Due iperpiani, associati a due ideali 4 e A4 rispetti-
vamente mediante basi coniugate, 1i diremo essi stessi
coniugati.

6. L’equazione
1) X=0

ci rappresenta quindi un’ipersuperficie d’ordine m che, a

causa della 1) del N precedente si spezza in n iperpiani

! FURTWANGLER nella memoria « Punktgitter und Idealtheorie »
(Math Ann. — 82 Bd., 3-4 Heft. 1921) chiama «ganz primitiv»
queste forme che io dico primitive in senso stretto in contrapposto
ad altre forme decomponibili dei corpi algebrici che, pure essendo
a coefficienti interi razionali senza fattori comuni, rappresentano
perd solo numeri divisibili per un certo numero, forme che egli
chiama «halbprimitiv » (semiprimitive).

* Biaxcal. Op. cit., § 37.
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coniugati diversi poiché il determinante

1 1 1
o, a ..ol

L )

:V A (01 &y @) = N(A) | D

oYy Oy eueiea O

L R I )

¢ diverso da O. Se facciamo una sostituzione
n

2) X = Dy Cux Y i=1,2,...n
1

con determinante |ci|= 11, la forma X si trasforma in
un’altra Y
N . ( 5) (9
Y_N(A) I1, (B Y+ B yz+ ''''' + BY ¥.)

1

ove

Br =2 e

che diremo equivalente alla primitiva, poiché rappresenta i
medesimi interi di X solo che per le y, si sostituiscano i va-
lori che si ottengono dalle x; mediante le 2). La forma Y
6 evidentemente coourdinata all’ideale A mediante la base
(ByB.y--Ba) ed & quindi anch’essa primitiva in senso stretto

L’ equazione
3) Y=0

rappresentera un ipersuperficie d’ordine n, composta pure
di n iperpiani coniugati, diversa, in generale, da quella data
dall’equazione 1). Pud perd accadere che, per particolari
sostituzioni 2), queste due ipersuperficie coincidano, cioé

Y(x,) = kX (x)

Dimostriamo che allora necessariamente k ——+ 1: Dovendo
pel principio d’identitad essere uguali i coefficienti dei ter-
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mini simili nei due membri, ed essendo le due forme a coef-

ficienti interi razionali, dovrad intanto k essere razionale,

k:%, con p e ¢ interi senza fattori comuni, quindi
qY (@) =pX ().

Ma allora ¢ dovra dividere tutti i coefficienti della forma
del secondo membro, e, essendo primo con p, dovra divi-
dere tutti i coefficienti della X, ma questa & primitiva,
quindi ¢ =+ 1; analogamente, essendo anche Y primitiva,
p="1, da cui k=--1. In questo caso le due forme equi- -
valenti X e Y sono uguali, oppure uguali e di segno con-
trario; noi perd almeno fino ad avvertimento contrario, le
considereremo sempre come una stessa, e diremo che la
sostituzione 2) trasforma in s& la forma X.

Dimostriamo ora pit generalmente che due forme XeY
coordinate agli ideali 4 e B mediante le basi o,, 0,,... o,
Bis Baye. B rispettivamente, tali che le X==0 ¢ Y =0 ab-
biano a comune uno stesso iperpiano, necessariamente coinci-
dono. Potremo sempre supporre, cambiando, se occorre, le
denominazioni, che 1’iperpiano comune sia dato da

a, e, ... + o, x, =
per la prima forma X =0, e da
Biaey, + Pas 4~ nnn -+ B.x,=0.
per la Y =0; cioé
o, — o f i=1,2,...n.

Di qui segue allora (n.3) che i due ideali 4 e B ap-
parterfanno allo stesso corpo, non solo, ma saranno anche
equivalenti; ed essendo la base (f,...(,) di B proporzio-
nale alla base (a,....q,) di 4, le due forme X e Y coordi-
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nate a questi due ideali equivalenti mediante basi propor-
zionali dovranno essere uguali (cfr. n. 5) a meno, natural-
mente, del segno.

7. Passiamo ora a considerare le sostituzioni
1) L, =3 Cu Yr t=12....n l[ecal =+ 1

che trasformano in sé una forma

f— 1 (8 ‘)
X—-—l—v—(-z-jn,(a‘ w,—}—....—-[-—a,, wﬂ).

\

Che esistano sempre di tali sostituzioni & evidente; se
infatti € indica un’unita del corpo H($*) si ha

2) 8/')0?):2‘ e o k:1’2""n

colle e, interi razionali e le;| — + 1. Facendo ora la sosti-
tuzione trasposta della 2)

3) L=z Y

la forma X (x,) si trasforma nell’altra

1 "
Y = W l:I. o e y) =

1 .
— -—m—)— IT, (3 ¥x i a f)

e per le 2)
1 .
Yy = N II, & (2 o ye) =

1 1
:WN(S) 11, (Zkai)yk)-i‘-m)‘X(y)
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poiché N(e) =+ 1. Siccome in ogni corpo esistono sempre
delle unitd (almeno 41 e — 1), anzi, tranne il caso del
corpo razionale e dei corpi quadratici immaginari, ne esi-
stono infinite, e siccome ogni sostituzione 3) individua per-

fettamente la ¢* corrispondente

E/“ R Z: €, ag')

o,

si ha quindi in generale, che esistono infinite sostituzioni 3)
che trasformano in se la X.

Consideriamo tutte le sostituzioni 1) che trasformano in
se la X; & chiaro che formano un gruppo, che chiameremo
il gruppo automorfo Gy della forma; esso contiene evidente-
mente la sostituzione identica che indicheremo con 1 e insieme
a ogni sostituzione T la sua inversa T '; se infatti T lascia
la X in se, siccome anche 1—=T77T"" lascia la X in sé an-
che T'-' dovra lasciare la X in s& e apparterrd quindi al
gruppo automorfo.

A questo gruppo apparterranno tutte le sostituzioni del
tipo 3), provenienti dalle unitd del corpo, le quali forme-
ranno evidentemente un sottogruppo G, (in generale effet-
tivamente diverso da Gy) di sostituzioni commutabili (abeliano);
se infatti S & una costituzione 3) corrispondente all’unita
e e T un’altra sostituzione corrispondente all’unita 0",
il prodotto 8T corrispondera ancora all’unitd ¢ n® e T'S
a n“e”, quindi, essendo £”n*"=mn"¢? e risultando ogni
sostituzione perfettamente individuata mediante le 2) dal-
I'unita corrispondente, si avra sempre ST = T'S.

8. Osserviamo poi che non solo la forma X individua
il sottogruppo @, delle uniti, ma anche viceversa, nei corpi
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in cui esistano unitd primitive! (cioé d’ordine n e bastanti
quindi a generare da sole il corpo), il sotto gruppo G. delle
unitd individua perfettamente la forma X corrispondente, cioé
non possono esistere due forme X e Y diverse, coordinate a
due ideali dello stesso corpo o anche di corpi diversi, che
ammettano il medesimo sotto gruppo G,.

Prendiamo infattti una £ di queste sostituzioni 3) di G,

corrispondente a una unitd primitiva ®; si avra

(8
e, — €%, €yl €y,

,
€y Ca— €, u. by

e questa equazione di grado m, essendo &” di grado n, avra
le » radici tutte diverse ed eguali precisamente a £, & ¥,...e".

Nel determinante D(s®) non potranno percio annullarsi
tutti i minori d’ordine m—1, poiché altrimenti sarebbe an-
che D' (") =0 e quindi & radice almeno doppia. Siano
ora X e Y due forme decomponibili, coordinate a certi ideali
4 = (a,, 0,...0,) ¢ B=1(B,, B.,-.-P.) rispettivamente, che
abbiano lo stesso sottogrnppo @, delle unitd e quindi am-
mettano anche la medesima sostituzione E di @,. Confor-

memente alle 2) del numero precedente dovrad aversi, per

* Tale & il caso, del resto molto generale, che fra @ corpi co-
niugati ne esista almeno uno reale (come per es. se n & dispari).
Per la dimostrazione vedi la memoria del prof. Braxcai. « Sugli
ideali primari assoluti in un corpo algebrico », pag. 15. Journal de
Mathem. pures et appl., 1922.
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due convenienti ideali coniugati 4% e B?

g” o == 3 ey af”
e anche k=1,2,...n
‘ e B = T eq B
cioe
(en—e") o +eza’ . ...d-e,a® =0
€ 0 4 (ey—e”) 0" ...}, 0P =0

. . . . . . . . . . . . . . .

b0 e o (€—e™) aP =0

(ey— 5{8)) [31”"‘- €y B;' + DR "“‘ (2 65.') =0
€a B(lﬂ + (6ps— ") Bg') + sesee + (2 620) =0

. . . . . . . . . . . . . . .

€ B €0 B oo (o) B =0

da cui si vede che o, ap,...0P, e B B.... B3 sono due
sistemi di soluzioni di un medesimo sistema lineare omo-
geneo con determinante D (s”)=—0 ma di caratteristica
n—1. Ma allora questi due sistemi di soluzioni dovranno
essere proporzionali, ciod B =—oca®; quindi i due ideali 4"
e B apparterranno allo stesso corpo (cfr.n.3) e saranno
equivalenti mediante basi proporzionali, e percid le due
forme X e Y coincideranno (v. n. b).

Dalla dimostrazione fatta si vede di piu che basta sol-
tanto che due forme X e Y abbiano a comune una sola sosti-

tuzione E, corrispondente a una unitd di grado n, perché esse
coincidano.
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9. Osserviamo che se 7' ¢ una sostituzione unimodulare
non appartenente al gruppo automorfo Gy della forma X,
essa trasformerd la X in un’altra forma Y certamente di-
versa dalla primitiva ma ad essa equivalente. Se allora S
& una qualunque sostituzione di Gy, la sostituzione trasfor-
mata T'~' ST =8 lascera evidentemente la Y in s e ap-
parterra quindi al gruppo automorfo Gy della forma Y, e
viceversa, se S & una sostituzione di Gy,S=T'S'T~' sara
una sostituzione di Gx. Si ha dunque che se Y é una forma
equivalente a X ed é oltenuta da questa mediante una certa
sostituzione T' sulle variabili, il gruppo automorfo Gy é il tra-
sformato, mediante T, del gruppo automorfo Gx appartenente
alle, forma primitiva: Gy—=T"G<T.

10. Indichiamo per brevitd con u® la forma lineare

1) u® =, of" &, = u® (x)
che diremo associata alla base o, af,....a® dell’ideale A®
2) X = —1—u(1) Uy

N(4) B

Se eseguiamo la sostituzione
3) X, = Y% Cx Ys

la forma u®a diventerd

4’) u® (w) =2 ocﬁ') L= Y a?) Cel¥u=73Y, Yx 2iCu Ct,(‘) —

= 2 B o = u® (¥)

e le

5) BRr=3icaca® Ek=1,2,..n
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formeranno un’altra base dell’ideale A®. Se vogliamo che

la 8) trasformi la X in se bisognera evidentemente che sia
6) UM (@) U (@).rrnr. u® (1) = + u® (@) u® (@)..... " (@)

ciod le nuove forme lineari u®, che eguagliate a O debbono
dare gli stessi iperpiani della X —0, dovranno coincidere,
a meno dell’ordine e di un fattore di proporzionalita, colle
antiche u ¥, e dovra quindi essere

7 U= o, u(t)
e inoltre, a causa della 6)
8) 6, 0y.....0,—= T 1.1
Si vede dunque che a ogni sostituzione 3) del gruppo au-

tomorfo Gy corrisponde una sostituzione sulle n forme lineari

we)
u® data dalla 7) S’:( )

u( Dl

! Osserviamo che dalle 7) segue §{’==oc,af” (k=1,2,...n)
n n
quindi IT, B =0, 6;... 6, 11, 0**) ; ciod N(B") = 6,0s... 6, N(a?),
1 1

e per la 8), N(B{)=-+4 N(«f”). Dalle 5) segue poi
NP =1L, (3 o c) = N(4) X

dove abbiamo indicato con X il valore che assume la X quando
in essa si sostituiscano alle 2,,%,,...%, i numeri ¢, Cux;s. s« Cur.
Vediamo cosl quale & il significato dei coefficienti c¢,; delle sostitu-
zioni di Gx; essi sono infatti (per i=1,2,...n e k costante) quei
WNED

numeri che sostituiti in X rappresentano —N—(z_ cioé la norma di

quell’ideale M moltiplicatore di 4 per cui A M, = (f{), cambiata
eventualmente di segno.
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Se poi a una sostituzione 7T' del gruppo automorfo cor-
risponde una certa sostituzione S sugli n iperpiani della
X=0, e a un’altra sostituzione 7", pure del gruppo auto-
morfo, un’ altra sostituzione S’, & chiaro che al prodotto
T T’ corrispondera la sostituzione S§’. Si ha dunque che
le sostituzioni S sugli n iperpiani della X — O, corrispondenti
alle sostituzioni del gruppo automorfo, formano un gruppo
di sostituzioni I', in isomorfismo (generalmente meriedrico,
essendo I', d’ordine finito e invece, per lo piu, Gx d’ordine
infinito, cfr. n. 7) col gruppo automorfo stesso.

Se dalla forma X passiamo a un altra forma equivalente
Y mediante una sostituzione unimodulare U il nuovo gruppo
I, sara evidentemente in isomorfismo oloedrico con I', poi-
ché mediante la U ogni forma «®(x) si trasforma in un

altra ©'(y) e se T porta «® in u¢<, U T U portera ¢ in
)

»s) e viceversa. Nella sostituzione S = (
2

L © ), corrispondente

a T in I',, bastera dunque cambiare semplicemente il no-

(tg)
S A
me delle lettere per avere la nuova sostituzione S = (v(” ),

corrispondente in IV, alla U='T'U del nuovo gruppo auto-
morfo @&,.

Possiamo dunque dire che a ogni classe K di ideali equi-
valenti, essendo associata una classe di forme pure equiva-

lenti, & coordinato un wunico gruppo I', di sostituzioni, che di-

remo associato alla classe K e indicheremo spesso con I')(K).

11. Supponiamo di avere ora una sostituzione 3) (n. pre-
cedente) del gruppo automorfo che lasci fisso uno degli iper-

piani X =0, sia ciog, p. es.

u® = o, u®,
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Si avra identicamente, qualunque siano le x;

2 B @, = o, 3 o
cioeé

1) BY = o, of k=12,...n.

Ma ricordiamo che o, of,... af? e B2, BY",... B sono due
basi di uno stesso ideale A“; d’altra parte sono propor-
zionali per il fattore o,, dunque (n.2) o, & un wunitd del
corpo H®. Dalle 1) e dalle 5) del numero precedente si
ha poi

o, a¥’ =3, ¢, ol k=12,...n

da cui risulta che la considerata sostituzione 3) di G, ap-
partiene al sottogruppo @, e corrisponde precisamente al-
I’unitd o, del corpo H®. Se dunque una sostituzione di G,
lascia fisso un iperpiano della X—0, appartiene al sotto-

gruppo G,. Viceversa & chiaro che wuna qualunque sostitu-
zione

2) T, = Yk € Y
di G,, corrispondente a un’ unita & del corpo H® lascia

fissi tutti gli <perpiani della X —=0: si ha infatti, per qua-
lunque s=1,2,...n

e® o) = ¥, e, al? k=1,2,...n
da cui
e¥ B o Yo = T e & Ys
e per le 2)
e Xy of ¥, = PRI A
e ponendo

U =3, ol g, u® =3, e ol @,
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si ha

w® — @ y® s=1,2,...n.

7

Di qui segue che le sostituzioni S sugli iperpiani della
X =0, corrispondente alle sostituzioni del gruppo automorfo,
sono tali che, se lasciano fisso un iperpiano, debbono lasciar
fissi anche tutti gli altri iperpiani e ridursi quindi all’identitd.
Inoltre U insieme delle sostituzioni di G, corrispondente all’i-
dentita di I", é costituito precisamente dal sottogrup~o G, delle
unitd, 11 quale sard percid dnvariante in G,, infatti la
TET (T'di G,e E di G,) scambia gli iperpiani secondo
la sostituzione S7'S=1 (se S corrisponde a T in TI') ed &

percid ancora una sostituzione di @,

12. Consideriamo una sostituzione S di I',(K) decom-
posta nei vari cicli che la costituiscono, e sia v il minimo
periodo di questi, posseduto p.es., dal ciclo (O, u?,...u™); la
potenza ST lascera allora fissi tutti gli iperpiani «V=0,...
u®—=0 e dovra percid, per quel che abbiamo visto, ridursi
all’identita. D’altra parte & noto che il periodo di una so-
stituzione & uguale al minimo comune multiplo dei periodi
dei vari cicli che la compongono,! dunque tutti i cicli della
S dovranno avere dei periodi non inferiori a t (essendo
questo il minimo per ipotesi) e divisori di t quindi neces-
sariamente proprio uguali a v. Si ha cioé che le sostituzioni
S del gruppo T, godono della proprieta di decomporsi in tanti
cicli tutti di un egual numero v di lettere; ed essendo queste
in numero di n, dovrd necessariamente essere v un divisore
di n.

! Cfr. L. BiancaI. «Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostituzioni».
Pisa, Spoerri, 1900, ¢ 3, pag. 10.
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Siano poi S e § due sostituzioni di T',, che portino
ambedue uno stesso iperpiano #®=—0 in un altro ults)=0;
la sostituzin e S8’ lasciera allora fisso ’iperpiano u®=0
e dovra percid ridursi all’identita, S8 ~'=1, da cui §=4¢".
Si ha dunque che, se due sostituzioni di I', portano ambedue
uno stesso iperpiano in un altro, coincidono, o, c¢id che & lo
stesso, o-ni sostituzione di I'y & perfettamente individuata
quando si conosca in che posto essa porti una certa lettera.

Potremo allora individuare le sostituzioni di I', indi-
cando 1 guale lettera w'® esse portino un’altra lettera
fissa, p.es. la u®. Siccome le u® diverse sono m si ha che
Uordine v del gruppo I', & sempre minore o uguale a n, poiché
due sostituzioni che portino la u'» nella stessa u®, dovranno,

per quel che si & visto, coincidere.

13. Torniamo ora alle sostituzioni del gruppo automorfo
G',. Se G, non esaurisce ,, prendiamo una sostituzione T,
di G, fuori di G, a cui corrisponda una sostituzione S, iun
I',, e consideriamo l'insieme di tutte le sostituzioni E T,
con E qualunque in @, insieme che indicheremo con @, T};
se ¢, e G,T, non esauriscono G,, prendiamo un’altra so-
stituzione T, fuori di G, e G, T, a cui corrisponda in T,
la S;, e costruiamo un altro insieme @, T}, e cosi via. Verre-

mo cosi a distribuire le sostituzioni di @, in tanti insiemi

G.
G. T,
Ge Ts
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tali che ognuno (p.es. G, T),) contiene sostituzioni diverse
da quelle di tutti gli altri che perd scambiano tutte gli
iperpiani della X secondo una stessa sostituzione S, di T,.
E viceversa, se una sostituzione U di &, scambia gli iperpiani
della X =0 secondo la sostituzione S, essa appartiene ne-
cessariamente all’insieme G, 7). Infatti la U T';' scambiera
gli iperpiani della X—0 secondo la sostituzione S, S;'=1
e sara percio una sostituzione K di G, (n.11), UT;'=E
da cui U=ET,. L’insieme G, T, viene dunque a esser ca-
ratterizzato dal fatto di esser formato da tutte e sole le so-
stituzioni di @&, che scambiano gli iperpiani della X—0
secondo la sostituzione S, di TI',. Viene cosi a porsi una
corrispondenza biunivoca tra questl insiemi e le sosiitu-
zioni di I',, da cui segue che il numero di questi insiemi
& pure uguale a v o, in altre parole.

L’ indice del sottogruppo G, in G, é finito ed uguale pre-
cisamente all’ ordine v del gruppo T, delle sostituzioni sugli
iperpiani della X=0.

14. Consideriamo ora una sostituzione T di G, che

scambi gli iperpiani della X—0 secondo una certa sosti-

tuzione S — (u(t’)

u® ) di T',, per cui cioé diventi (7) del n.10

1) u® = o, ults),

La nuova base (B{?,... %) dell’ideale A® (con > =¥ ,c,, o,
cfr. n. 10) risulta dunque proporzionale alla base antica
(o' ,....0¢e7) dell’ideale coniugato A(*+), quindi (n.3) ¢
due ideali coniugati A® e A"+ dovranno appartenere al me-
desimo corpo ed essere equivalenti. Ma anche viceversa, se
supponiamo che i due ideali A® e A“.) siano equivalenti,
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dovra bene esisteres una base (B, f%7,... %) di 4® propor-
zionale per un fattore o, alla base (af<,,...afs)) di 4“s), la
qual base delle B, si esprimera per l’antica mediante una
certa sostituzione a coefficienti interi razionali

2) Bg:) = 2 Cu ¥

con |¢,] =+ 1. Se allora noi facciamo sulle «, la sostitu-
zione unimodulare trasposta della 2)

3) w.ZZk ctk yk,

questa trasformera la forma X in una certa altra Y equi-
valente tale perd che la ¥Y—0 avra un iperpiano comune
colla X =0, essendo nelle nostre ipotesi

u® = o, u''s,

Ma allora (n. 6) la Y dovra coincidere colla X e la 3)
sara quindi una sostituzione del gruppo automorfo Gx . Se
dunque due ideali coniugati A® e A sono equivalenti esiste
sempre una sostituzione 3) di Gx che poria la forma u® nella
u“s e quindi anche una sostituzione di I', sugli iperpiani
della X=—=0 che porta un iperpiano »®=—0 in un’altro
qualsiasi equivalente u(*s)=—0. .

Di questo teorema, del resto, se ne pud dare anche
un’ altra dimostrazione senza ricorrere alla proprieta della
fine del n. 6. Se infatti &

BY =0, ai's k=1,2,...n

anche le af*’ e o, apparterranno allo stesso corpo H® (cfr.
n. 3) e H¢:)= H®; quindi anche

4:) {}(‘ ) — q (ﬁ(a))

se 3¢ e §¢+) sono i numeri coniugati generatori di H® e H¢:>
rispettivamente, e indicando ¢ una funzione razionale.
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Dunque

Bi (3°) = 6 (9“) ox (¢ (89)).

Questa equazione sard sempre soddisfatta se si sostituisce
9® con uno qualunque dei suoi coniugati 9, con che
q(9®) =9¢+ si cambierd ancora in un altro coniugato 9¢.”
poiché se & F'(x) =0 l’equazione irriducibile a cui soddisfa-
no % e i suoi coniugati, sard anche F(3¢s) = F(q(3%)) =0
e questa equazione, soddisfatta da 9%, sard anche soddi-
sfatta da tutti i coniugati di 9, quindi anche da 9, ciod
F(g®*)) =0, da cui risulta che anche ¢(§“”) & una radice
della =0 e quindi uguale a un altro coniugato 9« di
4@, Sara dunque anche

6(7‘.’) — 0 (ﬂ(s‘)) Ol (ﬁ’tsV)

cioé la sostituzione 3) non porta soltanto la forma u® nella
u'*s, ma anche un’altra qualunque «®> in un’altra ‘s, ciod
scambia [ra loro tutti gli iperpiani della X—0, la quale per-
cio viene trasformata in sé stessa. Da questa dimostrazione
si ha di piu che:

Gli n fattori di proporzionalita o,— o () della 7) del
n. 10 sono tutti coniugati fra loro, e quindi tutti di norma —+ 1,

e anche:
. ults) .. T
La sostituzione S — suqli iperpiani & pienamente de-
u(l)

terminata quando si conosca la funzione razionale q per cui
4) B¢ = ¢ (99)

poiché infatti le forme u'® si scambiano tra loro, per cid che
abbiamo visto, precisamente come gli n numeri contugati &
nella 4), quando vi si faccia s =1,2,...n.
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15, Distribuiamoci ora gli n ideali coniugati di A =4,,,
a cul & coordinata la forma X, in tanti gruppi

A“’ Aw,..-.Al,vl

A217 Agg,--..A?,vg

Ah’l ) A;,_g, ce e Ah,vh
Vit ve el +v,=n

in modo che in ogni orizzontale siano contenuti tutti e
soli gli ideali coniugati fra loro equivalenti. Per quel che
abbiamo visto, esisteranno certo delle sostituzioni di T', che
porteranno, p.es. 'iperpiano u,,— O, corrispondente ad A4,
in uno qualunque degli altri v, iperpiani coniugati w,=—=0
(t=1,2,....v), ad esso equivalenti; e tutte queste sosti-
tuzioni saranno precisamente in numero di v,, poiché esse
sono pienamente individuate quando si conosca in quale
lettera w, portino una cert’altra lettera fissa wu,,. D’altra
parte una qualunque sostituzione di I', dovra scambiare
tra loro iperpiani equivalenti e dovra percid portare u,,—0
in un altro degli u,,—0(¢=1,2,....v,), e sard quindi fra
quelle v, sostituzioni considerate prima le quali esauriranno
percio tutto il gruppo I',. Segue di qui che il numero v
delle sostituzioni di I', dovrd essere proprio uguale a v,;
analogamente si vedrebbe che deve essere anche uguale a

Vg, Vgy....Vs, ed essendo

vi+vit+.onnov=mn
sard quindi
hv—=—mn.

Si ha intanto che gli n ideali coniugati di un ideale
A=A, si distribuiscono in h gruppi (h divisore di =)

ognuno contenente uno stesso numero v di ideali tutti equiva-
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lenti fra loro e mon equivalenti invece a quelli di un altro
gruppo. Inoltre I’ ordine v del gruppo T, delle sostituzioni
sugli iperpiani della X =0 & uguale al numero degli ideali

contugati equivalenti a cui & coordinata la X ed é sempre un
divisore del grado n del corpo.

16. Supponiamo ora che 1’ideale considerato sia un
ideale principale, e, per semplicitd, potremo sempre sup-
porre che sia proprio ’ideale unitd O® (equivalente a qua-
lunque altro ideale principale). Esso non & altro che il
campo di tutti gli interi del corpo H®, e cosi pure i suoi
couniugati O’ saranno evidentemente i campi di tutti gli
interi dei corpi coniugati H™; se poi O“ & equivalente ad
0s) sart, HO—=H%:) e viceversa, essendo tanto O® che O“s
il campo degli interi dello stesso corpo H® — H'<). Appli-
cando allora i teoremi precedenti si ha che gli n corpi co-
niugati H' si distréibuiscono in gruppi, ognuno contenente uno
stesso numero v, divisore di n, di corpi tutti equali fra loro
e diversi invece da quelli di un altro gruppo

Inoltre il numero p di questi gruppi sard pure un di-
visore di n, essendo n==u v, cioé

Il numero p dei corpi coniugati effettivamente diversi é
sempre un divisore del grado m dei corpi stessi.

In particolare, osserviamo che, se il grado n di un corpo
¢ un nwmero primo, possono darsi due sole eventualita, e
cioé o0 il corpo é normale o é diverso da tutti i swoi coniu-
gati; questo secondo caso si ha per esempio, per n > 2,
quando esso o qualcuno dei suoi coniugati contiene qualche
numero complesso, non potendo infatti un corpo normale

di grado dispari contenere altro che numeri reali.!

! Si+ infatti & =9 un numero generatore di questo corpo nor-
male, e @, 3 ... M i suoi coniugati. Siccome il grado n del
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Segue di qui che se, data wun’equazione irriducibile di
grado primo p a coefficienti razionali, & possibile esprimere
una sua sola radice v, razionalmente per un altra v, Uequa-
zione stessa ¢ risolubile per radicali, anzi si risolve estraendo
solo un’unica radice d’indice p.

Infatti ’equazione stessa per cid che abbiamo visto ri-
sulta in questo caso normale, quindi aggiunta una sua ra-
dice 1, al vecchio campo di razionalitéa il suo gruppo di
Galois G si abbasserd all’identita che ¢ dunque lunica
sostituzione di G che lasci ferma n,(s=1, 2,...p). Ogni
sostituzione del gruppo risulta allora pienamente determi-
nata quando si sappia in quale lettera essa porti una certa
lettera fissa; d’altra parte il gruppo G & transitivo, essendo
I'equazione irriducibile; dunque il numero delle sue sosti-
tuzioni & proprio p. Essendo allora il gruppo di Galois
d’ordine primo p, esso non potra essere che un gruppo ci-
clico, e Vequazione si risolvera estraendo soltanto una ra-
dice d’indice p.

17. Osserviamo ora che se 4 & equivalente ad A% il
corpo H® & uguale al coniugato H":’, e siccome gli n ideali
coniugati di A® ci si presentano divisi in A :% gruppi
contenenti ognuno v ideali equivalenti si vede che, corri-
spondentemente, anche gli » corpi coniugati si possono di-
stribuire in ij— gruppi contenenti ognuno v corpi uguali.
Segue di qui che il numero v, dei corpi uguali dovra essere
un multiplo di v, cioé:

corpo & dispari, 1’ equazione, di grado », a cui soddisfa ¥ avrd
certo almeno una radice reale $() e quindi anche tutti i numeri
del corpo, potendosi esprimere come funzioni razionali a coefficienti
razionali di questo numero &), saranno reali.
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Il numero v degli ideali coniugati equivalenti di un qual-
siasi ideale A non solo & un divisore del grado n del corpo,
ma & anche un divisore del numero v, dei corpi coniugati
equali ; o anche

L’ordine v del gruppo I, delle sostituzioni sugli iperpiani
della X =0 (forma coordinata a un qualsiasi ideale 4") ¢
sempre un divisore dell’ ordine v, del gruppo I'», associato alla
classe degli ideali principali.

Si ha quindi che in uno stesso corpo H—H",— H® —... H™),

contenente solo 1 v, ideali coniungati di A4,

A— AT, AV ... A%

. . Vo o . . . .
somo contenuti precisamente — ideali coniugati non equiva-
v

lenti, e quindi anche il numero degli ideali conivgati non equi-

valenti contenuli in uno stesso corpo & un divisore di n.

18. Queste Yo classi di ideali coniugati contenute in
v

uno stesso corpo le diremo esse stesse contugate. Se una
classe di forme equivalenti & coordinata all’ideale 4— 4%,

essa & coordinata anche a tutti gli altri ideali coniugati
A®....A™; se quindi non & — =1, se ciod non tutti gli
v

ideali coniugati di 4 e contenuti nel corpo sono equiva-
lenti, essa sara coordinata a ideali di uno stesso corpo ap-
partenenti a classi diverse. Si ha dunque che mentre una
classe K di ideali individua perfettamente una classe di
forme decomponibili equivalenti, coordinate ai suoi ideali
mediante le varie basi (classe che diremo coordinata a K)
una classe di forme decomponibili equivalenti puod invece

essere coordinata a pitt classi K di ideali, se & v, > v, e

- Vo . . . . . . .
ciod alle — classi coniugate. Dimostriamo perd che in ogni
v
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caso queste sono tutte le possibili che ciod se a due ideali
A e B di uno stesso corpo son coordinate due forme decom-
ponibili X e Y equivalenti, necessariamente i due ideali appar-
tengono alla stessa classe o a classi coniugate.

Sia infatti X coordinata all’ideale 4 mediante la base

(ayy 0yy.een @), Y coordinata a B mediante la base (B, B,... B
e sla inoltre

1) w0, =3% Chy, k—=1,2,...n

e |C,y| =+ 1 la sostituzione unimodulare che porta la for-
ma Y nell’equivalente X; sard allora anche + X coordinata
a B mediante la nuova base (8., B,,... f) ove sia

Bl = X Cw Br-
Ponendo allora

w" =3, o

v =3, P,

dovra dunque aversi

_ 1 ()
X_m_) qu
e anche
J— ] (t)
X=-+ N II, v
ciod
L mout = 00

N(4) — — N(B)
Segue di qui che le forme lineari »* dovranno coincidere,
a meno dell’ordine e di un fattore di proporzionalita, colle
u®, cloe

u/,) = o, ,Uts)
ove
_ 4 N

O, Ogyeev+ 0, == T ND)
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e quindi
ad = o, /¢ i—1,2,...n.

Dunque l’ideale B=(B, B,.... p,) dovra essere equiva-
lente a qualche coniugato dell’ideale 4 e dovra quindi

Vo . . . c e .
appartenere a una delle — classi coniugate in cui si di-
v

stribuiscono 4 e i suoi coniugati che appartengono allo
stesso corpo, con che il teorema enunciato & dimostrato.
Questo risultato si pud anche esprimere dicendo che

se una classe di forme equivalenti & coordinata a wun certo
ideale A, tutte e sole le classi di ideali dello stesso corpo a

. . ; , v
cui & coordinata questa. medesima classe di forme sono le —-
v

classi coniugate in cui si distribuiscono A e i swoi coniugati.
Possiamo ora enunciare in modo molto pit preciso un
teorema riportato da Hilbert,! e ciod
Se X & una forma di grado n primitiva decomponibile nel
corpo H (pure di grado n), ma non decomponibile in un corpo
di grado minore, con discriminante D eguale al numero fon-

. . , v .
damentale del corpo, esistono in H precisamente — classi co-
v

niugate di ideali a cui la forma é coordinata, cioé un numero
di classi che & sempre un divisore del numero v, dei corpi co-
niugati equali ad H, e divisore quindi anche del grado n del
corpo, (Hilbert dice invece semplicemente che esisteranno

in H almeno una e non piu di n di tali classi).

! HiLerT. Op. cit., X parte, eap. 8,° teorema 59, pag. 236.
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19. Si ha in particolare che alla classe di forme equi-
valenti coordinata alla classe degli ideali principali non pud
esser coordinata alcun’altra classe di ideali dello stesso corpo,

; .. Y .
essendo in questo caso v—v, e quindi - = 1 il numero

delle classi coniugate del corpo.

290. Cosl pure se il corpo H ¢é diverso da tutii i suoi co-
niugati (come p.es. & il caso dei corpi di grado primo non
normali, cfr. n. 16) non solo a ogni classe di ideali é coordi-
nata una e una sola classe di forme equivalenti, ma anche
viceversa a ogni classe di forme mon pud corrispondere che
una e una sola classe di ideali, essendo in questo caso v,—1,

. . .. . v
e quindi anche v, divisore di v,, e — = 1.
v
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Caritoro IIT.

Relazioni fra i vari gruppi I' (X). — Influenza su questi
della struttura dell’equazione a cui soddisfa un nu-

mero 4 generatore del corpo.

2]1. Data una forma X coordinata a una certa classe X
di ideali equivalenti, & perfettamente individuato il gruppo
di sostituzioni I, sui suoi iperpiani, che abbiamo chiamato
associato alla classe K(n. 20). Abbiamo poi visto (n. 14) che

&
t,)

per una sostituzione S di questo gruppo, S= (u(‘) >,le for-

me lineari ' componenti la X si scambiavano tra loro

come gli n coniugati 9 nella sostituzione
9 9¢ )
S = ({q}((s) )) = (ﬂ/‘)) s=1,2,...n

ove abbiamo indicato con ¢(9®) = 9%’ la funzione razionale
per cui si esprime $ ‘s’ per mezzo di 3¢ (essendo H ‘s> =H").
Invece delle sostituzioni S considereremo allora d’ora innanzi
le 3, potendosi sempre passare dalle une alle altre cam-
biando semplicemente il nome delle lettere ™ in 9@ o vi-
ceversa; e considereremo il gruppo I', delle ¥ come addi-
rittura identico al gruppo I, delle S.

Se allora per la forma X, coordinata alla classe K, esiste
una sostituzione 3 del gruppo I',(X) che porti, p.es., la
la lettera 9 nella 9“.’ (una sostituzione S che porti la for-
ma u® nella u“s’), dovranno, per cid che s’é visto, coinci-

3
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dere i due corpi H” e H's, ciod essere eguali (e quindi
anche equivalenti) i due ideali principali O e O*+. Esistera
allora certamente (n. 14) una sostituzione S’ del gruppo
T, (K,), associato alla classe K, degli ideali principali, che
portera la forma lineare #,” di una forma X, decomponi-

bile, coordinata alla classe K,, nella forma u,*:’, e quindi

anche una sostituzione ¥’ del gruppo T, (K;) che porti la
lettera 9 nella 9“s). Ma essendo sempre 9“2=q(9"") questa
sostituzione ¥’ sard ancora data da

, ﬁ(l‘) ﬁ(‘\‘
Y = ({}(8) ) e (%Es) )) s—=1,2,....n

e coincidera dunque colla X del gruppo T, (K), precedente-
mente considerata. Si ha cosl che ogni sostituzione = di
un gruppo I',(K), associato alla classe K, & anche una so-
stituzione del gruppo I'»,(K,), cioé:

I gruppi I', (K), associati alle varie classi K di ideali, sono
tutti sottogruppi del gruppo T, (K), associato alla classe K,
degli ideali principali.

Si ha di qui una nuova dimostrazione della proprieta
del n. 17, che l'ordine v di I')(K) & sempre un divisore

dell’ordine v, di I'v,(K,), per un noto teorema sui sottogguppi
di un gruppo.’

Si ha inoltre che,,per 1’espressione stessa delle X, in-
dipendente dalla classe K e dipendente soltanto dalle fun-
zioni razionali ¢, due sostituzioni = e X', anche di gruppi
associati a classi diverse I'(K) e I' (K') rispettivamente, che
portino ambedue una lettera 9% in un’altra 9*s), necessa-
riamente coincidono.

! BiancHI. « Gruppi di sostituzioni », § 7, pag. 16.
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22, Siano ora

Ay, Ayl A,
Azn Az?a ----- sz
Aury Apoyennn 4y,

gli h gruppi, contenenti ognuno v ideali equivalenti, in
cui si distribuiscono gli n=—"hv ideali coniugati di 4=4,,.
Sara allora, indicando con ;. un numero generatore del
corpo H,, contenente 4,, e cambiando, se occorre, le de-

nominazioni delle &

‘ =g, (O,) g T=q. W0y .. ... P =¢q: (}1)
1 ¥, =q. () ) Ue=0q, (%) ... ... ﬁh,ez gy (Pur)
( ty,=¢,(On) ( Uy =q,(%y) ... .. By =¢,(01,)

Dato 8, esistera infatti una sostituzione ¥, di T, la

©®
quale portera ¥y, in By, ma 9, =g, (§,) dunque X, = <g,s()\‘} )

e allora anche ¢, (8,),....9.(%,,) saranno delle nuove ¥, ap-
partenenti alla 2*,....h*™ verticale, che indicheremo con

&, ,0... %y, rispettivamente. In generale dunque

2) ﬂ"‘ - Qr (ﬁa!) .

Consideriamo ora una risolvente di Galois dell’equa-
zione irriducibile a cui soddisfano le ¥, e sia » una sua
radice. Tutte le ¥ saranno esprimibili razionalmente per

essa e si avrad quindi

3) B, = fu (v)
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o sostituendo nella 2)
4) ﬁ:r: Qr(fn(v));

ma v & una funzione razionale delle n quantitd 9, e se in
questa equazione 4) facciamo sulle ¥ una sostituzione g del
gruppo di Galois, I'equazione stessa, per un noto teorema,’
restera ancora soddisfatta. Siano allora ¥, e ¥, le lettere
in cui g porta ¥, e ¥, rispettivamente; eseguendo allora

la ¢ nell’equazione 3) si avra, per il medesimo teorema

Vo= fn (vy)
e nella 4)

¥o=q(ful) ¥, =g O

e quindi anche 9, e ¥, apparterranno a una medesima ver-
ticale del quadro 1), poiché applicando la funzione razio-

nale ¢, si passa da una lettera ¥ alla lettera in cui essa &

portata dalla Z,:(%:(ﬁ“)) e quindi a una lettera della

medesima verticale.

Si ha dunque che una qualunque sostituzione g del
gruppo di Galois porta due lettere 9, e ¥, di una mede-
sima verticale del quadro 1) in altre due lettere pure di
una medesima verticale. Ma allora queste & verticali, ognuna
di v lettere, formano dei sistemi d’imprimitivita per il gruppo
Gy di Galois. Dunque:

Se in un corpo H(3) di grado m esiste una classe K di
ideali A equivalenti a cui & associato un gruppo I',(K) con
1 <v<n, il gruppo di Galois Gy per Uequazione irriducibile
F(x)=0 a cui soddisfano & e ¢ suoi coniugati & imprimitivo,

1 BiancHr. « Grappi di sostituzioni», § 62, pag. 144,
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e se sono A, , Au,.... 4, (=1,2,...R) gli h gruppi di ideali
equivalenti in cui si distribuiscono gli n coniugati di 4 —=A,,,
saranno precisamente ¥, , O,,.... 0, (6=1,2,...h) gli h si-
stemi d’ imprimitivita in cui si distribuiscono le n lettere 3,,.
Segue di quil! che l’equazione F'(x) =0 si ottiene eli-

minando y da due altre equazioni

b) oW =y"+cy'+....+Fcy+c=0
6) Syt 8.y +3,(y)=0

dove le ¢, (i=1,2,...h) sono convenienti costanti razionali,
e le §,(y) r=1,2,...v) convenienti funzioni razionali di y
a coefficienti pure razionali; cioé ¢l corpo H(¥) puod pensarsi
come un corpo relativo,? di grado relativo v rispetto al corpo

di grado h generato da una certa radice della b).

Inoltre le varie equaziori 6), che si hanno sostituendo a
y le h radici y, della b), sono tutte normali, poiché le v ra-
diei 9., 9,4,-..%,, di un medesimo sistema d’imprimitivita

sono tutte esprimibili razionalmente 1’una per 1’altra.

23. Osserviamo infine che se la forma X & coordinata

a certe classi di ideali

A=A, A,,...... A,

ove &
— ¢
A,, = ((lg") ) ag"), creean a,,”),

! BIANCHI. « Gruppi di sostituzioni, ecc. », § 71, pag. 161.
* HiLBERT. Op. cit., parte 13, cap. 50, pag. 208.
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sara
1 tr tr
X = M I, (o &, + o @y 4+ ... ol @)

1 1

Ma il secondo prodotto & un polinomio nelle a, i cui
coefficienti sono evidentemente funzioni simmetriche delle
Oy Fayer.r ¥y,  quindi esprimibili razionalmente pei coef-
ficienti dell’equazione 6) del n. 22, ciod per y,, se questa
& la radice della b) corrispondente al sistema d’imprimiti-
vita ¥, Yea,ye...Vy. Si ha dunque che

La forma X, a cui & associato il gruppo T',, moltiplicata
per un conveniente numero intero N(A), si decompone nel pro-
dotto di altre h forme, ognuna di grado v, con coefficienti
intert appartenenti ai corpi di grado h generate dalle radici
della b), e tali che ciascuna é trasformata separatamente in
s& da tutte le sostituzioni di G, a meno di un fattore di pro-
porzionalitd o,, o,,...0,,, appartenente al medesimo corpo

di grado h, che vedremo in seguito (n. 32) essere proprio
un’unita v, del corpo.

24. Consideriamo ora quel sottogruppo G, del gruppo
di Galois Gy le cui sostituzioni y lasciano fissa .
Ricordiamo che

1) Oy = fu (v)
Yy, = q. ({}11)

ciod

2)

ﬁllr: Qr (fll (’U)).

Eseguendo nella 1) una qualsiasi sostituzione del gruppo

di Galois, essa, per il"solito teorema, restera sempre veri-
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ficata; se in particolare questa sostituzione & una y del

sottogruppo @, si avra ancora
Uy = fu (vy)-

Eseguendo la y nella 2), e indicando con ¥, la lettera

in cui y porta ¥, si avra

ﬁ,lr = QT (f‘ll (UT))
Vi = ¢, (Oy) = Oy,

Si ha ciod che tutte le sostituzioni y del gruppo di Galois
che lasciano fissa Oy, lasciano fisse anche tutte le altre lettere
9, (r=1,2,...v) del medesimo sistema d’imprimitivita. Dunque
@G.., essendo ¥, assolutamente qualunque fra le D11y Figyees Oy,
¢ il sottogruppo numerico non della sola ¥,,, ma anche di
Dyggeneety.

Distribuiamo ora nel solito modo le sostituzioni del

gruppo di Galois Gy nel quadro

Yis Yoo eeVm
Y192 YaG2eeVm G2
3) e e

Ylg#7 Yﬂg,u)""ymgft

essendo N —=mp. Osserviamo che due sostituzioni g e ¢
di Gy che portino ambedue @&, nella medesima lettera si
trovano in una medesima orizzontale che indicheremo con
Gn g.; se & infatti g—yg,, essendo ¢’ ¢ una sostituzione y’
di G., ¢'g' =¥, sard ¢’ = v g, da cui segue che anche
9 =Y vg. appartiene all’orizzontale G, g.. Essendo d’altra
parte Gy transitivo, ne segue che le orizzontali saranno
precisamente in numero di 2, e le potremo quindi indicare
con Gy, (=1,2,...h,r=1,2,...v), essendo g, una qual-

siasi sostituzione che porti &, in 9.
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1l sottogruppo @,, di Gy che lascia fisso il primo si-
stema d’imprimitivitd sard allora dato dalle sostituzioni di

4:) Gm, Gmgm,'n-Gme

e G, sard invariante in @,, poiché, se y & di G,, anche
9it ¥ 91y lasciando fisso 9,,, & ancora una sostituzione di G,.
Riprendiamo ora la 2)

2 %, =¢ (fu(®) ove
1) fu @) =9, .
Dalla 1) si avra ancora
B = fu (o)

e anche
{}lf — ﬁl (V‘fg“.) ﬁfr — f.ll (Vrgzr)

ciod fi, assume lo stesso valore 9, per le v corrispondenti

a sostituzioni yg¢, di una medesima orizzontale del quadro
3) e sostituendo nella 2)

fiu (Vo) = g, (fu (’U\f) ).

Eseguiamo ora in questa equazione una qualunque so-
stituzione yg, del gruppo di Galois; sard

fu (Vygurgw = q. (fiu(Vraga)
3 M 3 q'r (ﬁc) > :
da cul si vede che se ¢ =, — 9 una sostituzione del
gruppo T',(K), le lettere si scambiano per la =, come le oriz-
zontali del quadro 3) quando si moltiplichino a sinistra tutte
le loro sostituzioni per ¢, o altra sostituzione v g, della me-

. . Al .
desima orizzontale. K da osservare che qualunque sia la so-

stituzione y di @, la yg. Yg. appartiene sempre alla me-
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desima orizzontale, essendo g,, permutabile col gruppo @,
e quindi
YIrY e =YY 91 G1e =Y Jir Gs

Abbiamo cosl visto come, dato il gruppo di Galois del-
Iequazione a cui soddisfano le ¥, sia possibile costruire

il gruppo T',(X).

25. Consideriamo il gruppo G,, di Gy che lascia fisso
il primo sistema d’imprimitivita, e delle sostituzioni di
questo sottogruppo consideriamo solo le parti che operano
sulle ¥,;, 0,,... &, che formeranno altre sostituzioni (g) su
queste sole v lettere.

Ogni insieme di 4) del numero precedente dara allora
evidentemente origine a una sola sostituzione (g,,), poiché
tutto il sottogruppo @, da origine alla sola identita.

Questo nuovo gruppo (G) delle (g), che, per un noto teorema,!
¢ appunto il gruppo di Galois per U equazione 6) del n. 22
quando al campo di razionalita si sia aggiunta la radice y,,
della 5) corrispondente al primo sistema d’imprimitivitd, sara
dunque costituito dalle v sostituzioni (g¢,,), (r =1,2,...v).

Che il gruppo di Galois della 6) fosse d’ordine v si po-
teva del resto prevedere dal fatto che la 6) stessa & un’equa-
zione normale, essendo ¥, =g¢q, (V) (r=1,2,...v).

In quest’equazione

1) Oy, = 9, (ﬂu)

potremo, per il solito teorema, eseguire una qualsiasi sosti-
tuzione (g,,) senza che 1’equazione stessa cessi di essere

! Biancur. Op. cit., § 71, pag. 161.
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verificata, con che ¥, andra in ¥',, e sara
~ Vi, =q, (8,,).

Ma &), & 1a lettera in cui 9, & portata dalla sostituzione
(¢1,) (g:.)- Si ha dunque che se nella 1) si sostituisce a ¥,
un’altra lettera 9,,, a cui corrisponda una sostituzione (g,,)
che porti 9,, in 9,,, ottengo nel primo membro la lettera
¥, corrispondente alla sostituzione (g,) (¢.,). Si pud dun-

que dire che per la sostituzione ¥,— (lq(},(ﬁ,)) le lettere for-

manti il primo sistema d’ imprimitivitd Oy, Fyee. Fpyyeee By
si cambiano fra loro come le sostituzioni corrispondenti
(9..) nella sostituzione

S :< (@) (@)« oo+ (G1) (Gra)eenes (g) (94) )

Si pud cosi a ogni sostituzione =, sulle &,,....9,, far
corrispondere una sostituzione S, e quindi una (g,,) e vice-
versa; e si pud quindi stabilire fra il gruppo T, (K) delle
3. e il gruppo di Galois (G,) per U equazione normale (6) una
corrispondenza biunivoca che & evidentemente d’isomorfismo
oloedrico. Si pud percid anche dire che i due gruppi T',(K)
e (G,), astrattamente considerati, sono identici.

26. Siano I',(K) e I',(K’) due gruppi di sostituzioni
associati alle due classi X e K’ rispettivamente, e suppo-
niamo inoltre che I',(K) contenga come sottogruppo TI',, (K');
quindi intanto v—=F%+v". Ordiniamo allora le v radici dell’e-
quazione 6) del n. 22, corrispondente al gruppo I',(K) in
modo simile a quello del n. 22, cioé mettendo in una me-
desima verticale le v/ radici 9, Ouy... Voo (6=1,2,...%)
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scambiate fra loro dalle v’ sostituzioni ¥',— (g") = (%'(ﬁ”)
del gruppo T, (K'). '
Se &
ﬁzr = q;- (ﬁil)

questa equazione sara ancora verificata eseguendovi una
qualsiasi sostituzione (g) del gruppo (&,) di Galois che por-
tera 9, in ¥, e ¥, in ¥,,, ciod

ﬂ/lr - q" (ﬁ,“)

da cui si vede che anche ¥, e ¥, apparterranno a una
medesima verticale. Quindi se v'< v, il gruppo di Galois (G,)
per Uequazione 6) sard ancora imprimitivo e saranno 3,;, 9,,... 9.,
(i=1,2,..k) ¢ k sistemi d’imprimitivitd in cui si distribui-

scono le radici. 1. equazione stessa
1) ® 0, (y) & . B (y) @ 49, (y) =0
si otterrd poi eliminando z da due altre equazioni

2) FCypt .. . Cuyz+ C(y) =0
8) @ +p e+ AP (4 2), 2 p, (1,2) =0.

Osserviamo inoltre che se 3 & una sostituzione di T,
che lascia fisso un sistema d’imprimitivita, per es. il primo,
essa porterda ad es. &, in ¥, (r=1,2,...v), sard quindi
(n. 21) una sostituzione =’ di I e lascerad percio fissi anche
tutti gli altri sistemi d’imprimitivitd. Segue di qui che tra-
sformando una sostituzione X’ di IV con un’altra sostitu-
zione v di I, si avra sempre una sostituzione ¥” di IV poiché
3" lascia fisso il sistema d’imprimitivita in cui tv trasporta

il primo e quindi anche tutti gli altri.
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Se dunque un gruppo T',(K), associato a wuna classe K,
contiene un altro gruppo T, (K') associato alla classe K, questo
& invariante in T, (K).

Corrispondentemente si ha che il gruppo (G,) per 1’equa-
zione 1), in isomorfismo oloedrico con T',(K), conterrd co-
me invariante i1 sottogruppo (G’,), corrispondente a I", (K'),
che lascia fissi tutti i sistemi d’imprimitd 8, 9u,... 0
(¢=1,2,...k) e percid non solo sard normale I’ equazione 3)
(essendo ¥,,= ¢.(V.,), ma anche U equazione 2) avra un gruppo

di Galois proprio d’ordine k, perché uguale al gruppo com-
(G,)

plementare G e sara quindi anch’essa normale.
N

In particolare si ha che non solo i gruppi I',(K) sono
tutti sottogruppi di T, (K,) (n.21) ma, se & v v, essi sono
sottogruppi invarianti di T, (K,).

27. Osserviamo che se un ideale M= (f,(D), B,(®),... f.(1))
6 un moltiplicatore dell’ideale 4 — (o, (§), o, (9),... a, (3)), an-
che un qualsiasi suo coniugato M = (, (§¢),.... B, (B¢)) sara
un moltiplicatore del corrispondente 4= (a,(H*),... 0, (0)).
Infatti I’ideale AM & per ipotesi, un ideale principale (y);
quindi un suo qualunque numero Zg Ay () o, (3) B (§) si po-
tra sempre porre sotto la forma y (9)E(¥) (essendo Ay e
interi algebrici del corpo) cioé

S ha (8) o (8) Bi (9) = v (H) E (D)

e cambiando, com’ & permesso ¥ in ¥

B b (B) @, (87) B () = v (™) E ()

che dimostra 1’asserto.
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Siano ora

1) Ay, Ay,.... A,

i v ideali coniugati equivalenti, appartenenti a una certa

classe K,, e
2) Ml) M.’y-"'Mv

i corrispondenti moltiplicatori coniugati. Sara, per cid che
abbiamo visto

4, M, = (Yer)y A, M, — (Yil)z v A, M, = (v,).

Ma tutti gli 4,, (r=1,2,...v) sono fra loro equivalenti,
se quindi 4,,, M, & un ideale principale, saranno anche
A, M, (r=1,2,...v) tanti altri ideal. principali; da cui
segue che non solo M,, ma anche M, & un ideale moltiplicatore
di 4, e M, risulta quindi equivalente a M, (r—=1,2,...v).
Si ha dunque che se i v ideali coniugati 1) sono fra loro
equivalenti, anche i v ideali coniugati 2) saranno fra loro
equivalenti, e siccome la considerazione & perfettamente in-
vertibile si ha in conclusione che se i conjugati di A —=A4,,
st distribuiscono nelle h classi K, di ideali equivalenti

7

Auy Aoy Ay i=1,2,.0h h=--

i rispettivi moltiplicatori M, si distribuiranno nelle altre h

classi K,
Myy My,.... M,

e sara K, K/ —K,, la classe degli ideali principali, e K/ =K'

A una qualunque di queste classi K, sara allora asso-
clato un certo gruppo I',(K) di sostituzioni =, sulle &,,
perfettamente individuate quando si sappia in quale lettera
U, esse portino una certa lettera fissa ¥,, e ricordiamo a
questo proposito che le sostituzioni =, del gruppo I, (K))
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scambiano tra loro le ¥, (»=1,2,....v) corrispondenti ai
v ideali coniugati di una medesima classe K,. Alla classe
K, che contiene gli ideali coniugati 2) sarad allora associato
T, (K7 le cui sostituzioni X', dovranno pure portare 9, in
un’altra lettera 9, del medesimo gruppo 9., .,...0,;
d’altra parte (n.21) due sostituzioni ¥, e ¥, che portino
ambedue una medesima lettera &,, in un’altra ¥, necessa-
riamente coincidono, quindi ¢ due gruppi I',(K) e I',(K})
associati a classi inverse sono eguali, poiché ogni sostituzione

3, dell’uno & anche una sostituzione 3, dell’altro, e vi-
ceversa.

28. Siano ora [, (K) e I',(K’) due gruppi associati a
classi K e K’ rispettivamente di un medesimo corpo, e
siano

1) Ay, Ay, Ay,

v ideall coniugati equivalenti contenuti in K e

2) B117B121"'Blv’7

v' ideali coniugati equivalenti contenuti in K'. Supponiamo
che i due gruppi T',(K) e T', (K) abbiano in comune oltre
1’identitd anche altre sostituzioni V, che formeranno un
sottogruppo I', contenuto tanto in T (K) che in I'(K).
Consideriamo allora una di queste sostituzioni V, di I‘#;
essa portera ad es. ¥, in un altra lettera 9,, che, appar-
tenendo V, a T,(K), dovra corrispondere a un certo ideale
4,, del gruppo 1), e appartenendo V, anche a I', (K’) dovra
anche corrispondere a un ideale B,, del gruppo 2). D’altra
parte & chiaro che 1’ideale 4,, B,,, equivalente ad A4,, B,
@ anche un coniugato di questo i cui numeri si ottengono
semplicemente sostituendo ©,, a ¥, nelle espressioni che
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danno i numeri di 4,, B,, in funzione di 9¥,,. Contenendo dun-
que la classe prodotto K K' i due ideali coniugati equiva-
lenti 4,, B,, corrispondenti a ¥, e 4,,B,,, corrispondente
a 9, esisterd certo una sostituzione del gruppo I'(K K) che
portera 9, in 9,,, la quale sostituzione dovra quindi, per
il solito teorema del n. 21, coincidere precisamente colla V..

Si ha cosi che il gruppo T (K K'), associato alla classe
prodotto di due altre classi, contiene necessariamente il sotto-
gruppo T, delle sostituzioni V, comuni ai due gruppi I' (K)
e I' (K).

Esso non pud invece contenere le sostituzioni Z, di I' (K)
che non appartengono a I'(K'); se infatti Z, porta ¥, in Oy,
a cui corrispondono ‘gli ideali A4,, e B,,, si ha che 4, &
equivalente ad 4,  ma B, non & equivalente a B,, quindi
4, B, non & equivalente al coniugato A4, B,, e non puod
percid esistere in I' (KK’) una sostituzione (Z,) che porti
¥y in 9. Analogamente si vede che I'(KK’) non pud con-
tenere sostituzioni di T' (K') che non siano anche di T'(K),
e in conclusione si ha che:

11 gruppo I' (KK') conterra certamente le sostituzioni comunt
a T'(K) e T'(K"), e eventualmente ne conterrd altre che non po-

tranno perd appartenere né a I'(K) né a I'(K).

29. Consideriamo ora le potenze di una classe K. Appli-
cando i risultati precedenti col fare K—K’ si ha allora
che il gruppo T'(K?*) contiene I'(K) e eventualmente altre
sostituzioni; cost pure T (K?)....T'(K™) conterranno tutti il
gruppo T (K) e eventualmente altre sostituzioni. Dimostriamo
perd che il primo gruppo T'(K?) della successione

'), I'gy,...T'(E&E™....
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che contenga altre sostituzioni oltre quelle di I'(K), & necessa-
-riamente associato a una potenza K' di K con esponente t
equale a un divisore del periodo o di K stessa (ciod del mi-
nimo numero a >0 per cui sia K*=K,).

Dividendo infatti a per £ si abbia
a=tq-}+r con O< o <¢.

Facciamo ora la potenza (g-}1)*=¢ di K*; ad essa sara
associato un gruppo I'[(k%**'] che conterrd certamente, per

cid che s’¢ visto, I'(K") e quindi altre sostituzioni oltre
quelle di T'(K). Ma &

(Ki)q+1: Ktq+t: Ktq+r+(t»r):Ktq+r' Kt-r

da cui, essendo a=tq -+ il periodo di K,

(K = K*,

Se dunque # non fosse 0, {— sarebbe un esponente
minore di £ per il quale si avrebbe che I' (K*") =T [(K")**]

conterrebbe altre sostituzioni oltre quelle di I'(K) il che &
assurdo per l'ipotesi fatta che ¢ sia il minimo.
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Caritoro IV.

Ulteriori qualitd del gruppo automorfo G.

30. Consideriamo un unita & del corpo He iv ideali co-

niugati di una medesima classe I
Ay, Ay, 4,

con A, = (", af'”y...al’). Questi v ideali coniugati ap-

partengono tutti al medesimo corpo di &; avremo percio

1 gaf” = Y, e af” =1,2,...n

essendo le e’ interi razionali e il determinante |eff’]=-1;
anzi se & v, il numero dei corpi H coningati eguali, ciod

H=H,—=H,—.......—=H,,

= H,,—=Hy=.......— H,

e 6 o o s 8 4 s+ e s 8 e & s e e e

:Hﬂ, 1:1’1’\,_(,7 9 :"":HE,V
v v v

avremo precisamente v, sistemi di equazioni del tipo 1) e
ciod
2) saf” = ¥, e oft k=1,2,...n

v
r=1,2,...v t::l,2,...i

a cui corrisponderanno le v, sostituzioni lineari

3) X, =X, e Y
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che apparterranno tutte al sottogruppo G, del gruppo au-
1
tomorfo G, della forma X:l\_TT) I, (uf? o, ...+ ol @)
L«
poiché lasciano fisso I’iperpianv u,=—=0 della forma stessa
(n. 11).
Di queste v, sostituzioni noi consideriamo perd solo le
v che si hanno facendo nelle 8) ¢ ==1, che indicheremo per
brevitd con E,, E,,... E,, e che si oltengono mediante le 2)

dalle basi degli ideali equivalenti

Ayy Ayl 4,

rispettivamente. Si vede dunque che per ogni unita e del
corpo e per ogni classe K di ideali a cui sia coordinata una
certa forma X, risultano pienamente determinate v sostitu-
zioni E, del sottogruppo G,, corrispondente ognuna a uno
A,, dei v ideali coniugati equivalenti di K; e queste sosti-

tuzioni sono certamente tutte differenti fra loro se ¢ & di
grado n

31. Distribuiamo ora le sostituzioni del gruppo auto-
morfo Gy nel quadro

G, G T,.... & T.,... G, T

v

essendo @,, come al solito il sottogruppo delle sostituzioni
provenienti dalle unita e che lasciano quindi in sé tutti gli
iperpiani della forma X, ed essendo invece T,(r=2, 3...v)
una qualsiasi sostituzione di Gy, che porti 1’ iperpiano
Uy =o'V ¢, 4 a3 ¢, 4~ al' @, =0 nell’iperpiano equivalente
oy, = of'” @, + o) @y 4 oV 2, = 0.

Se la sostituzione T, & data da

1) x, = ay Y
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si avrad allora, per l'ipotesi fatta che T, porti #,,—0 in
ulr:O
2) Xay o™ =oco k=1,2,.n

e moltiplicando ambo i membri per &

3) NaP a™e =oca”e k—=1,2,...n.
»

Ma per le 2) del numero precedente si ha
Ba?l) — E;, e{lil) a{ll}
gof” =3, e o'
e sostituendo nelle 3)
Sa 6% eV afV = o 5, e o,
Per le 2) & perd
(1?) (r) 11)
oo’ =3 a3 o
con che le 4) diventano
Ta ol eV o' = FTa el a,® oY
e scambiando nel secondo membro ¢ con A
Ta ol el ofV = %4 i” aff o'
da cui si ha, essendo le o"¥ (A=1,2,...n) indipendenti

5) T ap o) = T i a7

Ma il primo membro non & altro che il coefficiente ¢,
della sostituzione E, T.

o =Ny e af = Ty o Y

il secondo membro & il coefficiente c¢’; della sostituzione
T, E,
Ly = 2 Cax Y
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dunque le equazioni 5) ci dicono che & sempre

E T = T, E,

o anche e
E=T'E T,.

Si ha cioé che una sostituzione T, del gruppo automorfo
G, che porti Uiperpiano w,, in w,, trasforma una sostituzione
E, di @G., corrispondente all’ideale A, mella sostituzione E,,
pure di G,, corrispondente all’ideale A,,.

Vediamo in quale sostituzione E, la T, trasforma un’altra
qualsiasi E,. Essendo intanto

E,=TET,
sara
Es' — T:l Es Tr — (Ts Tr)—lEl (Ts Tr)

e se E, corrisponde all’ideale 4,,, T, T, dovra dunque por-
tare 1’iperpiano u,, nell’iperpiano u,,. Ma T, porta u, in
w,,, T, T, portera quindi w, in quell’iperpiano in cui 7,
porta u,,, che dovra dunque essere proprio u,,. Si ha cosi
in generale che se la sostituzione T, porta U iperpiano w,, in
., essa trasforma la E, nella E,, o in altre parole.
Trasformando le v sostituzioni E,, E,,... E, mediante la
T.,, queste sostituzioni si scambiano fra loro nello stesso modo

con cui T, scambia fra loro i v iperpiani w, ... u, e con cui

g(ﬂu)) del gruppo T, (K) scambia fra

loro le v lettere 9,,, B,,... Oy

la sostituzione 3, — <

Se ¢ & di grado n e T, non appartiene a ¢,, ma porta
%, in w,,, si ha dunque

E, =T ET,

ed essendo E, == E, (numero precedente) si ha cosi che la
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E, non & commutabile colla T,, poiché altrimenti dovrebbe
essere T 'E, T.— E,. Vediamo dunque che

Le sostituziont di G, corrispondenti a un unitd di grado
n non sono commutabili altro che colle sostituzioni di G, stesso.

Abbiamo cosl visto in quali sostituzioni le altre sosti-
tuzioni di G, trasformino quelle di G,; & inoltre chiaro
che non solo @, contiene come invariante il sottogruppo
G, (N.12) ma se il corpo contiene un’unitd e di grado n, Gx é
il pitv ampio gruppo che goda di tale proprietd, ciod ogni
sostituzione T' che trasformi wna qualsiasi sostituzione di G,
in un altra sostituzione, pure di G, deve necessariamente ap-
partenere a (f,. Sia infatti ¥ la forma equivalente in cui T'
porta la X; e E una sostituzione di @, corrispondente a
un’unita ¢ di grado n. T-'ET sara allora evidentemente
una sostituzione del sottogruppo G', del nuovo gruppo au-
tomorfo G,; d’altra parte essa &, per ipotesi, una sostitu-

zione di &,, dunque (N. 8) X=--Y, cioé T appartiene a G,.

32. Avevamo visto al n. 10 che per una sostituzione
T di G, che non fosse di G,, doveva aversi, indicando con
¢ 1 coefficienti della T, con %’ la nuova forma ¥, B’ ¥, =

=Ycpy, e con u's la vecchia forma in cui u™ & por-
tata da T

u(“:o"u”s) 321,2,...11

e abbiamo anche visto che, essendo o¢,, 0,,...0, » numeri co-
niugati, doveva aversi necessariamente N(o,) = + 1. Sup-
poniamo ora che sia v il periodo della sostituzione S secondo
cui si scambiano gli iperpiani della X =0 in seguito alla T}

Dovra allora aversi, indicando con

(thyy Uyye. )
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un ciclo della S,

U, = 6, Uy
Uy == 0, Us
Uy == Oy Ug

U == O Uy.

La v potenza di T lascera fissi tutti questi iperpiani,
e sara perci0 una sostituzione E di G, corrispondente a
una certa unita 7 del corpo, e, indicando con gli apici le

forme che si ottengono dalle antiche dopo eseguita la 17,
dovra evidentemente aversi

W= 0,03.0...0.U

U,y == 0y 05.....070; U

[ A
Ur == 0r0;0y.0.0.0p; Ug

da cui segue che sard 1 =—=o¢,0,...0, ©

’

w,—=mnu, r=1,2,....1.
Se & allora

U, = T; a” x;

si avra quindi, indicando con ¢’ i coefficienti della 7'

1) TP P =y k=1,2,....n
Z C(T) a/_r)
_ 2l
2) T]—T.- 1":1,2,...17
X

da cui si vede che n & di grado inferiore o uguale a %,
essendo per la 2) n,=mn,=.....=n,. Dunque I’equazione
di grado m a cui soddisfa n (n. 2)
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% (
cy—mn, ¢y
(" 7 Z
sy e’ —m,y e Co
B(n)"_.— =0
7 L
iy ey Col—m

& certo riducibile, anzi il determinante D(v) dovra avere
una caratteristica <<m —t, poiché tutti i t sistemi o
(ti=1,2,...n, »=1,2,...1) sono soluzioni del medesimo
sistema lineare omogeneo 1). Siccome quel che si & detto
per il ciclo (u,,%,,...u;) vale poi evidentemente anche per
tutti gli altri cicli, pure d’ordine v (n.12), in cui si decom-
pone la S si ha in conclusione che gli » coniugati di n
sono certo t a v eguali e quindi che i/ prodotto n delle < o,
corrispondenti a un medesimo ciclo della S é in ogni caso un

unita di grado uguale a un divisore di — .
T

Se inoltre SONO (g, Uyyees Usr) oot (U oY
=

v geesty )
—;F,‘l T—,'r

i Tcwh della S che scambiano fra i loro i v iperpiani
coniugati equivalenti u, della forma X, essendo o, Gy,....

0 =", un’unitd sard anche

(Ouy Gigyeee Gir) (GayeseOor)eren (63 2 Oy ... 0'_11):7117]2“-7]
=

v
T

un’altra unita.

33. Finora abbiamo considerato sostituzioni lineari in-
tere con coefficienti c; tali che il determinante |c;] fosse
uguale a1, e abbiamo studiato quelle di tali sostituzioni
che lasciano X in s& o la cambiano nell’eguale e contraria.
Se ci limitiamo invece a considerare soltanto quelle di tali
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sostituzioni che lasciano X in s&, dovrd aversi, invece della

8) del n. 10
01y Ogyeer 6, = 1

cioé N (o) = -+ 1.-Se nel corpo esiste allora un’unita & di
norma —1 & evidente che per ogni sostituzione S sugli
iperpiani della X del gruppo I', esistera ancora una sostitu-
zione T di Gy che trasformi X in - X e scambi gli iperpiani
secondo la S; se infatti a una sostituzione 7", certamente
esistente, del gruppo automorfo Gy, corrisponde in T, la §,
ma 7" porta la X in — X, basterd prendere T'==ET", ove
E indica la sostituzione di G, corrispondente a &, e si avra
auncora una sostituzione che scambia gli iperpiani secondo
la S e porta X in - X. Se invece tutte le unita del corpo
sono di norma positiva, ed esistono sostituzioni T, di Gy
che portano X in —X non esistera, nel sottogruppo G
delle sostituzioni che portano X in -} X, nessuna sostitu-
zione T, che scambi ancora gli iperpiani della X come la
T altrimenti si avrebbe infatti che la 7. T;' sarebbe una
sostituzione di @,, corrispondente a un’unita e, che porta
X in —X, ed essendo in questo caso o,=—=¢, si avrebbe g, g,...
g,—=—1, cioe N(¢)=—1 contro 1’ipotesi. Potremo allgra
ordinare le sostituzioni di Gy che portano X in - X nel
modo solito

A queste sostituzioni di G, corrispondera allora in T,
uu certo sottograppo T', di sostituzioni S; e moltiplicando
queste sostituzioni di G per una sostituzione 7' di G che
non sia di Gy che ciod porti X in — X, avremo poi eviden-

temente tutte le sostituzioni di Gy che portano X in —X,
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alle quali corrisponderanno in I, le sostituzioni che si ot-
tengono moltiplicando quelle di I', per la sostituzione 7"
corrispondente a 7. Si ha cosi che tanto G che T, saranno
due sottogruppi d’indice 2, evidentemente invarianti, dei gruppi
Gy e T, rispettivamente, da cui v—=2 p. ‘

Essendo allora I', il gruppo di Galois per l’equazioné
6) del n. 22 si ha quindi che mediante I’ estrazione di un
radicale quadratico ' potremo abbassare questo gruppo al sot-
togruppo invariante I',, e siccome questo scambia tra loro
i iperpiani della X appartenenti a un medesimo gruppo

di iperpiani w, (r=1,2,... u) equivalenti in senso stretto
(cioé tali che sia #,—ou,., ¢ N(c)=-1) si ha ancora, come

al n. 22, che la forma X si decompone nel prodotto di 2
m

frrme, ognuna di grado u, i cui coefficienti, essendo fun-

zioni delle 9, (#=1,2,... n) invarianti per le sostituzioni
di T, appartengono ai corpi di grado A generati dai radi-
w

cali quadratici estratti, portanti, pel n. 22, su quantita ap-

n n

partenenti a corpi di grado A= - = o

n e
Inoltre queste m forme sono, per le sostituzioni di Gy,

trasformate ciascuna separatamente in sé medesima, a meno
di un fattore di proporzionalita oy, 0u,... 0, che & eviden-

temente un’unita del corpo.

34. Se il gruppo Gy delle sostituzioni che portano X
in 4 X contenesse poi anche sostituzioni con coefficienti

! BraNcHI, « Gruppi di sostituzioni», ecc.
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Ca, tall che |c,]—=—1, e se fosse I', il gruppo corrispon-
dente delle sostituzioni sugli iperpiani si vedrebbe, in modo
perfettamente analogo che il sottogruppo G'x delle sostitu-
zioni con determinante 41, e il sottogruppo IV, corrispondente,
sarebbero ambedue due sottogruppi invarianti d’indice 2 in Z}‘x
e T, rispettivamente, e sarebbe quindi possibile, mediante
I'estrazione di un ulteriore radicale quadratico, abbassare
ancora il gruppo di Galois I, al suo sottogruppo I',.




