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A. SIGNORINI

R —

SULLA TEORIA ANALITICA

DEI

Penomeni lominost nei mezzi existallini uniassie

e e ——






La teoria matematica dei fenomeni luminosi nei mezzi trasparenti
omogenei anisotropi non ha al giorno d’oggi che un ben mediocre
sviluppo, perché fino a pochi anni fa nessuna delle formole che
servono di fondamento alla corrispondente teoria nei mezzi isotropi
— se si eccettuano quelle relative al caso di una propagazione di
onde luminose piane — era stata convenientemente estesa sia pure
al solo caso dei mezzi uniassici. Come & noto 1), le formole date
dalla Kowalevsky 2) come estensione della nota formola di Poisson %)
relativa all’integrazione dell’equazione

o
[ 2 ” v
T

non corrispondono allo scopo pel quale sono state trovate e gl’in-
tegrali delle equazioni di Lam¢ che portano il nome di Lamé stesso 4)
non risultano adatti a rappresentare le vibrazioni luminose di un
mezzo birifrangente dovute alla presenza di un unico punto lu-
minoso.

1) V. VoLTERRA. Sur les vibrations lumineuses dans les milieux biré-
fringents. Acta Math. Bd. XVI. Nel seguito indicheremo questa memoria
con (V). '

%) V. KowaLevsky. Ueber die Brechung des Lichtes in krystallini-
schen Medien. Acta Math. Bd. VI. Nel seguito indicheremo questa memoria
con (K).

%) V. ad es. Dunem. Cours de physique mathématique, t. I, pag. 167.

) V. Lausi. Legons sur Uélasticité. 23.° legon.
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Scopo principale di questo lavoro & — riferendoci soltanto al caso
dei mezzi uniassici — di esporre e completare i risultati che in
questi ultimi anni hanno in parte colmato tale lacuna e anche di
render ragione — nel caso speciale da noi considerato — dell’in-
fruttuosita delle ricerche di Lamé e della Kowalevsky.

Nel capitolo I determineremo le soluzioni delle equazioni di
Lamé relative a un mezzo uniassico, che corrispondono nella teoria
elastica della luce ad una propagazione di onde elastiche tutte omo-
tetiche, rispetto ad un medesimo punto, alla falda sferica o alla falda
elissoidica della superficie di Fresnel relativa nel mezzo considerato
al punto stesso, e del resto non soggette ad alcun’altra condizione.

Vedremo cosi, conformemente ai risultati ottenuti dal Brill
nella memoria « Ueber die Differentialyleichungen fiir Lichtschwin-
gungen » ') che di tali soluzioni, oltre quelle date dagli integrali di
Lamé, ve ne sono altre: tutte perd presentano tali singolarita, che
dei movimenti elastici rappresentati in generale dalle soluzioni delle
equazioni di Lamé che si ottengono combinando linearmente le due
specie di soluzioni in questione non pud mai aversi una realizza-
zione fisica neppure approssimata. Restera in tal modo provato che
se si cerca di rappresentare analiticamente le vibrazioni di un mezzo
birifrangente provenienti da un solo centro luminoso seguendo le
idee di Lamé, necessariamente si arriva a delle formole cui non
si pud dare un significato fisico.

Nondimeno, considerando che & pure fisicamente irrealizzabile
Pesistenza di un unico centro luminoso, si potrebbe ancora pensare
che le formole cosi trovate fossero da considerare come espressione
di una legge elementare atta a dare dei risultati conformi all’espe-
rienza qualora si passi dal caso elementare a un caso concreto
mediante un processo d’integrazione suggerito da un principio fisico
a priors accettato: principio fisico che nel nostro caso non potrebbe
essere altro che il principio di Huyghens. Ma sara facile convincersi
che procedendo per questa via non si arriva al resultato voluto.
Bastera per ci6 che applichiamo al caso dei mezzi uniassici le consi-

1) Math. Ann. Bd. I.
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derazioni delle quali il prof. Volterra ') si & servito nel caso di un
mezzo birifrangente generico per giungere alle formole finali della
memoria (K) e per dimostrare che esse non danno in generale degli
integrali delle equazioni di Lamé.

Di questo appunto ci occuperemo in principio del capitolo II,
che continueremo poi cercando, sulla traccia della Kowalevsky, di
verificare colla sostituzione diretta nelle equazioni di Lamé se le
formole cosi ottenute ne danno degli integrali, collo scopo di porre
in evidenza che cid non accade, in generale, nonostante 2) che gli
integrali di Lamé passando dal caso generale dei mezzi a due assi
a quello particolare dei mezzi uniassici da polidromi si riducano
monodromi: e di porre anche in evidenza che scegliendo convenien-
temente le funzioni arbitrarie che compaiono nelle formole in que-
stione si pud ottenere ch’esse diano effettivamente degli integrali
delle equazioni di Lamé.

Nel capitolo III estenderemo la formola di Poisson sopra ricor_
data ali’integrazione del sistema

It o, 2 o O (0 O

atz—aA2p+(a"c)a7j<avé ay)
({0

PN ) %_éf)

ar =Tt — (@ c)8x<am 3y)’

che nella teoria analitica dei fenomeni luminosi nei mezzi uniassici
fa la stessa parte che ’equazione

P .
= Ay

nella corrispondente teoria nei mezzi isotropi. Anzi troveremo delle

1) V. (V) art. 5, 3.
%) V. (V) Introduection, 3.
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formole che esprimono ogni integrale regolare p, ¢ del sistema piu
generale

32({’__ 2A 2 2_3_(%_8_’10)
s = Chr+ (-5 5, ) T ¢
Py e O ?ﬂ'_a_’{)
E = — @y (g v

ove ®, ¥ sono due funzioni qualunque di z,y, %, ¢ — per i valori che
ad un istante iniziale assegnato ¢, prendono ¢, ¢ e le loro derivate
rispetto al tempo. Le formole cosi trovate includono come casi par-
ticolari le formole finali della memoria del prof. Grinwald « Ueber
die Ausbreitung elastischer und elektromagnetischer Wellen ') in
einaxig krystallinischen Medien ».

Soggetto del capitolo IV sara l'estensione agli integrali del si-
stema (I) della notissima formola di Kirchhof 2) relativa agli integrali
dell’equazione

%0

87'2=‘LZQA2’4.

Noi perverremo a tale estensione con un metodo analogo a
quello di cui si & servito Kirchhoff, ma delle formole finali daremo
anche una dimostrazione dovuta al prof. Griinwald, dimostrazione
che, quantunque non sia stata ancora resa nota per mezzo della
stampa, pure molto gentilmente ci & stata da Lui comunicata quando
gia eravamo pervenuti alle formole in questione col metodo cui
sopra abbiamo accennato.

Tali formole, come & facile comprendere, hanno nella teoria
matematica dei fenomeni luminosi nei mezzi uniassici la stessa
importanza che ha la formola di Kirchhoff nella corrispondente
teoria nei mezzi isotropi. Col loro aiuto se conosceremo i valori che
a un istante qualunque prendono sulla superficie limitante il campo

1) Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Wien
Math. naturw. Classe; Bd. CXI. Abth. Il a. april 1902. Nel seguito in-
dicheremo questa memoria con (G).

2) V. KircHHOFF. Zur Theorie der Lichisstrahlen. Sitzungsberichte
der kaiserl. Akademie der Wissenschaften in Berlin (1882).
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occupato da un mezzo uniassico le funzioni e le derivate prime
delle funzioni che rappresentano le componenti dello spostamento
elastico -— se ci riferiamo alla teoria elastica della luce — o le
componenti della forza magnetica — se ci riferiamo alla teoria elettro-
maghetica — in una qualunque propagazione d’onde luminose esi-
stente nel mezzo considerato, tali funzioni risulteranno completa-
mente determinate.

Otterremo cosi una soluzione di un problema la cui irrisolubilita
porterebbe a concludere che nei mezzi uniassici non & possibile
trovare un’espressione analitica per il principio di Huyghens. Le
formole cosi trovate non sono perd tali da permettere senz’altro
d’affermare che cio & possibile. Le funzioni che in tali formole rap-
presentano i contributi portati dai singoli elementi della superficie
avvolgente il campo occupato dal mezzo uniassico considerato alla
formazione dei valori dello spostamento elastico o della forza ma-
gnetica in un punto qualunque interno al campo stesso, non soddi-
sfano alla condizione di trasversalita, e quindi da tali formole non
risulta che la pil generale propagazione d’onde luminose possibile
in tale campo si possa considerare come dovuta a una conveniente
distribuzione di centri luminosi sulla superficie che lo limita.

Termineremo il capitolo IV applicando i risultati ottenuti nei
primi paragrafi del capitolo stesso a un breve studio delle soluzioni
dell’equazioni dell’ottica nei mezzi uniassici, regolari in tutto lo spazio
fatta eccezione che in un punto fissato. Ci convinceremo in tal modo
che & possibile dare una rappresentazione analitica delle vibrazioni
luminose originate in un mezzo uniassico dalla presenza di un’unica
sorgente luminosa di dimensioni piccolissime, cid che, dopo l'in-
fruttuosita delle ricerche di Lamé, poteva anche porsi in dubbio.

Nel capitolo V mostreremo come le formole ottenute nel capitolo
precedente estendendo la formola di Kirchhoff si possono senza
difficolta trasformare in altre atte ad esprimere analiticamente il
principio di Huyghens nei mezzi uniassici. Le formole cui accen-
niamo sono state per la prima volta ottenute dal prof. Conway ?)

!) Proceedings of the London Math. Society, vol. XXXV.
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come estensione delle formole del Love ') che esprimono analiti-
camente il principio di Huyghens nei mezzi isotropi. Noi ne faremo
anche una verifica seguendo un metodo del tutto analogo a quello
di cui si & servito il prof. Maggi nella sua memoria « Sulla pro-
pagazione libera e perturbaia delle onde lwninose in un mexxo
esotropo » ?) per dimostrare la formola di Kirchhoff.

Con questo termineremo di esporre le ricerche che precedente-
mente abbiamo indicate come scopo principale di questo lavoro. Per
dare un esempio delle applicazioni ch’esse possono avere nella teoria
analitica dei fenomeni luminosi nei mezzi birifrangenti, mostreremo
in un ultimo capitolo — nel capitolo VI — come i risultati del
capitolo IV si possono applicare a dimostrare la ben nota regola di
Huyghens che serve a determinare le direzioni dei due raggi rifratti
che si originano quando un raggio luminoso propagantesi in un
mezzo isotropo arriva alla superficie di separazione di questo mezzo
e di un mezzo uniassico.

1) Love. The integration of equations of propagation of electric waves.
Philosophical transactions of the Royal Society of London, series A,
vol. 197.

%) Annali di Matematica, t. XVI.



Caprroro I.

Gli integrali di Lamé

1. — Le equazioni differenziali fondamentali della teoria elastica
della luce, in un mezzo omogeneo anisotropo non soggetto ad azioni
perturbatrici esterne, quando si assuma come sistema coordinato un
sistema cartesiano ortogonale (x, y, x) cogli assi paralleli agli assi
d’elasticitd del mezzo e si rappresentino con §, v, { le componenti
dello spostamento elastico presente al tempo ¢ nel punto (x,y, %)
e con @, b, ¢ le inverse dei semiassi dell’elissoide d’elasticita relativo

~

al mezzo considerato, sono, come & noto, l’equazioni di Lamé

[P _p @ (35'__35)_02 ks (3_1;_8_&)
S £\ dy 9z dy
SR Y
(0 = (ax*a—y)““ % 3y,
T (B 0 @ 3
= Ty \ay dw \ox dw
e laltra equazione
% [ 9, Ak
@) a;+@+§%—0

che esprime che le vibrazioni luminose sono trasversali.
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Siccome dalle (1) segue
*
A (ax+3 + )

la (2) risultera certamente soddisfatta in conseguenza delle (1) se
ad un istante iniziale %, sara

[aﬁa T ]_ [a @x afraw)J —0.

t=t,

Le equazioni (1) nel caso dei mezzi uniassici — suppostv, come
sempre allora si pud fare, che sia a=b — assumono la forma

F_ 22 (é_a: o &
A o agg) dy (ax d J)
Fn .9 [ 0 o o

(3) =" a}(ax—aj) “ (@—é;)
| a_zg—a?'_.a._ (E,-%_[tzi(ﬁ_a_;

a T dy \dy 8%) dx \dx ax)

e l'asse z risulta in tal caso parallelo all’unico asse ottico del mezzo.
Poichs allora la superficie di Fresnel relativa al mezzo considerato
degenera in una sfera di raggio @ e in un elissoide concentrico di
rotazione intorno all’asse x e di semiassi ¢, ¢. @, nostro primo scopo
sard, conformemente a quanto abbiamo detto nell’Introduzione, di
ricercare gli integrali del sistema (3) della forma

( £ =1 (L)
n=1"f(t+),) (=1,2)
L C _—_Q‘”f(tJr‘/,)

(4)

ove &, (), ¢ sono funzioni di z, y, z indipendenti dal tempo, /&
il simbolo di una funzione arbitraria del suo argomento, e X, %,
sono parametri atti rispettivamente ad individuare le singole sfere
aventi per centro l'origine delle coordinate (z, y, x) e i singoli elis-



Sulla teoria analiticn dei fenomeni luminost ecc. 11

soidi concentrici di semiassi rispettivamente proporzionali alle
quantitd ¢, ¢, a ).

Esauriremo facilmente la nostra ricerca servendoci delle for-
mole che nella memoria (V) il prof. Volterra ha dato per la trasfor-
mazione dell’equazioni di Lamé in un sistema di coordinate cur-
vilinee qualunque 2).

Indicando con u,,#,,u; i parametri di un tal sistema, sia
ds*=H,,duv} +Hyy dl+ Hyyd 242 H, duydis,+-2 H g daeydae, + 2 Hosduode,
il quadrato dell’elemento lineare e poniamo

| H, H, H,|[;
Hzl sz H23
H31 H32 H33

_ d(ry=x) _
0 (uy 25 uy)

Indichiamo con w,, v,, v; le componenti del vettore (&, v, &)
relativo al punto (u,, u,, u;) secondo le tangenti alle linee coordinate
pel punto stesso e poniamo

p__?_’_l_ p*_vz__ p___”s_
CUWH, T VH,T T VH,

1) Se pit in generale si cercassero gl’integrali del sistema (3) della
forma

( E=ENA (N +ERLEHR)
=10 (E410) 4 712 £, (E41,)
[ e—tvfierin +afe

senza ammettere a priori che necessariamente

S W £ (E4-1y) o ( EAL, (t42y)
o F (1) 7@ (E4-hs)
8 A (1) ( LA 75 (241,

ci diano due integrali di tal sistema, saremmo di necessitd ricondotti al
caso da noi trattato. (Cfr. (V) art. 4, 6).
2) V. (V) art. 1, 4.
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Poniamo infine

IK , or ox . 0y Yy 4o x oz
= — —_— — —
te u, due, due, i Su, du.
.
Qz - ZL Htl pl

(¢,1,s=1,2,3).

P — l (a(Is-l-l o aq<+2)
* Qtlgyr  OUgyy

D
Q .
'\ Qz = ZS Kzs Ps
Introdotte queste denominazioni, le equazioni di Lamé si scrivono

D ps _ aQ<+_z o Q11
ot? g, i

2.— Per determinare gli integrali delle equazioni di Lamé della
forma (4), ci serviremo secondoché ¢=1 oppure ¢ =2, rispettiva-
mente del sistema di coordinate individuato dalle formole

(#) @ = wcosu,sinu; , y= —2,sinw,sinuy , 2= u,CoSu;
(=0 0w, <2z 0<<u;<n) .
e dall’altro

e . c . .
@) x=aulcosussmu2, y=aulsmu3 sine, , %==1u, COSuU,
(=0 0<<u,<m 0<<u;<2m).

Pel primo sistema, che non differisce da un sistema di coor-

dinate polari altro che per avere cambiato il segno di uno dei
parametri, si ha

Hy=1 Hpy=uisin®u; Hy=u} H,=H,;=H,=0 D=ulsinu,
(5) K, =a*sin*ust-ctcos*u, K, =a*u? sin*u,

. . e a . .
Ko =1ui(a*cos’u;+c*sin’uy) K, =K,;;=0 Kjy=1u, sin uzcos us(a’~c?)
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e pel secondo si trova subito

o
2

/ 2
[ c .

[ H,= e sin® u,-cos®u, Hap=—1 (Eﬂ cos® u,+8in? ug)

c? ¢
Hyy = —uisin®u, Hy=Hy;y=0 H,= (7 - 1) U, 8N U, COS Uy

(6) ¢ ¢
Ku:: ()2 K22: C?'H? K33: C2u§ Sin2u2 K|2=K13= K23= O

2
c .
D= o2 Wi sins,.

Tanto se =1, quanto se =2, ad un integrale del sistema (3)
della forma (4), corrispondera un integrale dello stesso sistema
trasformato rispettivamente nel sistema di coordinate (o) o nel si-
stema di coordinate ({8), della forma

pr=pP ()
) po—=pP F() =1,2)
Ps= psl) f(t-+0,)

ove pi) p, p§) sono quantita che non dipendono dal tempo e X
o funzione della sola variabile ;.

Siccome poi sia nell’uno che nell’altro caso &
Hy=Huy=K,=K;y=0
avremo successivamente sia per ¢=1 che per ¢=2
‘Zl = (an(l”+H12p(”) f=aq"f

¢ = Hpp+H, ) f=q f
( R

1 (3¢9 2q
( auz
(1) (

PR VELRY
( aul ‘—‘ﬁf')\1=Pg;)f—‘l—)‘f)\i

f=Prf

) aQ1

=D
1
b= ﬁ
L
=D

)f+ P =pp 4B,

T ——
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/ 1 (2) £131 (1) Kis (5) £131
Q= (KIIP(IZ)+K13P(31)) f— D K595 f'\ = Qf f— ny N,
Q,= K,, P{ )f+ Kz2 q("f N, = Q(t)f_{_ Ky ¢ N,
K ) oo
Q= (KSIP( 1+ Ky YY) Vf— —“Ksaq(”f N, = me_ — (')f)w

e infine

| L, (3Qw Q) d (K .. 3 (K ()],
Dpr+ (e~ ) (s (57007 gy (50600, =0

e,

v+ )

a K13 () 3! _a_ KS.} (,)w)} .
'*L@(ﬁqzﬂd_?m(DQZ“ r=0

(oo =2 g a2) 7+ (G =5 1 —

du,  Ju,

8 Kzz (,) 1 KI3 (z) ] 1
= [ (9 o (e =

Condizione necessaria e sufficiente affinché le (7) ci diano, qua-
lunque sia la funzione f, un integrale del sistema (3) trasformato,
secondoche 2 =1 oppure ¢ =2, nel sistema di coordinate («) oppurc
nel sistema di coordinate (8), sara dunque che le funzioni

K
(DP(;) - ¢

P Py

soddisfino al sistema

(8) p =10 S) Dpp— =0
K.. ) aQ(z) aQ
(1) TR ()
(SS) Dp D V) A% 0 (84) eug 8u2 =0

QW 2Qy)
CRORNS S S

ou,  du,

) QY 3Q( 0)

ou, 3243
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0 (K )y O (Ke 50\
(8) Ju, (D 7 )”>+au3 (D % )\’)—0

a K13 (2) 3! _ a K33 ()3 | —
& s (5 #020) = g (7 a0 =0

3_ Ko () i Ky ()3 ) —
(S9) aul (D q3 IN z) + au2 (D ‘Iz ) z>_‘0'

3. — Supponiamo dapprima ¢=1 e introduciamo nelle equazioni
del sistema (S) per D, H,,, K, (4, s=1,2,3) i valori dati per tal
quantita dalle (5). Dalle (S,) (S,) si deduce allora

Py [1—)\? (@* cos®uy+ c® sin2u3)] =0
e quindi non potendo aversi per qualunque valore di u,, u;

1—2% (uy) (@ cos*uyt-c® sin*uy) = 0

dovra essere
=0 ¢=0:

la (S;) poi, se si esclude che sia anche p§’=0, ci da

1
Ny= =
a

== % - cost.

Siccome ), compare soltanto sotto il segno della funzione arbi-
traria f, potremo senz’altro porre

2
)\1=ii
a

.

Introducendo allora i valori trovati per ¢4, %, nelle (8;) (Sy) si

ottiene, indicando con ¢ (x;) una funzione per ora indeterminata
della sola variabile u,,

K22 (1) — (1) q) ("2)
DB =Y (1) B = psing
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e quindi anche

ppo - ¥y po_ g

a*u? sin®u,

a? sin®us-c*cos® u,
® u? sin® u,

Q= - Yow Q=0

(a* - ¢?) sin $in 2 COS Uy e

a* u, sin® u,

Q= - ).

Dopo cid dalla (S;) si ottene subito

(a‘ —c ) Sin 25 COS Ug

a? sin® uy -+ ¢ cos?aty) 0
sin® u, ) o

sin® ug
¢ido che da immediatamente
 (uy) =0.
Trascurando un fattore costante, potremo dunque porre

1 1

[0 I (1) — __ -
2 sin g s ulsinug,

Ora anche le equazioni (S,)(S;)(Ss) risultano verificate dai va-

lori trovati per
P pe ) A

Possiamo dunque concludere che per 7=1 gli integrali del si-
stema (3) della forma (4) essenzialmente si riducono ad uno e che
questo integrale corrisponde all’integrale del sistema stesso riferito
alle coordinate () pel quale &

1
V)= V= ng———f<ti£)

u, Sin ug a
Siccome poi, usando delle solite notazioni per le coordinate po-
lari di origine O=(0,0,0), di asse polare xz, di piano polare xx,

le coordinate (v) risultano ad esse legate dalle relazioni

Uy =7 Uy=— Uy ==
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tale integrale si otterra ponendo

8)  &——cotbooss f(t+" n=—Lcothsi f(t+’i

(8) =— 08 fp __&> n=—_cotBsing -
1 7

Questo integrale dell’equazioni di Lamé, come & naturale, coin-
cide con quello che si ottiene specializzando pel caso dei mezzi
uniassici 1’integrale di Lamé relativo alla falda della superficie
di Fresnel che allora degenera in una sfera. Come & ben noto esso
soddisfa anche alla condizione di trasversalita

® | 9 , A
a“:c+§g}+a—x_0'

4. — Passiamo ora alla determinazione degli integrali del si-
stema (3) della forma (4) nel caso 2=2, per la cui trattazione
sard da usare il sistema di coordinate ().

Dalle (S)) (S,) (S,;) si deduce subito

u
@ — () N =+ — .
pi 2= E
Inoltre, essendo ora
Ky o
D sinw,

le (3,) (S,) ci danno, indicando al solito con ¢ (w,) una funzione
della sola variabile u, che per ora resta indeterminata,

q¥ = ¢ (up):

si vede allora subito che sara

241
po__ @Y () PO — PO —0
=5 p =Ly =
culsin u,

Qp—— 2H g

1 n
uisin e,
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Introducendo i valori cosi trovati di QP, Q¥ nella (S) si ottiene

({" (us)

n = cost .
sin u,

e infine, indicando con k,, k, due costanti arbitrarie,

=1 (u,) = 52 (ky cosuy -+ ky)

1 kycosu, 't_k_l

B Tasintu
kycos e, -+ ky A
vy=— 7 f |1+ —
au, Sin u,

Si vede subito che tutte le equazioni del sistema (S) risultano
verificate dai valori trovati per

2 @) @
P08, 0052

D’altra parte colle notazioni gia introdotte per le coordinate
polari di origine O, asse polare x, piano polare zx facilmente si
vede che le attuali coordinate u,,u; sono ad esse legate dalle re-
lazioni

u, =arctg (;—l tg 0 )
U=
di pit posto
e
_ a
r= V5@ )+
risulta

U =7.

Le linee coordinate wu,, 2, saranno dunque date dai meridiani
e dai paralleli degli elissoidi di rotazione

7 = cost.
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B facile allora concludere che tutti gli integrali del sistema 3)
della forma (4) per ¢=2 si ottengono ponendo

k, cos [arc tg (g tg 6) ] 4k

f=—— singof(t;l—_z)
7 sin {urc tg (g tge) ‘ ¢
®) k, cos [arc tg (g tgﬂ) ] +ky 7
n= P ‘ COS.‘Lf(ti‘_'&)
7sin {arc tg (Etg 6)] N
(=0

Si vede subito che anche questi integrali dell’equazioni di Lamé
soddisfano alla condizione di trasversalita
9¢ | 9q , o€
~++~+5+==0.
+ oy + 0%
Le formole ora trovate quando sia &k, =0 ci danno I’integrale
di Lamé relativo alla falda elissoidica della superficie di Fresnel

corrispondente al mezzo considerato. Se poi in esse poniamo a=c¢,
le formole cosi ottenute, cio&

o kycosO4-k, ( 7‘)
gs—*wbm@f 3

(10) __kycosb4-k,

.
C” " sin® C"S'ff(‘ia)
£=0

ci danno degli integrali del sistema (3) riferito a un mezzo isotropo
in cui sia a la velocita della luce.

Ora si pud osservare che tali integrali sono tutti gli integrali
del sistema in questione pei quali

{=0.

A questa conclusione si arriva subito ripetendo, dopo aver posto
a=c, le considerazioni fatte per giungere alle formole (9) e te-
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nendo conto che la condizione {=0 & equivalente all’altra
p=0.
D’altra parte dalle formole (10) si passa alle (9) ponendo nei
secondi membri delle (10) per x, ¥y, x, rispettivamente gx,‘c—l Y, x.

Potremo dunque dire che se ad ogni istante in ogni punto (z,v,#)
immaginiamo applicato il vettore che rappresenta lo spostamento

elastico del punto (%x,f—by,%) nella pilt generale propagazione di

vibrazioni luminose che & possibile per onde sferiche di centro co-
mune O, in un mezzo isotropo in cui sia @ la velocita della luce, colla
limitazione che la componente dello spostamento di un punto qua-
lunque secondo I’asse % risulti sempre nulla, otterremo I’ immagine
della pit generale propagazione di vibrazioni luminose possibile nel
mezzo uniassico considerato per onde elissoidiche concentriche, omo-
tetiche alla falda elissoidica della superficie di Fresnel relativa al
loro centro comune 1).

5. — Abbiamo cosi perfettamente determinati tutti gli integrali
del sistema (3) che secondo le idee di Lamé possono assumersi a
rappresentare le vibrazioni luminose originate nel mezzo uniassico
considerato dalla presenza di un unico centro luminoso situato nel
punto O. Ma esaminando i secondi membri delle (8) o delle (9)
apparisce subito evidente che essi divengono infiniti lungo tutto
l'asse %z, ciod lungo tutta la retta condotta per il punto sede del
centro luminoso parallelamente all’asse ottico del mezzo: e che
neppure combinandoli linearmente si possono ottenere degli integrali
delle equazioni di Lamé regolari lungo tutta la retta in questione.

I movimenti elastici corrispondenti non possono dunque realiz-
zarsi fisicamente, essendo il punto O, per il fatto che l’abbiamo
supposto sede del solo centro luminoso esistente nel mezzo, I'unico
punto in cui tali movimenti potrebbero, anzi dovrebbero, presentare
delle singolarita.

1) Cfr. Brill. Mem. cit.



Caprroro II.

Le formole della Kowalevsky

6. — Sia (z,y,#) un punto qualunque del mezzo uniassico da
noi considerato, e indichiamo con s¢ la sfera di raggio at e centro
(z,y,%), e con of Delissoide concentrico che ha i suoi assi rispet-
tivamente paralleli agli assi coordinati x,y,% e di lunghezza 2¢t,
2ct,2at.

Sempre riferendoci alla teoria elastica della luce, vediamo a che
cosa ci conduce il servirei del principio di Huyghens nella sua forma
ordinaria, quando a rappresentare gl’impulsi che da un centro lu-
minoso sono trasmessi alle singole molecole del mezzo ambiente
si assumano le formole (8) e (9).

Indicando al solito con &,7,¢ le componenti dello spostamento
elastico presente al tempo ¢ nel punto (z,%,%), avremo allora che

nell’intervallo di tempo dt compreso tra gli istanti ¢ e ¢4 dt esse
riceveranno gli incrementi

cot uf) cos 2
da=“f o F @ty o, e w) dSY—
ASD

h cos u® +1 : 2 T2 @
- ms‘n”g FO (4w, y+v,x+w)dSt
AS®
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t 2D sin el
dn = [ I 0 oy o, ) dSD
ASY 1

h cos uP+1

+ | Smsmag 08 T @tu, y o, ) dsy
ASP
1 (1) (1)
=] w B (e4u, y+v, x+w) d3¢

ASY

ove si & indicato:

con ASYP e ASP rispettivamente lo spazio compreso tra le due
sfere of e s{),, e lo spazio compreso tra i due elissoidi % e «?y4,;

con u, v, w le coordinate di un punto mobile in ASY o in AS?
nel sistema cartesiano che si ottiene dal sistema coordinato attuale
portandone con una traslazione I'origine nel punto (x,y, z);

con ) ) uf e uP, v, uf i parametri dei due sistemi di
coordinate curvilinee che rispetto al sistema cartesiano ora intro-
dotto sono definiti rispettivamente dalle formole (s) e (3) del § 2;

con B ed F?® due funzioni arbitrarie dei loro argomenti che
non dipendono altro che dallo stato del mezzo per £(=0;

con k2 una quantitd che nel caso pitt generale sard da consi-
derare come funzione di z-u, y+v, x+tw.

Ora dalle formole (v) e (B) del § 2 si trae subito

V2 N
dSP = o sin u dul du du

2
c 2 .
dsp = o u®sin uf) du® dufd duf

e siccome sopra oY), si ha

ud = at dul) = adt
e sopra of
uP = at du) = adt,
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avremo infine
Ee—a = — aizfc‘:os uf cos ) PV (x4 u, y+v, x+w) dud) did —
o

— cZJ(‘h cosulP+1) sin u F® (x+u,y+v,x +w) duf duf

o

(11) H= g? = a”%in uf cos uf) BV (vtu, y+v, 2-+w) dufd dul +

)

+ c"%h cosu@+1) cosuf B (x+u, y+v, x+w) dud du

@

.
\ 7 = %’ s az%in ufd) B (@400, y+o, 2+ w) duld duf .

ol

- , 0% 9JH . Y/
Ora per ¢t =0 le funzioni =, H, Z, TR annullano e 5
si riduce a 4na*FV(x,y, ).

D’altra parte se ad es. supponiamo che la funzione B\ sia indi-
pendente da x+w, si soddisfa al sistema (3) sostituendo per &, 7, ¢

rispettivamente

0, 0, agtfsian’F“’(x+u,y+n) duf du .
(

o'

Infatti, essendo allora
o

—=0,

o

le prime due equazioni del sistema (3) sono verificate, perché sono
nulle tutte le funzioni che in esse compaiono, e la terza si pud scrivere
%

a?=a2 Az‘:
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Da cio evidentemente risulta che, non essendo le funzioni =, H
sempre nulle, le equazioni di Lamé non sono in generale verificate
ponendo per &, 7, ¢ rispettivamente

g, H, 7.

bl

Vediamo dunque che applicando il principio d’Huyghens ai
risultati del capitolo precedente, non si passa dagli integrali delle
equazioni di Lamé riferite al caso da noi trattato dei mezzi uniassici,
dati dalie formole (8),(9), a nuovi integrali delle equazioni stesse.

7. — Dopo questo & facile convincersi che il metodo usato dalla
Kowalevsky nella memoria (K) per la ricerca degli integrali generali
delle equazioni dell’ottica, anche applicato al caso particolare dei
mezzi uniassici, non conduce al risultato voluto.

Come & noto, tale metodo si basa sulla determinazione degli
integrali delle equazioni di Lamé della forma

« 3 ae 1
¢ —"Ef@f(x+u’y+l’m+ili)dbl
S

t o

n == 3 de + a-tw) dS
=7 §v—f(90 Uy, Y+, ¢
S

. ) de
¢ =§if§w~f(x—}—u,y+z',%+w)dst
S

¢

ove f & il simbolo di una funzione monodroma, finita e continua
e del resto perfettamente arbitraria dei suoi argomenti, ¢ & una fun-
zione di u, v, w da determinarsi convenientemente, e infine S, sta
ad indicare o lo spazio S interno a o), o lo spazio S¢ interno a of.

Riferendoci al primo caso, ripetendo i calcoli della memoria (K)
si trova senza alcuna difficoltd che sara da assumere

e = 2 sett senh v
\/u2 T
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e quindi anche, servendoci delle solite notazioni per le coordinate
polari di origine (r,y, ) di asse polare 2, e piano polare wuw:

{ g —%f(—%cos'p cotﬁ) f (e+u, y+v, x+w) dSY
S

(1)
t

«_ 0 1.
(12) Ui =a—tf(—;smcpcot6)f(w+u,y+v,x+w) asw
S

1
[ %f =~ flxtu,y+v,x+w) dSP.
S

In queste formole possiamo facilmente far comparire degli in-
tegrali di superficie invece che degli integrali di spazio.

Indichiamo con [6'P] V’area che risulta da s togliendone le aree
interne ad alcune sue curve chiuse L, Ly, ... L,, in numero finito
e con [SP] lo spazio che risulta da SY escludendone quella sua
parte che & interna ai coni che da (x, ¥, ) proiettano Ly, L, ... L,,.

Sia poi ¢ (u, v, w) una funzione di u, v, w integrabile in [SP] ed
ivi sempre finita e continua fatta eccezione al pitt pel punto
w=v=w=0. Sard allora usando di una notazione il cui signifi-

¢ evidente

cato &
f‘l’(uvw S‘”——f fuvwd
(V]

e quindi anche

(A) %fq; (u, v, w) dS‘}’:afq)(u,v,w) ds.
[37] -

[o%]
Questa formola, che evidentemente & un caso particolare della
formola di Weierstrass ') fondamentale per tutte le ricerche della

1) V. (K), formola (A).
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memoria (K), applicata al caso delle formole (12), ci da senza
difficolta

¢ = —a‘ztfcos;- cosb f(x+u, y+v,2z+w) dg db
o

1)
t

as) = - aztfsin'p cosO f (x+u, y+v,x+w) dpdb

c(zl)

¢ = a?tfsine fxtu, y+v, 2+w) dpdb .
(

o

Vediamo dunque che il metodo della Kowalevsky ci porta a
concludere che si soddisfa sempre alle equazioni di Lamé ponendo
in esse per &, 1, ¢ rispettivamente i valori dei secondi membri delle
(11) in cui sia fatto F¥ =0, cid che invece, come abbiamo gia visto, &
falso.

8. — Questo risultato non ci apparisce strano perche si deduce
dai risultati della memoria (V) con un passaggio al limite per a=b
0 b=c (a,b,c rappresentando al solito le inverse dei tre semiassi
d’elasticita d’un mezzo biassico disposte in ordine crescente o de-
crescente di grandezza).

Ma & evidente che gli integrali di Lamé — e quindi anche le
funzioni che moltiplicano f (z+u, y +v,x-+w) nelle formole della
Kowalevsky — passando dal caso generale di un mezzo a due assi
al caso particolare dei mezzi uniassici, da polidromi si riducono mo-
nodromi; ¢ d'altra parte le ricerche della Kowalevsky stessa sem-
brano escludere che l’errore incluso nel risultato ora ottenuto possa
imputarsi alle singolaritd che gli integrali di Lamé presentano, nel
caso dei mezzi uniassici, lungo 'asse ottico, diventando ivi infiniti.

Noi cercheremo ora di verificare se le-formole (12) danno o
non danno degli integrali del sistema (3), imitando i calcoli fatti
dalla Kowalevsky per lo scopo analogo nel caso generale dei mezzi
biassici. Potremo cosi porre in evidenza che le (12) ci danno degli
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integrali non del sistema (3), ma di un sistema che da esso si deduce
modificando la terza delle sue equazioni coll’aggiunta di un conve-
niente termine noto ad uno dei suoi membri.

Cerchiamo dunque di calcolare i valori delle tre espressioni

a2 E a&%——ac%
x\dx Ox

)_02 3 (avf 3 ) o

oy \oxr ~ y or

9 (3" & 9 (" " Ol

2 9 — —at 2 oy i

(14) “ (aw ay) “a (ay 3%) ot
@l (3?_%’1_*)__“23 (E_f’i A

\  dy\dy oz ox\9x oz ot

Siano C' e C" due piccole circonferenze di s aventi i loro centri
sferici rispettivamente nell’uno e nell’altro dei due punti in cui la
superficie stessa & incontrata dalla retta «=v=0, e precisamente
C' corrisponda a quello dei due punti, per cui o >>0. Siano inoltre:

o, la superficie di una piccola sfera di centro (x,y,%);

K, e K le aree limitate sui due coni che da (z, y, ) proiettano
C' e C', da queste linee e dalle sezioni dei coni stessi colla sfera o,;

[5] I'area che risulta da o escludendone le due calotte limi-
tate da O, C”;

[SP] la parte di 8¢ esterna ai due coni ora considerati e [S}] -5,
la parte di [SY] esterna a o,:

[0)] la parte di -, inclusa nel contorno di [S]-a,.

Per un ben noto teorema di Gauss, avremo evidentemente

) ,
f@; F(u, v, w) :f UO(LI) F (u, v, w) ds +f UC‘QB (u,v,w)ds,+
[S0] -

(%] (3]

+ f Uk, F (4, v, w) dK, + f Uk, F (u, v, w) dK,
K't K"

t

ove con U indichiamo il coseno dell’angolo che la normale alla
superficie avvolgente [SP] -0, in un suo punto qualunque, volta
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verso 'esterno forma coll’asse u, e la funzione F(u,v,w) si sup-
pone tale da soddisfare in [SP] — 5, alle condizioni di regolarita vo-
lute dal teorema in questione. Ne segue che, posto

F(“’v7’w)=4’(u7v)w)f(x"i—uﬂ/—*_”a%_i_w)
avremo
92 (yvy0) f(x 4w,y +v,2+u)dSP=
oz 3t {Qn,’ , 4, =
t1— %o

aatf 9 N(U»"aw)f(w"l-u,y—l—v %—I—fw)}dS“)

agf x‘{’” y—+v, %—i—w)iv(u,v,w)db”—
S

2 j m
:5t wb wyvw0) (et u,y o, x4 w)dsP +

[sm]

+§tf oV U, v w) fledu, y+v,2 +w)ds,+

+

9
Z-)_fUK‘ (wyo,0) f@+w,y+v,x+w)dK, +

2
+3_th1\51’ (w,v,2) f(r+u,y+v,%2+w) dK', —
K
d
é—tf (+u,y+o, x-}-w) {,(u,v,w)dS‘P.

[S(l)_l - “"0
D’altra parte per la (A), essendo colle notazioni gia introdotte

o
Uc(tl) = —

du’
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si ha evidentemente
4 U dsl) —
5% G(tl)q,(u,v,w)f(x+u,y-{—v,x+w) o) =
[o¢]
1 2
a:ﬁfarq)(u vyw) f@+u,y-+o,x+w) dSP:
[s¥]
inoltre &
d )
é;fU,,Oq;(u,v,w)/(x—l-u,y—l— vyx+w)dey=20
[%0]

perche la sfera s, non varia con t.
Sara dunque

Qi;f(p (w,0,0) f(@+w,y+v,24w)dSP =

_00

/A
aatzf Mq) wyv,w) f(@tu,y+v,2+w)dSP—
]

[t
d
—i—a—t Uk, b (u,v,0) flx+u,y+v,2+w)dK', +
K
a 1 "
+57 | Ui @,0,0) fl@+u,y+v,x+w)ak', +
K"
a 1
— 3 fletu,y+v, %+w)a-q)(u,v,w)ds()
[$9]- 5,

Siccome poi indicando con 6',¢',7" e §",¢" " i valori dei para-
metri del solito sistema di coordinate polari in un punto qualunque
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di K', e in un punto qualunque di K",, si ha
dK', Ugr, = —7 dr'd¢'sin0' cos 6’ cos ¢’
dK'", Ug~, = r"dr'dg"sinb"cos 8’ cos¢"

avremo infine

(15y) a‘l aatf (u,v,0) f (@+u,y+v,x+w)dSP =
[

S( )] — g
-l o ? ) _ 24 ' ' "
W3 —4;/ ds} fa dSP — a*tsinb' cos b’ § ¢ fcosz'dg' +
[5(1)] [SP] = = '
+ a?tsin 6" cos 6’:[ § feosy’dy"
o

ove ora 6 e 6” sono i valori della colatitudine sul cerchio C' e sul
cerchio C".
Analogamente si trova

(15,) ?—af‘l’(uv”aw)f(fo"7?/+Ua%+w)ds‘3)=
[

o
e SHIECH

1 2

=2 aatz !I) fdsy — ff o dsS — o*tsin 6 cos efp fsing'dp'+
[S”] [8 l’] ¢

+ @t sin 6" cos 6 fp fsing"ds"

(15) %%Jﬁﬂhmwwm+um+vﬂ+wmwez
[S(:l)] — G

1
T A l’fdw) ff % dSP+a*tsin®' | § fdg —
[S ] [sw] % c

—a’tsin G’f
o

fdg".
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Applicando questa formola a calcolare i valori delle differenze

T O ISR T T
oy ox ox ox or dy

che compariscono nelle espressioni (14), indicando con &' ed §" i
raggi di C’,C", otteniamo

U o 1. o (gfﬂ__ 933_1") 2\ Q0
o aeten_oot | \Godw  aw ao) /Uy W) AT~
[s¥]

de de
241 . e/ Y & ' t i en! | don!
t}'linosm fé‘ {avsme + 5 cos6'sin 4 dy' +

&"—0

) de de 1
2 1 Q1 " - 1 U n
+ a@*t lim sin 6]’18— sin 6 + —aLU cos 6" sin ¥ J(l

o 8¢ 1 & (aeg{_ﬂgiar )
o ax__&sjée_oat? 3w e ana—w)f(fHu,erv x4 w) dSP -+
[s%]

de de '
24 1s o oe ’ w2 Gn 0 A
+a*t lim smﬁff{aw cos b cos¢ +au smﬁ]dp

&'=0 "

—a*t lim sin 9”[}‘[38—:) cos 8 cos g + Sm eu}d "

&"=0 c

oo L > (aea_w_a_ea;) "
w dy ag__l(}?l_oat‘ dudv dwou f@tu,y+v,e+w)dSP +
(511

- de de
2 ’ ’ e 1 Yv ' b O
+a t1}21051n6ﬁ[~alb cos B'sing avcosﬁ cos p]dp

. de de
T YR K g vz Main oYY " W A
t332031n /Z,[Szt cos §"sin ¢ 23558 b" cos ]dp
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D’altra parte sussistono le eguaglianze

de or e dr Oy

wow dwd du
dedr de or Iy

dwduw  duwdw v

B dr _ Qe Br _
udv waw

/

g sm@+ cosesinf,cz()
3
3 cosﬂeos +—~sme_0

de ) de
~—cosfsing— - cosBcosp=0,.
ou Yo ¢ :

Avremo dunque infine

- 3
SR E SO gif(x+u,y+1’,%+w)d8‘,”

S(;U

o9& U 10 dp

o e aaﬁf f@tusyto,xtw)ds)
S(l)

a‘qws a&%

ax»—@_o.

Servendoci di nuovo delle formole (15), otteniamo allora, es-
sendo v indipendente da ww:

2 A\ L8 g ey . a3 |
“az(a_z“ﬂ) G‘J(agc ?j) E 101?1—00153f 3@+ o) S,
(s

— 311m§tsm6faqif(x+u,y+v,%+w)dcp:_|_
'—(0 C’OU

+a’lim gtsmﬁ" ae‘i flx+u,y+v,z+uw)dy"
&'=0 )
o
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,?i(?ﬂ_*_aé*‘ —a? g (S_E" o li or 9z -
3\ ay) 3% \dy 8&) J,‘?_Oats 3y [ @y, xtw)dSP -
[s¥]

L RO -l
+a31}ma—ttsmﬂf%f(oc+u,y+z-,z+w)d,?r__
Cl

a acpl/ ,
— 381123)5&‘1116 C,,E; fl@tu,y+o,xtw)ds”

a(ac 3/)) aa(a:_ .
ay dy ox ox \ 9% ax)——

o @ 9z dr g O
= oF f (a—vﬁ_éaa“{:)f @+u,y+o,2+w)dSy —
[s?]

T B NI :
_asg}zn%)gttsme cosﬁfc;(%cos'p—azsmcp)f(t+u,y+v,x+w)dg—|—

. : " " a,&" /) aw” 3 "
+a*lim¢sin 6 cos(af"(—jgcosyf_a;usxlly)f(x+u,y+v,z+w) dg”

&"=0

Tenendo conto che

_orde_d
dwd du
or dp _ de
dwou

dp or dp dr e

wou dud w

g . o . .1
é;smﬂ(‘osf—a—{‘smﬁsmp_;
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si ottiene allora

9¢" aC d é* o

(3% 31;>~ca (aJU aJ =38 8 fx+u,y+v,x+w)ds(})
1
t

"o 371 i % )
8 (896 37/) a8%<8J =ap avfx+u,y+v,%—{—u)d8,

sy

, 0 (3 o “5 aC de m
a@(@ 8%) £ a7 aﬁfawf““’y”’“w)ds‘“L
s

- 2l1m3 cosh' |fdp' +a’lim — g cosﬂ fds
—0a o &"=0 o

e poich® evidentemente

/
shmcosﬁ fdo = 2zf(x,y,x+al)
c
(16)
( hmcos6 d,o”:-—an(x,y,%-at)
\
si ha infine
23( g ) (i &’)_326*_0
% T d )
23‘(8q 9&) g<a 311*__22211"__0
o oy 3 3%) aH
(17) i( o 3( ¢
oy 3%) 0 ax) o

e
:—2na23_t[f(xa?/7%+at) +fl@,y,x—at)] =

\\ —_——‘Zna‘*;[f(x,y,z—l-at)—f(xay’%"“t)]-
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Vediamo cosi che le formole (12) non ci danno in generale
degli integrali delle equazioni di Lamé: condizione necessaria e
sufficiente affinché cio accada & che sia per ogni valore di x,y,x,¢

2
3_76 [f(m,y,%+aZ)—f(x,y,%—at)]=0
ciod sia
82
a—ﬁf(x,?/,%)=0

La ragione della discordanza di questo risultato coi risultati finali
della memoria (K) sta in questo che ivi & implicitamente ammesso
che gli integrali che nel caso di un mezzo biassico corrispondono
agli integrali che compariscono nei primi membri delle formole (16),
sono nulli, quantunque la funzione da integrarsi risulti sempre dal
prodotto di una funzione monodroma f(x+u,y+v,x+w) per una
funzione polidroma che cambia di valore quando si parte da un
punto della linea d’integrazione e vi si ritorna seguendo la linea
stessa.

9. — Con un calcolo simile a quello ora fatto, facilmente si trova

8&*
x T + 8

/, %+at) —[(w,y, x—at)].

Potremo quindi scrivere le relazioni (17) anche nella forma

FE e . e O (3 3
s A "‘(“‘c)aj(ax zﬂ)_

= 20 2 [f ey, 2 hal) — [ (@, —at)]

Yy

& . d (g7 9\

18) ) 522— — @A (@ 3x(ax >_
d

= "27”"33?/ [f(”)y7’5+at)_f(xaya %_at)]
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Nel capitolo seguente determineremo l'espressione dell’integrale
generale del sistema

% e (%)
FT el A it 77 EabS
Fn e 2 O (O 08\ _
B it @) 5 (-5 ) =
2

A=

—ove X, Y, Z sono funzioni qualunque di z,y, x,¢ — peri va-
lori che ad un istante iniziale assumono le funzioni incognite e le
loro derivate prime rispetto al tempo.

Dopo cid potremo facilmente verificare che ’integrale del si-
stema che si ottiene dalle (18) ove in esse £, 7", {” si considerino
come funzioni incognite, corrispondente alle stesse condizioni iniziali
cui soddisfano le funzioni da noi indicate con &', 7%, ¢*, & proprio
dato da tali funzioni.



Caprroro III.

Estensione della formola di Poisson

10. — Come abbiamo accennato in fine al capitolo precedente,
vogliamo ora, assegnate per i valori di @, y,x corrispondenti ai
punti di uno spazio finito o infinito R sei funzioni

Llyx) nxyx) Lyzx) E@yz) H(xyzx) Z(@yz),

ricercare le formole che, nell’interno del campo stesso, almeno finchg
il tempo varia entro limiti convenienti, determinano I'integrale del
sistema

&Pl 2N - 2 2 %
W—QAgg—'—(a“b)@(av 3y) X(xyxt)
1 3% ) d (dg ¥&\
(19) a7*—aA21H—(a—-c 370(% Aé—y)——Y(xyzt)
.
ot PNC=Z(xyxt)

L

— ove X, Y, 7 sono fanzioni qualunque dei punti di Redi { —
che, essendo ?, un istante iniziale fissato, soddisfa alle condizioni

(5)t=t0= & ('Q)t:fo‘—“ To (C)t:to‘—“- Go

3y o\ _ By _
(g)tzto— ’ (5? )t=to_ o (E)t:to— &

oltre che a convenienti condizioni di regolaritd, che nel corso della

1}
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nostra ricerca gli andvremo man mano imponendo senza soffermarci
a precisarle. Quanto alle funzioni

& M L o H, 2, X Y 7,

percheé valga quanto andiamo a dire & sufficiente che nel campo S
esse siano finite e continue insieme alle loro derivate prime e se-
conde, ma si pud verificare che le formole finali cui arriveremo
danno nel campo R un integrale del sistema (19) anche quando le
funzioni in questione soddisfano a condizioni di regolaritd meno
restrittive delle precedenti. Noi perd non ci occuperemo di fare
tali verifiche.

Cominciamo dal fare 1’ovvia osservazione che il problema pro-
posto risulterd risoluto appena lo sia il problema analogo pel si-
stema formato dalle prime due equazioni del sistema dato, cioé
appena siano note le formole che in ogni punto del campo S, almeno
finche ¢ resta entro certi limiti, determinano 1’integrale del sistema

gﬁ—c¢zA2e—<a2—0) - (E-5)-

ot y \oxr~ 3y
(20) ( o on 0
i 2
e At @ C)ax(ax a)
tale che
. . ’3&\ = an
(‘S)t:to_ So (7;)'524.»— To Kat /l=t0_ =0 (a_t)t=t0_ HO'
Poniamo allora, come sempre & possibile,
°A 0B JA 9B

ove A & una soluzione dell’equazione
FA L PA X Y
oa? 35 oy* o + dy
e la funzione B ¢ determinata dalle due relazioni

B_y A m_ o
dy ox x dqy
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che non sono contradittorie, perché

9 QA A oY FA RA
a‘w(" ax)+ay( 5&) +9J (aw2+ay) 0

Dimostreremo prima di tutto che, dato un qualunque integrale

regolare &, del sistema (20) potremo sempre (in infiniti modi)
porre

£ =0 @ =1 41

ove

ofw Afw
O — o — o
: x 1 dy

o  Of® ) f®
@ @__ 9"
¢ oy "l ox
fU, f® essendo due funzioni che rispettivamente soddisfano alle due

equazioni differenziali

32f(1) aZf(l) a2f(l) o 2 f(l) .

T oy Y =
G AT
or ot oyt wr

Cominciamo dal determinare nna funzione f® in modo che sia

*rv 232]?(1)_ 2(€ a
P e ”“(@+§§)+A

Se alle variabili x,¢ sostituiamo le variabili

o=at+ =% =0t —zx,
I’equazione precedente si scrive

A % | o
2 —
4“30&38 a(a —{_a >+A
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e quindi avremo

Fo— 1 0;1 ; ag(é )+A +n(x
=iz 0 OB dz ay 1Y)+ (@, 9,0

n, £ indicando due funzioni arbitrarie loro argomenti.
Dovendo inoltre aversi in conseguenza delle (20)

F P& o 2 | 94
W(@+8§) A(@x+ ) 3x+8y
ed essendo
A 62A oY
du® T3 o o + N
sard pure

a?r(l) 82]0 1) a ’]
¢ (3562 fd“fd‘3 3\ )
o8

T 7 [ O Y P
T 8x+ T 3x2+ay2ﬂ+a 8x2+8y2 .

ciod

() fafh 253

rolpegles el

Ne segue che se sceglieremo le funzioni =, in modo che sia
95 | o 25 | I o 7
{356 + @]ﬂ=0_ [6)7: + @Jazolfz:o: [9—52 + 37/2} R Y)

%k 9 @ o*
R e PR

avremo
32f azf(l) 2
2T T Az +
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¢ infine

327(1)

(21) N

Indichiamo allora con & una qualunque soluzione comune delle
due equazioni

¥o o 20
*,(th——-a AQ(I”——O 2+ay

ciod una funzione di @, y,x, ¢ armonica rispetto alle variabili z,y
¢ contenente %, ¢ soltanto nelle combinazioni in at+%, af — % : e posto

= 7oL

determiniamo f® mediante le relazioni

e o af ofw
(®2) W 2w T 1Ty

cid che evidentemente si puo fare essendo

5= g

Sostituendo nelle equazioni del sistema (20) avremo allora

T L2 b
(o) ORG24

o F e T e
PO e m) P Ay i azﬁ* 2A 9B
( ot* A dw (W —¢ ¢ oy —a ) dy o

e quindi anche per la (21)

o ot Fa o

2£12) 2£(@) 2£2) 24(2)
L (P L.

—a
ot ox? y* 0%

sor o e Ly,
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Sempre soddisfacendo alle condizioni (22) potremo dunque sce-
gliere f® in modo che sia

an(?) . a2f(2) R 32]“(?) . 2 f(z) o
F e T T T8

Dopo cid le funzioni [, f® soddisfaranno a tutte le condizioni
volute.

11. — Servendoci di questo risultato, coll’aiuto di una nota for-
mola del Beltrami che di un’estensione della formola di Kirchhoff,
potremo facilmente giungere al nostro scopo.

La formola cui accenniamo & la seguente. Sia ¢ (ry x ) una
qualunque soluzione dell’equazione

2

%T‘j’ A=W
ove ¥ & una funzione di =,y .%,? che supporremo finita e con-
tinua insieme alle sue derivate prime e seconde, quantunque cio
non sia strettamente necessario per quanto segue.

Dando al solito alle variabili =, y,« il significato di coordinate
cartesiane ortogonali di un punto dello spazio, e indicando con s
una qualunque superficie chiusa avvolgente il punto (x, ¥, %), con
n la normale a tale superficie in un suo punto qualunque volta
verso l’interno della superficie stessa, con 8 il volume racchiuso
da o, con @, v, w le coordinate di un punto qualunque dello spazio
nel sistema cartesiano che si deduce dal primitivo portandone con
una traslazione l’origine nel punto (x y %), posto

r =Vt F o* + u?
avremo

r
1 \d ¢(x+z¢,y+v,%+w,t—g)

(23) b ((b, Yy %y ) = . (dn 7 -

19 r )
_;a_nq;<oc+u,y+z,%+w,t—&) ds -+

1 1
+ zf‘l‘ (x+u,z/+v,%+w,t—£) ds
dna S¢ : a
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ove, come si & soliti di fare anche scrivendo la formola di Kirchhoff,
si & posto

d 9 9
3, = cos nuaTL—[-cosnv a;)-{—cos nw 5
4 _ore
dn~ dndr’

Oltre che di questa formola noi ci serviremo anche di un’altra che
da essa si deduce con una semplice trasformazione.

Sia ora ¢ (x %, t) una qualunque soluzione dell’equazione
EES q

o L Ly

at2 é,—l}zmc W—aa'%2:q]‘(x,'l,%,t).

Se poniamo

c
4 — =
(24) T=_% Y
evidentemente la funzione
- _ c _
?(x,y,%,t)zq)(a €,
soddisfera all’equazione

A L 292'1.)_W(3

e "% Yy YT

¢ potremo quindi applicarle la formola (23).
Si vede allora subito che se indichiamo con ds,dS i differen-

ziali dell'area 5 e del volume S che corrispondono nell’affinita @ de-
finita dalle formole (24) all’area s e al volume S, avremo
r
1 gd v{;(m+u,y+v,x+w,t—c—b)
9 ; — Bl _
( 5) 4)(:1",y,%,t) 4x c(dﬁ

]

129 7 _
*ﬂ% (x—[—u,y—}—v,z—[—w,t—g)sdo—l—

1 1 7\ ,5
+mfs;‘lf(x+u,y+v,%+w,t—g)ds
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ove

?:\/I;i:(u’—l—v?)—l—w?

c
—cosnu
o a 0 +
aﬁ—— / al du
\/ cosznu—i«cosi'm;—l~z2 cos® naw
¢ cos
— cos 1o
a )

2

+ - =
cos® nu -+ cos*nv + —; cos’ nw
5

a
— COSnw
c

d
Fo— gy )

B a
\/cos%u +costnuv4 = costnaw

1) Supponiamo che la superficie s e quindi anche la superficie s siano
riferite a un sistema di coordinate curvilinee ¢, § € poniamo

U=-u4, v=—70, w=1u.

ISEIS
QRS

I coseni di direzione della normale interna n a s dovendo risultare
proporzionali ai maggiori della matrice

da  da  dau
ow 9w W
op a3 B
che & identica all’altra
@adu adv  dw
c do ¢ 3 oo
@adu  ad  dw
c B ¢ P o8
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12. — Premesso tutto questo, veniamo a determinare la cercata
espressione di un qualunque integrale regolave &, 7, del sistema (20)
in funzione dei valori iniziali &, 1, 2o, H, di &, v e delle loro de-
rivate rispetto al tempo. Per procedere piu speditamente limiteremo

avremo evidentemente

_ cos nu
cos U =
, P
\/ cos?nu -+ cos>nv -+ =2 cos?nw
_ cos nv
COS NV = ——
/ 2 2 a?o 2
cos? nu - cos?nY - — cos? nw
c
a
o cos nw
COS W =

a?
VCOS2 nu-+ cos*nv -+ = cosnw
Siccome d’altra parte

) c 9 d

0 ¢ J 9 ) )
i a du o dw

dw  dw

ISHEeY
Qe

risulta evidente che posto

0 __ 0 _ ]
= = COS NU == COS NV = + COS N ~—
on ou + v + dw ’
sara
¢ cosnu
o a o
on \/ R R @ ou
cos?® nu + cos® nv 3 costnw
© cosmw
+ : >+
a? v
2 2 ¢ cos?
VCOS nu 4 cos® nv 4 2 ©08 nw
a
— €0S W )
; c
N Veos? o @AW
cos® nu - cos® nv - — cos? nw

r
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la nostra ricerca al caso che sia
t>1t".

Di pitt supporremo dapprima che le due funzioni &, 7, siano
identicamente nulle, cioé che le condizioni iniziali dell’integrale
da determinare siano le seguenti:

@ Oru=e=0 (5) == (§)_ =5

t=t,

1) Volendo trattare 'altro caso
t<t,

basterebbe osservare che se & (x, v, 2, t—t,), 7 (x, y, 2, t—t,) & una solu-
zione del sistema

L)
W E(x’ ¥ % t—tO) =a? AZE<m: Y, % t_to)_l_
2 [0+ Y
+(a2_02)3—y [372 (2, ¥, 2, t—ty) — 95 (@ y,2 t—to)] + X (2, y, 2, t—t,)
laz
5z 1 Y, 2 t—t)) = a®hy (@, y, 2, t—t;) —

2 [o o
- (az_c,Z) a—w [ﬁ (m7 Y% t—to) - é% (‘rl Y%, t“to)] + Y (wr Y%, t’to) ’

ponendo
tr—ty =— (t—1,)

E*¥ (¢, y, 2, t*—12,) =& (2, ¥, 2, t—1,)
7]* (:L‘, Y, % t*_to) =17 (w: Y, %, t_to)

si ottiene una soluzione del sistema
92
57 6 (@ Y, 2, ' —ty) = s B (2, y, 2, 1) +

92 0
+ (az_cz)aTy [aTL. 71* (I; Y% t*—to)—a_y ‘E* (CE, Y% t*_‘to)]+x (ml Y2, to_t*)

9
2 T‘*(m’ Y, % t*_tu) =a? AZ Tl*(w: Y, %, t*_to) -

2 [2
- (a2_c2)§£ I:a_x "‘]*(90’ Y%, - to)“'ai_/ E* (m) Y, % t*_io>] + Y (m) Y%, to_t*) .
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K evidente che le quattro funzioni

¢ , .,‘(1) , O —= ¢ — ;(1) s 7‘(2) =1— .,‘(1)

considerate in principio al § 10 soddisfano rispettivamente alle equa-
zioni

M a2
%ﬁ= aj‘j e agé‘fw
T
Avremo allora per le formole (23) (25)
(@7) E@y, 5 )= (% 1)+ P @yrt)=
:ﬁlinf gg?z(—l)%&‘1)(w+u,y+v,z+w,t—2)——
5

1 2 f 7
— o g (eru, Yo, xtw, t— E)% ds"M+

1 12A
S 't ——| d]W
+ 4nazj; (as+u y+v,2+w, )dS —+

1 d 1 -
+Zl-7r gdﬁ@)%5‘2’(9””’?/“’a%+w,t—a)__
5(2)
1

7 on®

1
+ 41ra2f
S@)

— = 2_9 g@ ({L—I—H’J—HJ xt+w, t__g)td(? +

19B
7

=3 <x+u y+o,x+w,t - )d@‘g’
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(272) 1 (z, Y, %, )= 71(1) (1;) Y, % ?) _!_ 7[(2) (q‘) Y, %, ) =
:i ‘ L ”(x+u y+v, 2+, t~—)—
4z | dn® 7 a
o)
1 0 7
T A (f”+“, y+v, 24w, t— 5) ds" +

~Dyasw
+4’mf x+u,y+z %+, ) ds™ 4

%f(z) (2) $+%,y+v,%+w,t__£)—-

7}‘2) T+, Y+, 2w t——a)§ ds® —

ﬁlf

|
St -

7
otz [ e s
S®)

ove le derivate

30’ 3 3w sono da eseguire senza tener conto

della dipendenza di », 7 dalle variabili u,v,2 e gl’indici m @ posti
alle lettere 5,S,7,0,S,7% non cambiano il significato precedente-
mente loro dato, ma hanno lo scopo di porre in evidenza che gli
enti geometrici da esse rappresentati riferiti alle funzioni £V, " si
potranno in generale supporre diversi dagli enti corrlspondentl ri-
feriti alle funzioni &, v®.

Nel seguito indicheremo in generale con o la sfera di centro
(@, y,%) e di raggio at e con S lo spazio da essa racchiuso: con
o® Delissoide di centro (z,y, %) e di equazione

a2 a2
7”:6—5 uz—{—zgv?—kw“z:a?rz

e con SP lo spazio da esso racchiuso; infine con o & S¥ la sfera
e il volume racchiuso dalla sfera corrispondente all’elissoide o nel-
laffinita Q definita dalle formole (24).
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Supponiamo allora che nelle (27) o coincida con of , e o® con

o), ¢ in tal caso sopra ol sara

3
f—— =1
a 0
e sopra o
7
b =1
a 0

Di piu dalle condizioni iniziali (26) segue che potremo scegliere
(5(1)) ety = ('f)() t —t, == (g( (.,[(2)) t—ty = 0 1).

Se dunque poniamo

(1) 2:(2)
(35 ) — = (3 3 ) — =P
t=ty =ty

ot ot
97](1) T azn(z) (2)
(gt_)t—to_ Ho ( ot )twto Hs

*) Infatti se (€),_y = (1);—s,— 0 avremo pure

{ax + Sy]tﬁto__ 0

e quindi anche, mantenendo le notazioni del § 10

27(1) 2F(1)
[S ia *f } 0.
t=t,

ox® N |

D’altra parte la funzione ® per £=¢, & soggetta alla sola condizione
' Lo P
3132 ay t—t\)

Potremo dunque sceglierla in modo che si abbia
(fu))t=to= (f(l)’l—(b)t:to: 0.

Evidentemente avremo allora
(1) — (1) —
P=yN=0

e quindi anche

£ = =
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SiCCOIne, Va:].elldo le I‘elazioni
— el 2 — (1 2

risulta evidente che sara pure

=, = 45
H, = HY -+ Y,
avremo
19A ”
m
E(x,y,%, )= 4na t—to fol) dsi’ 4+ 2f 1 o a—u—(t—a’_)ds(t”_to_{_
LTS SR
19B 7
o — EY) dop_ il R P <TC)
4““ t_t° 20 V) dot t°+4 af 7 v(t a)ds
c(t)—t S

[_

1 aA r
(l) - va 0 (1)
(2, Y, %, 1) t_to f St, 2f(l) L2 (t a) asy’, +
o St—to

_to

1 1 19B T\ =
— H,—H?) ds?. 2T gse
+4naz(t—-to) \f(z() ) dott, — 4na f; o T ou (t a) ds®
t—t,

St—ty

-

D’altra parte si ha

D — (@&i’) =9 (811") =0 — (?c_(z) == aﬂ K
St t=t, ox at t=t, 0 ot t=lo_— -0 at t=t,

I 3 (3fW @ d /ofw
O — (_’1_) =9 (_ __) HO — (i\ o (e
0 ot t=t, ay ot t=t, 0 ot ) o Ho ay ot t—t, ’

Q)|Q)
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Potremo quindi concludere che &

1 = G
¢ (Il?; Y, %, t) —_ Etdz(t—to) f(;o djt'—to +
5 _

1 % af( ! ds® (af( ) 1-(2)
D — dsi
+4na2(t—t0) ox f o t=t0 =t 0 o )ity ! t°§+

t—t(y t—ty
1 19A o 1 13B(, 7\ =n
+ f e e I
St—to St———to
@7y
@
q(wJ y) %7 t) 4Tta2(t to) f(?() dﬁt—to +
St—t,

t—t t—t
1 19A r ) 1 19B ( T\ =o
+ 4m2f r v (t_a_) @Bty — 4na? 7 ou ! _) By
e, st

Cerchiamo allora di trasformare I'espressione

o™ (af w @
xl dsg
f(l) (at )t—to ek f(z) ot )t~t03t o

Ot—ty Sg—ty

in modo da porre in evidenza che almeno le sue derivate prime
rispetto ad « od y risultano note appena assegnate le funzioni &, H,.
Posto per semplicita di scrittura

2 op OF | OF
(W)ti—”F(L Yy %) F=: 2+ 31/2 )

essendo, se s’indica al solito con ¢ la longitudine nel sistema di
coordinate polari di origine (z,y,x), asse u e piano polare uw,
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essendo
dsy),, = a (t—t,) dp dw ,

per una ben nota formola di Green potremo scrivere

3 . 1
f P dotl,= a (t—1) f f [ f 3 108, —
°(t1)—to
a A og 1) act) — i f 5,Flog = d(}“’}
p C(l) g

ove ¢V & la circonferenza di raggio Vo?(f - 1,)*— «?® sezione della

sfera o), col piano w = cost. passante pel punto (z, y, x+w), CY il

cerchio da essa racchiuso, p¥ la normale interna a ¢}, p la di-

stanza tra il punto di ¢ che corrisponde al valore ¢ della longitu-

dine e il punto mobile su ) o in CY in cui sono calcolati i valori
oF

di F,55,%F. La formola ora scritta si pud porre anche nella

a
forma

de o, = - t—t‘)fdwfr fiog dp | dCY 4+
(1)
Ot—t,
a(t-1) 1 oF 1\
Of f (f log d —9?1) flog;d"o g-
—a 0

Ora dalla teoria del potenziale logaritmico si deduce subito che

27 1 1
10 - d’ = 27710 —_—
fo 8 p i ¢ Vai(t — to)—a?

D’altra parte per una nota formola di Gauss si ha che

2

ilog ld, =1 —1_
0P e o Va2 (t = tyy—w
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Sara dunque

Fdsy) , =—2a(t -1, | dw [3,Flog — dC(qB —
ﬁ;_, f fow Ve
a(t-1t) dw 1‘——— - *—F =
c(, At =t)y—w® Va2 (t— 1) —w?

e poiché per una nota formola

—mdc“ f 3, Fd 0
. cu) oW

avremo infine

Fds) to:—a(t—to) 2E‘log ! ——— dCS},’——

G(tl) ) oy — ) —w?

alt-t) y PR R LN P _ L
) {op® \/a2 (t =ty —w*  Va(t - t,)? — w?

In modo del tutto analogo, essendo

Aoy, = a (t—t,) dy dw

si trova

(-

ﬁdat_, =— t~t0fdwf>ﬁlog
2, ~\/a2(t —t) -t
—a(t~tofdwfc‘2 —log 1 — F

2 \ o \/ag(t — to)—uf % Va (t = 1)F — u?

ove ¢ & la circonferenza (d1 raggio —\/a t—1y)° —7) sezione del-
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I elissoide o, col piano w = cost. passante pel punto (x,y,%+w),

C® & il cerchio da essa racchiuso, p® & la normale interna a c¢%.
Rappresentando allora con C,, l’area compresa tra le due cir-

conferenze ¢}, c?, con ¢, il contorno di tale area, e con p la nor-

male interna a tale contorno, avremo

Fds o cht_go t - to) Ts F ].Og N3 1 = dC(fL) +
\[5(1) - (2 f cY Vet (=)'~ (t—t )

Ot—t,

+a(t_t<i)]‘ 3, Flog p 1 _dO‘Z)?
] - V&t =) - w?

a
oF 1 9 1
a(t—-1 dw dcw —log —--=x=—F —log ———
( J_afc %ap SVits o g\/u2+v2§

ove vale il segno superiore o 1’inferiore secondoch& @ ™>¢ oppure

a < e, ciod secondoché il mezzo uniassico considerato & positivo

oppure negativo: e poiché per una nota formola di Green

oF 1 2 1
dcws lo S A P t 3,Flo
ﬂw eV \/u —}—v op g\/uf—u f2 g\/u +v

avremo infine
Fds , —[Fds? ) = —at—1) dw 3, Flog — —— dC{) +
oy 0‘t2> " o Vai (it )z w?

a(t— toJ szlog 1 dc? +
AR\ 2
a \/a (=t —w
a(t—ty) | dw Flo
OJ fg & Vir \/u + v

w
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Questa & appunto la formola cui volevamo arrivare, perché
+ oH,
%
Noteremo esplicitamente che ad essa siamo giunti senza servirci
di alcuna delle proprieta speciali di F, onde essa vale per ogni fun-

zione che soddisfi alle condizioni di regolarita cui soddisfa (gg )
t—ty

Dalla formola ora trovata si deduce subito

3_ dc“’ Fdsm =—a(t—t, f duf &, Flog ——— ] oo 4
i o, (n \/“ (t— f—
1
+a(t- tof f 5, F log d()(fa) +
) S V@t y—u

a
a(t-1) Oy Flog ]d -
oo ae [ furoe it
a(t - 1) 10 dc,, =
o f f g\/u+v
t—tf fFlOg—-—cOSp(l)udc(l)
)
t—tf szlog ﬁ____vcosPZ)u de® F
A Vi +
t—tf f 10g
a(t-1) Y=
f f 1;2
=Fal -tk G dc,,
( Of f g\/u”+

== Cos pu de,, F
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ciod, indicando con S,y lo spazio compreso tra la sfera of ; e
Velissoide o4, ,

do) , — | Fdo, | = F a(t—t) log ASi—i,
R o R e e

Cit—t, t—to

Analogamente si trova

2 ) 1
(29) ~ dsl) cs‘?) =Fa(-¢ F-log————=dS;—; .
% /‘m o f J AT
Gi—t, o t St—i,

13. — Prima di tornare a scrivere le formole (27)" tenendo conto
dei risultati cui ora siamo arrivati, osserveremo che, essendo

B A oB A
W T w T we YTy

avremo

_l_ Q_A t_ﬁ\ asiy, 1 9_]% t___f\ dﬁ(‘z)—to —
dra* | u \ a/ r | dna® | al T
S S

1
Pty

1 X<t__ s, 1 aA( Mdsl, ‘gé(t_ dSEL| _
T 4na? a) T 4na® du al du 5) 7o
SHEPS S St
1 dS‘,?’_tO 1 ) dbt—to St_ -y
—mfx(t‘a) e A0S Afe-g) el
S@ SO, S@,,

—to

t
1 dt’ .
:4:7r(62f2t_t' f () ds ()z—!—a f (t) ds_,. f dc(2
t o] 2) ¢

0 t 12
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e analogamente

1 3A ( T asy,, L 3B daSEls, _
4na? w\" a) r du ( a) 7
8 S,
1 t_ﬂg Y (1) ds? —I—i ‘ N2 A () ds?,
Tira? t-1¢ ) =" dy (F)ds: >
o Yo, o o,

Applicando allora, come & lecito, alla funzione A le formole

(28) (29), essendo evidentemente

32A OZA oY
T e -l— 3
otteniamo
1 gé(t__>ds o 1 B(, T aSP,
4na? du al r dza® | —5)7——
S, S,
tS 1 _ 1 9X Yy 9 |
' Nds® o
:f‘” 4m2(t—t’)fX(t)d “‘+4wf(9w+ ) \/u Wi €
t, ( 0(;2)—1' St—t'
1 JA (t—— f) sy, 1 B (1 dSt_to
4na’ w al r dra® | du a) 7
Stl)—to S(l?——o

(2)
Cy—1* t—t'

t
1 - 1 X Yy 2 1
! NdsP_, F — —— .
=ftdt éha (t~t)fY(t)d A +4wfs(0%+ay>t0vl gvuerU_zdSt_t%.

0 \

Dopo questo possiamo evidentemente scrivere le formole (27)

nella forma

1 — 1 o=, °H,\ 2 1
: e g = 0 0
:(x’y’%’t)—élma?(t—to) f°d3t_t° + 4naf(au + a'v)aul g\/u 1 ot ds“‘“
S

2
c(t )— t t—ty

)
t ’
1 _ 1 (X oY 1 |
Nda® | T gl ol IV PSSR ,
+f” \4"@( t’)ﬁ(t)dct_‘ +47:a (au—‘_@v)yaulog Vuz+v§ds‘"‘)
¢ ( ol Sie

0
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1 1
1, y,2,t) = 4—a‘(t—t0)‘/1\{0d”—t°+rnaf
@ S

Oty

o=, 9 1
(au + v ) 08 s Wit

t—t,

t
1 1 oX  9Y\ 9 1
+ﬁtsmﬁ) T F g f( 50 o o8y e
@ S 20-{-1
) Ot ¢

t—t'

Da queste formole possiamo anche far sparire le derivate delle
funzioni E,, Hy, X, Y osservando che ad es. &

_ =, , oH,\ 9 1 3 1 l
— -+ 5 —dS = E s,
+f(8u+8v)au o8 \/u~+v == du °au \/u2+v t—t &
S

t—t, t—t,
- & 9 a 1
Se—t, t—t
*
H lo
*dudv SV w0
St_t(,

ed anche, poichd

u
a(t—1)

— 3:0 aH ) 1 . 1 Eou + Ho/p 0
+f< + ) ) Qu 35 % v'u—z‘_l_:qﬁ ASp—t, = a(t—1y) f T udsy , —
S

t—to

—ds, cos pPu= daof 4,

1
Ot 1o

1 il

o & 1
( E="1 a—u§ 10g \/u2+ v2 "l— Ho au av log W’;—v—z) dSt_to .
Sl—to

+

Le formole considerate, posto

1 =
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prendono allora la forma seguente

Bou-t+Hyw | —
( yY s % t)"4,‘,a (t_to)f;‘-‘o u2+”2 udctwto’*_

Ot_to
1 ) u‘l“Ho” )
+ dna®(t - to)f w0t udsi—y, &
o t
(, 7. R %
i4mf?"°a 2+H°a 0| Bt
St—t,

t
) 1 Xu+Xv i o
+ﬁt 47ta2(t——t’—)f(§)}§— t52+1)2 u‘tng_t"‘-
t sy

0
2 2
1 f\Xu+Yv tdo‘}’ﬁi %XﬂJrYax

+4rca2(t——t') w0 “4ra dud ud
ol S
t—1t t—t'

ds, !

1 Bou+Hyp ) —
(%, Yy %, t)zmu—t&fgﬂo-%—*m;v%do(ﬁ—m"‘

?
5§ )_to

1 Bou + Hyo S0
+4Tta‘2(t—t0)f u2+’l)2 dt——o_

1
G(t V4

1 - U *Y.
imfg B guan T H 3y 2dst—to

St—t,
¢
, 1 Xu+Yw )
+fdt Wﬂfﬁ‘“ S A
) o ..

1 Xu+Yo | 1 L A
+4na?(t-t')f(}) u? + v vb'dj'_"im 3X82¢80+Y n* dst "

Ot—v t—t
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Se poniamo in generale

1 { D u+Wo -
wx[(b(x)y1%1t)vlp‘(xayazvt)]t 4na f}¢ Z_LZ—I-T n%t'dc(f)_t_*_
)
O%—1’

1 \<1)u-t-llf'v l 0 1 (L o RL)
t3 )fl w4+ v* $d = +m )(DBTLZ_}‘ 17%31}( a8
o,

d>u+‘l"v —
[ (x Ty Yy%,0), U@,y,=x, t)]t drnad (i — (t f% uz__}_z._e"vt,dc(?)—z +
d)u +\]f‘@ da) 1 { UL Cd
+4na f P+ 0 vt (b3uav+wﬁiyds”—"
Of

Oy ¢ St—-t'

ove valgono i segni superiori oppure gl’inferiori secondo che &
@ >>c¢ oppure a<_c¢, avremo dunque

t
g =, [EO’ H()]to —l—f(ﬂx [X) Y]t‘ dt/
)

t
1= w, [E, HO]%-;_fpy X, Y].de.
tO

Abbiamo cost perfettamente determinato per ¢ = ¢, 1’integrale
&, del sistema (20) che soddisfa alle condizioni iniziali (26)-

Da questo risultato possiamo facilmente dedurre le formole che
danno per ¢=t{, 'integrale del nostro sistema che soddisfa alle pit
generali condizioni iniziali che sia permesso assegnare, ciod alle
condizioni

98 - o1
)=t =6 (D=1, = %o (@)t:to = (_52)1=to =H-

Intanto da quanto precede segue immediatamente che si ha
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a?

3% awm[EO)n(/]lo

- a* A, g‘ﬂx [&o, ﬂo]to % —

‘ 7 a 9 {

2

aat2 % oo mle 2 = %‘”“J L%, "lo]t°$ +

‘ 372 ) ) :
@) = [é}; {wy [, Mol % — @ ® (&0, ol 2 ] =0.

ed anche
3‘% [go”fm]lo)t:t :g‘”y (o5 7ot {t=t =0
) ) i
S S A

Per {=1, saranno dunque nulle anche tutte le derivate di
®,[E0y Noltys ®y [Goy Tos, Tispetto ad z,y,x e quindi anche sard

>
zéﬁm[?qo]tot =0.

t=t,

a;’,
3 0z & Noley Et=t
Dopo questo possiamo evidentemente concludere che ponendo
3 t
‘E = Wy [EO ) H0]¢0 + ﬁ Wy [&0 ) 710]'50 'l?f;it’ Wy [X ’ Y]z'
t()
(80) .
0) H] +9t [ 09 1] IO]lO%tIO)y[X7Y]l'
t

0

71:(’)1/[

’ ll_l

avremo le formole cercate.

14. — Nelle formole (30) poniamo a=¢. L’una o l'altra di esse
determinera allora 1’integrale generale dell’equazione

L

,\tg 2A2C—Z

in funzione dei valori iniziali dell’integrale stesso e della sua de-
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rivata rispetto al tempo. Precisamente, posto in generale

1
wZ[(b(xay,%’t)]t’:qu)( 1Yy %, t')ds(l)

o,
sara
t
(31) {=wo, [Zo]t' + aﬁth [Co]t' +fdt W, [Zo]z' .
t

0

Questa formola evidentemente non & che una semplice conse-
guenza della formola del Beltrami da cui siamo partiti. Aggiun-
gendola alle formole (30) otteniamo la cercata espressione dell’in-
tegrale generale del sistema (19) per i valori iniziali di &,7,( e
delle loro derivate rispetto al tempo. Le formole trovate determinano
in ogni punto interno ad R il valore di &, 7, per ogni valore del
tempo = ¢, pel quale ambedue le superficie o}, , sf_,, relative al
punto considerato risultano interne ad R.

Per X =Y =7=0le formole (30), (31) ci danno ’integrale ge-
nerale del sistema

% 2 (e
AL — (- )a—y(a_x“@)“‘
*n_ N
3~ @A+ (@ )é?é(a_x_@)‘o
e

- "A,0=0

che si pud anche scrivere
?;T? caax(gﬁ aay) a%(gf, %2)+“2a%( +a
% angC/ 22) aax(aa—; ac)+ zaz(aﬁ +’\)

¢ coincidono perfettamente colle formole (43) della memoria (G).

s
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In tal caso sard necessariamente
P (€ 3 AL ok 9L)
w(a_x“Laeraz) ( + +8%>

e quindi se tra le funzioni assegnate & 1, &, e |E, H, Z, passeranno
le relazioni

38 ano
+ 3%
au(, GJHO
Ty dy + 8% =
avremo ad ogni istante
91
+ + a%

e le formole (30), (31) ci daranno evidentemente in funzione dei va-
lori di §,7,¢ e delle derivate di £, 1, rispetto al tempo per ¢ =1,
ogni integrale £,7,¢ del sistema di Lamé, relativo ai mezzi uniassici,
che soddisfi alla condizione di trasversalita

’c)m+ +3x

Le formole (30) (31) ove sia posto X =Y =7 =0 e le funzioni
&G © By HyZ, siano legate dalle relazioni

oo E‘)Co
ax—i‘ T,

E)Ho

e =

sono dunque le formole da sostituirsi nel caso dei mezzi uniassici
alle formole finali della memoria (K).

15. — Nelle formole (30) (31) poniamo ora #,= - o e suppo-
niamo che all’infinito le funzioni &, 1y, & e E,, H,, Z, si annullino.



64 A. Signorini

o s
Jarcs

4
Xu+ Yo _
f wa (i~ 1) f V], o+
o,
t N .
qu—l—Yv) A0 1 , g iﬁ ﬂl
f it f? A td) _4;ra a Xauau+Yau25dS“‘
—0 S ,

ﬁ'ra(t tfé ol

Ora essendo sopra of)_,.

Avremo allora

XZL—]—Y12 l (z) -
@ ( ) -t
G(z)
t' Xu+Y7J 92,( L g
t - flu+fu +Fﬁfdtf auavd”'
—o

4r
o o}

d
Ta®(
4

ar

T —v
a

si avra, colle notazioni gia introdotte al § 11

dt' Xu+Yv ) dr X+ Yo 1 43
= —_— 1
ina® f f% w+o? t‘vht_’ 4-:a ;X @ “
—0 (_ t—
e quindi anche
at XutYo = 1 1 Xu+Yv ul
e =- X — dudv d
f f @0 O T T e s
—% o, t—a

=

CIRY



Sulla teoria analitica dei fenoment luminosi ecc. 65

allo stesso modo si trova

8]
ar Xu+Yw 2 o 1 ]( Xu+Yv )
i(rft—t’ng w4+ v? 1)5f?°‘—t‘“4ncz ﬂ e sdudzdw.
52 T
t—t S 5

Analogamente si ottiene

dt Xu +Y1; (dc _ 1 SXu+YU dudvdu
411(! ’lt +7) v u _|_1; t—
dt’ Xu-{—Yv P 1 Xu+Yv d Ind
t—t’ Wt daliu = 4-ca 7'( R t_uiv w
—t’ a

dt’ "
dra? ft_t’f pdaiL U A f[f - dudvdw .
t

Infine scambiando nei due integrali

, o au
+ o fdt f :gzst_t.
—o
1 .
'Ff‘“ f auav Y
—w

Pordine delle integrazioni, si vede subito ehe sono rispettivamente

Stt

eguali ai due

A )
Tafffdudvdwf auand
927 92/;
4rafffdud@dwf ’z\dr
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Possiamo dunque concludere che nelle ipotesi fatte si ha

o
(31) ffle Y] dudvdw 'q:fffﬁ[X,Y]dudvdw
-

fff3[Z]dudvdw

() essendo tre funzioni qualunque del

ove in generale, a (¢), 8 (¢), 7
tempo, si & posto
1 sutfo 1 (2w Bo i
fl[d(t),ﬁ(t)]—4ﬁcz773 BT AP ey i t_z'
t—
+ o | RAAY
4Ta 2”_’@2 é aaz
-3
1 ou-l—ﬁv | 1 {rudpo
32 Mo H] = o I R I it
(32) fz[d(t),p()] 1zF 0T Wt ’t 741ta27‘lu2+1)2 t—j
t__L
| B
t iza ()Wu v g 3t
-3
1 1 r
\ Lli O] = (t‘ﬁ,\/ .
Le formole ora ottenute coincidono colle formole (31) della me-
moria (G).
Qualunque sia la dipendenza di o,8,y dal tempo, le tre fun-
zioni

fl[a)ﬁ] fol>, £l fsl+]

danno sempre un integrale del sistema (19). Cio resta provato con
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tutto rigore se si osserva che si pud scrivere

w
19 o - W
fl[d,B]zm@§ﬁib m (t—“ \/u +17 +w ) —:,,o__fz

—®

w \
+4na2§.{)§ fiﬁ W+ vzﬁ(t—ﬁ Vit )\/u2+v2+w—'2)—

_ -
v a
T fﬁ © df§

T
1 3) v 1)
“Izad u“_2+vef“<‘)dT5+1;;5;
—®
3§ Y w' )
—_— d ro Y _ 2 IP)
”‘m”(f:JO PR (t \/u+z+w) u{v+w’2+

w
1 2 , 15— w' )
[—410/ 5—%\/;20 +1)2B(t-—— \/uz—-l-v?—l-’w )\/u T +/w'25+

o\ w .
475&9”%“2—1-17/\( 4'ca,au(u +v2f (z)d

e si confrontano le espressioni che in queste formole compaiono
sotto il segno integrale, colle espressioni che ci danno gli integrali

di Lamé, tenendo presente che tali integrali soddisfano alla condi-
zione di trasversalita.

fal2,8]=

&QI*I
&‘th

Osserveremo subito che scambiando » con v, o con B, fi[e, f]

si cambia in f;[«,(], ed anche che, se conformemente alle notazioni
giad introdotte si pone

Fbil= graza(t-1).

si ha identicamente:

55) gfx[a,0]+fg[0,a]=a(t—a)+a(t—5)~9— L] ¢ Al

4nc*7 4drza®r s/

1[0, Bl = 1.[8, 0];
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68
sl A+ gl = ;;(t_a)ﬂf(tw)%:
. = 2o+l
1 a"(t"z> gﬁ(t_g)zz

) ) a1 S_
%fl[“vp]_@fz[“ﬂ‘]— ,2?92) 7 du 7

Osserveremo inoltre che si ha

_r 0
MJFL if%a@g—z 4 ﬁ(z)g—igdr

hla, Bl= 4nc*7 ' 4drmadu

(35) =

ed anche

r t_i
t———) 4 an -
( al 1 2 AN

'“‘ijzwﬂﬂ@ﬁw

Sﬂ[g’}'] 4nra®  4dmadv N
t— =
(36) g
f o(1-7) —
S B O A
f2[0(714]— drra® 4710’32"/\(’7;({) w S(T)au dr
t—L

\

1

Dall’'une o dall’alwre di queste formole si deduce immediatamente
che se le funzioni o, £ sono finite e continue insieme alle loro de-

h

rivate 1¢,2¢, ... (n+1)°, le due funzioni

fl[d‘vﬁ] f2[”7ﬁ]
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risultano ad ogni istante certamente finite ¢ continue insieme alle

loro derivate 1°,2¢ ... n° in tutto lo spazio, eccettuato che nel punto
u=r=w=0.

Cio appare evidente se si osserva che ad es. si ha

197 w11y ~
a@f“(?df:n%(;?—?)"’(‘)
t—2

_— 7 r C s . .
ove t & sempre compreso tra ¢{——, ¢——e di piu risulta funzione
a @

. . . . 7 oL
finita e continua dei due argomenti {—— , ¢{ —— insieme a tante
a a

delle sue derivate quante sono le derivate di «(¢) finite e continue.
Nel punto u=v=w=0 f[o,B], f][e, ] divengono infinite

1 . .
come — e i prodotti

rfilz, Bl rhlo, B
risultano finiti e continui secondo ogni retta uscente da tal punto,
pur non essendo nel punto stesso continui in senso assoluto.
Vediamo cost che le funzioni f,[s,f] fi[7, 8] soddisfano a
condizioni di regolaritda del tutto analoghe a quelle cui soddisfano

le funzioni
r ”
{3 el

dna?r dnatr

cui evidentemente esse si riducono per ¢ =¢. Nel capitolo seguente
mostreremo come la formola di Kirchhoff si pud estendere agli in-
tegrali del sistema (20) servendoci di un procedimento in cui le
funzioni f[«,£], f2[7,p] fanno lo stesso giuoco che la funzione

-2 ol

dratr  4drma’r
condo il metodo tenuto da Kirchhoff stesso nello stabilirla.

fa nella deduzione della formola in questione se-

16. — Applichiamo infine le formole (30) (31) a determinare
Pintegrale &, v, del sistema
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ﬁ—-a“’A& (@®—¢?) g (ﬂ ac)_ -2r as‘f—x[f(v Y, x+at)—

W
~
~

~f(®,y,x-al)

& d (3 % oD

catg @y 4 (a*—c )ﬁ(a_x“@>=—27:@3@[f(t,y,x+at)—
| ~ f(@,y, - ab)]

2

%ﬁc'—a2Azc=0

che soddisfa alle condizioni iniziali

Do (o= 0= (25 1) — (%
(-)t=0—('I)z=0—(c)t=o—(at/l=o——(at)t_-o—0 at)—%a f(@,y,%).
La (31) ci da allora immediatamente
1 m
C(.z:,?,%,t)—:7 frtu,y+e,x+w)ds9,
&)
cioé

C=0f %f(x+u,y+'u, ataw) do),
o

(1)
t

e le formole (30) nel nostro caso coincidono colle formole (27) ove
si sia posto

Ev=H,=0, A= -2za’[f(x,y,2+at) — f(z,y,2—at)], B=0.

Sara dunque

_ o [ s o
t= §f;‘:) r @[f(x+ll,y+v,m+zo+at_r)_

—flrtu,y+v,x+w—at+r)]

a d S‘” k)

n= —2 p, 3v[f(ochu y+v,xtwtat-r) —
sp

—f(rtu, y+v, x+w—at+7r)]
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ove dovremo intendere che nel fare le derivazioni rispetto ad w,v
si faccia astrazione dalla dipendenza di » da tali variabili.

Applicando ripetutamente un notissimo teorema di Gauss e te-
nendo conto che sulla superficie ¢{’ si ha

fletu,y+v,2+wtat —7) = fx+u,y+v,2+w —at+r) =
=f(x+u,ytv,z+),

si ottiene allora senza difficolta

' wcoth
E(,y,4,0)= ‘”f SR sy, v a) do
o

sin cotb
(e, y,%,t) = —J ”r—f(x+z¢,y+v,x+w) da? .
ol

Vediamo cosi che 1’integrale cercato & dato dalle funzioni che
nel capitolo precedente abbiamo indicato con £, %", ¢*. Resta cosi
verificato che tali funzioni soddisfano alle relazioni (18).



Capiroro IV.

Estensione della formola di Kirchhoff.

Possibilitd analitica di un solo punto luminoso

17. — Siano £, e &, v, due integrali del sistema

*

che nello spazio S° limitato da una superficie regolare s, sempli-
cemente connessa o no, supporremo finiti e continui insieme alle
loro derivate prime e seconde per qualunque valore del tempo
che appartenga a un intervalio (¢,7,) includente un istante fissato ¢

e talmente esteso che — R essendo la massima distanza di un
punto fissato (z,y,x) esterno a S™ da un punto di 6™ — oltre la
condizione
L>t,
& soddisfatta anche ['altra
la*
L+ 2V <o,

Evidentemente se rappresentiamo al solito con (u,v,2) il si-
stema cartesiano ortogonale che si ottiene dal sistema fondamen-
tale portandone con una traslazione l'origine nel punto (z,y, %),
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avremo a un qualunque istante ¢'

925 32&1 a a& aél 2 3 b; aCl
bt~ a—(&l aﬁ)—“eﬁ( S 570)+

d
d [, 3¢ 9 %k L) 5 o8 ¢
2 ¥ il 2* __ﬁﬁl_ _ 2 _ 2\ Y (& ‘;1
T av( w —¢ )+ aw(él dw ’aw) (@ C)av< L ;a?;)+

9 (. 9n .o s o (96 On  3E9
2 2 e S-Sy L RO SR AN R S/ | !
+@ 0) (& du é@u) @ c)(av du 3u>

9% P 9 a1 oM o
e T e T o (’“at T t) au< u ‘au)+

| _f} o on 3__ on 3
+a ac(’l‘a@ v ) aw( w13 ) (o™ )M(“&)quau%‘

o O & & R on, 9 on 0%
=05 (ngy =g~ - (- 1 ).

ou v dudr

Ne segue che sara pure

0 96 L0\ . O A\ e
_éTf(é‘a_t’_ 37)75 - f(’“ Qa,:)iS =
S-»e
L PP TR
:a‘f(&la—f—;ﬁé)ds —(az~C'J<§1875—5;—:;)0087fvd5"+

s 5
y s o O Y ey
2 (e il “vds 2| [n ST M) g,
+ (@ (J( du gau)cosn vds +“f("“an* 3w )d’J a
G’ 5"
A d o
—(az—ce)f‘((“@zlc ,afh) cosn” uds® +
5

+(a2—c“’)f(q f—f»« q% )oosn wds®
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ove n” indica la normale interna alla superficie 5™, e infine

o '\3 aE ¢ a,
(37) —[f(&lg-—t,—&a—t‘,)ds +f( a_g . “)ds}
< S 4
tZ ) ) .
22 ¢ .
£ 5 o*
N 9 : I) &aTﬂ s vds” - ,afld-»
@ - \ag,— u) PP “ '“an )T
_(a?_c)f<ql§2 %n)cosn uds” 4

+ (@ - ci)[ (‘qlg—i—n %}3) cosn” u ds” ] .

l W

(9]

*

o]

Sia allora F (#) una funzione del tempo finita e continua in-
sieme alle sue derivate 1.° 2.° e 3.°: potremo assumere

& (x—l—u,y—i—v,%—{—w,-—t’)=f,[F(—t’),0]
nl-(w+uay+”a%+wa_t’)=f2[F (‘—tl)vo]

F(t’—l—z) F(t'+’i)
L AT Yy
47T W+F dra*r w4 °

ciod

& (xtu,y+v, 2+ w, )=
t+7
1% @
+a o fF( )dr
‘+E

1 F(” 9 1 F(t'“L g)

T I e
4nc*F w4t drna’r ut4o*

Ur -+

T (Z-}-Zt, y+1‘7x+201t,):—

v+
1 &%
+iag [re

a
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Supponiamo inoltre che F () — e quindi anche ¢, e 0, — di-
pendano da un parametro e in tal guisa che per qualunque valore

di €0 risulti
t+e
fF(t’)dt’_—_l,
t—e

e di pitt quando # & compreso nell’intervallo (¢—e, t+4¢) sia
F(#) >0, quando ¢ & fuori di tale intervallo sia F ({)=0.
Tutte le condizioni volute risultano soddisfatte assumendo nel-
I'intervallo (f—e, t+¢<)
N 315 oo Wy

Fissiamo allora comunque ¢, purché sia insieme

Rq/a

(38) —e>n—e4 V5
e<lt,—t.
Dopo cid, essendo certamente

r _RA/a® |
—<a'"\/‘ci+1)

a
r_RAE
a<aVeth

potremo esser sicuri che le funzioni ¢, v, sopra definite si annul-
leranno agli istanti £, e ¢, insieme alle loro derivate in ogni punto
dello spazio. Quindi per esse — qualunque sia I'integrale &, 7 del
sistema (20) — la formola (37) dara

t
% Rl . 98 ¢
' AR e 1 B (a2 2 Ve _eb= - -
(39) fdt {af(&@n” éan‘)(h (@ (,f(;l 3 &av)cosn vdo"+
4 o* G"
+ (aZHcZJ (&1 %—‘6 - é%g)cosn" vd-;’*+a2f(maa—;2—* - n;ﬁi) ds* —
o* o*
0 o o \ ot ot
2 _ 2 Ya_ v =, * 2 _ p? [P S _~1 * | _
— (@ cf(vha“ qau)cosn wds” + (a* - ¢) (fhav q;”)cosn uds™|=0.
.

"
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indicando con & (#) una qualunque fun-

76

Osserviamo ora che,
zione di ¢ finita e continua, avremo evidentemente in ogni punto

di 8"
tu
"\
f@(t)F(’-{——)dt—_—
fcp dt—(b(H—ﬁ" a)

ove
|0'] <=
Osserviamo inoltre che, potendosi assumere

1

tv
t’—t<—efF(r)dr:—§,
’ A
LU UGN

3
, A 315
—eZl -t <= fF(t)dr 556D [ g
t—t)°et A .
( ) _4:( 3) —[~(t-t)58 ,

+6 =
o

t?
per '—t>« fF('C)d‘E:%,

avremo, se a_>¢ (e quindi 7 >7)

<b(t—1—6’—2)

0| <<=

per

tutte le volte che sia

oppure
' =t—
a



onde sara
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t—l——
f t)dtf d‘c_[ f () dr.

D’altra parte se = &

per

avremo

.
fF(r)dr:l,
t r

+ o

e potremo concludere che allora

t+ t~———+s
f ® (1) at t) ® t’ Yt
t

_
~
1=|°

t—~—s t-|—~ t——'—l—z —;t
+f< dt’/(t)d‘c—i—fdf )t fF 7) dr
—-——I—a‘ t t'

r
a

o [

6] <<

ove

e K @ un numero finito indipendente da &
questa formola vale anche se a<Ce

r 7
bl et
@ =1 a O

t—l——
(’t)d‘t
r+—

_l_.

. Si vede

stato scelto cosi piccolo che sia

subito che

s
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In base alle osservazioni ora fatte, posto
U=1u , v=1u, , W=1u,,

si vede facilmente mediante alcune integrazioni per parti, che per
qualunque valore di ¢ soddisfacente alle condizioni (38), (38)*, si

ha, per 7=1,2,3

fdt'f a‘ aut)cosn u, ds* =
2 bane
SRy L
t t,
), Bl 5 dtf oo
el fe1~<t+ o) il
du, \&*7 -+ Qu, \a*r >+ v* ; a

1
r t
L3 % e g Hr o 52 ( dat —
T adu; n? T ac ¢u—|—vzau ot )
t+—
1 @ o t23 7
—aﬁ*wuv‘?a‘@széﬁ(tﬁ)dt -
1
1% AL oF , 7\ 1 dr , T . .
~_a_8_i¢_2];édt( a F(tﬁ-&)——aaZhF(t—l—a)é] CcosSn leldﬁ =
1
_a 1 vt 7
Tf [cz_fu?_ma‘a:(t*"l*aﬁ
o]

L > % r
+T. 2 vzau‘(t'*'ez_a)“'esKl‘}“‘
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0 1 ( 7 e /1
C du, (c T ut +v>§\t+e _—~>—9_17 @l +12>5<t+0 —5>—

__E —

2 2 _
1 0 &L &d —6 K, L v o7 a“(t+ﬁv—£)+

T adu; R act’ i+ v 8u ot
_._~+g

2 Y . 2/ A7 7
fr W o <t+03~%>—12°-§—8’“&<t+69—'—\u+

a’r w4 v du, At o du® du, a)

12 2r r
Lo un [ * ~
+ @ 3 &(H 10 Q)} cosn u, ds”

ove si sono indicate con 6,,0,... 6, delle quantita in valore assoluto
inferiori ad =, e con K,, K, dei numeri finiti indipendenti dalle 8.
Sara dunque

¢ 94
lim a? & - cosn u, ds” =
0 au au,

a® 1 2 2 7 1 @ 2 >
—_ 2__2_79L(t___|_,2~_2__2£ ——)+
4n A7 w0 due, a a*r ur+ P u, a
3’6

r

t——

a
1 %7 ok 2 (1 v* 7
+?t azﬂfau d“‘a—uj 2'2—7_'u2+v2)8(tv5>—

t_.__.
a

»

p———
d (1 r\ 1 3 o *
2 a3 2 T [ e
t

ac®T v du, ot

1 2L 37 1 %4 or ( r . .
— 7 3 a_J; E( )+ T au ¢ t—;) cosn” u, ds

a

1 v OF 9 7 1 2 o 2% ¥
(t=2)+ e v a5 ()
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lim (L‘fdtf )dc cosnu, =
e=0 ll
f [fl [M ), } - fl[ H cosn u, ds* (i=1,2,3)

ove le

e infine

di & da intendere eseguita senza tener conto della dipen-
denza di & dalle variabili u, v, w.
In modo del tutto analogo si trova

limazf 'fm—— )cosnu ds™ =
=0
f {fz {au ,0 } %h fe ['q (), OH cos n'u, ds”

lsl.fg a>-—c fdtf §ﬂ— o >cosn vdst =
= (a2—-c2)\[' [fl [@u @, ] ™ 8 { H cosn vds”

hm(a~ cfdtf ql—-—— >00Sn uds” =
= (a2—c‘3J [}’2 L£ @, 0} - % fi ["1 @, OH cosn ude”
o

Dopo cio dalla formola (39) segue immediatamente che, qualunque
sia la superficie 57, semplicemente connessa o no, e qualunque sia
la soluzione &, 7 del sistema (20), purche finita e continda insieme
alle sue derivate prime e seconde in tutto lo spazio S” racchiuso
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da 5™ per ogni valore del tempo appartenente ad un intervallo con-
venientemente esteso includente Distante #, quando Iorigine del
sistema di coordinate (w,wv,w) sia esterna allo spazio S” si avra

w | oop |08 . d 2 2[00
j}sPﬁb;wm}ﬂq;ﬁhmﬂ+aﬂbﬂmﬂ—
—a a‘;i; fa {'q @, O] — (@*—) cosn vy [g—i @, 0] +
+ (a*—c*) cosn* v %} fi [& (@, 0W — (@®—c) cosn*uf, gg ®, 07 -+

. i
+ (@) cosn™u - f, lﬁ ®, 0? + (@*—%) cosn”u f; g—i UF OT -

— @=eyeosno g £[6 (), 0|+ @) cosn e [ 30 0), 0| —
— (@~ cosn™ u %} fi [n (1), OH =0,

d .
ove le T devono intendersi eseguite senza tener conto della di-
[

pendenza di &, dalle variabili «,: ed anche, per la (33);

2 a , d . . p)
f { fl[a *’37{” d_n" fl[é,n}——(az— %) cosn vﬂ[£,0]+
o}
-+ (a*—c®) cos n” v -d—f 3 0W ?_c? * 0 o
o _—(a——c)cosn uf}[ ' B -+

, od ] o:
+ (@*—6®) cosn"u an 10, .,1_ + (a*—c?) cosm*u fI[ , ,\J

od T ] . . Ry
— (a2 —02) cosS”1 v au fi \-O, é— + ((l"-—cz) cosn*r f, [;—Z’ ()] —

2 . d
— (@*—¢®) cosn uaz’fl [11, 0]}:0.
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Supponiamo allora che la superficie s~ consti di una piccola
sfera o, di centro (ry x) e di una superficie chiusa o, semplicemente

connessa o no, avvolgente o,. Allo svanire di o, siccome sopra
ogni retta uscente dal punto u=v=1 =0 i prodotti

2 O d .
7 . h 7 u. f2 (=1,2,3)

risultano sempre finiti e continui, e di piu si ha

lim »#f,=0 hino =20,

7=0

la formola precedente ci darda, usando delle notazioni solite,

Sl -enf

| (@) cos e/, [23 7 } (@*—c?) cosnuj f [ 1} +

5

]—— (@*—¢*) cosn wdiv fi [&, 0} +
4+ (@*~) cosnuf, [0 ?ﬁ] — (@*—c?) cos nuf; [0 i&_] +
g 1195, 1Y 3,
—+ (a*—¢?) cos nw % fi [0 , &} ~+ (a*~¢*) cos nn% fi [n, O] —

a‘
— (a*—c®) cos mo f, [i—)?fi , 0” =

= —£(zyxt) lim fdso {a’—g—f,(l, 0) —
0p=0 G ano

0

— (a*—c?) cosnov fl (1, 0) + (a*~¢c? cos mv s f1 0,1 ]

— N (eyxt) lim | d-, [azifl((),l)——
=0 ) . N

— (a*—¢?) cosnouaa—z; f1(0,1)+(« )cosnou f; (1 0]
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Ora tenendo presente che

a%

T sin 6 d6
=1
47 02 a2 3 5.
0 (\/5-5 sin® H--cos? 6) 2z

& facile vedere che qualunque sia il raggio di o, si ha

d
ﬁdco lag . fi (1, 0) — (@*>—c?) cos nyv % fi(1,0) 4

0

-+ (a*—¢?) cos myv a—i 11 (0, 1)] =-1

[;dco [a? %‘0 1 (0, 1) —— (a®—¢?) cos nyu é% £(0,1) 4+

2 2 a —
+ (@®*—¢*) cos nyu % f (1, 0)] = 0.

Possiamo dunque concludere che

(0) E(yzxi) =fdcs [aﬁ [din filé,n] —af {% y 3—2}_
o

— (@*—c?) cos nv j-v fil&, 0]+ (a®—¢?) cosnv f; % , 01—
- d_, . o o]

— (a*—-¢*) cos nu Zi (10, 1] + (@ —c) cosmu fi LO 1+
s d . [ %)

+ (a*—¢?) cos nu dn £110,8 — (@®—¢%) cosnu f LO ~|+

+ (@*—¢®) cos nu ‘% fi [, 0] — (a*—¢c*) cos nv f, o , 0
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In modo del tutto analogo, assumendo nella (37), come & lecito,

7 \
F<t'+7—) F(HJ—)
APEUE S ST SV AL S
g‘(xy%t)——etnczf u*-? YO fratr it
+o
1 2uv g
ta mf T
T
F(t'+5 F(H—f)
! L a w4 L 97 g
@YD) = S e iratr wipe? U T

"
1 = ,"
T ﬂ} © b

a

si giunge alla formola

d ® 2
41 nxyxi) =ﬁd3 {“2 d_nfi[&’n]—a?[@ , é%}_

— (a*—¢?) % f2[¢,0] cos nv -+ (a*—c°) f, B—i , 0] CoS nY —

) d : [ on]
— (@*—c*) cosnu an 1210, 1] + (@®—¢) cos nu f; -0 , B—Z —+
+ (a*—c*) cos nw qa 7210, €] — (@®—¢?) cos nu f; FO 2] -+
du?t 17y

+ (a*—c) cos nu % fo[n, 0] — (@*—¢) cos nw f, 27—’1 , 0 } .

Del resto questa formola si pud anche dedurre dalla (40) osser-
vando che il sistema (20) si trasforma in s& stesso se si scambia
¢ con 7 e al tempo stesso = con y. Osserveremo inoltre che il se-
condo membro delia (41) si puo ottenere dal secondo membro della
(40) anche scambiando in tutti i termini di questo f; con f;.

Per a =c ambedue le formole (40), (41) si riducono alla formola
di Kirchhoff. Anche il metodo col quale siamo ad esse pervenuti
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3 evidentemente un’estensione del metodo di cui si & servito Kirchhoff
stesso per giungere alla sua formola: soltanto la scelta fatta della
funzione F(f) lo pone al riparo dalle obbiezioni che, dal lato del
rigore, sono state fatte al metodo di Kirchhoff.

18. — Delle formole (40), (41) si pud dare anche la seguente
dimostrazione dovuta al prof. Griinwald.

1l risultato incluso nelle formole (31), ciod nelle formole (31Y
della memoria (&), si pud enunciare nel modo seguente.

Siano ®(xxyt), W(ryx1{) due qualunque funzioni dei loro
argomenti sempre finite e continue insieme alle loro derivate prime
e seconde. Se in ogni punto a tutti gli istanti precedenti un istante
fissato e del resto remoto quanto si vuole esse si annullano, posto
P 0 (8‘1” 3®)=Fl

2 o (-
o A% —(@ C)ay dxr  Jy

o T B L A
W—mzwﬂwc)a—i(a—w—@)—m,

avremo

@D
o (ryxt) =fffdudvdw fi [Fl (o, y+v, 24+w, 1), B, (x+u,y+v,%+w,t)]
—
e o]
V(zyxt) =fffdudv dw f, [Fl (xtu, y+v, 2w, ) | By (e+u, y+o, %+fw,t)]
—Q0

e quindi sard e¢denticamente

D
_ 5 o 2 QY20
@(xy%t)_fffdudvdwﬁlgt; @A, ® — (& c)@ w )
—0

i R -1 AT
e R E 5 *@)}
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W (wy i) fffdudvdwfg{at,— @By -~ (@) o 4 (aa“; ?%),

9 (oW b
at2 — @8 W (@ )ax (ax ay)}

e infine

O (xyxt) = (atz a’A; + (a°—¢°) fffl[(b 0] dudvdw +
+(8t2 a’A, 4 (a*—c?) ffff [0, W] du dv dew —
— (@~ §§é§fffl[\F,®] du dv dw
‘]f(xyzt)-——(égg——a% +(a~~~cz)a fff fo [P, 0] dudvdw +
TN AN oY &
—I—(a—ﬁ—aAr{—(a—c)é;c—i)fffZ[O,W]dudvdw—
? .
axayfffz[lb,(b]dudvdw.
—

Scritte in questa forma, queste identita restano valevoli anche
quando le funzioni &, W' sopra la superficie chiusa s limitante uno
spazio qualunque S risultano discontinue. Supponiamo allora che
il punto (zy«) sia interno ad S e che fuori di S tanto @ che W
a qualunque istante siano nulle. Le integrazioni che compariscono

—@-)
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nei secondi membri delle formole ora scritte saranno allora da esten-
dere soltanto allo spazio S. Ma per un notissimo teorema di Gauss

posto
=1, Y =2, %= 3 ,

risulta subito che

0 P W
_ . \
9w1fsk[q}"v] ds ﬁcosnul £ [®, W] ds [Sf;[au ,au}ds

(i=1a2)3) (70:112)

* 2
L CACICA )
_}_ﬁcos nu, fi [a_m ) au] f k {au du; ' du, du ] a8

& . Fd *¥
Wfﬂ[(b,lb]ds f"[aﬁ’ atz]dS
S
Si vede allora facilmente che sara

o @yxl) ffx [Fl’ledS“‘fd" {a’? % LD, V] —
S s

P W 1
[Sn 5’;}_(? 2)__ﬁ[(b 0] cosnv -+ (@*—¢ fl[ 0|cos7w——

di pitt

(a—z)d f[0, l}_]cosnu—|—(a—2)fl[ W} cos nu +

) d s AP
-+ (a*-¢%) cos nv an f110, @] — (&*—c?) cos nu [, {0 , —al} +

2 o d
-+ (@*—¢") cos nu I AW, 0] — (a*~c®) cos nv f B}" OH :
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YV (xyxt) =ff2[F,,F2]dS —l—fdc lcﬁ %z [P, V] —
S o}

3> W . d 2
—a? [% , a—;] — (*—c?) v fo[®, 0] cos nv -+ (a*~c?) fz[a—u , ()] COS NP —

v

" Qu |

— (a*-¢%) % 12 [0, W] cos nu 4 (a®-c%) f» [O cos nu 4

d PR

—+ (a*-c?) cos nv Tn f2[0,®] — (¢*—¢) cos nu f, -O , a—v—] +
d ]

+ (a>—¢%) cos nu 7 [V, 0] — (a®¢®) cos nv f, ng , O]] .

Ne segue immediatamente che se per le funzioni ®, ¥ assu-
meremo due funzioni &, v che oltre essere finite e continue insieme
alle loro derivate prime e seconde soddisfino al sistema differenziale

ﬁ 2 s o O (O % —
at2———a.ﬁ2€—(a —C)éy (%—‘a—y)—x
?2_71 2 s O (9 %\ _
3 ¢ A+ (@ —c)a—x (%—@)_.Y
avremo
d
(soy" e(wyxt)=fismx,Y] +fdo [a* Al —
S o}

kN ¢
—a*f, [a% ) 372] e | % f1l€, 0] cos no -+ (&>~ fu [g—; , O] CoS Ny —

— (a*~c?) % fi [0, 7] cos nu + (@®>-c) f, [0 ) 8%] cos nu 4
-+ (@*—¢?) cos nv 4 £110,¢] — (a®~c®) cosnu f, |0 ] -+
du ' : T

+ (@) cosmu o iy, 0] — (a~c") cos nv f, [3% : 0]] :
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@y gy =fdsmx,Y] +fds [oﬁ 9 flel —

8

% 9 d o
— @’ {% ) a—:ﬂ — (@2 7u [, 0] cosnv -+ (a®~¢?) fo [av , O] cosny —

o a )
— (&*-&) T 1210, 1] cosnu -+ (a®*~c?) f; [O , 3_26] cos nu

+ (@*~¢?) cos nv 1—1% f2[0,€] — (@*—¢®) cosnu f; [0 ) ng] +

) d Fl
+ (a*—c?) cos nu 7o fln, 0] — (a*—¢?) cosnv f, [S—Z , OH .
Queste formole per X =Y =0 coincidono colle (40), (41).

19. — Le formole (40), (41) insieme alla formola di Kirchhoff
applicata all’equazione
%

F—aAL=0,

cio¢ alla formola

(42) C(a;yzt)=fd6 {az %fg [ﬁ]—azﬁ{%ﬂ )

possono servire ad ogni istante in ogni punto dello spazio S limitato
dalla superficie s ad esprimere una qualunque soluzione &, 71,¢ delle
equazioni di Lamé nei mezzi uniassici per i valori che agli istanti
precedenti prendono sopra s le funzioni &,1,{ e le loro derivate
prime, purché le funzioni stesse soddisfino alla condizione di tra-
sversalita

o | €&
é;‘l‘@‘f‘a—z—o-

Ma non possiamo considerare le tre formole in questione come
un’espressione analitica del principio di Huyghens, perche, non sod-
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disfacendo le tre funzioni che compariscono sotto il segno integrale
nei loro secondi membri alla condizione di trasversalitd, da tali
formole non risulta che — riferendosi ad es. alla teoria elastica della
luce — lo spostamento elastico presente in un punto qualunque
di 8 ad un dato istante, pud immaginarsi come risultante degli
spostamenti elastici originati allo stesso istante nel punto in que-
stione da una conveniente distribuzione di centri luminosi sopra s.

Nel capitolo seguente mostreremo come tali formole si possano
trasformare senza difticolta nelle formole del Conway che esprimono
analiticamente il principio di Huyghens nei mezzi uniassici nella
teoria elettromagnetica della luce.

20. — Dalle formole (40), (41) & facile dedurre che ogni integrale
del sistema (20) risultante da due funzioni che all’infinito si annul-
lano insieme alle loro derivate e sono regolari in tutto lo spazio
— fatta eccezione al piti che nel punto u=v =w=0 ove &, v diven-

P 1 . . . .
gono infinite come 5 1n tal guisa perd che i prodotti 7&, rv, pur

potendo non essere assolutamente continui, risultano continui se-
condo ogni retta uscente da tal punto — si ottiene ponendo

E=file, 0], 1="rl=8],

ove con o,f s’indichino due funzioni regolari del tempo.

Per convincersi di cio basta applicare le formole (40), (41) allo
spazio S racchiuso da una sfera di raggio infinitamente grande e
una sfera di raggio infinitamente piccolo aventi per centro comune
il punto % = v = = 0, tenendo presente che il secondo membro della
formola (41) si ottiene dal secondo membro della formola (40) so-
stituendo in tutti i suoi termini f; ad f,.

D’altra parte se, essendo o, 6 una qualunque soluzione del si-
stema (20) che soddisfi alla condizione

2w o3
Ty ="
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— cid che porta necessariamente che si abbia

- _ o
©= dy °Z
ove f & una soluzione qualunque dell’equazione
Ff 2O 8 L Ff
z‘—)ftz— —C W C @2* — w =0 —

si pone
t=o =0 =0,

si ottiene una soluzione del sistema di Lamé che soddisfa alla con-
dizione di trasversalitd: e si ottiene pure una tale soluzione delle
equazioni di Lamé se, qualunque sia la soluzione o, 5 del sistema (20),
si pone:

(43) gzg‘ﬂ nza_s C=-—9—01——§2.

% ox dr  dy

Anzi & noto!) che qualunque integrale &,,{ delle equazioni
di Lamé nei mezzi uniassici, soddisfacente alla condizione di tra-
sversalitd, si pud ottenere dalle (43) scegliendo convenientemente
le funzioni w, o.

B allora manifesto, non solo che esistono delle soluzioni del si-
stema di Lamé relativo ai mezzi uniassici che nella teoria elastica
della luce possono assumersi a rappresentare gli spostamenti elastici
presenti in un mezzo uniassico nel caso limite della presenza in esso
di un unico punto luminoso, ma anche che, se s’indicano con a (?),
B (t) due funzioni regolari del tempo, le pit semplici di tali soluzioni,
quando si assuma il punto sede del centro luminoso come origine
del sistema di coordinate (u,,w), saranno date

1.o se non & identicamente £ =10, dalle formole:
W) t= o filmE = fa[nE]
Qw It 1= 3 12 1%

3 3 3 2
C= =g, Al Bl— g fol2 Bl — |5 fila] 4+ 5 AR

4 V. (V) art. 8, 1.
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2.2 se & identicamente £ =0 dalle formole:
d _
(45) t= o Poln] n=g ol £=0.

Ammettiamo, secondo quanto sempre si & soliti fare, che i movi-
menti elastici rappresentati dalle formole ora scritte non s’inizino
altro che dopo un istante fissato e del resto comunque remoto: cio
che equivale analiticamente a supporre che anteriormente a tale
istante sia

o=03=0.
Allora, posto
o B
ﬁ““A é?ﬁB,

le formole (44) si possono anche scrivere nella forma seguente:

! __uw (AutBy _vw (Av—Bu) _
4nt= @7 | Wt =2 gl zuz—%—v’?‘t—ﬁ_}_
t—2 t—g
1 9 (w Au-t-Bo 1 P gw Av——Bul
"'“?fa? rue :d’+7;2f@ G
-5 —0
_ vw (Au+By) uw $A17—Bu$ _
(46) dmn= W {Wst—%+ al®? | Wit \t—o
t—2 t—T
1 9 \w Aut+Bv 1 9 |\w AL—Bul
+?f3v %‘77 w--vt -.dt_a?f@z Foowlre? }-dt
—% —
t_L
_wH? SAu-}—Bv% 1 u2+r? Au+Bz’:
dnl = =55 | wo® t—= +a R ds.
—Q0

Secondo queste formole il movimento elastico originato in un
mezzo uniassico dalla presenza di un unico centro luminoso, sara
da considerare come risultante dalla composizione di quattro mo-
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vimenti, pei quali, ad un istante qualunque, lo spostamento del
punto (u, v, w) & rappresentato rispettivamente dai quattro vettori

(é(o) 7‘(0) C(O)) (é(s) -,‘(S) C(S))

definiti dalle eguaglianze

/g(o)_ uw (AutBy) o - W (Av—Bu)
EYS { Wt =g B e T (R
S.(O) vw )M( S . 4w ‘Av_Bu —
,q I R T R
W+ (Au+Bo)
0 __ (5) ——
\ U= % N s : ’
| o / .
’ é@ _ }__ 9_ w é%th ( drt r' &(?\ 1 0 37'0 Av—B_u
- 2 2 2 |\_ = % Y )7 2 &
a du r w4 k< a W 17 WP
- —
t—2 _r
=112 o lﬂﬁ‘% gl s 1 [ 3w Av—By
at | Qv lr wte ks TETw ) W F w s %zdt
% A
-
| o — i ug+v‘2 (A!H@)l & = 0.
T E ] T Tl k
! -

(;;(70) .,‘(3) c(’O)) (é(?) .,‘(T) Ct?))

Osserveremo subito che nessuno dei quattro movimenti consi-
derati pud avere un’esistenza fisica a s@, perch&, mentre il vettore
(&,71, ), pur di scegliere convenientemente le funzioni o, B, risulta
finito e continuo in tutto lo spazio -— fatta eccezione che nel punto
u=y=w =) — insieme a quel numero delle sue derivate che piu ci
piace, i quattro vettori definiti dalle formole (47) hanno tutti delle

singolarita lungo l’asse cui non

si pud dare un significato fisico.

Anzi tali singolarita compariscono anche nei due vettori

(£ +g@7 .,‘(0)+7,‘(07, Lo +C{"_’)
(&(s)+§(s_), n(s)+.,‘(?), C‘”H’.‘?’)
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ciascuno dei quali ci da colle sue componenti una soluzione delle
equazioni di Lamé soddisfacentc alla condizione di trasversalita.

Il movimento corrispondente al vettore (£, 7%, {®) si propaga
dal centro luminoso per onde sferiche e il movimento corrispon-
dente al vettore (&%, %), ¢!¥) per onde ellissoidiche di equazione
7=cost. Si vede subito che le direzioni degli spostamenti competenti
in questi due movimenti a un punto qualunque dello spazio non
variano al variar del tempo, e coincidono colle direzioni dei due
diametri principali della conica sezione dell’elissoide d’elasticita
relativo al punto sede del centro luminoso col piano condotto per
tal punto normalmente alla retta che lo unisce al punto del mezzo
cui ci riferiamo.

Al contrario le direzioni dei due vettori (£, 79, €0 e (&%), (%), ¢)
variano col tempo, pur mantenendosi la direzione del secondo sempre
normale all’asse del cristallo, e i movimenti corrispondenti non sono
ondulatori. I valori delle due funzioni A, B ad un certo istante t
non contribuiscono ad un qualunque istante posteriore ¢ soltanto
alla formazione dei valori delle funzioni &9, 49, O e &), 1F’, ¢ re-
lativi ai punti di una superficie, ma contribuiscono invece alla for-
mazione dei valori di tali funzioni relativi a tutti quanti i punti
rispettivamente interni alla sfera

r=a(-r)
e all’elissoide
r=a (t - ’L‘) y

cio® a tutti quanti i punti nei quali precedentemente all’istante ¢
i valori delle due funzioni A, B all’istante t hanno avuto parte nella
formazione rispettivamente dei valori delle funzioni £, 4, (© e
£ ), g,

Questo fatto analitico si pud interpretare dicendo che le singole
onde delle quali risnltano i due movimenti corrispondenti al vettore
(89, 1@, % e al vettore (', (%, ¢*) suscitano in tutto lo spazio da
esse attraversato delle vibrazioni perenni che combinate tra di loro
danno appunto origine ai due movimenti corrispondenti al vettore
(&9, 19, ¢9) e al vettore (&9, 1), ¢,
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Cid non & affatto in contradizione coi risultati sperimentali, per-
che a grande distanza dal centro luminoso i due vettori (£, 71_, t e
(&0, 1 *‘37) risultano sempre trascurabili rispetto ai vettori (&%, 1, ¢9)
e (& s) 1010, ¢%), e lo stesso accade anche in prossimita del centro
luminoso se le due funzioni A, B sono periodiche con un periodo
molto breve.

Il risultato ottenuto rende 1agione anche del fatto che gli inte-
grali di Lamé non risultano adatti a rappresentare il movimento
elastico prodotto in un mezzo cristallino dalla presenza di un’unica
sorgente luminosa di dimensioni piccolissime. Infatti tali integrali
sono stati ottenuti in base al concetto che un tal movimento debba
risultare da una successione di onde sferiche e di onde elissoidiche
7 = cost. che si propaghino nel mezzo le une ¢ndipendentemente dalle
altre senza lasciar traccia del loro passaggio.

Osserveremo infine che, fissato un punto (»* 2™ w”) a gran di-
stanza dal centro luminoso, punto di cui indicheremo con 77, ¢*, 67
le coordinate polari nel sistema di origine u=v=w=0, asse polare u,
piano polare w4, se ci limitiamo a considerare i punti pei quali
le quantita

.1 .
risultano dello stesso ordine di grandezza di —#» © poniamo per
semplicita

B=o0,

avranno a meno di quantitd dell’ordine di o

/ (0) ® * 1. N = e ow s - %

0 (u, v, 00)=—c cos 07 cos £ A |#—= {sin 6" cos " 1 +sin 07 sin g7 v+ cos 6% wl
! a !

;

1. . e e e
1" (u, v, w)=— ¢ cos 6" sing”A [t——— {sin 67 cos ™ u+-sin 67 sin ¢” v + cos 6% )}
a

o 1. . . —_ *
‘\ (9, v, w) = ¢ sin 6 A [t—g {sin 67 cos ¢~ w+-sin 07 sin ¢~ v-4cos 6 w}]
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ed anche
=, | s T -
&) (u, v,w) = —Csinp” A t—-g §sin 07 cos ¢ u+sin 67 sin ¢” v+cos 07 w}
- T 1 s A T e O i o e
1) (w, v,0) = Ccosp A t—= §sin 6" cos ¢ u+-sin 67 sin ¢” v4-cos 6% w}
¢ (w,v,w) = 0

ove abbiamo indicato con ¢, ¢ delle quantita costanti dell’ordine
1 R
di ¥ con v", 67 la latitudine e la longitudine del raggio condotto

dall’origine normalmente al piano tangente in (u* v™ w”) all’elis-

A . a ..
soide 7 =cost. passante pel punto stesso, e infine con 5 I'inversa

della lunghezza di quello dei due assi della conica sezione dell’elis-
soide d’elasticitda col piano normale alla direzione (6% ¢~), che &
perpendicolare alla direzione del vettore (&, %), ¢*)).

Vediamo cosi che le formole (46) nel caso limite di un centro
luminoso a distanza infinita si riducono a quelle che rappresentano
gli spostamenti elastici presenti nei singoli punti di un mezzo unias-
sico quando si ammette che il mezzo stesso debba risultar sede di
una propagazione di onde luminose piane.

Le considerazioni ora svolte si possono applicare senza difficolta
anche allo studio del movimento elastico rappresentato dalle for-
mole (45). Noi non ci soffermeremo su questo: noteremo soltanto
che tale movimento si pud considerare come risultante dalla com-
posizione di due, pei quali lo spostamento di un punto qualunque
del mezzo ai vari istanti & rappresentato da due vettori che hanno
rispettivamente proprietd del tutto analoghe al vettore (&, 4%, ()
e al vettore (&%), 79, (),



Carrroro V.

Il prineipio di Huyghens

21. — Nella teoria elettromagnetica della luce le equazioni di
Maxwell-Hertz che regolano i fenomeni luminosi in un mezzo cri-
stallino uniassico non conduttore e non soggetto ad azioni pertur-
batrici esterne — indicando con X, Y, % e L, M, N rispettivamente
le componenti della forza elettrica e della forza magnetica in unita
elettromagnetiche, e con @, ¢ due costanti che coi loro valori indi-
viduano il mezzo in questione — si possono serivere

[13X_aM N L aY oz
@ dt x TN T & W
1 3Y aN oL M 3z X
S I Rt PR N R e
19 3L M N _ X aY
Gy  ow \ oty A

Ad esse sono da aggiungere le altre due, con esse compatibili:

1 X 1 Y L °oZ
Fa ey e m

(49) :

oL oM 3N
50 i pol Wt
(50) ax+8y+3%_o'
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Le equazioni (48),, quando da esse si eliminino L, M, N me-
diante le (48), tenendo presente la (49), si possono porre nella forma

seguente
F*X 32X ZQ)X a o (Y X
O L 29 oy & (0
lﬁt“ “ o +e oyt (@ C)a (ax cy)
!
¢ [oX
2 (=
— @A X— () 5 (31+8y)
Y LY | LY LY, L, 9 Y Xy
(51) W= T éy’g"i—“ 5 T @ =) 4 (3;‘“@)~
o [oX  dY
— - L
=ahY—(@ )8 (376 _I—S?/)
Lo 8
R T P

Ora, se f(ryx%) & una qualunque soluzione dell’equazione

82
=,

ponendo

_ Y——af 7

oy Y =0

si ottiene la pit generale soluzione del sistema (51) per la quale sia
verificata la condizione (49) e al tempo stesso sia identicamente

Z=0.

Inoltre non & difficile convincersi che 1), essendo ®,s una so-
luzione qualunque del sistema

Sazm o Yo Ve 2_,&(@& aZ)>

o ¢ Wﬁ]_cd angra ’a?“(“ ) dy Wz oy
Fs L 0h . o 2 (s e
Zat2‘69x2+‘ ayg_r 97"‘(“‘3)_—(8_'—@)’

1) Cfr. (V), art. 8, 1.
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ponendo

dw 3 ¢ Po 3>
X=5% Y=g Z--glg+y)

si ottiene la pitt generale soluzione del sistema (51) che soddisfi all a
condizione
1 X 1 9Y 1 972

TR PRI M
e ponendo _ B
W =24 5= —0
la pit generale soluzione del sistema
Fo  ,Pe | Lo, Po y s O (am I\
=t et et @-a g (B 4g)=
d (05 Qw

2 2 _ 2y T (I

= Ao (@-) 5 (ax ay>
s i}

% 2% 9 v | 5
=l 2 27 7 2 _ 2 T [T hie
e 8002_!—6 9@/2+a ox? + (@ C)ay (890 +3y>

=a*Dys— (*- ) _a_ (a_o, _?2) ,
or \ox
ciod del sistema (20).

In base a quanto abbiamo detto in principio al § 20 possiamo
allora concludere che le pitt semplici espressioni che si possono dare
a X, Y, Z quando si vogliano rappres:ntare analiticamente le vi-
brazioni luminose di un mezzo uniassico nell’ipotesi della presenza
in esso di un unico centro luminoso — se al solito indichiamo con
o (¢), 8 (1) due qualunque funzioni regolari del tempo e ci riferiamo
al sistema di coordinate (u, v. ) avente l’origine nel centro lumi-
noso — si ottengono, se non ¢ identicamente Z = 0, ponendo:

)
X = dw fz[“v rrj]

(52) 1Y 0

' dw
7 o

A (9 P) _ o -
= = (Rl B g Al = o Fulol— s, Ful8)

fil Bl
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e, se & identicamente Z=0, ponendo:
d
| X= - filo]

3 Y =2 ]

Z = 0.

La somiglianza delle funzioni che ¢i danno i secondi membri
delle formole ora scritte con quelle che compariscono nei secondi
membri delle formole (44) e (45) & troppo grande perché sia neces-
sario insistere sulle proprieta delle funzioni stesse.

22. — Le formole (40), (41), (42) possono senza alcuna modi-
ficazione applicarsi ad esprimere i valori assunti dalle funzioni
L, M, N ad ogni istante, in ogni punto dello spazio S limitato da
una superficie regolare qualunque o, per i valori che agli istanti
precedenti prendono su s le funzioni L, M, N e le loro derivate
prime, perché, eliminando X, Y, 7 dalle (48), mediante le (48),, ri-
sulta subito che L,M,N oltre che alla condizione di trasversalita
(50), soddisfano anche al sistema differenziale

L, . a0 (aM oL

3 — sl 5 (55,
»

oM o (M 3L
54 M eAM—(wy O (ML
4 e = CAM— (=) o (ax ay)

N

\ﬁ_aQAgL

Ma da tali formole possono anche molto semplicemente dedur-
sene altre del tutto simili applicabili alle funzioni X, Y, Z.
Basta per cid osservare che se nelle equazioni (51} scambiamo
tra di loro a, ¢ e operato tale scambio introduciamo una nuova va-
riabile %' col porre
/

¢
Z=—%,
a

tali equazioni risultano identiche alle (54).
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Su cid noi non insisteremo e indicheremo piuttosto come dalle
formole (40), (41), (42) si possono dedurre le formole date dal Conway
come espressione del principio di Huyghens nei mezzi uniassici
nella teoria elettromagnetica della luce.

23. — Supposto, secondo quanto si fa ordinariamente, che per
i valori del tempo anteriori ad un istante fissato e del resto remoto
quanto si vuole le funzioni X, Y, Z risultino nulle poniamo

t t i
:_—_fdt'fdt” (aY ,,,,) m :fdt' [(/t" (?\Z _——
ox Y ox
— —o — %
t
, . (09X Y,
_—fdtfdt (ag, 55).

- —®

Le componenti del vettore (/, m, n) risulteranno legate alle com-
ponenti della forza elettrica dalle semplici relazioni

on  om A om o fom 2l
(55) X=d (aJ 8%> Y-“(é;_ax) L= (972_33)

e inoltre sara

-
(56) =t e
L s o O [m 3
al’? 2 2 2 a 37% al\
(57) s =T hem— (=) (29»6 @)
2
aaz? = @

Alle funzioni {, m, » potremo dunque applicare le formole (40),
(41), (42). Sostituendo le espressioni che in tal modo si ottengono



(58)

102 A. Signorini

per I, m, n nelle (55), X, Y, Z risultano rappresentate in ogni punto di
S ad ogni istante, da integrali estesi a 5 che involgono i valori presi
su ¢ da /, m, n e dalle loro derivate prime. Tali integrali, coll’aiuto
di un notissimo teorema di Gauss, possono senza difficolta trasfor-
marsi in modo da fare comparire in essi invece che i valori delle
singole derivate prime di 7, m, » i valori di XY, Z che per tali
derivate si esprimono secondo le (55). Le formole cui cosi si perviene
sono appunto le formole del Conway. Colle notazioni gia introdotte
esse si scrivono nel modo seguente:

X@yxt)= “i/dJ [d‘i& f>[Z cos nv—Y cosnw, 0] +
s}
110, X cosmu—7 cos ] — © LY cosn
—|—%} £, [0, X cos naw—7 cos nu — i £ [Y cosnu—X cosnr] |

d \ d d
+a }dv ( -5 fs[ncosnv—n cosmv]’) e duw f2[0, cosno—m cosmv]%—k

Jd d d d

+ Wg-(m oo f2[lcosnw—ncosnu,0] — du ( - fs [lcosnw—ncosnu])g—i—
d d d d

+ ¢ 3d_u g 1210, m cosnu~l cos nv] - do dw fe[m cosnu—I cosnv, 0]” :

. d .
Yxyrt)= ai’fdo [— du f1[Z cosnv—Y cos na, 0] —
¢

dw 1[0, X cosnw—7Z cos nu] —I— T f5[Y cosnu—X cosne] -+

\

| d d d d
+ a‘mv E&fs [n cos nv—mcos nw) — dw( 'Z'(;f][(),ncosm’ mCOSmL’])g-i-

2| @

+a ldw

(_ F(i fi[lcosnaw—n cosnu OJ) glf_ i — f3[l cosnw—n cosnu]z—]—

Ldl 4 d{ d
-4—02%du< . L A10,m cosna- l(sognp]) C-ﬁ(_c—h—bﬂ[mcosmz—lcosnv,O])”:
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Zwyxty=a | ds L% s [Z cosnv—Y cos nw] —

_ 'Z /3 [X cos 2w — 7 cos nu] —

d _ .
Ej} ( ;1—22f3[7zcosm;—-mcosnw])+

2 d -
+a G /3 [L cos nw—n cosnae| -+

,\ d d d
+c éd_ d fa[m cosnn—l (‘osm]> » @y fs[mcosnu—l cosnv]‘).

I risultati inclusi nelle formole (52), (53) rendono evidente che
le formole ora scritte hanno tutte le proprieta richieste per poterle
considerare come espressione analitica del principio di Huyghens
nei mezzi uniassici nella teoria elettromagnetica della luce.

Mediante una semplice trasformazione di coordinate cui gia pit
avanti abbiamo accennato, si potrebbe dalle formole del Conway
dedurne altre del tutto simili che possono assumersi come espressione
analitica del principio di Huyghens nei mezzi uniassici nella teoria
elastica della luce.

24. — Termineremo il presente capitolo dimostrando come si
possa verificare la esattezza delle formole ora trovate servendosi
dello stesso metodo che ha impiegato il prof. Maggi nella sua me-
moria: Sulla propagazione libera e perturbata delle onde luminose
in un mexxo isotropo ) per dimostrare la formola di Kirchhoff. Ci
limiteremo a mostrare che oghuno dei tre integrali che compaiono
nei secondi membri delle (58) risulta nullo se il punto origine del
sistema di coordinate (u, v, w) invece che interno & esterno allo
spazio S. Dopo ¢id non offre nessuna difficoltd il condurre a fine
la dimostrazione servendosi del metodo che sempre si adopera in
questioni simili a quella trattata.

Tenendo presenti le (55), da un notissimo teorema di Gauss
discende immediatamente che nell’ipotesi che il punto wu=v=1w=0

1) Ann. di Mat., t. XVI,
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sia esterno a s si ha:

d d
I:\f [E;u f2[Zcosne —Y cosnw,0] + dw 1[0, X cosnw — Z cosnu] —
o

— t% f:[Y cosnu — X cosne] +

& e
— 0;2\'072}2 fs[n cosnv — m cosnw) —l—%—é f2[0,m cos nv —m cosnw]z +

2

d? d
+ a’ 3(7‘ f2 [l COSnwW — 1 COS N, 0] + JJd}}ﬁ [l COSNW — N cosnu]% +

2
+¢ zngd 1[0, m cos nu - L cosnov] — d Afz[mcosnn—lcosnv 0]= %

_ a 20 (31 dm\ L3 @m A m }
_ﬁds[dzcvf{ az(az ax) (35(37‘@)’0]+ d@ﬂfz[a% Fra

d? om 2l d (om Al on om
— 2 e — e —
v dw fﬁ[ax 3’ ] duw fz[ aa«(wx ay> az(aJ S%)}I_
d om Al n Im
2 v rT o MR AAAN B
+cdudwf'2{ ' ay} 2f2[0’ay 8%}
f[ (an om 5 0 (az on
I oy \ay 3%) )

dw\dx
oot
+a zﬁ[%" %;”]JF R - )
—l—az&z\oafz[o’%—%} ﬁgg%ﬂ[ﬂ,ﬂ]—azih/{?ﬁ[(),m]——
dz(zfz[gfz aan’o} dd—;3f2[l,0]+a2—@§n?f2[n,0]—
“2d%nﬂB;aJ @ g B e 1) -
dj;w f 2{ %”xl ;ﬂ Cz;zg,;%; fo[0,m]+c* E%‘Z&; 10,1+

a? dm Al 4B
ct — 2
+ @mﬂh,@wbwmwmfw 0-¢ 2 0 flt,0),
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ed anche per le (33), (34)

ol my ,o@m A
If“[d "1{ a;,(ax @)—‘a-y(%”ﬁ'g}ﬂJr

bR

on _om , 0 [ om dy,d
f3[ ay(ay a_%)_“%(al%‘*a;ﬂ'@.;“2;152f1[0,l]+

?d2 2 d? 2 d d
S AL0, a A0, 1]+ (@) (;lf[() l]—%ﬁ[O,l]E

d

, d° da? d?
— %a d f2[0,m] + QQW 1210, m] + o? dut f2[0,m] -

—(@—0) ( [0, m]— 4 10, m])’
9d d? d? 2
+a*ﬁl—)g@§f3[n]+d—iﬁfs[n]—l—%wzfs[n]ﬂ.

Ora, qualunque siano le funzioni I, m, », si ha ddents-

camente
0,1 @
@ 10,04 a G100+ e 10,14

2 o d d d ?l
@ —r->d—,,(@fz[o,l]—%fl[o,u):ﬁ{o,g—f]

@ 2f[0 ml+a* zfz[o m]+a o 25[0 m|

— (@ = 2 £l0 = o, = 10,5 |

. & & >
a2(7ua2 fz|n] + &? e fs|n] + &® T fsln)="1s {gtl;] X
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D’altra parte dalle (56) e (57) segue che

il 2 O (az

S—tiz aza%

>*m 2o om
' T ('a?

‘@_ d (n
G Sy(ay

o) = 7oyl
aac) ay dr

i
ay) ax ay
om
"c)%)_ o ax

ol )
oy
om
o% )

on
Sx)

Sara dunque, nell’ipotesi fatta che il punto u=v=w =0 sia

esterno allo spazio S:

I=0.

In modo del tutto analogo si potrebbe dimostrare che anche gli
altri due integrali che compariscono nei secondi membri delle for-
mole del Conway, quando la superficie s non contiene il punto ori-
gine del sistema di coordinate (u, v, w), risultano nulli.
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La regola di Huyghens

25. — Scopo principale di quest'ultimo capitolo sara quello di
far vedere come le formole (40), (41) (42) possano applicarsi a di-
mostrare analiticamente la ben nota regola di Huyghens che deter
mina le direzioni dei due raggi rifratti che si originano, in generale,
quando un raggio luminoso propagantesi in un mezzo isotropo arriva
alla superficie di separazione di questo mezzo e di un mezzo aniso-
tropo uniassico.

Nel corso della nostra trattazione ci riferiremo alla teoria elettro-
magnetica della luce, ma dal seguito della trattazione stessa risultera
evidente che il risultato finale non cambierebbe se ci riferissimo
alla teoria elastica.

Immagineremo, per semplicita, che la superficie che separa il
mezzo cristallino dal mezzo isotropo sia una superficie piana indefi-
nita = e assumeremo per sistema coordinato un sistema cartesiano
ortogonale (xyx) coll’asse z parallelo all’asse ottico del cristallo
e coll’origine in un punto qualunque O del piano =.

Sia:

x cosa -1y cosb - x cose =0 :

Pequazione di = nel sistema di coordinate (xy=x): se escludiamo
che sia cos ¢=0, potremo sempre supporre

cosc >0,
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ed anche 20
in ogni punto dell’asse z appartenente al mezzo cristallino.

In quello che segue & appunto inclusa tale ipotesi, ma ci si pud
ben facilmente convincere mediante ovvie considerazioni di conti-
nuitd, che il risultato finale cui arriveremo vale anche nel caso
escluso.

Allo studio del fenomeno cui si riferisce la regola di Huyghens
premetteremo qualche osservazione relativamente al fenomeno cor.
rispondente ad una propagazione di onde luminose piane nel mezzo
isotropo, quando su tutto il piano = nessun ostacolo si opponga
al passaggio delle onde luminose dal mezzo isotropo al mezzo cri-
stallino. Se supponiamo, come evidentemente & sempre lecito, che
la direzione di propagazione delle onde luminose considerate sia
perpendicolare alla retta ¢ comune ai piani = ed :6%, sulla pagina
del piano = che guarda il mezzo isotropo i valori delle componenti
L, M, N della forza magnetica risulteranno evidentemente costanti
secondo ogni retta parallela alla retta g, cio® sopra ogni retta per
la quale y=cost.: e se indichiamo con : I’angolo d’incidenza sul
piano = — angolo che, per ora, supporremo non nullo — delle onde
piane presenti nel mezzo isotropo e con V la velocita di propaga-
zione delle onde medesime, tali valori di L, M, N si propagheranno
sul piano = in direzione normale alla direzione della retta ¢ colla

. v
velocita e in un senso che potremo sempre supporre concorde
int

con quello dell’asse .

In base a questo, — tenendo conto che la lunghezza della per-
pendicolare abbassata da O sopra una retta y = cost. del piano =,
contata positivamente nel senso della normale a ¢ concorde col senso

7
dell’asse 3, se s’indica con (]:\c Pangolo acuto che 'asse « forma

N

oS g
cose

colla retta ¢, © data da y — se rappresentiamo con

L cos k¢ M, cos ki N, cos kt

— ove Ly, My, No, & sono costanti da scegliersi convenientemente a
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seconda delle proprieta del sistema di onde piane incidenti su x e
della natura dei due mezzi ottici in presenza — i valori che in O,
sulla pagina di = che guarda il mezzo cristallino, al variar del tempo
prendono le componenti della forza magnetica, sara evidentemente
da ammettere che i valori di L, M, N in un punto qualunque di tal
pagina di = saranno dati da

L=1L,cosk [t——% s g sin L}
(59) M = M, cos k [t S Ll c}
V cose

/N

i N=Nocosk[ — Y cosgx sinn}.

\ V cose

Ammetteremo inoltre che, detta »n la direzione normale a = che

penetra nel mezzo cristallino, nei punti di = i valori di %—f; s % , %l:;—
siano della forma:

oL

Tt | Y cosqm .
F ELY sin k lt YV cose S L}
oM cos g
60 oM M g _ Y ”
(60) M EM sin k [t V cosg Sib L}
oN . Y cosq/s\v .
T = (n) — =
n ENY sin k [t V eose S z]

ove L{, M N¢ sono delle costanti.

Di pit noi supporremo sempre nel seguito che k sia cosi grande che
le quantita dell’ordine di - si possano trascurare nei nostri calcoli:
L3

ma supporremo pure che, qualunque possa essere il valore di
non solo le costanti

Lo M, N,
ma anche le costanti

Le M N
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si conservino inferiori a un numero finito. La prima ipotesi & con-
forme al fatto che, qualunque possa risultare il valore di %, le com-
ponenti di L, M, N su ambedue le pagine di = dovranno sempre
assumere valori finiti, e la seconda, del pari che 1’ipotesi inclusa

oM ©oN
m’ m’
prieta che ad esse certamente non potremmo negare se si ammet-
tesse senza altro che, come & presumibile e come risultera anche
dal seguiito della nostra trattazione, il sistema di onde piane incidenti

su « origini nel mezzo cristallino uno o pil sistemi di onde piane

nelle formole (60), conferisce alle funzioni una pro-

rifratte.

26. — TFin qui abbiamo supposto che su tutto il piano x nessun
ostacolo si opponga al passaggio delle onde luminose dal mezzo
isotropo nel mezzo cristallino. Ora vogliamo invece supporre che
tutto il piano =. fatta eccezione di una certa area s, sia coperto da
un involucro nero. Cio si puo ritenere equivalente al supporre che
nell’ipotesi primitiva che su tutto il piano = nessun ostacolo si op-
ponga alla propagazione della luce dal mezzo isotropo al mezzo
cristallino, nel mezzo isotropo invece che un sistema di onde lumi-
nose piane sia presente un fascio di raggi luminosi: dimodoché il
fenomeno fisico che cosi veniamo a prendere in esame & proprio
il fenomeno cui si riferisce la regola di Huyghens.

Applichiamo le formole (40), (41), (42) a calcolare i valori che
in tale ipotesi prendono le funzioni L, M, N nell’interno del mezzo
cristallino.

Ammetteremo, cio che anche nelle sue conseguenze & conforme
all’esperienza, che tali valori di L, M, N siano dati a meno di quantita
dell’ordine di ; dalle espressioni che si ottengono dalle formole in
questione riferite alle funzioni L, M, N; quando si estendano le
integrazioni che compariscono in tali formole alla sola area s e si
assumano in ogni punto di s come valori di L, M, N e delle loro
derivate prime i valori dati dalle (59), (60).

Avremo allora colle solite notazioni:
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) d (y+wv) cos q/;\c -
L(xyxt) :ﬁdg [az an fi [LO cos k (t — 5 eosg U0 «,) ,

M, cos & (t — M cos gt sin L)} —

\' cos ¢
(y+2) cos ga
, ) Y+ v) cosqQr .
—a*f, [L‘o"’ sin k (t — JV ?O—S-q? sin z> ,

M sink (t _ (!/_ﬂ)) cos g» sin L)] + etc.}
A cos ¢

M (xy=xt) =fds [azé—f—l fz{L0 cos &k (t _£3V+77) c_c(%%f sin L) ,
61) \ y

M, cos k (t — (y+v) cosgx sin L)]-———

(

A% cos ¢

. y+v) cosqr .
— @ f, [Lt)”) sink (t — (JV ) cosqc sin L) ,

M sin k( _ (y+) cosgw sin L)] + etc.}
A% cos ¢

N(zyx1) ———fds {azzzzfs{No cos k (t_(y;v) %)%? sin L)]‘—'
S

— &’ fy [N%"’ sin k (t _ lytv) cosgw sin L)ﬂ .

vV cos ¢

Per calcolare i valori degli integrali che compariscono nei se-
condi membri di queste formole, ci serviremo di un teorema di
Kirchhoff che spesso capita di applicare anche nella teoria analitica

dei fenomeni ottici nei mezzi isotropi. Il teorema cui alludiamo &
quello che ora enunceremo 1).

1) Cfr. specialmente KircHOFF, Vorlesungen iiber Mathematische
Optik, dritte Vorlesung.
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Sia s un pezzo di superficie analitica; ¢ una funzione ana-
litica e G una funzione continua dei punti di s; ¢ una quantita
costante su s che non escludiamo possa variare insieme a un certo

parametro k.

Supposto che sul contorno di s non si abbiano dei tratti finiti
lungo i quali sia {=cost., se s non contiene nessun punto pel
quale sia

ac=20,

per k= [’intcgrale

k Gsin (k¢ + ¢) ds
s

diverra infinitesimo di ordine non minore di

Se invece s contiene un punto P nel quale

=0,

immaginiamo un sistema cartesiano (z”y"z") coll’origine in P e
Passe 2~ diretto secondo la normale in P ad s.

Lasciando fisso I’asse z”, potremo sempre con una rotazione
intorno a P cambiare le direzioni degli assi «*, %~ in modo che dopo

L
(o 37), ="

ci0 risulti

Posto allora

T
E(WL_"‘ 2 ay*g)f._“’“

se p, e p, hanno lo stesso segno, la quantita

J Gesin (2 + 3) ds F ———— (@) cos (R +2)
Ve

— ove vale il segno — o il segno - secondoché u,, p, sono am-
bedue positive o ambedue negative — per k= oc diverra infinitesima

S
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. . . .1 .
di ordine non minore di i Lo stesso accadra, se u,,1, hanno
v

segni opposti, della quantita

f k G sin (k¢ + 8) ds — \/Tﬂ - (G)p sin (k& 0).
. —

P Pe

Da questo teorema, tenendo presenti le ipotesi fatte sull’ordine
di grandezza delle quantita

L, M, N,
Ly Mp o Np,

segue subito che quando si vogliano calcolare i valori effettivi dei
secondi membri delle (61), sempre restando nell’ordine d’approssi-
mazione voluto potremo trascurare tutti i termini contenenti a fattore
uno dei due integrali

-+ ~
f sink {r— (y +v) cos gz sin L]d‘t
, V  cosec

o

t+—2; ~
f cosk[ — (y_+qi) EO—Sﬂsim}dﬂ:
l A\ cos e

+5

e potremo anche nell’eseguire le —— limitarci a derivare le

du dv dw

funzioni cui tale derivate dopo le omissioni fatte vengono a rife-
- . . . r r
rirsi, soltanto in quanto «, v, w compariscono in t—a , t—(—t .

Vediamo cosi che a meno di quantitd dell’ordine di ]l i valori

di L, M,N saranno dati dalla somma di un certo numero d’inte-

f kG sin (kC4-2) ds
S

grali della forma
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ove & ~

—C=2 + w%"gsint
oppure ~

—C=% —i—gy_!v-p)g(%sinz
e inoltre

&= kt.

27. — Cerchiamo allora di stabilire per quali posizioni del punto
(zy %) nell’interno del mezzo cristallino accadra che, coll’uno oppure
coll’altro significato di ¢, in un punto P = (e, ¢e, %) appartenente
all’area s si abbia

(62) e =0

quando si consideri ¢ come funzione dei punti di #. Vedremo che,
risoluta tale questione, la regola di Huyghens ci si presenta come
una conseguenza immediata del teorema di Kirchhoff sopra ri-
cordato.

Siccome la proprieta della funzione ¢ espressa dalla (62), sia essa
dovuta al fatto che nel punto P la derivata di ¢ secondo qualunque
direzione sia nulla, sia essa dovuta al fatto che nel punto P il
piano = tocchi la superficie {=cost. che passa pel punto stesso,
si mantiene per una qualunque trasformazione di coordinate, per pro-
cedere con maggior semplicita, riferendoci dapprima al caso che sia

-+ v cos /a\v
g v co—sqc sint

’

— = . +
all’attuale sistema coordinato (xy+) ne sostituiremo un altro (" y"x")
pel quale l’origine sia ancora il punto O, la direzione positiva del-
I’asse 2~ coincida con quella di », e la direzione positiva dell’asse y*
colla direzione di = normale a ¢ concorde all’asse y. Si vede fa-
cilmente che per eseguire questa trasformazione di coordinate sara
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da porre
- /N - . /N %
x= & cosqr -} y cosbsingx | %" cosa
cose -
(63) Y= Yy ~ —+ %" cosb
coS Q%
% . /N « /N -
= 4 " sinqxr — y" cosb cosqr + x” cosc
ove varrd il segno 4 o il segno — secondoche la direzione della

retta ¢ che si assume come direzione positiva dell’asse «* & interna

all’angolo retto compreso tra le direzioni positive degli assi x,
o esterna ad esso.

Nei punti di s avremo allora

N .
r y—}—vcosqxsi r+y*s1nz
IR A = =0
a ' V cose a v o

e siccome, indicando con x%,ys, % le coordinate di P nel sistema
ora introdotto 1) e con 7p la distanza di P dal punto (xy=), si ha

Ay zp—a’ X\ _ yr—y" | sin
o (ax*); are o (dy*)l,_ arp +5

la condizione (59) non sara mai soddisfatta per

/N
r  y+vcosqr .
—f{=—4%—— ——5int
a+ V cose

$6 non sara

asinz<l
Vo=

e quando cid accada (e quindi si possa porre

asint
v

=sinp,

N . T
ove 5 & un angolo conveniente che potremo supporre < §) tale

condizione sara soddisfatta allora e allora soltanto il punto (zyz)

1) Evidentemente sara 2p=20.
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appartenga al piano z*=cost. per P e insieme al raggio di tal piano
che esce da P in senso concorde al senso dell’asse ™ e forma con
2" Pangolo p. Tale raggio si pud hen facilmente costruire osser-
vando che il suo punto d’incontro colla sfera di centro P e di raggio
o coincide col punto in cui tale sfera & toccata da uno dei due
piani ad essa tangenti che passano per la retta

a A%

,2’} :0 — =
YR =G p sint

e precisamente col punto in cui tale sfera & toccata dal piano =,

che nel sistema di coordinate (2™ ™ «”) ha per equazione:
" —yr)sinp 4 2" cosp=a

e nel sistema di coordinate (xyx):

N
(cos p— C::Sqf sin p cos b) (x cosa + ycosh 4 xcos c)) -
x
+ (¥ - y») smp OS9% _ g

cosc

Passiamo ora a determinare le posizioni del punto (xy#) nell’in-
terno del mezzo cristallino per le quali risultera soddisfatta in P
la condizione (62), quando sia

J_+1_) cos qoc oyt _(Eo_sqx
+ cose n'——a+ a cosc P
Cambiamo di coordinate ponendo
[ a —
—x=7
\ c
(64) Ca _
| v=1Y

con ¢id la questione da risolvere si riconduce subito a quella pre-
cedentemente trattata.
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Nel sistema di coordinate (Z j ¥) I’equazione del piano = sara:
cosaZ -+ cosb yj +cosec =10
ove

]

—cosa
_ a
cos @ = - —
¢ -
— cos’e
P
¢
o cosb
cos b = e
c at-c
— cos® ¢
Vi+5
_ cose
COS € = — 3
;¢ dF-3F
— + —5—cos’c .
@ %
~ b
Detto gx l'angolo acuto tale che
~N cos @ c cosa
tg qx = — =] - ——
cos ¢ | @ cose
consideriamo 1’equazione in p
/N /N
c . cosqw . —C0S qx
— sin =sinp .
a cosc CoS €

Se non sard possibile soddisfare a questa equazione con nessun
valore di p, per nessuna posizione del punto (xy=x) potra esser
soddisfatta in P la condizione voluta: se invece esistera un angolo

— = - . - s
r=s che soddisfi a tale equazione e indicheremo con (ZpypZy) le

coordinate (Z i ¥) del punto P, la condizione voluta sara soddisfatta
in (xyx) allora e allora soltanto che il punto (xyx) appartenga al

raggio che unisce P col punto interno al mezzo cristallino nel quale
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il piano =, di equazione

AN
(cosg — cg::; sin E) (aﬁ cos@ -+  cos b - % cos G) +

/N

. — COoS
(97— )sin e oz

CoS €
tocea la sfera

(=} + (= 5o} + (F— 7} = a:

ciod al raggio che unisce P col punto interno al mezzo cristallino
nel quale lelissoide
2 az )
F o=z )+ 5 (=) + (=2 ) = &

P

& toccato dal piano di equazione«

N .
- cosqw sin p cos b %
cosp— — e
p a? cosec ‘\/62 P—c? N
— —=— COS"¢C
a? - a?

/N
xrcosa+ycosbizcose . cos qx
tyoosot + (y—ye) sing "2
¢ (*—c) cose
s + g2 coste
ove
/ + c? cos*a
— ¢ ., a7 cosPe 1
cos p= \/ 1— o sin'p

cos’a ¢ a®—c?
1 + 2 2 +
cos’c @

2
cos’c
a?

Tale piano passa anch’esso per la retta

2" =0

Y —yr=

sing’

Per il teorema di Kirchhoff sopra ricordato possiamo dunque
concludere che in un punto (zyx) del mezzo cristallino i valori di
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. . “ o .1
L, M, N, sempre a meno di quantita dell’'ordine di 7 Saranno cer-

tamente nulli se nell’area s non esistera alcun punto (zp ye x¢) tale
che, se esistono due raggi r,, 7, che lo uniscano a due punti interni
al mezzo cristallino nei quali rispettivamente la sfera

(x—2ze) + W —ye) + (x—2) =20’
e lelissoide
2

ot S () 4 (5 mef

C

siano toccati dai piani passanti per la retta

* ~ > a
2 =0 VY= G

il punto (xyx) venga a cadere sopra uno di tali raggi.

Tradotto nel linguaggio della fisica sperimentale tale risultato ci
da appunto la regola di Huyghens che era nostro scopo dimostrare:

Immaginiamo che un raggio luminoso propagantesi in un mezzo
isotropo wn cut é V la velocita della luce arrive, in un punto P,
alla superficie piana = che separa tal mexxo da un mexxo cristal-
lino uniassico con un angolo d’incidenxa =.. A partire dal punto
P sulla retta d’ intersexione del piano w col prano d incidenza ri-
portiamo nella direxione di tal retta concorde alla direxione di pro-

pagaxione del raggio liuminoso un segmmento = sin Y e per I*estremo
S11L L

dv questo segmento conduciamo la perpendicolare ¢ al piano d’vn-
cidenza. Per la retta q conduciamo pot, se ¢ possibile, 1 due prani
che toccano in due punte Ty, T, appartenents al mexxo cristallino,
rispettivamente la falda sferica e la falda elissoidica della super-
ficie di Fresnel relativa al mexxo cristallino considerato e al punto P.
Al raggio incidente corrisponderanno nell’ tnterno del mexxo cri-

1) Se sin 1=0 tale direzione non ¢ determinata e la retta ¢ & la
retta all’infinito del piano =,
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stallino due ragye rifratts, uno r, — raggio ordinario — avente la
direxione della retta che unisce il punto P col punto T, e Ualtro r,
— raggio straordinario — avente la direxione della retta che unisce

il punto P col punto T,.

28. — Completeremo ora la ricerca precedente applicando il teo-
rema di Kirchhoff a calcolare i valori di L, M; N in un punto (zy=x)
che giaccia sul raggio r, o sul raggio r, relativo a un punto P di s.

Supposto dapprima

cos qx . sin p
sint=— 4+ —+
cosc + Y

ay acy\
(a?)r =0 (&y”)p— 0 ’

* "
. Yy — Y .
}‘,:m '/___g_zsulp,
7p

c=__}_y-!-v

se in P sara

cioé se sara

avremo pure

, 1 .
— (= (" sing + x" cosg) =

/N /N

) ( cos a+y cos b+ % cos e)+y Si p COS 9@

1 . cOS QT
= —|cosp—sinp cosb
a cosc a cosc

e anche
L Sy
e  ary \&" 0y )e W"?)'— ary

e quindi, qualunque sia la funzione continua G dei punti di s, se

N . . . . .1
&=L, potremo scrivere, a meno di quantitd dell’ordine di 7

f k G sin (k¢ -+ 8)ds = 202‘8"{;"( %
S

N
1
X cosk [t-—(co&o——sin Ppail i cosb))(
a cose

/N

sing cosqx
a  cosc

X (xcosa+ycosb+xcosc) -y
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Analogamente se

—C:Z_{_y__v*—_ Sq—SlnL

cosc ’

servendoci della trasformazione di coordinate data dalle (64), posto

R VPR R S

si trova

f kG sin (ko 3) ds = — 2972 (G, %
s COS 'J

N
2

X cos k t—l /cosZ_ ¢ cosqr sinp cosb
al\ a* cosc s _?_02—
\/ — cos’c

. /N
xcosa+ycosb+xcose , Sinpcos qx}

/ 6’2 a —_ (22 a cosc
\' —+
a?

cos?e

ove al solito

¢ cos’a
_ E L+ G covie 1
2o, >
CoSp = / 1——08111 [ 3 ) ) >
o® 1+coSa ¢ aF—c

2
—— =t — cos?e
cos*c a® a®

Introduciamo i risultati ora ottenuti nei secondi membri delle
formule (61) che, semplificati come abbiamo detto in fine del § 26,
sono dati appunto dalla somma di un certo numero di integrali

della forma
f I G sin (k-+38) ds
s

/N
r 1 vV CosSqX .
g utresar
a a cosc

ove
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+y+z/ cosqx sin

7
d cos ¢

Siccome in tutti questi integrali la funzione G risulta dal pro-

1
dotto di ; o di - — secondoché

vcosx
*—{—y+ 597 sin.
“cose

oppure
7 v COS QT .
—E+J+ (1 sint —

(‘OSO

per una funzione dei punti di s il cui valore in P non dipende ne
dalla posizione di (zyz) né dal tempo, ma soltanto dalle direzioni
del raggio 7, e del raggio », (che non variano evidentemente quando
P si muove su s) otterremo cosi — indicando con Ly, L,, M;, M,, N
dei coefficienti indipendenti da ¢ i cui valori, come subito si vede,
dipendono linearmente dai valori dei coefficienti L§", M N{® che
compariscono nelle formole (60) —

L = Lo 4 L
(65) M = M@ + M®
N = N 4 N©

ove:

1.o L® M N@sono nulli se non esiste nessun punto P di s tale
che il raggio 7, ad esso relativo passi pel punto (x ¥ z) e nel caso
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contrario sono dati da

1 . Cco8 1
LO =1L, cosk {t - (cos p—sinp 9% cos b) X

sc
sin p cos q/;c
X (rcosa—+ycosb+ xcose) —y P ﬁcosc]
1 . cos g
MO =1, cosk {t -= (eos p— sing COS9% os b) X
) a cos ¢
(66) ¢
e, SID pCOS g
X (xcosa-+ycosb+tzxcosc) —y b ——cosc}
N®=N,cos k t—l(cos gf—sinngE@ cos b} X
! a cos ¢

AN
sin p cosqx
(xcosa—+ycosb-+xcose) —y — — ——
| KA y )~y @ cose
2.0 L&) M®). N sono nulli se non esiste nessun punto P di s
tale che il raggio r, ad esso relativo passi pel punto (x y z) e nel
caso contrario sono dati da

/N
1 - & cosqx sing cosd
L®9=1TL,cosk|t-={cosp—— 9 ————— 1 X
a” COosc¢ & a*—c* 2
a~2——i— g oS
. /N
chosa+ycosb+%cosc sin p cosqx
& d— Y74 Tcose
—+ cos® ¢
at ot
(67) ~
1/ — ¢ cosqx sinp cos b
Me)=M,cosk|t——= [ cos p—— 7 ,_r__,,_ X
a a” CcosSc e at—c? .
\/ P cos®c
. as
chosa+ycosb+zcosc sin ¢ cos qx

¢ - Y74 Tcose
— -+ ———cos®¢
@ a

CNGI=0.
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Osserveremo subito che se indichiamo con
0o Bo To
i coseni di direzione di 7,, e con
ae By A
i coseni di direzione della normale 7', al piano =, e se indichiamo
anche con g Iinversa della lunghezza di quello dei due assi della

conica sezione dell’elissoide d’elasticita relativo a un punto qua-
lunque del mezzo considerato col piano condotto per tal punto
parallelamente al piano =, che & perpendicolare alla direzione del
vettore (L), M, N*)), potremo scriwere le formole (66), (67) anche
nella forma seguente

{

LO=DL,cosk |t— % (o0 +§0y+*{3%)J

(68) \ll(o)z WIICOS,C t——%(aol‘ +30y+70%)
| o s oalt |
\ NO — N cos & Lt—?t(oaooc+{30y+'(o%)
1 , ) )
T8 = L, cos & t—?_t(oux—i-ﬁsy*?‘(e%)
(69)

M — M, cos [t— Lttty t m>]
NG —=0.

In un punto (xy#*) appartenente ad s dovendo aversi:

L= L,cosk|t— Y e84 G l]
|V cose

M =M,cosk |t— Y oosqr sin z}
|V cose

" /N
Y cos qx .
N = Nycosk Yy os8g sint| ,
|V cose
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dovra essere

Ly= Ly + L,
(70) My=M, + M,
N,=N.

Otteniamo cosi per L M N tre equazioni lineari, risolvendo
le quali le quantita L, L,, M;, M, N risultano tutte perfettamente
determinate. Ma si possono calcolare i valori di queste quantita an-
che senza prima conoscere i valori di L{¥, M{®, N{*, perchs, scrivendo

le espressioni effettive di L,, L,, M;, M, si riconosce subito che, in-
dicando con

o5 Bs e

i coseni di direzione di r, — che evidentemente sono legati ai co-
seni di direzione di #', dalla relazione

o, B, —0' B, —
si ha

LiB-Moa=0 Lya,+M,B,=0.
Queste due relazioni, insieme alle due altre
L+ L,=1L, M+ M=M,,
ci danno subito

L1=L0as+M0_B_s L2=L0}30_h£)_00r

doas_l_gAOBS %o aoas+?op;p<

_Lofo— Moo
o s + {50 les

A L TR T
Yy s 1 BOPS

s

Trovati cosi i valori di L, L, M,, M,, siccome di pilt eviden
temente si ha
N=N,,
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le formole (68), (69) assumono la forma finale
Lo — 1o % + Mo,

O Oy +p()p8
s M s 1
(1) MO — ﬁ%ﬁ Bo cos k [ — @+ By + 10 %)]

1
o, cos k {t— p (2% + Boy + ’(o%)]

NO® — N, cos k [t— c—lt (oo 4+ Boy + “a’o%)}

(s)___ 0@0 0 Or __1

Lo — o A cosk[t (s +B oy +s %)]

72 Ly B — M, !

(12) M) — hf/ COSL[t——(’J x‘}“p Y+ |s )]
N(”’:O-

Restano cosl completamente determinati i valori di L, M, N in
un punto (x, y, %) che appartenga al raggio 7, o al raggio r, relativo
a un punto P di s.

29. — Secondo le formole ora scritte avremo, sempre nel nostro
. - ~ N .
ordine d’approssimazione e indicando con r,n e ;% gli angoli che
le direzioni r, e #'; formano con =,

?Eﬁlﬂ_po“s_!‘MOBs
n a Olo Os "‘l" ﬁo@s
E LoBo— M, o

(—l, Ao O s + Bops

a,sin k [t——(li(aow—l- Boy + 0 %)} cos rf,;z—l-

. 1 ) ) 7~
+ Bssmk[t—a(a’sx—i—{%sy—l—*{Sx)}cosrsn

aM ’C LOCX + Mo?‘s
m  a PO + BoBs

LO ﬁo _ MO 22

T a -aoas +BK

/N
CoS rgn —

) 1
Bosin k [t— 5 (02 +Foy + 70 %)

]. /N
o, sink [t— = sz +8y+1%) } cos ' n

N _k

1 ~
n N nk[t— g(aox—{—ﬁoy—l—-,rox)} cos 7'y
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e quindi anche

kLa +M,3 ~ kPoLo—UoMo ™
Lo = = 207 T I0Rs ) eos 1 - — Lcosrm
\ 0 a UyOg +Bo@ 70 0 + a 00 +BOB: B
k Loz, + M, A kBl — oM, ~
M == B COS T — = =t
’ ° a 7« "I"Po?: Fo 0 @ o595 4 3o B

, k ~
LM = — N, cosryn.
a

Sostituendo questi valori di L{ M{» N nelle tre equazioni for-
nite per tali quantita dalle relazioni (70), tali equazioni dovranno
risultar soddisfatte, almeno nell’ordine d’approssimazione a cui ci
siamo sempre tenuti nei nostri calcoli. Siccome su cid si potrebbe
avere qualche dubbio, faremo ora alcune osservazioni che ci rende-
ranno convinti che cid deve verificarsi, senza bisogno di ricorrere
al calcolo diretto dei valori che assumono le L,, L,, M,, M,, N per

la sostituzione in questione.
Sia ponendo
L=1L" M=MY% N=NO
ove LO MO N sono dati dalle formole (71) sia ponendo

L=L9 M=M9% N=N&

ove L, M®, N sono dati dalle formole (72) si ottiene una so-
luzione del sistema

) 9 (dx oL\
— 2 A\ 2 i
e =2l e C)ay(aM E)y)
M _ o d (ML
Oa;N @A, N

che soddisfa anche alla condizione di trasversalita. Otterremo dunque
una soluzione di questo sistema che soddisfa alla condizione di tra-
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sversalita anche ponendo

L=104L®
M = M© M)
N =NO®_ N,

Ammettiamo in primo luogo che ad essa siano applicabili le
formole (40), (41), (42) anche quando come superficie 5 si assuma
la superficie piana indefinita =: ognuna delle funzioni

LO 4 L MO M®  NO_f N©

verra allora ad esser rappresentata dalla somma di un certo nu-
mero d’integrali estesi a tutto il piano = aventi colle solite nota-
zioni una delle forme seguenti:

jk(} sin (k¢ -+ ¢) ds
s

f(} sin (k¢ -+ ) ds
s
f—q sin (k€ 4 ¢) ds
s
ove al solito
cos q/:z
cos ¢

e rqutrg
C—-a—f- v sin t

oppure

/N
y—+v . cosqr
sin ¢ .
N cos ¢

Ammettiamo inoltre che a tali integrali si possa applicare il teo-
rema di Kirchhoff enunciato al § 26.

Si vede subito in base ai risultati dei § 27, 28 che nelle ipo-
tesi fatte, indicando con ¢, ¢,, =, delle quantita che per k= oc diven-
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o . P 1 = = i o N
gono infinitesime d’ordine non inferiore ad 70 88 Ly, Ly, My, M,
i

sono i valori che assumono L, L,, M,, M,, N quando in essi si ponga

k Lgo, + M, LoBo— My~
L= 2 207 0Bs ) cosrm - b 070 cosrn
a 9y, + B Bs ’ ‘ +a'/o’/s+ﬁorsp
(74) ] M — k Ly o, 4 M, 8 k Lwo——M0 :70 P~

a 007Q _|_ 30 g, o COS 7”072-— =
Nf = k N, COS 72 ,
a
si avra
L 4+ L =g, +Elcos k[t_ % (502 4 Boyy + 'To%)] n

+ 1L, cosh[t——l(a c+5y+1.x )]

—|—"\Izcosk[t—l(a z+§ J-}-*(’s%)l
NO 4 N =g+ N cosk[t— % (90 + Boy —|—70%)} .

Ora queste eguaglianze devono valere per qualunque valore di
kyx,y,%,t; dovra dunque essere

€]=€2=33=0

i :IJOZij— Mogs M, — Loo's —1"140_@:

' To O + gOﬁs ! Oy O + lSOBs °
T L( — My~ Evd L B —M o
L, — ) 140 0 o,, M.— 0 o 0

: 709 - BoBs : POy ‘{"@op
N=N,.

Con cio resta dimostrato che se le ipotesi da noi fatte sono le-

gittime, sostituendo in L, Ly, M,, My, N per LY, MO, N© i valori
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dati per queste quantitd dalle (72) risultera certamente

L,4+T,=L, M+M=M N=N,.

30. — Chiuderemo il presente lavoro coll’osservazione seguente.
Siccome le funzioni L, M, N date dalle formole (65) forniscono una
soluzione del sistema (73) che & regolare per ogni valore di x y % ¢,
e di piu soddisfano alla condizione di trasversaliti: siccome inoltre
tali funzioni L, M, N in un punto (z y #) del piano = assumono
i valori

/N N
L =1L,cosk|t— yoosqr sin ¢ M = M, cosk |t — SO 9% i
V cose cosc
/N
N = Nocosk[ Y89 G z]
V cose

e le loro derivate secondo la direzione » sul piano stesso hanno
la forma voluta dalle formole (60): tali funzioni L, M, N saranno
da assumere a rappresentare i valori delle componenti della forza
magnetica nei punti del mezzo cristallino da noi considerato, nel-
I’ipotesi che nel mezzo isotropo adiacente sia presente il sistema
d’onde luminose piane considerato al § 25 e sulla superficie = di
separazione dei due mezzi nessun ostacolo si opponga alla propa-
gazione delle onde luminose dall’un mezzo all’altro.

Al sistema di onde piane presente nel mezzo isotropo corri-
sponderanno dunque nel mezzo cristallino due sistemi d’onde piane
rappresentati rispettivamente dalle formole (71) e (72).

Determiniamo allora la direzione che si & soliti chiamare di-
rezione del raggio ordinario corrispondente al sistema d’onde piane
rappresentato dalle (71), e la direzione che si & soliti chiamare di-
rezione del raggio straordinario corrispondente al sistema d’onde
piane rappresentato dalle (72). Le direzioni cosi determinate sa-
ranno precisamente le direzioni di », e di »; e potremo quindi con-
cludere che se un raggio luminoso propagantes: in un mexzo iso-
tropo arriva alla superficie di separaxione di questo mexzo e di
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un mexxo cristallino uniassico, le direxioni dei due ragge rifratte
che, in generale, si originano nel mezzo cristallino coincideranno
rispettivamente colla direxione del raggio ordinario relativo all’uno
e colla direxione del raggio straordinario relativo all’ altro dei due
sistemi d’ onde piane che in generale si originerebbero nel mexzo
eristallino, se mel mexxo isotropo adiacente invece che il raggio lu-

minoso considerato fosse presente un sistema d’ onde luminose piane
propagantest mella direxione del raggio stesso.

Arezzo, 25 ottobre 1910.
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