ANNALI DELLA
SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PIsA
Classe di Scienze

ANTONIO SIGNORINI

La trasformazione B; delle superficie applicabili sulle
quadriche dello spazio ellittico

Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 1'° série, tome 12
(1912), exp.n° 1, p. 1-124

<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1912_1_12__ A1_0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1912, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique 1’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1912_1_12__A1_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

ANTONIO SIGNORINI

LA

Teastormazions B, delle superfieie appliabili

SULLE

(UADRICHE DELLO SPAZI0 ELLITTICO

—— e

P1SA

1909



Estratto dagli Annali della R. Scuola Normnale Superiore di Pisa, Vol. XI



INTRODUZIONE

Nella sua memoria sulla Théorie des transformations des surfaces
applicables sur les quadriques générales?) il chiarissimo prof. Braxcar
ha enunciato che i risultati ivi ottenuti per la trasformazione B,
delle superficie applicabili sulle quadriche dello spazio ordinario
sussistono inalterati in ogni spazio a curvatura costante.

In questo lavoro ci proponiamo appunto di sviluppare la teoria
della trasformazione B, delle deformate delle quadriche nello spazio
ellittico. Dal seguito della nostra trattazione apparira manifesto che
il metodo stesso che vale per stabilire la teoria della trasformazione
B, nello spazio ordinario conserva inalterato il suo valore nello
spazio ellittico. Ma potremo procedere molto pit speditamente basan-
doci sopra un teorema, enunciato dal prof. Buancmr (V. (M) Intro-
duzione n. XI) che pone in stretta relazione le trasformazioni B,
relative alle superficie applicabili su due quadriche immerse in due
spazi di curvatura costante differente: teorema che noi dimostreremo
nel caso di due quadriche immerse rispettivamente nello spazio
ordinario e in uno spazio ellittico.

1) V. Mémoires présentés par divers savants & I’ Académie des Sciences.
Tome XXXIV. Siccome ci capiterad spesso di dover citare questa memoria,
nelle citazioni la indicheremo semplicemente con (M). Per la stessa ra-
gione tutte le volte che ci riferiremo alle Lezioni di Geomelria differenziale
del prof. BiancHI indicheremo quest’opera col solo nome di Lezioni,
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Arriveremo cosi senza difficoltd a stabilire una trasformazione
delle superficie applicabili sulle quadriche dello spazio ellittico, che
include come caso particolare la trasformazione di Backruxp delle
superficie pseudosferiche e gode di tutte le proprietd di tale trasfor-
mazione convenientemente generalizzate.

Inoltre da questa teoria, valeudoci della legge di dualita, che
nello spazio ellittico ha valore sia grafico che metrico, potremo senza
altro dedurre una teoria del tutto analoga per la trasformazione
degli inviluppi applicabili sugli inviluppi quadrici, o, cid che & lo
stesso, per la trasformazione delle superficie aventi la 3.2 forma
fondamentale equivalente alla 3.2 forma fondamentale di una stessa
quadrica. .

E inutile che ci tratteniamo qui a dare gli enunciati dei teoremi
che stabiliremo per le trasformazioni B, delle superficie applicabili
sulle quadriche dello spazio ellittico, tali enunciati coincidendo,
meno per le quadriche diverse dalle quadriche di Crirrorp, coi corri-
spondenti nello spazio ordinario. Nel caso delle quadriche di Crirrorp
¢’é soltanto da avvertire che, assegnata una superficie applicabile
sopra una di esse (e quindi sopra tutte le altre), ciod# una superficie
a curvatura nulla, non si hanno, come sempre accade per le su-
perficie applicabili sulle quadriche dello spazio ordinario — ove non
esistono quadriche che ammettano applicabilita in s8, non corri-
spondenti a movimenti dello spazio ambiente — soltanto oo? trasfor-
mazioni B,, ma oo?; avendosene una classe di o® ogni volta che
si sia fissata la quadrica di Currrorp sulla quale la superficie asse-
gnata si considera applicabile, e ’applicabilita della superficie stessa
subla quadrica assegnata, a meno di un movimento della quadrica
in sé8. I teoremi che valgono in generale valgono allora anche nel
caso particolare delle superficie di Crrrrorp, purché ove occorra
considerare piu trasformazioni B, relative alla stessa superficie a

curvatura nulla, si intendano tutte ottenute considerando sempre
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la superficie data come applicabile sopra una stessa quadrica di
CrirrorDp colla stessa legge di applicabilita, a meno di un movimento
della quadrica in s&. Di pit nel caso particolare delle trasforma-
zioni delle superficie rigate ci sard da osservare che le trasforma-
zioni delle rigate a curvatura nulla corrispondenti ad un’applicabilita
sopra una quadrica di CriFrorp, che non sovrappone le generatrici
della rigata assegnata alle generatrici della quadrica non conservano
pitt nessuno dei caratteri speciali che presentano negli altri casi
le trasformazioni B,, delle superficie rigate, ma si comportano come

le trasformazioni B, delle deformate generali di una quadrica.






§ 1.

Alcune formole fondamentali.

Consideriamo una superficie S dello spazio ellittico o un punto F
mobile su di essa. Servendoci delle usuali notazioni indicheremo
rispettivamente con z;, £, (¢=0,1,2,3) le coordinate di WEIERSTRASS
del punto F e del piano tangente in F alla S. Supponiamo inoltre
la superficie S riferita ad un sistema di coordinate curvilinee qua-

lunque, rispetto al quale, R indicando il raggio di curvatura dello
spazio, siano

ds*=R?S d2? =Eduw* 4 2Fdudv + G do*
—R Sdz;dé; = Dduw® + 2D'du dv -+ D"do?

1)

le sue due prime forme fondamentali. Nel piano tangente in F alla
superficie S immaginiamo poi un punto F” in posizione arbitraria,
ma fissata con F. Se indichiamo con z’; (2=0, 1, 2, 3) le sue coor-
dinate di WEIERSTRASS, avremo evidentemente

, ox; dx; .
(2) x,.=px,-+la—u+mav (z=0,1, 2, 3)

p, I, m essendo funzioni delle coordinate wu, v di F, indipendenti
dall’indice ¢ della coordinata .

Vogliamo prima di tutto far vedere che se supponiamo che la S
deformandosi trascini seco i segmenti tangenti FE', le formole (2),
finché le funzioni p (u,v), I (x, v), m (u, ), restano fisse, daranno
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sempre le coordinate del punto F’, comunque la S si sia deformata.
Per questo basta osservare che se z, (7=0,1,2, 3) sono le coordinate
del punto F che corrisponde ad F dopo la deformazione di S in
una superficie S, se F' & il punto di coordinate

o ; oz, .
w -+ m % (¢=0,1,2,3)

@) T, =pZ

se d & la lunghezza del segmento ﬁ', 2; (6=0,1,2,3) i coseni
di direzione del segmento stesso nel punto Z;, avremo

Z; oS o + o seng z; (=0,1,2,3)

e quindi
T ,—T; COS d
- i Vi R )
T sen d .
R
di pit, essendo evidentemente
3) cos%:SE,ﬂ:’i=p
sara pure, per le (2)
OF; O, *
; . lﬁﬁ + m 311
CoVi-p
¢ infine
R 9z; 1 1
i — = El Fm
S7 Vi TR yE \/1-p2( i
@ — R oz, 1
Sa (Fl -+ Gm).

VG RYG \/ 1—
Le (3) e le (4) insieme mostrano immediatamente come la lun-

ghezza del segmento FF e gli angoli che forma in F colle linee
coordinate siano indipendenti dalla deformazione della S e come
quindi il punto ¥ non sia altro che il punto in cui dopo la de-

formazione della S in S viene a cadere il punto F' c. d.d.
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Il luogo dei punti F’ sara, in generale una superficie S/, che
eccezionalmente si potra ridurre a una linea o a un punto. De-
rivando le formole (2) e tenendo conto delle formole (V. Lexionz

§ 213).

Yo (11)9 1)z E

—_—g +3 gao E—?x—i_—ﬁe

iz 12) 9« 12)9z F D’
®) 3| 1130 E__E?m“L'E&

x  (22)9x 22)9x G D"
5= 1)5uT 25 BOT RS

si ottengono subito per le derivate delle coordinate di F' le formole

ox' ox ox LG
§?1,:AZ+L§;L+M§;)+(DI+D,M)R

(6) "
o =Bo +P +Qav—]—(Dl+Dm)R

ove

B P e d i, \12 gm 1112 12)

o F G 5 3 12 29 12 92

Osserveremo anche che, indicando con A ,B,L,P,M,Q cio che
divengono i secondi membri di queste formole ove in essi per p,l,m
si ponga rispettivamente

pk (1, v) Ik (u, ) mk (w0, v)

ove Lk & una funzione qualunque di », v, si hanno le semplici re-
lazioni
A= pau—l—AA L_z%-ucL M= m% + kM

B= %+LB P-l%+LP Q= m +AQ
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§ 2.
Prime formole relative alle quadriche rigate.
Supporremo sempre, tolto che quando avvertiremo esplicitamente
il contrario, che ’equazione dell’assoluto sia data da
B+t ai4ai=0.

Come & noto, l’equazione di una quadrica qualunque @ coeffi-
cienti realy potra allora ridursi alla forma

Xy + , 2 + a2y + sl =0

ove a,, @, a,, a; sono tutti reali. I tipi di quadriche proprie a coef-
ficienti reali saranno dunque #re, ciod, supposto @, = a, = a, = a,

1. quadriche rigate @ =a,>0 ay<<a;,<0)
2. > non rigate (@, =a,=a; >0 a,<0)
3. » immaginarie (@, = a,=>a;=>a, >0).

Cominceremo le nostre ricerche dal caso delle deformate delle
quadriche rigate.

Sia Q, la quadrica rigata della quale vogliamo studiare le de-
formazioni: ne scriveremo 1’equazione nella forma
xi
a2

2 2
Tao _ T2

(12) +R=20 4k

Assumiamo a linee coordinate u,v sopra Q,i due sistemi di
generatrici rettilinee della quadrica, ponendo

(13) xm:a(l;{—m)_) mm:b(u};@ - =c(1;Iuv) xm:zj%lg

ove )

(14) H*=a® (1 4+ uv)* 4+ b* (. — v)*+ * (1 — uv)* 4 (u + o)
Diremo

(15) dsi=Edw*+ 2Fdudv -+ Gdv*

la prima forma fondamentale di Q, nel sistema di coordinate fissato.
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Calcoliamo in primo luogo il valore di EG — F*? e le coordinate

£,,(t=0,1,2,3) del pian tangente nel punto (u,v) a Q,, inten-
dendo stabilito che debba risultare
Loo Ty X Ly
ou Ju Ju Ju
— 7
Oy Oy Omy Oy =+VRE-T.
v dv v
600 &IO &20 630
Avremo subito, dalle relazioni
dx, ox,
S&w_‘l S&iox‘o=0 Sez()gvo 0 S&.o ;;0
che sara
2 N\ R2H -3 (R g
(16) €= (u+v)RPH abe £, — 2(14+uw)R H__
VEG-F* - VEG-F
2(u-v)R*H? 2(1 -—uv)R*H3
&2():“' 0= T e ab
VEG-F* VEG-F
Da queste formole deduciamo
fo_ bl Gl fee 2RI
Tgo Ty XTw | Ty ~VEG Fz
onde risulta
T3

(17) EG—F2=4( 00+x‘°

+ 4 + mSO) R4 H—4 az b cz

Sostituendo nelle (16) per EG ~ F? il valore dato dalle (17) esse
prendono la forma

14uv
H

u-—-o 1-

uv
HI ac &30 =

HI

(18) Ey= u+v

H/ abc E—l()= -

be &y=— ab?)

) Queste formole si ottengono anche dalle (13) osservando che il
luogo dei punti (§.0) & la quadrica

bzezo =c E§o+ &go .
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ove

(19) H?=a’b*c® (u + v)* 0% (1 + uw)* -+ a2 (1 - v)* 4+ a*b* (1 — uv)®

I coefficienti della seconda forma fondamentale di Q, saranno
poi dati da

—_ T _ ' 10 4R°H™
D,=D"=0 DO—RSSu €= \/EF anbc
onde segue per la curvatura relativa di Q,
he— Db __ 1 1 1
T EG-F* R'@*Bc

1).
:Z? CIJ .
( 2 I 10 20 30)

1) Si osservi che da questa formola segue che una quadrica rigata
sard a curvatura costante allora e allora soltanto che sia

x: @2 7
x00+ 10+ 20+ 30-—COSt

Ora perché questo si verifichi dovra aversi che le equazioni

amoo 1 axlo 1
Lo, +— pr i v

%20 cCL‘3O

+b4 203 +430au O

o, 1 ox 1 oL, 1 2x
fvuoa_ljo"l‘a Ty 350"“ 7 Lo azo'f‘g.; 3053;‘0_—'
siano conseguenza rispettivamente delle equazioni
120 ox ox ox ox
3 3u Xy =Ty SOO“I‘ 10 320+ 208204‘ 30—35):0
19 [}, a3 2 9 Xyg 01y | Loy DXy Xy O 0y,
3 Su( aTF ?‘”m) Fon TF T A
e delle altre
8:100 ox oz, ox;,
2aS q0 TP, TEm g, g, =0
13 w?o iy x_%o_wz _Twdy | Ty Ty O _
2 v e T a B & X ©
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Posto 1

2

p
otteniamo dunque

p=Rabe(sh+ Tt T2 1)

Calcoliamo infine i valori dei simboli di CarisTorrrL relativi al

dst di Q,. Essendo Q, riferita alle sue asintotiche otteniamo subito
12]_1dlogp (12 13logp.
1y 2 272 wm

poichd inoltre le linee coordinate sono anche linee geodetiche sara

(23)

(11) y22)
(24) 222__{1 —0.
Dopo cid abbiamo
(1 _1okgE o 13l0g
1§72 2 |2} 2 aw

e siccome dalle (13) calcolando si trova
(@A) L)+ 2P+ A (L +a) + (1 =) (BP=a’)] + (@®+ ) (1 + B9)

E=R

H4
Po R Wt (@ +0%) (1407 + (WP +1%) (—a?) (1 +8%) — 4uv (B + a* )+ (a*+ %) (1 + B7)
[ o 2 LI i
3 W @) (148 + 205+ &) (14 @)+ (1= ) 5 = @)} + (@) (1+ )
= it
Per cido & necessario e sufficiente che sia
1 1 1
Lo 7 @
1 1 1/=0
L -2 % 2
1 1 1 1
ciod

a?=0b* =1.
Possiamo dunque concludere che le uniche quadriche rigate a cur-
vatura nulla sono le quadriche di CLIFFORD

2 2
Yo+ 5

2 2
Lo + T30 =
P2

per le quali

1

h=— g
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abbiamo infine

] 2
@5) %11%___2_9logH 22 loght

=7 T 2T
Consideriamo ora una seconda quadrica rigata Q' di equazione

” 2 2

1o X g XT3
26 — + o= o+ %
( ) a;z + b” 012 00y

avremo allora pei due sistemi di rette di Q' le equazioni

!

o
Ty =+ = senf 'y, -+ @' cos 6 oy,
(27)
!

b
X'y = F — c0s 0 &5, b'sen b 2y,
c

dove il doppio segno distingue i due sistemi e 6 indica il parametro
che fissa le singole generatrici dell’'uno o dell’altro sistema della
quadrica. Sia C la conica sezione della quadrica rigata Q' col piano
tangente a Q, nel punto generico (z;,). Le coordinate di un punto
qualunque («';,) di C saranno date dalle formole

9, R

3 T ™ 3

(28) X'y = pa; 1 (¢=0,1,2,3)
quando per p,l,m si assumano convenienti funzioni di u,v e di
un parametro arbitrario che fissi i punti della conica C. Per tal
parametro assumeremo il parametro 6 che fissa le singole genera-
trici di uno dei sistemi della quadrica Q'

Sostituiamo allora nelle (27) i loro valori tratti dalle (28). Ot-
teremo cosl per p,{,m tre equazioni lineari omogenee, che ci danno

p:lim::W:U:V
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ove le funzioni W, U,V hanno precisamente le forme seguenti

b
W = (u+v) gisenel%,—z,—b, +(u— v) senG—l— g+
19 logH? 19logH?
0 =
2008 b'+U w T2

ac b be .
U=(ia—,c— b)2ucosﬂ+( )(u—l)sene—}-

bl I
(29)
ab
ac b be a
=lF -5 ! + — — 2
' (+ e b’) 2vcosl+ (_ b +a') (¥*—1) sen b
b
\ +(a,b,_ )(v +1).
Poniamo allora
. W U A%
sostituendo nelle formole (28) a p,l,m questi valori e alle x,,
Bx,@,aw,ol loro valori effettivi otteniamo:
ou ' dv
‘°”“MH ((1 —uv) cosbz F 5 ,senO(u+v)+ (e - )
, 2b ac a c i I
T =H \de —— 080 (v +v) +a,sene (1 —uv) - E’(l+m)f
(31) . (b "
! R g B
X'y MH tb,cos()(l—{-uv) ,b,(u+z)—i—a,sen6(u )

, 2 L be
xoo_MH + ,,cosﬂ(u—z)—f-b, - senf (1 +uv) + ,b,(l uv)z

Queste formole ci saranno utili in seguito; intanto da esse, qua-
drando e sommando, si pud immediatamente ricavare il valore di
M?, con che i valori di p,!, m risultano perfettamente determinati
(a meno di un cambiamento simultaneo di segno).
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Si osservi poi che in tutte le formole scritte il passaggio dai
segni superiori agli inferiori equivale a scambiare % in », cambiando
al tempo stesso 6 in — 9.

Supponiamo ora in particolare che Q' sia una quadrica rigata
Q, confocale a Qp, di equazione
% @3 %

@0
Py -y Sl Sl

(32)

Supporremo, cid che non limita la generalitd, potendo sempre
ridurci a questo caso con un cambiamento di notazioni, supporremo

=y <1:

vuol dire che affinch® I’equazione precedente dia proprio una qua-
drica rigata confocale a Q, dovra essere, e bastera che sia,

— b <k<c.

Le formole (29) (80) (31) si appplicano subito al nostro caso,
pur di porre

33 — + = =1/C="r,
(33) @ Vl—k b \/1-k ¢ T—k

Avvertiamo subito che escluderemo dalle considerazioni che an-
diamo a fare il valore k=0, pel quale la quadrica Q, viene a coin-
cidere con Q, ma non escluderemo i valori estremi k = —8*,k = ¢?,
pei quali Q, si riduce rispettivamente alla regione del piano xy, =0,
o del piano x4 =0, esterna alla rispettiva conica focale, contata
due volte.

§ 3.

Descrizione del metodo per la ricerca delle trasformazioni.

Sia (S) una deformata qualunque di una quadrica Q,. Se Q,
non & una quadrica di Crirrorp le varie applicabilita di (S) su Q,
non differiranno tra loro altro che per un movimento della qua-
drica in s&: se invece Q, & una quadrica di CrirrorD cid0 non &

piu vero, conformemente al fatto che in tal caso la quadrica fon-
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damentale possiede delle applicabilitd in s& che non corrispondono
a movimenti rigidi dello spazio ambiente.

Nelle ricerche che andiamo a fare intenderemo che 1'applica-
bilita di (S) su Q, sia fissata una volta per tutte. Le ricerche stesse
dimostreranno che il cambiare l'applicabilita fissata in un’altra che
non ne differisca altro che per un movimento di Q, in s& non porta
alterazione nei nostri risultati, in modo che per le quadriche di-
verse dalle quadriche di Cuirrorp sara in fondo inutile la conven-
zione ora fatta. Per le quadriche di CLirrorp invece vedremo (V. § 19)
che, conformemente a quanto abbiamo avvertito nell’ Introduzione
essa & essenziale.

Cio premesso, descriviamo brevemente il metodo che terremo
nella ricerca delle nostre trasformazioni. Noi supporremo dapprima
che la quadrica fondamentale Q, sia rigata, e sceglieremo arbitra-
riamente nel sistema confocale un’altra quadrica omofocale rigata
Q. Consideriamo allora le o ? coniche C sezioni dei piani tangenti
a Q, colla quadrica confocale Qx, e gli o? coni K circoscritti dai
punti di Q, a Q,. Quando Q,, deformandosi, si applica sulla (S),
le coniche C e i coni K, trascinati dai piani tangenti di (S), da-
ranno un sistema di oo ? coniche giacenti ognuna in un piano tan-
gente ad (S) ed un sistema di co® coni aventi i vertici nei punti
di (S). Diciamo F il punto di contatto con (S) del piano della co-
nica C, ciod il vertice del corrispondente cono K. Se, come ab-
biamo enunciato nell’ Introduzione, esisteranno trasformazioni delle
superficie applicabili sulle quadriche dello spazio ellittico che go-
dano di proprieta del tutto analoghe a quelle delle trasformazioni
B, nello spazio ordinario, dovra esser possibile, (e ¢id in oo ' modi
in generale) di scegliere su ciascuna conica C un punto F' in modo
che la superficie (S') luogo degli o ? punti F' goda, tra l’altre, delle
proprieta seguenti:

a) Le due superficie (S)(S') siano le due falde focali di una
congruenxa W, generata dalle rette FB' che congiungono i punti
corrispondents B, B

b) La superficie (S') sia applicabile su (S) e quindi sulla qua-
drica Q,.

Ann, 8. N. 2
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¢) Il piano tangente ad (S') nel punto B' sia ¢l piano ' tan-
gente a K che passa per la generatrice (dell’uno o dell’altro si-
stema) di Q, per F'.

Ognuna delle condizioni a) b) ¢) & sufficiente a determinare le
nostre trasformazioni: noi cercheremo ora di soddisfare la condi-
zione ¢) e verificheremo poi che le altre condizioni vengono sod-
disfatte di conseguenza.

Per giungere al nostro scopo procederemo nel modo seguente.
Riferiamo la superficie (S) alle linee (u,v) che nell’applicabilita
di (S) sopra Q, si distendono sulle rette di Q,, e diciamo z, (¢=0,1,2,3)
le coordinate di un punto qualunque F di (S). Le coordinate «',
(¢=0,1,2,3) di un punto qualunque F' della conica C, situata nel
piano tangente in ¥ ad (S) saranno date dalle solite formole

, oz ox
(34) :v_-px—{-‘la—u—}—mg)

ove p,l,m hanno i valori (30) § 2. Le funzioni p,l,m contengono
le variabili «,v e inoltre il parametro 6. Noi dovremo considerare
6 come una funzione incognita 6 (x,v) che si tratterd di determi-
nare in modo da soddisfare le condizioni ¢).

Naturalmente avremo due specie distinte di trasformazioni in
corrispondenza ai due sistemi di rette Q,: ma siccome nelle for-
mole relative si passa dall'un caso all’altro cambiando in tutte
in v, 6 in — 6, potremo limitarci nei calcoli di verifica al caso che
il piano n' per F' passi per la generatrice di Q del primo sistema
per F'. Osserviamo perd che lo scambio di u in v nelle formole
(13) ha per effetto di cambiare il segno di @y, quindi nel secondo
caso la legge di applicabilita si otterra combinando con una sim-

metria rispetto al piano x,=0 la legge d’applicabilita che vale
per le trasformazioni di 1.2 specie.

8 4.
Le equazioni differenziali per 6 («,?).

Cominciamo dal cercare delle formole che ci diano le coordi-
nate §,;(¢=0,1,2,3) di uno qualunque dei piani tangenti al cono



La trasformaxione By delle superficie applicabili ecc. 19

K relativo al punto F (u,v) in una qualunque deformazione (S)
di Q.

Essendo ognuno di tali piani invariabilmente unito al triedro
principale della (S) nel punto F, e i coseni di direzione in F delle
tre rette che formano questo triedro essendo dati rispettivamente

R 0z, R o, , 6, (¢2=0,1,2,3), potremmo ottenere le formole

\/E A’ \/G £

volute ponendo col solito metodo

Gomrmtt b o (20,1,2,9)
ove n*2*u* sono funzioni di w,» che restano le stesse in ogni
deformazione (S) di Q,, e quindi si possono calcolare supponendo
Q, coincidente con (S).

Ma nel caso presente possiamo procedere piu speditamente nel
modo seguente. Poniamo

o aet aei
(35) Ci—ﬂ:&i"l“)\%‘{_p‘ w

Le funzioni m,\,p non saranno ora piu indipendenti dalla de-
formazioue di Q,, pero, il piano (§',) dovendo risultare invariabil-
mente unito al triedro principale di (S) in F, risulteranno indipen-
denti dalla deformazione di (S) le espressioni

Rax Rax

S\/E 8u S\/(Jr v Yo 8L

che danno i coseni degli angoli che il piano (§';) forma coi piani
normali in F alle tangenti alle linee coordinate e col piano tan-
gente in F ad (S). Sara dunque, indicando con m,,k,,p, i valori
di =,x,p. quando (S) si riduce a Q,

T =T,

Sau , =D 4 pD =y, D

(36)

=D 4 p D' =2 D'

or
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Supponiamo allora che assumendo per 6 nelle (34) una conve-
niente funzione di u, v, 6 (u, v), la superficie (S') luogo dei punti F”
abbia per piano tangente in ogni suo punto F' il piano =’ le cui
coordinate sono date dalle (35), ove in =, ), p. [che evidentemente
risultano funzioni di u, v, 6 indipendenti da D, D', D”] per 6 si
sostituisca la stessa funzione 0 (u,v). Per cid sard necessario e
sufficiente che sia

o'y, ox's
(37) SSAe=0, 85 e =0

% le loro espressioni (6)

ponendo per

o (DL +D'm)
= Aw kLG 4 BEE
a ! "
£=3x+P Y +QZ+RD~__)5

e per le §' le loro espressioni (35), otteniamo subito
(38 3 —Di4+-Dm)a 4+ LAD+p D)4+ MO D' +p.D") =0
—@D'4-D'm)x + P (. D+p.D) + Q A D'+p. D) =0
ciod per le (36)
39 g o (D I4+-D'm) = (L p,+M2) D,
7 (D4D'm) = (P p+Q 1) D

Ora le (37) sono certamente verificate quando (S) & identica
a Q, assumendo 6 = cost. Quindi sussisteranno certamente le formole
cui si riducono le (39) in queste ipotesi, ciod indicando con Ly,
M,, P,, Q, i valori di L, M, P, Q nell’ipotesi 6= cost.

% o Digm = (Lig vo+M,ho) D'y
7, D'y I = (P, o+ Qo %) .
Dopo cid le (39), tenendo conto delle relazioni

ol 36 dm 28 dl 26 om 39
L=Lotag g0 M=Mot 55 5,0 P=Potgg5 Q=QWt55 5

(40)
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possono scriversi

, B, m
70 | DI-(D' = D'y) m] — (-aﬁpo_he xo)D

' ' " 86 al am ,
m { (D'—D’g) 1+ D"m | =3 (36 o+ <o % )D
ovvero
20 7: , e
W om {0+ (D'~ ) m
@) Dy ko) Vo + 6 2
36 :T ! ! "
5 = ' ;az ° o {(D'—D') I+D"m}.
Do 3 vot+ 59 "°$

Con cid abbiamo gia ottenuto l’equazioni cercate. Trasformia-
mole ora tenendo conto dei valori effettivi di =,,?,,p,. Cominciamo
dall’osservare che il luogo dei piani tangenti al cono K relativo
ad F, quando (S) coincide con I, & la conica sezione della qua-
drica Q) polare di Q,, col piano tangente alla quadrica Qf, polare
di Q, nel polo del piano = tangente in F a Q,. Quindi per ottenere
i valori di m,,?,,p, nelle formole

a*uO

é'.~0=fro€.-o+ Ao 97(,0_1_ 0 (i=0)1)21 3)

bastera che applichiamo le formole (30) ponendo in esse per a, b, c,
a, b, ¢, icoefficienti delle equazioni delle quadriche QF, Q¥ che
evidentemente, se riserbiamo le lettere a, b, ¢, @, &', ¢' per indicare
i coefficienti delle equazioni di Q,, Q., sono dati da

ISH e
S
Y
g\
S
N

Da cid deduciamo subito, tenendo presenti le (29;) (29;)

a! bl b/ U a/
)\o:po=(ia b)2uc0s6—{—(

Ibl 1,
a_) («*—1) sen 64~ (%—b-_f—’g) (+1):

lbl / !bl !
+a———5)‘)vcosﬂ+( Z;_c )(uz 1)senﬁ—|—( b e

2 - - . _—
)(v +l) Fabe U'iabc M
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e quindi
(42) otpo=1l:—m.

Questa relazione ci conduce facilmente al nostro scopo. Infatti
per la (40), abbiamo

T 1 LoPo+M Ao
m 3l
A R ot 5
quindi sara anche
T _ 1IM,—mL,

al om. m om -
Bt ™

Indichiamo ora con

civo che divengono
Lo M, Py Q

quando nelle loro espressioni a p, 7,7 si sostituisca rispettivamente
W=pM,U=IM,V=mM.
Per l'osservazione finale del § 1 avremo evidentemente

1 IMg—mlL, 1 UM,— VL, M
m l3m AT TV U UGV
% " 3 30
e dalle (40), tenendo conto della (42), dedurremo subito, dividen~
dole a membro a membro

A\ U‘\IMVL

(43) T

Teniamo ora conto delle espressioni effettive di L, M, P, Q,
che pei valori attuali dei simboli di CurisToFFEL sono date da

- ' 2 —
L= W @_g__QlogHU lalogpv M, 129logoV

( du du 2 T2 ou
44)
= _L2logp 13logp dlog H?
P°—§ a”U Q=W av+§ u U- o v
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Sostituendo queste espressioni nella (43), questa si riduce al-
1’identita

log H* . dlogH?

(45) oW 4 U vy o8 Iy olog I

u w 0

che si pud anche verificare direttamente sulle (29).
In conseguenza delle (44) avremo inoltre evidentemente

, 19logp alogH’) 1 9logp
L UM,—VE, © V2w T aw T3 tVW
TV AU v 30 oV
Vo Um V- U

Ora

abep = TII% (u + ) @b+ (1 + uv)* b’ ¢ + (u —v)*a*c + (1 — ur)*a’b?}

2
a12>c gP T (o) @b+ o (1+uwn)biet + (u—v)a*e® — v (1 — uv)a®h?) _%% ?—a}—i—p
2
alz)cgp Hzfu+v @ +u(l+ur)b*e - (u—v)a*c* - u(l —uv)a a*b ~ ;‘%a_g_p_
quindi, tenendo conto dell’identitd (45) otteniamo
1 UM,-VL, _ N R
- v oU oV~ _ 23U oV Hzpabc
Vo~ U Ve Um
ove
U' V 2 L2 2712 ’ R
N=——a—[(u+vfa®b*c+(1+un)*b*c* + (u - v)'a*+ (1 - wo)*a’b7]—

—U [(w+v)a*t*c® + (1 + uv)ob*c® + (u— v)a?c® — (1 — uv) va®b*] +
4+ V[(u+v)a?b? et + (1 + uv)ub®c® — (u - v)a*c® — (1 — uv)ua®b?] .

Calcolando il valore di quest’espressione mediante le formole
(29) e tenendo conto che Q, & confocale a Q,, ciod che si ha

2 Q2 2
w @k L, V+E , c—k,
=173 V=1—% =17

1) Si noti che in tutto il ragionamento precedente non & inclusa la
ipotesi che la quadrica Qx sia confocale a Q.
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si verifica facilmente 1’identita

_abeadbe | 00U v
o o)
ove

k

S

h

Dopo ¢id abbiamo evidentemente

1 UM, - VI, _ _Rabd
vV ou U

— M
6 0

v

oV T T hIg

e quindi, tenendo conto del valore effettivo (20) di D’;:

1 T 4 ab'c
D, 2l dm. bR
0 %6:’°+E)° 2hVabeRp

Possiamo dunque scrivere le (41) nella semplice

86 alblcl
/ AT DU Dr__ DI Vv
\ 2 Zh\/abcch ti VI
(I) 2 20 4 a'bc g(])’ I )U—]—D"Vg
’ =1 — - .
| ov 2hVabe Ry '

del tutto analoga a quella delle equazioni corrispondenti nello spazio
ordinario.

Queste sono le equazioni alle quali deve soddisfare la 6(w,v)
affinche, introdotta nelle funzioni =,X,un., le formole (35) ci diano
Pinviluppo aderente alla superficie (S') definita dalle (34) ove in
p,l,m, si sia introdotta la stessa funzione 6 (u,?).

Le (I), come si pud facilmente dimostrare con un calcolo del
tutto analogo a quello che vale a dimostrare 1'illimitata integrabi-
lita del sistema corrispondente nello spazio ordinario (V. (M) § 40)
formano un sistema illimitatamente integrabile. Noi non stiamo a
sviluppare tale calcolo perchs 1’illimitata integrabilita del sistema
(I) per le quadriche diverse dalle quadriche di Crirrorp seguira im-
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mediatamente dalle proprieta della trasformazxione H (V. § 9): quanto
alle quadriche di Crrrrorp, cid seguira dal fatto che nel seguito del
presente lavoro dimostreremo direttamente (V. § 19) che ogni su-
perficie a curvatura nulla, fissata la quadrica di Currorp sulla quale
si considera applicabile, e I’applicabilita della superficie stessa sulla
quadrica a meno di un movimento della quadrica in s8, possiede oo ?
trasformazioni della specie considerata.

Ammessa dunque dimostrata I’illimitata integrabilita del sistema
(I), possiamo affermare che da una deformata (S) qualunque di una
quadrica rigata Q,, corrispondentemente ad ogni sua applicabilita
sopra Qy, si hanno oo ? superficie derivate (S') che godono della
propieta voluta. Siccome poi un movimento rigido dello spazio am-
biente che trasforma Q, in s8, trasforma pure in s& ognuna delle
quadriche confocali risulta intanto evidente che le classi di super-
ficie derivate corrispondenti a due diverse applicabilita di (S) su
Q, sono certamente coincidenti se si pud passare dall’'una all’altra
delle applicabilita assegnate con un movimento di Q, in sé.

Noi diremo che ognuna delle superficie (3") derivata da (S) cor-
rispondentemente alla quadrica Q,, & derivata da (S) per una ¢ra-
sformazione B, e dimostreremo nei §§ seguenti che la trasforma-
zione cosi definita gode di proprietda del tutto analoghe a quelle
della trasformazione B, nello spazio ordinario.

Inoltre diremo congruenxa B, la congruenza formata dalle rette
¢he uniscono i punti corrispondenti di (S) (S').

8 5.
Calcolo dell’elemento lineare delle superficie trasformate (S').

Ci proponiamo ora di dimostrare che ognuna delle superficie
(S") derivate da (S) per una B, & effettivamente applicabile su Q,,
e la legge di applicabilita & data dall’affinita d’Ivory tra le qua-
driche Qq, Q;. Come abbiamo gia avvertito, in questa verifica sara
inutile che conserviamo i doppi segni che compariscono per ora
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nelle nostre formole, ma potremo limitarci al caso dei segni su-
periori.

Calcoliamo in primo Iunogo l’elemento lineare ds? di una super-
ficie (S') in coordinate u,v:

ds®= E'dw* 4 2F dudv 4 G'dev®.

Colle solite notazioni, le coordinate del punto generico F'=(2',)
di (S') saranno date dalle formole

, ox oxr -
a;,-=px-|—l—az+m——

ov
ove in p,l, m s’immagini sostituita una conveniente soluzione 6 (u,?)
del sistema (1).
Avremo quindi, secondo le formole del § 1

o' ox ., & dp dldx Omdx| N
§J—on+La + Mo+ D'y [ae *a’ea_fa—e'é;]@*
+ [DI4( - Dlym] &
(46)
ox' ox dx ., , & [op 33 3mdx]dh
3o = BomtPog + Qg+ Dol R“L{éﬁ“a'éﬁ%_e av]é‘v

+ [(D'y = D'o)l+D"m] % .

Avremo dunque

B = R*A2+ EL2 -+ 2 FL, M, 4+ GM2 D m? -+

om

[R’Ao + (ELy+ FM,) ol 5+ (FLo+ GM,) ae] +
o o) e reri T o]+

+2 D’om[Dl—i— (D' D) m] +[Dl (D' =D) mr:
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F — R*A,B, -+ ELP, + F (LQy+ M;Py) + GM,Q,+-D'lme -+

6 )
+ SRS <+ (BL 1) 5 4 L0y 5+
0 [, . om
+8_u[R B, - (BP, -+ FQ) % |- (EP, + GQ) 361 +

36 26 3l 2
+auav[R( ) +E(80)+2F"6 WOZ+G(86)] +
+ Dym [ =D') I+ D"m]+ D, [Di+ (D' = D'y m] +
+ [Di+ (D' =D’ m][(D' - D')) I+ D"m]:

¢ = R*BL -+ EP? - 2FP,Q, 4 GQ2 4 DB

+ 25 [RB J o+ (B2, FQ) &+ (PP -+ 0005 | +

) [ GG oo lE)] +
42D I[(D' =Dy I4D"m] +[(D' = D'y L+ D"m].

Per semplificare i calcoli prendiamo a considerare il caso che
la superticie (S) si riduca alla quadrica Q,, nel qual caso la super-
ficie (S') si restringe ad una generatrice (8) di Q.. Avremo allora,
colle solite notazioni

ga§J°=on,o+L 3%‘;0_‘_ N[0 810 _I_Dvomelo
a Il i 1 !
\(;—“-—Bo v+ P2 1 Q%0 4 mrig,
', ol dx,,  Omdx,,

\ o '°+89 du + 6 v

Quindi, posto

' 2 axw lOaxtO ' P (aw’ioz
Us) Bo=R S(Su) °_st u 30 o= B S av)
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avremo

< B, = R'A2 + ELZ + 2FL,M, + GM2 + DZnm?
(49) | F, = R2AB + EL,P, + F(L,Q, -+ M,P,) + GM2 + D5 lm
( G, =RB: +EP? -+ 2FP,Q, +GQ: -+ D3

Quindi sard infine

= By 2 5 R4 (L, + B - (FL - G 5+

o) [ ol 5% o)+

cU
+ 2D, m[Di -+ (D' = Dy)m] + [Dl 4 (D' = D',) m]?

. 01 aﬂ 2 N al 97”
F_—BH—@[RAO —{—ELJ—BM)SQ—}—FL—;—GM ae]+

B[ ey P x om
+ o BB %+ @R 4 FQ) - 0+ 60 ]+

20 26 op el om om
+auau[ ( )+E(ae) +‘Faeae+G<ae)]+
+ Dy [(D' —D'y) I+ D"m]+ D'l [Di+ (D' — D'y m] +
+ [DI (D' =D'yym][D' = D'y i+ D"m]

(50) {

, ep P om
&=Gyt 25 [R B, 55+ (EP, 4 FQ,) ,0+ (FP,+-GQy,) ae} +

B
2D i[(D' = D)l +D"m] + [(D' = D) I+ D'm.

Calcoliamo ora i valori effettivi di E',F';Gy. Ricordiamo intanto
le formole (31):

, 2 ac , _ be ab

&' ——mgi Tdcoseku—v) -+ Wselle (1 ‘!-ul) —‘—‘ ,b, (]. - 2“}),
L2 b
To=NMH] ¥

S]

(u—v) }

"blg

cosO (1—wuv) F Bb,% senf (ut+v) =+
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{ ae 1] c
o=y | —E,E,cosﬁ(u+v) * senﬁ(l—uv)—(? (1+uv)%

b ab a
X'y = _IH; y cosB (1+uv) — ab (ie+0) +c_z’ senf (u —v) g

Per procedere piu speditamente nei calcoli scriviamo queste for-
mole nella forma

n , n' , " , n'
6D de=yp Te=yg ey == yg

e osserviamo che si ha

on';,\2 on';o\2
”2 b 0 - i _t_()
S 7% (au ) (Sﬂn'o du )

By= R ——— " mg—
L ) an’io( LT
62 Fr— S S —(S"“’ au) S"“’_a?)
=R M*H*
o' ,o\2 o' ;4\?
2 _tO . ' __1_0
G/__:RQSW'0 (30) (Snw ov )
0 M4H4 ¢

Di pitt sussistono evidentemente le relazioni

'
a
( "y = J sen 6 7'y, + @' cos0 7'y,
(53)

b!
( Ny= — pd cos 0 7'y, -+ b'senf n'y,

e anche, supposto di considerare 0 costante, come appunto si deve
fare nelle formole (52)

[ony  a on's, I
\ w = o se 6 M -+ @' cos 3

(64) My b 37230 sen® oo
R du
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e le analoghe per ». Da queste formole otteniamo immediatamente

My Mgy Moy Iy )2

L
MHL"_Rc’2 c du c ou

[3 a®sen*8+b%cos®04-¢*f {a%cos®+b%sen®0+ 1} — (a*—p?)? senzﬁcos‘ze}

u ¢ Ju

MAHF, — R? { f_'s_o _31’0_0 Moy Iy : $71’3;0 372_’00 Mgy N5, z
° | l ¢ v c v )

[ { a?sen®0+b%cos+ ¢ | {acos®0-+-bsen?0+1 2—(a’2—b’2)2sen"600s20]
MH'G/, — R? gﬁo%ﬂ_ ELE, %2
[ ja”sen’0 +b%cos0-+c”| jacos®0+ b%sen0-1 g—(a’g—b”")’sen?ﬂcos?ﬂ} .

Ora sulle (29) (31) si verificano subito le identita

Ny Mgy Ny N5 ab

c e T taw "
(55) ! ! ! I

Wa Mo Ny My __ @b oo

c c v db

quindi otteniamo infine

a2 b2 62 V2

Ho= 168 e 3 |

a”sen®0 + b”cos*0--¢?) (acos0 + b?sen®d + 1)—

— (a®—b"?sen?0 cos? 6%

Fy=16R? atre’ UV ‘(a'zsen%+b’200s26+c’2) (a”cos®0+b*sen*0+1)—
(56) < 0 a?h?c* M‘H* z
— (a”—0b")*sen?6 cos’0
21,22 2
Gy = 16 R? (%—%2 l\hf‘@f‘ (@"sen®0+b"%cos*d + ) (a”cos?0+bsen®0+1)—

— (a®—b%"?sen’6 cos*ﬁ}
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Abbiamo cosi calcolata una parte degli elementi che compaiono
nell’ espressione di K'F'G': per calcolare i restanti formiamo le
somme :

dx,, 9240

L~ Ox,, o %o OX' ;o o'
2 RQ OT0 970 R R2 Tio 0L ;0
R S Qu du S du v S v du S v

dalle formole (48) e dalle formole

ahy @ o'y, , o'y
s = o s, teesimy
o'y b , ox'
=T e 6——]—6 119—3—;‘—

e dalle loro analoghe per «,v. Confrontando i risultati ottenuti
nei due casi otteniamo:

BL, 4 TM, = R* 5.2 © send 00— cost ax%+3§u3° +
+Rza§_;,%a amer b se 8:1:20 axm}
FL, +GM0~—R293”3° a 93;”_;‘9__1;—' 9”3°+8§;°}+
+ R?%"{d cosf %‘9 b send Sy axm?
- + e
FP, + GQ, = Rzag_;m ‘Ci con @;ﬁ_’; axqura;vgo 4
+ Rgag;ﬂga’cosﬂ ég;l) -+ &' sen Bx 24 a;v""
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Abbiamo poi evidentemente

, o, b
A, =87, ;uo ;—% sen 6 x,, — > — 080z, x30§ +
-+ Saa:;(, ;a’ cos 0 xy, + b’ sen 6 - xmg
(58) |
B, = S ’wa;vw 23;/30 sen B a,, — ZL(JOSev'Czo“l"xso% +
ax’oo ( ! '
\ —+ . :a cos B ay, -+ &' sen by 4 g}
Osserviamo inoltre che
afl; ,0 ap Ol aw“‘, am 3%’,0 .
(59) 3 0T T SOHLZI:
Dopo cio abbiamo
op e ol dm
R?A, 36+ (EL, + FM, )36 (FL, + GM,) =5 =
ox's, (@ or'y, W ax w | OX 30)
— R0 PR P P
du (¢ sen§ 36 c’C + ’
x5y a 10 ) X'y, axlooﬂ
+ e ga cos b — +bse1 6—= 2 36—5
9*
(59 am

a
R?B, ?é + (BPy+ FQ) 5 4 (FPy + GQ0) 5

31;_10 b 0 ax zo ox’ 30

. 3x30
=R [ 3 3 % T
3.’13'00 , 3 10 , aw 20 sx 00
-{—aega06—+b aﬁ—lvﬁe

9) 'si ha immediatamente

(60) RQS(axw) Rz(ap)+h(ae)+2F 361 %)e))L‘FG(zg)

Osserviamo inoltre che dalle (5
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Arriviamo cosi infine alle seguenti espressioni di B/, F, G’:

, 30 [3x'5, ox'y, b ax w, o',
B =F,+2R? Su[ B~ rcos2 IJF
ooy | 92y | 4, o'y, | 3y,
5y (V008055 + b sen 0t + aef +

+R (ae) S (agelo) +2D'ym [DHHD'~D'o)mH{DI+(D'=D' ]

30 [dx/s, (@' oy, b r'y O |
' 0 30)@ _E_A 0% 9 30
F= ]3‘0+Ra[a ,0116 3 +8u§+

3 00 o’ , 9.23 2 | 0o
o0 oS0 se ae+‘ae_ﬂ+
90 [9x oxy, b 890 ox’
2 30 T _0 ., 20 30
(61) R [ c,senﬁ 30w T
x'oo ox’ 10 Xy | Oy
T 3 a5 HUsendTg o HJF

26 36 , /ox',, , , ’
R? quavs( z ) + Dy L[DI (D’ = D) m] +

+ D'y [(D' = D'g)i+ D'm] +[Dl+ (D' = D'g)m] [(D' = D'y) i+ D'm:

20 [z’ ox’ b ox o’
12 oR2 30 10__ v 20 30
=0, +2 Rav{ ,sen@—aa c,cosﬁ 86 2-{—
Sx' ox , o’ 20 05y
TR 39“’“6 2 ae”*

20 o, / R " R o
Ly (a ) S( ae°> +2D/[(D' = D'+ D"m] + [(D'— D) I +D"m].

§ 6.
Formole d’applicabilita dedotte dall’affinith d’Ivory.

Le formole (61) danno quanto basta pel calcolo dell’elemento
lineare delle superficie (S'). Dimostreremo ora che tale ds® & tra-
sformabile nell’elemento lineare della quadrica fondamentale Q.

Si potrebbero applicare a questo scopo i procedimenti generali

Ann. 8. N, 8
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che servono a stabilire se due ds® sono equivalenti o no, ma i cal-
coli risulterebbero molto complicati: procederemo invece nel modo
seguente.

Considereremo due punti F,} corrispondentisi sopra (S) (). Se
applichiamo (S) su Q, il segmento FF, trascinato nella deformazione
risultera tangente nel suo primo estremo M, alla quadrica rigata
Qo e verra ad avere il secondo estremo M' sulla quadrica confo-
cale Q,. Veniamo cosi a stabilire una corrispondenza tra (S') e Q,
in cui al punto F' di (8') corrisponde il punto M’ di Q,. D’altra
parte se (§') & applicabile su Q,, come dimostreremo, ogni punto
F di (S) avra su Q, un corrispondente M, in ognuna delle appli-
cabilita di (S') su Q,. Evidentemente avremo ottenuta una legge
d’applicabilita tra (S) (S') se rinsciamo a stabilire una delle leggi
di corrispondenza tra i punti M;,M' delle due quadriche Q,, Q.

Verificheremo ora, conformemente a quanto abbiamo gia enun-
ciato, che una di tali leggi & data semplicemente dall’affinita d’Ivory
tra le quadriche Q,,Q,. Le formole che otterremo saranno appli-
cabili anche al caso delle trasformazioni singolari B_z:Be: soltanto
in questo caso a un punto di Q, faranno corrispondere un punto
del piano principale, cui si riduce Q, esterno alla relativa conica
focale.

Intanto nell’affinita d’Ivory tra le due quadriche Q,,Q, al punto
M= (o;,) di Q, corrisponde il punto M, di Q, le cui coordinate
&€ 65 sSono date dalle formole

a @y by c Ty

xl
62 [ 0 __ = T _— =
©2) = dVIZE U UNI=k T Viok

_\/l—la

&

Indichiamo ora con w, », i valori delle coordinate curvilinee wu,»
nel punto M,=(¢,): essendo

_utn __al+u,vl

Uy — v, 1 -y
(63) = i, 1, C———

6e=> I 6= I,

1=

ove

Hi= (u, + 0)* + a* (1 + wy0))® + D (uy = 01 + (1 — uy0))?
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avremo

!
€2 ' Ny
Eo"l‘g "oo+7
N — —m— —
' E_]__SB ﬁIL" @
a''c d ¢

(64) {
!
€ ) Ny
Ty e
v = =7 -
Sy 8B Moy M
!

a 4 a c

Quindi, tenendo conto delle formole

!
a
"= 7Sen 0 1’5y -+ @ cosH w'y,

T W= — 27 cos6 1’y b"senb »/'y,
si ottiene
Moo (1 +sen 6) — an’O cosf
U = nl
' ?‘;’9(1+sen6) ~+ 7y cos B
(65) "
7o (1 —sen 6) 4 77”‘0 cosf
0= —i—

nc,3°(1 +sen 8) 4 n'y, cosd

Ora, essendo evidentemente

1—send  cosf
cosh ~ 1--senb’

35

il secondo membro della formola che da v, risulta indipendente dal

!
n . .
rapporto — , e precisamente si ha
N30

1-senf
cosh

v, =

Quindi, sostituendo nella (65), per #'y, 7', i loro valori effettivi
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tratti dalle (31), le formole cercate posto

ab
a'c

ac be
Nl_.a,—c,cosﬂ(u—v) —b,—c,senﬂ (14uv) 4

I(]‘ uz)
2 EI uv ,!,(M v ,S (u 1)

b
D, cos 0 (1 + ) ——g%(u+1))—{—g,sen0(u—v)

G

ac be ab
D2=wcose (0 —v) —b,?senﬁ(l—l—zw) +W(1 — uv)

assumono la forma

__(L4senB) N; — cost N,
g“l“(H—sene) D, - cos6 D,

( ___l—sene
Y77 cosh

(66)

La formola che da v, non contiene né %, né v, come & natu-
rale, 1’affinitd d’Ivory facendo sempre corrispondere a una retta di
Q. , una retta di Q,. Anzi, poichs tale affinitd fa corrispondere ge-
neratrici delle due quadriche per le quali il valore del parametro
6 che compare nelle formole (27) e nelle analoghe per Q, & lo stesso,
tale formola ci da semplicemente la relazione che passa tra i due
parametri 0,v, di cui ci siamo serviti per individuare le genera-
trici del primo sistema di Q,.

§ 7.
Applicabilita delle superficie (S') su Q,.
Ottenute cosi le formole della corrispondenza considerata tra

i punti delle due quadriche Q,, Q,, veniamo a dimostrare che tali
formole sono effettivamente le formole d’applicabilita tra le due su-



La trasformaxione By delle superficie applicabili ecc. 37
perficie (S),(S). Dovremo percio dimostrare che il ds® di (S')

ds® = E'dv® + 2 F' dudv + G do?
si trasforma in coordinate (u,,v,) nel ds! della quadrica rigata Q,

(67) ds? = B, du} -+ 2F,du,dv, + G,dv?

ove (Cfr. § 2)

B Rgv‘{ (@+c)(1+8%) +2:3{(B*+F) (1 +ad) + (1 - &) (b*—ad)| + (a®+ %) (1 + %)
1= H‘i
. o W3 (@) (1+0%) + (ui+0}) (*—a®) (140%)— 4uy v, (B*4+a°c) + (@*+-¢°) (145°)
T K =R e
G =R W@+ (1+0%+ 23 { (PP + (1 +a?) + (1 - &) (0 — a®)}+(@®+cD)(1 +b%)
1= H‘{
o anche
3& \2 3€ ae \2
— 2 z — 2 i - P i
68) E, =R (Sul) F—R Q> s =R (301) .

Per far questo dovremo dimostrare che in conseguenza delle
(1) sono verificate identicamente le tre eguaglianze

- du, au, L 9v,) due, 0 du, du, dv, (37))2) (39
= ( )+2§ TR 8u+z ( >+2F‘ae 2 5 $3u)

<2

ou, du, Sb du, F §3u136 8u180(

I R L 5 Bu o aon T

du, du, v, v, 186 36
EE )“F‘ae 39+G( ) u 3

Qu, 30 (., (Ou, du, v, A, ‘%(Sj L
Fo 5ot | B (ae) +2h g ”a‘e+G’(§6) , Sv) :

du, Sul o,
=0 (av> +2§ ) F‘ae

o0

ciod, tenendo conto dei valori di % o e del valore di D'y (V.
du ’ v
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§ 2 (20)), dovremo mostrare che sussistono le identita:

, a b’c’_ 05 [@ ox'y, b o'y 0x's,
E0+h—_\/aTRpR S [—, end 3 —Z,cose—ae—+ % +
o'y [ ox'y, 0x gy 0y, abe V
+ Wl:a COSg—a—e-+b Senewﬁ-—a? -4 a—-,b,c, Mﬁ’H“X

R a”b?c? 356 . 4R*R pabe B

ou,\ 2 ab'c u oy |u
=E 1 g 1 l N

a?b*c? fr Qu,\2 du, v, v,
+ siaers (0 59) *20 5 3+ O )

DU+ (D' = D'y VI2 :

a'b'c o' o'y, b 3.’6 o'
Fl 30 10 _ 20 30
2h ‘\/abcRp K aLL [C b ] C 20 + 20 ] +

890'00] 4 abe

' /g9
¥send S ) - 4 ) X

E I
e o [a ox'y, ¥ 'y, OX
DI_D/ U " a z%__ﬂ)_ _10._._. —ﬂ -——QEJ
XA( ) UAD" V] e VWR D L,sene IR T N
ox'y, ’c) o W, 'y, abe U
3 [‘“ send55 ae]—”‘ 7B W
K al2_b12 _(5'2 t o, KE Pab(;
4 h*abcRp S( a?*b%c® M*

-+

X

X DU+ (D'-DY) Vi+ X

X DU + (D' = D'y V{{(D' = D'y U+ D'V} —
LTI N T A
You v 2hVabeRp e [ 0 86)
v smgen

2h VabeRg Qv | 50 g

a*b®c® (. (ou, 9 du, v,
4 h*abcRp El(ae) M35 %

-D)U+D'V} +

{DU 4+ (D'-D') Vi +

) ( ) gzDU‘* (D'—D'y) V}{(D'—D' U+ D'V}
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a'bt'e

Yot R e seno - Goosn 0 a] 4
+Jgool 6%2—-*_”86 a§;°+ ] 4hab'(,'M’Hz;x
XIO=D U+ D'V e S () + s e DD+ DV
N T
ey | (3 25 g0 0l5) o -pawaD

Dovendo queste tre identitd verificarsi in qualunque deforma-
zione (S) di Q,, dovranno verificarsi gualungue siano i valori di
D,D',D": da cio deduciamo subito che esse saranno verificate al-
lora e allora soltanto che sussistano le identitd seguenti:

2 2
(69) El (%) —_ E’O E}1 aul aul F/ El (%) —_ G’O

u dw W v
du, dv\ouy, 1, [0’y (@ ox'y, Ii' g@ 890_393
( ‘ae+F‘ae>%“R[W§—' 0% —7 0% et
%00 | oy | 0y | o] abe V 1.
+° au | %0080 g+ U sen 0 =gt b SR A e
(70)
ox'yy b x'yy  0x'yy

g Senb g — o8 =+ g~

ou, ov,\ Suy 2| 0%'5 (@
(E‘ b + Fy ae) =R [W

xOO ‘ ' axllo ' aw'go 317'00 abc U .
+ » lajcosﬁ 3 +bsen676—+a—e -—4ha—~—,b,c,M——2H,2 :
0 du, o ) ox 4R pabe
1) < ztl) + 2F, 301 a%l + ¢, ( 01> . st( 10) g PM2 .
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§ 8. Dimostrazione delle identitd (69) (70) (71).

Per dimostrare le (69) cominciamo dall’osservare che, essendo
o,
aul Py aei 2
E‘(au) K S('éu)
ovvero per le (62)

— =0, si ha
aul _ A é)x,_zg 2 a‘EO() 1 ax’30 2 1 ax’m 2 l 3x'20
a-mgiG) =-m8(5, ”[( ) e e

ou
Ora, essendo

o', o ox'sy , o'y,
= —senf =4 a'cosh =
u c u + du
o'y, _ b_' a L'30 a35’10
ou ¢ Su

& anche
X', 1 (32, 2_ 1 /0x'3\2 | [0/ )2
(w)ﬂ?z(%)—;@(mﬁ(@z)’
9 ox', ,
B (o) =R 8 (5 =

e la prima delle (69) & dimostrata.
Osserviamo ora che dall’espressione (65), di e, si deduce subito

quindi risulta

Ju, Quy
My, Moo + : n30 -
inoltre
duy _ Oy Oty | By Bri
du ~ Iy u on'y, u

Suy _ Sy Smy | Sy Sl
v My v | Oy v
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Quindi si ha

RV VO YRR R
du Ay du | Ay Qu P u T du

B, du, omly |, Ou, My , ny , oy
w on'y, O Mgy 0 a0 o oo v

Ricordiamo inoltre le identita (55)

1 !
, On'y , Onlyy  4abe

Y% 7% 00 V. o on'y , o'y, 4abe
3 ou 00 Ju - a'b

P T M T Ay
Vediamo allora subito che si ha
du,
u v
72 —
(72) du, U’

0

Ne segue che dall’identita dimostrata (69), si deduce

anan_U
You w VO

du\2 U2,
B(G) = b

d’altra parte per le (56) si ha

! U U ’ U2 !
F 0 — v E 0 G 0 — 'v'z‘ E 0
quindi tutte le (69) restano completamente dimostrate.
Veniamo ora a dimostrare le (70): bastera che ne dimostriamo
una, ad es. la 12 laltra deducendosi immediatamente da essa me-

diante 1’identita

. o,
S &x t0 —3‘6_0 == O
ciod
! ! b' ! ] , a , a ,
Z’ao%g senf 88'1;610 - g cosf ?g;_az_q + 9;6630‘ + xroo @' cos 3;3610 n b son 6 axe% + _g_igj(_) —o

o le (55), (12).
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Per dimostrare la (70), cominciamo dall’osservare che si ha

o Oe Sul %e 9,

(73) F du, 36 +3 v 30
quindi
ds 0= 3ul 30,_
kS 0 du, By 26 + Fl

essendo S—ZEO, avremo dunque per le (62)

(E Sul 801) aul R? (a2 ox'yy 'y O 'y Ox'yy ¢ Ay, X'y, Oy OXy
1

Y30/ 1 -k\a® du 30 % 3w 30 "¢ du 90 ' du a0 )

D’altra parte

or'y o o'y o'y My b o'y, o'y
u ¢ sen w TP T e u Sent
quindi
ou, — v\ du, NN o', b ox'y, € 3x'yy) 'y
) g (=R send S cost S £ Sl B
(a® o'y, b o'y 3y 0y
o fqa 0090 G5+ goend g+ S ).

Paragonando questa identita con quella da dimostrare, vediamo
subito che per giungere al nostro scopo dovremo far vedere che
si ha:

abe 'V

A b AP =

o o? X'y, (b N o'y,
(c—,(l—k)—a, ,)sen it —(g(l—k) a ,)cosﬂ T

0x'y9) 'y,
+(1 k— ) 3 3 +

!
X' 40) 0% g0

o'y, , b ax'm_ T
(a(l—lc)——)cosﬁ = —|—(b(1—lv) b—) son§ 220 - f o) O
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ossia
cabe V1 o, 1 Wy 1 3y | I
4k ’b’c'M2H2_;_ ) ’TCO%BW‘?_Wz u
1 am m ox'yy gy | Oy
+ {a" 0 + a‘e"a‘ei?ﬂ'

Ora si ha evidentemente

%ﬂ = 6363°—|—acos6%+§0036 @'y —a'sen 0 'y,

U ’
'y a ox 30

E R

ax"" —{— sen6x30+b cos 0 2y,

quindi I’eguaglianza precedente si riduce all’altra

, o'y, , 05 4dabe V

B e A T
che per la (55), & identicamente verificata.
Dopo cid, per giungere al nostro scopo non ci resta da dimo-
strare altro che 1'identita (71).
Intanto, tenendo conto del valore effettivo (22) di [, vediamo
subito ch’essa si pud scrivere nella forma

U, du, v, W\ o, (896'10)2
( )+2F £ ae*G(ae) S5

4R*P a*b P (u +0) 4 0 (1 +wv) -+ a*F(u—0)* 4 B (1 —uw)?
+ argbfg 612 H2M2 *

Ora dalle (81) quadrando e sommando si ottiene, tenendo pre-
senti le (62)

3:\2 R ((0y)\? af (3xe\? , b ax'go) (81:30 l__
RzS(ae) 1~kk(ﬁ>+ﬁ(ﬁ‘)+5@<36 )

du, du, O, o,
=B (ae) +2h g +G‘(ae)



44 A. Signorini

quindi I’identitd da dimostrarsi pud scriversi

Ty R ey R [ RS

2
+ 3[)}; 5 [@°6%t (u+0)* - 6°c® (14-uv)? 4 a®c* (u—v)* 4 a®b* (1—uwv)?) M}H-—z =0

ciod
'y (833 20\ 2 ox'y, o5\ 2
M0
4h o (u+ )+ U (L+uv) + @’ (u—10)* + a®® (1 —uw)?
_I" b MZH? =0,

Ora dalle (81)* si deduce subito
1 (32 )\2 | 1 /32\2 1 [3x3\2 [0ay z%, 2 ox'y, 2 , oy
P(a_e) +13"2<‘3‘6“)“‘?(3T)’“(36)— v T Togg FoTm g
onde la formola da dimostrarsi si riduce alla seguente:

_l._

!
%, 2 o'z, x50

rz + 00 36 'l__ Soae

4h 242 52 2 2 A2 2 2.2 2 2 12 2
+a’—’b'27 @0 (u4v)* +0°c (L+ww)* 4 a*c* (u—v)* + b*c* (1 —uw)?*|=0.
Ora evidentemente

x'% gx' a1"'30 2 z 0%/,
IZ CI 00 ae C 30 ae ==

M H?

!
NG 02 2 " 8n30+ " on'yy
0,2 [/ B— C' 00 ae 30 ae

quindi I’eguaglianza scritta, tenendo conto dei valori effettivi delle
7',y pud porsi nella forma

¢ b ab a 2
pe [(1 + uv)cosﬁi)-,— e (u+v) + Esene(u— v)] +

ac be ab 2
+[C?~,(‘089(u—l’)—b, ——senb (1 + wv) + ‘—l,—(;,(l—uv)} —

2 [ 1+ uv)coaﬂ 7o 'b’ (u + o)+ senﬁ (- @)] X
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a be a b
q - 0 -2
X {a’ senf(u —v) + b ¢ ( +uv)] L‘ cos 0 (u —v) x senf (1 +uv)]
o cosf (u — v)— be sen6 (1-wue) + (
d/el bf ' t /b! —uv +

+ zﬁbll’z-cﬁ [a*b*c (w0 + b2 (1+uv)’+a*c* (u — v)* + a*b* (1 — up)*] = 0

ciod
a*b’ct a*b? et a*c?
11 b/g /g U+ )2 + - I2bl2(]‘ 7’“7)2 - 1)72672(1 + uv)2 - %?é (76 - 0)2+
+ ’2b’2 — [0 (u+0)*+ 02 (14 wv)* + @ (u — o +a*0° (1 —wv)?] = 0.

Ora, essendo

a*+k b+ k —k
o e ___ [ J—
=1 V=135 =1

questa eguaglianza si pud scrivere

k
+cM(u—)+

—k 272 2 a’+k 2. 2
— a’b* (1—uw) —mb ? (1 +uv)~ A

¢
272 .2 2
abc(u+v)+1_k

+ 2 [a2b202 (w40 + 0 (1 +uv)® + ¥ (w—v)° + a*b* (1 —uv)*] = 0

e poiché si ha identicamente

(w2 + (L — )t = (—0)°+ (1w}’

quest’eguaglianza, e insieme ad essa la (79), risulta un’identita.
Dopo cid possiamo concludere:
Trorema I. — Le superficie (S') dedotte dalla superficie iniziale
(S) per mexzo della trasformaxione B, sono tutte applicabils, come
(S), sulla quadrica fondamentale Q,. La legge d applicabilita tra
(S) ed (S) ¢ data dall affinita d’ Ivory tra le quadriche confocali QyQ,, .
Come abbiamo gia avvertito, queste conclusioni sussistono an-
cora nel caso particolare delle trasformazioni singolari B_pz, Be:.
Osserviamo ancora che se nelle (I) s’introduce come incognita

il parametro X =tg g, dal quale dipendono razionalmente (per fun-
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zioni di 2.° grado) le coordinate di un punto mobile sulla conica
C, o di un piano mobile nell’inviluppo aderente al cono K, il si-
stema prende la forma di Riccarr. Possiamo dunque concludere:

Trorema II. — Quattro superficie (S') trasformate dv (S) per
mezzo di una B, tncontrano le o * coniche C tracciate nei piani
tangent! di (S) secondo grupp? di quatiro punti di egual birap-
porto. Analogamente ¢ loro tnviluppi hanno in comune con cia-
scuno dei cont K quatiro piani di birapporto costante.

Osserviamo inoltre che tutti i risultati fin qui ottenuti per la
trasformazione delle superficie applicabili sopra una quadrica rigata
si estendono immediatamente alle superficie applicabili sia realimente
che ¢dealmente sopra ogni altra quadrica dello spazio ellittico, la
trattazione precedente conservando inalterato il suo valore analitico
anche se a,b,c sono immaginari: soltanto nel caso generale ci sara
da distinguere la realitd o meno degli elementi geometrici ottenuti.
Per questo si potrebbe seguire un metodo analogo a quello che vale
nello spazio ordinario, ma non lo faremo, perch® potremo risolvere
molto pitt semplicemente la questione servendoci delle proprieta
della trasformaxione H.

§9.

La trasformazione H.

Consideriamo una congruenza B7 dello spazio ordinario relativa
ad una quadrica generale Q, e la congruenza C7 che da questa si
ottiene quando una delle sue falde focali (S) si applica su Q, seco
trascinando i raggi della congruenza B7. Sappiamo allora (V. (M)
§§ 51-55) che esiste una proiettivita che cambia Q, in una quadrica
QY ad essa coniugata in deformazione, e la congruenza C7 in una
congruenza 6%(,) che, quando QP si deforma seco trascinando i raggi
della _(j%(l, in modo da assumere la configurazione (S)¥ coniugata
ad (S), diviene una congruenza By relativa ad (S)™, la cui seconda

falda focale & coniugata in deformazione alla seconda falda focale
della congruenza primitiva.
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Vogliamo ora dimostrare che un teorema del tutto simile pone
in relazione le congruenze B% dello spazio ordinario colle analoghe
nello spazio ellittico.

Sappiamo intanto (V. (M) § 56) che, data una quadrica Q.* a
centro dello spazio ordinario, se assumiamo un elissoide immagi-
nario ad essa confocale come assoluto di uno spazio ellittico, di
cui indicheremo al solito con R il raggio di curvatura, le quadriche
confocali a Qy*, considerata come appartenente allo spazio ordina-
rio, risultano confocali a Q,* anche se si considera come apparte-
nente allo spazio ellittico definito, e le due superficie corrispondenti
nei due casi a Q¥ risultano coniugate in deformazione, cio® ad ogni
deformata euclidea (S) di Q¥ corrisponde una deformata ellittica
(9) tale che i coefficienti delle seconde forme fondamentali di (S) (S)
risultano proporzionali.

Sia ora data una congruenza B7 dello spazio ordinario relativa
alla quadrica Q%, e siano (S)(S") le sue falde focali: indichiamo
di pit con C* la congruenza che si ottiene dalla Bz quando la (S)
si applica su Q¥, seco trascinando i raggi di Bz. Dimostreremo che

o) Se deformiamo la Q*,, considerata come appartenente allo
spazxio ellittico, tn modo che assuma la configuraxione (S) coniu-
gata in deformazione ad (S), ¢ raggi della C*, trascinati da Q¥,
nella deformaxione non euclidea considerata, vengono a deforma-
xione compiuta a formare una congruenxza B, dello spaxio ellit-
tico la cui prima falda focale ¢ (S):

) La seconda falda focale della congruenxa B, ¢ la deformata
(non euclidea) (S') di Q¥, coniugata ad (S)'.

Per dimostrare la proprieta o) bastera far vedere che la con-
gruenza C* non & altro che la congruenza che si ottiene da una
congruenza B, relativa alla deformata ellittica () di Q¥ quando
(S) va ad applicarsi!) su Q¥ seco trascinando i raggi di B,.

') Si noti che le quadriche dello spazio ellittico coniugate in defor-
mazione alle quadriche dello spazio ordinario non potendo essere qua-
driche di CriFrogrp, I’applicabilita di (S) su Q¥*; sard sempre determinata
a meno di un movimento di Q¥; in s&, il che non ha influenza nelle nostre
trasformazioni.
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Per potere senz’altro applicare le formole precedentemente sta-
bilite per le trasformazioni delle superficie applicabili sulle quadriche
dello spazio ellittico, trasformiamo omograficamente la metrica el-
littica considerata, in modo che l’equazione dell’ellissoide immagi-
nario assunto come assoluto prenda la forma

7+ ot +af +o§=0.

Sia

o

B,
(14) 7 E—z—gz“l“%

P’equazione di Q¥, che supporremo, per ora, rigata, e sia

z A R
@ R TtTroh s ER | RO
e+ % >0

Pequazione dell’elissoide immaginario assunto come assoluto. Una
trasformazione omografica che serve al nostro scopo sara allora data
evidentemente dalle formole

x Z _
(76) Elle —szocg ’E—s—xe Lo = X,
1 1 1
ove
(17) Belm@ Bel—F &=F+e.

@ atp—gta
ove
a b €
a—gl b='5—l C*—-“—E';.

La nuova equazione di una quadrica qualunque

o z z

(79) y + kT T +
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confocale a Q¥ sara poi

a Biwy  cixd .
52-{—72_1_52—*—!_6_ Ez_k"l’wo
ovvero
_x ¢
(80) a—|—/v+b2 k¢ k+1—k
ove
k
(81) k= 7;1 TE

Inoltre le equazioni di una generatrice di Q* o di una qua-
drica ad essa confocale, di cui indicheremo con @, &', ¢, i coefficienti,
@
ilzi?senﬂa@ } @'cosb z,
(82) .

_ b _ - _
x2=¢€,cos0x3—{—b senf 7,

dopo la trasformazione considerata, posto

a”* b" c*

83 - = a»I2 _— = bla — = 0’2
) @ B @
divengono

’ I
g T = + — senb z; 4 a'cosb z,

(84)

?x;: ~oosﬂx3+b sen 6 x,

\

\

c¢id che mostra, &'d'c’ risultando evidentemsnte i coefficienti della
equazione trasformata, che i valori del parametro che individua le
singole generatrici di Q¥ non cambiano nella trasformazione omo-
grafica considerata.

Osserviamo infine che anche i valori delle nostre solite coor-
dinate curvilinee %, v non si alterano nella traformazione in discorso.

Cid premesso, arriviamo facilmente a dimostrare la prima parte
del teorema confrontando tra loro le equazioni differenziali delle

Ann, 8. N, 4



50 A. Signorini

trasformazioni B7 relative alle superficie (S) colle equazioni delle
trasformazioni B, relative ad (S).

Detti D, D', D" i coefficienti della seconda forma fondamentale
di (S), D, D', D" quelli della seconda forma fondamentali di (S), detti
inoltre U, V i valori dei secondi membri delle formole (66) di (M)
ove in esse per a,b,c,a,b,c, si ponga @,b,¢c,da,d, ¢, avremo
per le prime equazioni

20 abdbe - abe

85) DU +D— —Dy)U+D'V

(88) du 276\/abcpg Vi ab 2k \/wlf_g o ;
e per le seconde

(86) 3—0 —L,gmu o-pyv; B___2¥ iy _pyusD
ou 2h\/abc 90 2hVabep R

Faremo ora vedere che se tra & e k passa la relazione (81),
cioe
k,+k°

il che equivale a dire che la quadrica Qz confocale a Q¥ nello

k=

spazio ordinario, su cui vanno a disporsi gli estremi della congruenza
B7 quando (§) si applica su Q%, coincide colla quadrica Q, con-
focale a Q*, (nello spazio ellittico) su cui vanno a disporsi gli estremi
dei segmenti focali della congruenza B, quando (S) si applica su
Q*,, i secondi membri delle equazioni (85) per valori eguali di 6
coincidono cogli analoghi delle equazioni (86). Vuol dire che in
tal caso in punti di (§) (S) corrispondenti agli stessi valori di u,v,
ciod in punti che quando (S)(S) si applicano su Q*, vanno a so-
vrapporsi, i valori di 6 risulteranno eguali, se si scelgono eguali
inizialmente in un punto arbitrario di Q*,, e quindi la congruenza

ottenuta da una B7 relativa ad (S) quando (S) si applica su Q%,
coincidera colla congruenza ottenuta da una B, relativa ad (S)
quando anche (S) si applica su Q¥.

Per dimostrare che i secondi membri delle equazioni (85) (86)
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coincidono der valori eguali di 6, cominciamo dall’osservare che,
essendo

!

S|

@ b Y ¢ ¢
— ==

“a b b e

S

nella nostra ipotesi si ha evidentemente, confrontando i valori di
U, V[V. (M) § 12 (66)] coi valori di U,V, [(29,)(29;)] si ha

U=U V=V.

Le superficie (S) ed (S) essendo poi coniugate in deformazione,
si avrd
D_D_ D
D - DI h— D"
e poichs il rapporto dei coefficienti delle seconde forme fondamen-
tali di due superficie coniugate in deformazione conserva inalterato
il suo valore in qualunque deformazione simultanea delle superficie
stesse, sara anche
§ E Dn T)I
DD D
Ora si ha [V. (M) § 12]
D,y = 2(u+v‘2\/\(/wc:
e
inoltre (V. § 2)
3YVabe
e orroniVe
g

Quindi le due identitd da dimostrarsi

C_Z’l—)c o _ a!blcl
DUHD -DyV}= ——={DU+ (D' =D,V
2k \/abc{;; ( Vi 2h \/ab(’Rp; { Vi
ab'e | =, = = =, a't'e
R p—— D,—D, + i _ T D'—‘DI U+D”V
2k Vabe, o | 2hVabeRy I ° $

si riducono all’unica
abe adbt'dR

T - o _
@7 k(40 hH?,
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ed essendo
a b ¢ k
a'= — b’:'_— C’=T h:._—
a, b, c, k,
questa diviene
a,b,¢, RE%

88 = .
(88) p(u t v)* hpH?

Ricordiamo ora che condizione necessaria e sufficiente affinche
due superficie sulle quali si corrispondono le asintotiche, siano co-
niugate in deformazione, & che si corrispondano anche le geode-
tiche. Tra i simboli di CrrisrorreL relativi alle prime forme fon-

damentali di (S)(S) avremo dunque le relazioni

33 3{2:3111%‘23122
%222% , 2; 222§_231121
,12$ Iz% 2123232122 '

Ora, siccome

11)_(22)_  dlog(u+v)*  3log(u+ vy
1 } ;_ du - ov
T 322$ 0 12 13logy ﬁ;z 13logy
2 | 2w (2] 2 du
e analogamente [V. § 2 (23) (24) (25)]
1) alog H? BIOgH2
’ t_ Cu i

11§= ¥212§ o 3112 _

13logp (12 1310gp
T2

12§72 du

queste quattro condizioni si riducono all’unica

(89) o (u—+o)

= cost .
pH
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Calcolando il valore del 1°¢ membro ad es. per u =v=0 si trova

(90) el o)

e con cio 1'identita (88) e con essa la 12 parte del nostro teorema
risulta dimostrata.

Del resto la (90) si verifica direttamente senza difficolta, e cid
prova di nuovo che le superficie (S) (S) sono coniugate in defor-
mazione.

§ 10.

Corrispondenza delle asintotiche su (S) (S)).
Dimostrazione della proprietd §). >

Applichiamo subito i risultati ottenuti a dimostrare che anche
le conseguenze B, dello spazio ellittico sono congruenze W. Intanto
da quanto ora abbiamo dimostrato segue subito che se (S) & una
deformata qualunque di una quadrica che non sia una quadrica di
Cuirrorp, e si considera una congruenza B, ad essa relativa, lungo
ogni sua asintotica @ la funzione 6(w, ¢) si ridurra a una funzione
dell’arco di @ che non varia se (S) si flette intorno ad a. Da cio
deduciamo subito (cfr. (M) § 35) che, almeno le congruenze B, re-
lative a quadriche che non siano quadriche di Crirrorp, sono con-
gruenze W. Siccome poi dimostreremo in seguito con tutto rigore
che il caso delle quadriche di Currorp non fa eccezione, possiamo
affermare che vale il seguente

Teorema III. Le congruenxe B, sono tutle congruenxe W.

Dopo questo per dimostrare che le superficie (S) (S') conside-
rate nell’enunciato della proprieta ) sono coniugate in deforma-
zione, bastera evidentermente dimostrare che su di esse si corrispon-
dono le linee geodetiche.

Cid risulta immediatamente dall’osservare che i segmenti focali
FE' della congruenza B, , trascinati da (S) nella sua applicazione su
Qo*, vanno a coincidere coi segmenti focali corrispondenti della
congruenza By, trascinati da (S) nella sua applicazione su Q.
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Diciamo infatti M*, la posizione finale comune di F,F ed M* la
posizione finale comune di F', F': sia inoltre M;* il punto di Q¥
che corrisponde ad M™ nell’affinita d’Ivory tra la quadrica Q¥, e
la quadrica Q* luogo dei punti M™*, che, come si & osservato, & con-
focale a Q¥, sia nello spazio ordinario che nello spazio ellittico. Evi-
dentemente, se pensiamo di applicare (S') e (S) su Q*, i punti F', F"
si sovrapporranno in M*. Ora le geodetiche euclidee di Q¥, sono
pure le geodetiche di Q*, quando si consideri come appartenente.
allo spazio ellittico, quindi risulta evidente che se il punto F' de-
scrive una geodetica su (S') anche F' descrive una geodetica su (S')-

Con questo il nostro teorema risulta completamente dimostrato.

Osserviamo esplicitamente che la dimostrazione data non si li-
mita al caso che la quadrica Q*, sia una quadrica rigata, ma con-
serva inalterato il suo valore anche se Q*, & una quadrica non rigata
o una quadrica immaginaria, la dimostrazione precedente valendo
egualmente nel caso che i coefficienli a b ¢ siano reali e nel caso
che alcuni siano puramente immaginari: anzi si pud osservare che
i procedimenti analitici impiegati sono applicabili anche al caso piu
generale di @, b,c immaginari comunque.

Vogliamo ora vedere se assegnata una quadrica (a coefficienti
reali) dello spazio ellittico, ad essa si pud sempre applicare il teo-
rema dimostrato.

Cio sara possibile evidentemente allora e allora soltanto che il
sistema di quadriche confocali dello spazio ellittico individuato dalla
quadrica assegnata si possa con un’omografia cambiare in un si-
stema di quadriche confocali dello spazio ordinario. Bisognera e
bastera dunque che una almeno delle coniche focali della schiera
confocale cui appartiene la quadrica assegnata sia propria. Ora se

2 2 2 2
Aty totp=0 (A=B=C=D)

& l'equazione della quadrica assegnata, nell’ipotesi che 1’equazione
dell’assoluto sia

@t + o} 4 ad - ag =0,
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per cid sara necessario e sufficiente che non sia insieme
A=B C=D

cioé la quadrica assegnata non sia una quadrica di Clifford. Cid
del resto si verifica molto facilmente sulle formole effettive di tra-
sformazione.

Possiamo dunque concludere che il nostro teorema & applicabile
a tutte le quadriche dello spazio ellittico, fatta eccezione per le
quadriche di Crirrorp.

Notiamo di pitt che da quanto abbiamo ora detto risulta anche
che ad ogni quadrica Q, dello spazio ellittico diversa da una qua-
drica di Crirrorp corrisponde almeno una uadrica coniugata in
deformazione mnello spazio ordinario. Dalle proprieta della ¢rasfor-
mazxione H nello spazio ordinario segue poi immediatamente che
se la quadrica Q, non & di rotazione, essa ha due coniugate in de-
formazione nello spazio ordinario, che sono due iperboioidi ad una
falda, se Q, & a punti iperbolici, un elissoide e un iperboloide a
due falde se Q, & a punti ellittici.

Noi diremo trasformazione H (delle superficie applicabili sulle
quadriche dello spazio ellittico in superficie applicabili su quadriche
dello spazio ordinario) il passaggio da una deformata (S) di una
quadrica Q, dello spazio ellittico (diversa da una quadrica di CriF-
rorp) alla deformata corrispondente (S) di una quadrica Q, coniu-
gata in deformazione nello spazio ordinario a Q,. Tale trasforma-
zione godrd naturalmente di tutte le proprietd che valgono nel
passaggio da una superficie ad una superficie coniugata in defor-
mazione, ma di piu, dopo quanto abbiamo dimostrato, avremo che
vale il seguente

Trorema IV. — Data una congruenxza B, dello spaxzio ellittico
colle due falde focald (S) (S") applicabili sopra una quadrica Q,,
la trasformaxione H cambia tale congruenza B, in una congruenza
B+ dello spaxio ordinario le cui due falde focals (S) (S') sono le
deformate corrispondenti ad (S) () della quadrica Q, coniugata in
deformaxione a Q, nello spaxio ordinario.

Osserviamo infine che, assegnata una deformata (S) di una qua-
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drica Q, dello spazio ellittico e la deformata corrispondente (S) di
una quadrica Q, coniugata in deformazione nello spazio ordinario,
da ogni superficie trasformata di (S) mediante una By dello spazio
ordinario, si deduce in termini finiti una superficie trasformata di (S)
mediante una B, dello spazio ellittico. In tal modo si passa dalle
superficie applicabili sull’iperboloide ad una falda dello spazio or-
dinario alle superficie applicabili sulle quadriche rigate dello spazio
ellittico, e dalle superficie applicabili sull’elissoide o sull’iperboloide
a due falde dello spazio ordinario, alle superficie applicabili sulle
quadriche rigate dello spazio ellitlico.

§ 11.

Applicazioni della trasformazione H.

Lo stretto legame posto dal teorema precedente tra le trasfor-
mazioni B, dello spazio ellittico e dello spazio ordinario, pud ser-
vire ad estendere molto facilmente allo spazio ellittico alcuni dei ri-
sultati che per tali trasformazioni si ottengono nello spazio ordinario.

Intanto abbiamo gia osservato come dalle proprieta della tra-
sformazione stessa si deduce che sulle due falde di una congruenza
B, si corrispondono le asintotiche.

Dopo cio, ripetendo i ragionamenti del § 36 di (M), si arriva alla
conclusione che, almeno per le congruenze B, dello spazio ellittico
relative a quadriche diverse da quadriche di Crrrorp, valgono dei
teoremi del tutto analoghi ai teoremi enunciati per le congruenze
B, dello spazio ordinario nei numeri VIII, IX dell’ Introduzione di
(M). Completando questi risultati coi risultati corrispondenti per le
quadriche di Crwrorp, che otterremo per altra via al § 20, giun-
giamo ai seguenti teoremi:

TroreMa V. — Se la superficie (S) si deforma intorno all’asin-
totica invariabile (a), la superficie trasformata (S') definita do un
segmento inixiale invariabile [e da una legge d’applicabilite di (S)
su Qy pure invariabile] si deforma allo stesso modo intorno alla
linea corrispondente o', che resta pure invariabile.
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Trorema VI. — Swlle due falde focali (S) (S') di una delle nostre
congruenze W consideriamo due linee asiniotiche corrispondents
a,a. Tiriamo poi pei punte di a le rette tangenti alle linee geo-
detiche g di (S) trasformate delle rette di un sistema di Q, nel-
Papplicabilita di (S) su Q, che serve a definire la nostra congruenza,
e pei punti di o' le rette tangenti alle geodetiche g' di (S') che cor-
rispondono alle geodetiche g mell’ applicabilita di (S') su (S) consi-
derata nel teorema I. Le due superficte 1rigate R, R’ cost ottenute
sono applicabili sulla quadrica Q, e formano alla lor volta le due
falde focali di una congruenza B, .

I immediato poi che dalla corrispondenza dei sistemi coniugati
permanenti sulle due falde di una congruenza B, dello spazio or-
dinario si deduce che vale il seguente

Trorema. VII. — Al sistema contugato di (S) permanente nell’ ap-
plicabilita di (S) su Q, che definiscela congruenxza B, considerata,
corrisponde il sistema coniugato di (S') permanente nell’applicabi-
lita dv (S') su Q, considerata nel teorema I.

Cio del resto si pud verificare con un calcolo del tutto analogo
a quello che vale per dimostrare la proprieta corrispondente nello
spazio ordinario.

Ricordiamo anche (V. (M) §§ 51-55) che nello spazio ordinario,
data una quadrica generale a centro Q,, esiste una proiettivita che
la trasforma in una quadrica a centro Qf ad essa coniugata in
deformazione e confocale, e di pit trasforma la congruenza Cy che
si ottiene da una By avente per una delle falde focali una defor-
mata (S) di Qo, quando (S) si applica su Q, seco trascinando i

raggi di By, in una congruenza C_), una delle cui falde focali &
k

QY, ed & tale che quando Q) si deforma in modo da assumere la
configurazione (S)P corrispondente ad (S), i suoi raggi vengono a

formare una congruenza B_, relativa ad (S)®, la cui seconda falda
k
focale & coniugata in deformazione alla seconda falda focale della
congruenza primitiva.
Assumiamo allora un elissoide immaginario della schiera con-

focale cui appartengono Q,, QY come assoluto di una metrica ellit-
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tica: per i risultati del precedente paragrafo evidentemente le due
quadriche Q,, QY risulteranno coniugate in deformazione anche
quando si considerino come appartenenti a tale metrica, e le due

congruenze O, C_,, si potranno considerare come provenienti da
k

due dells nostre trasformazioni relative alle superficie (S) , (S)® che
sono le deformate di Q,,QY, considerate come appartenenti alla
metrica ellittica definita, coniugate in deformazione ad (S) (S).
Vediamo cosi che data una quadrica generale (a coefficienti
reali) dello spazio ellittico, esiste sempre una proiettivitd che la
trasforma in una seconda quadrica dello spazio ellittico ad essa con-
focale e coniugata in deformazione. Per analogia colle denomina-
zioni dello spazio ordinario, diremo ancora trasformazione H (delle
quadriche dello spazio ellittico in quadriche dello spazio ellittico)
il passaggio da una deformata (S) di una quadrica Q, dello spazio
ellitlico alla deformata corrispondente (S)¥ della quadrica Q" co-
niugata in deformazione nello spazio ellittico. Da quanto precede
possiamo dunque concludere che anche nello spazio ellittico la tra-
sformazione H oltre che di tutte le proprieta che valgono nel pas-
saggio da una superficie ad una superficie ad essa coniugata in
deformazione, gode della seguente proprieta: di cambiare una con-
gruenxa B, colle due falde (S) (S) applicabile sopra Q,, in un’altra
congruenza B;u) le cui falde focali (S)V (S')V sono le deformate di

Q) corrispondenti ad (S) (S).

Applichiamo infine la trasformazione H delle quadriche dello
spazio ellittico in quadriche dello spazio ordinario, allo studio delle
congruenze B, dello spazio ellittico, in quanto riguarda la realita
o meno degli elementi geometrici in esse considerati.

Cio si fa molto facilmente tenendo presente che la legge di cor-
rispondenza tra una deformata (S) di una quadrica Q, dello spazio
ellittico e la deformata (S) corrispondente della quadrica Q, coniu-
gata in deformazione nello spazio ordinario & data semplicemente
dall’eguaglianza dei valori delle coordinate « ,v.

Da cio si deduce subito che le superficie (S), (S) saranno in-
sieme applicabili realmente oppure idealmente sulle quadriche cor-
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rispondenti. D’altra parte se (S) & reale esistono w® congruenze By
dello spazio ordinario la cui prima falda & (S) e la seconda & ap-
plicabile realmente o idealmente su Q, secondochs Q, & a genera-
trici reali o immaginarie. Concludiamo di qui che:

Ogni deformata (S) reale di una quadrica (a coefficienti realz)
dello spaxio ellittico, corrispondentemente ad ogni applicabilita sulla
quadrica relativa, appartiene come prima falda focale a una doppia
infinita di congruenxe W realy le cuv seconde falde focali (S') sono
applicabily sulla stessa quadrica. L’ applicabilite delle due superficie
(8),(8') ¢ reale per le quadriche a generatricy realt, ideale per le
quadriche a generatrice immaginarie.

Osserviamo infine che la considerazione fatta che la legge di
corrispondenza tra (S), (S") ¢ data semplicemente dall’eguaglianza
dei valori delle coordinate w,v ci permette di asserire che, allo
stesso modo che nello spazio ordinario le superficie applicabili ideal-
mente sull’iperboloide ad una falda si decompongono in due classi,
e una congruenza By aventi per 1.* falda focale una di tali super-
ficie ha per 2.* falda focale una superficie della stessa classe, cosi
nello spazio ellittico le superficie applicabili idealmente sulle qua-
driche rigate si decompongono in due classi, e una congruenza B,
avente per prima falda focale una di tali superficie ha per seconda
falda focale una superficie della stessa classe. Invece per le qua-
driche non rigate dello spazio ellittico non avremo che una sola
classe di superficie reali applicabili su di esso idealmente; allo stesso
modo che nello spazio ordinario si ha una sola classe di superficie
applicabili idealmente sull’elissoide o sull’iperboloide a due falde.
Infine per le quadriche immaginarie avremo, analogamente a quanto
succede nello spazio ordinario per ’elissoide immaginario, pilt classi
di superficie reali applicabili. Una di esse si ottiene assumendo u, v,
immaginari coniugati: nel caso particolare che la quadrica imma-
ginaria considerata sia una sfera, tale classe di superficie si riduce
a una classe di superficie pseudosferiche reali, e le sue trasforma-

zioni B, divengono le trasformazioni di BickLuxp delle superficie
stesse (Cfr. § 14 e (M) § 70).
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§ 12.

Le trasformazioni B, delle deformate rigate.

Vogliamo ora applicare i risultati ottenuti nei §§ precedenti per
la trasformazione B, di una superficie (S) applicabile sopra una
quadrica al caso che la (S) sia una rigata R. Otterremo cosi dei
teoremi del tutto analoghi ai teoremi che valgono nello spazio or-
dinario per la trasformazione B, delle rigate applicabili sulle qua-
driche, purché si escludano dalle nostre considerazioni le trasfor-
mazioni B, delle rigate a curvatura nulla che corrispondono ad
applicabilitd sopra una quadrica di Crirrorp nelle quali le rette della
rigata non si sovrappongono alle rette della quadrica.

Supponiamo dunque che sulla (S) ad es. le v=cost siano rette,
e vediamo in primo luogo quale forma prendono le equazioni fon-
damentali (I). Supposto che (S), che d’ora innanzi indicheremo con
R, provenga da Q, per deformazione continua, troviamo subito per
le equazioni di Gauvss e di Copazzi, che i coefficienti della seconda
forma fondamentale di R saranno dati da

D=0 D=D, D= ‘f]é”l H* Y\ EG P

ove % (v) & una funzione arbitraria della » soltanto, che fissa la forma
della rigata. Dopo cio Pequazioni (I), tenendo conto del valore effet-
tivo (20) di D';, assumono evidentemente la forma
n* 36—=0 e—qz—l—w,q(r)VA
du v Tk

Dalla prima di queste equazioni ricaviamo che nel caso consi-
derato 0 risultera una funzione 6(r) di » soltanto. Vuol dire che
se R si deforma fino ad applicarsi su Q,, seco trascinando i segmenti
focali di una delle congruenze considerate, gli estremi dei segmenti
corrispondenti ai punti di una linea v=cost di R a deformazione
compiuta si disporranno sopra una stessa generatrice di Q,. Cid
prova che la linea corrispondente ad una linea (v) di R sopra la
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seconda falda focale di una delle congruenze considerate & una retta:
precisamente se pensiamo di portare la quadrica Q, ad avere in
comune con R la generatrice (v), in modo che lungo tal genera-
trice si sovrappongano i punti e i piani tangenti corrispondenti delle
due superficie, la retta in questione verra ad appartenere alla qua-
drica Q,, supposta invariabilmente unita a Q,. Dopo cid possiamo
evidentemente affermare che vale il seguente

Trorema VIII. — Se una quadrica Q, rotola sopra una sua defor-
mate rigata R, trascinando la quadrica omofocale Q, , le generatrice,
(dell’uno o dell’altro sistema) di Q, generano una congruenza T,
che si decompone, in una maniera perfettamente determinata, in

(Z)l

rigate R/, ciascuna delle qualt forma colla superficie primitiva
R le due falde focali di una congruenxa W e risulta trasformata
asintotica di R. Le nuove superficie rigate R', sono alla lor volta
applicabili sulla quadrica Q,, e danno le o' superficie derivate da
R per mexxo della trasformaxione By, che corrisponde alla quadrica
omofocale Q, [e all’applicabilita di R sopra Q, in cui le genera-
trick di R st distendono sulle generatrici di un sistema di Q,].

Il teorema seguita a sussistere anche nel caso che la quadrica
omofocale Q, siriduca ad una delle coniche focali: soltanto allora
saranno le tangenti alla conica focale trascinata da Q, nel suo ro-
tolamento sopra R che descriveranno la congruenza I del teorema
precedente.

Osserveremo anche che dalle (I)* si deduce immediatamente
il seguente teorema:

S stabilisca ad arbitrio una corrispondenxa (continua e deri-
vabile) tra una generatrice mobile g di Q, e una generatrice mo-
bile ¢' della quadrica omofocale Q, . Esiste allora una ed una sola
deformata di Q, in una rigate R, tale che le generatrici ¢', inva-
riabtlmente legate ciascuna alla corrispondente g, abbiano per luogo,
a deformaxione compiuta, una rigata R, trasformata asintotica
dv R per una B,.
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§ 13.

Relazione reciproca tra (S) ed (3).

Sia (S) una deformata qualunque di Q,, (S') una superficie da
essa derivata per una B*. Vogliamo ora dimostrare che a sua volta
(S) si pud considerare come derivata da (S') mediante una trasfor-
mazione B,, collo stesso valore del parametro k. A cio arriveremo
molto semplicemente basandoci sulle proprietd della trasformazione
H delle quadriche dello spazio cllittico in quadriche dello spazio
ordinario. Intanto bastera che dimostriamo la proprietd enunciata
nel caso che (S) sia una rigata R [e la trasformazione B, consi-
derata corrisponda a un’applicabilita di R sopra Q, in cui le ge-
neratrici di R si distendano su rette di Q,] cio che porta che anche
(8') sara una rigata R'. Dopo questo dal teorema VI potremo subito
dedurre che la proprieta enunciata vale in generale.

Supponiamo allora che Q, non sia una quadrica di CLiFrorD e
consideriamo le rigate R, R’ coniugate in deformazione a R,R'
nello spazio ordinario. Tali superficie si potranno porre in una tale
posizione reciproca che R’ risulti da R mediante una trasforma-
zione By dello spazio ordinario, e allora anche R risultera derivata
da R' mediante una Bx. Di qui, ricordando le proprieta della tra-
sformazione H, deduciamo subito che esistera una trasformazione
B, dello spazio ellittico che da R’ fara passare ad una rigata iden-
tica ad R, e che in tale trasformazione riusciranno punti corrispon-
denti i punti che riuscivano puuti corrispondenti nella trasforma-
zione di R in R': di piu i segmenti che uniscono le coppie di punti
corrispondenti saranno eguali nei due casi. Queste condizioni, come
subito si vede, sono piu che sufficienti per potere affermare che tali
segmenti avranno nei due casi la stessa posizione rispetto ad R/, e
cid prova (almeno se Q, non & una quadrica di Crirrorp) che se R’ ¢
una rigata derivata da una rigata R mediante una trasformzione
B, , anche R, fissa restando la posizione relativa de R, R', st pud
considerare come derivata da R’ mediante una B, .

Ora si vede subito che questo risultato equivale al seguente.
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Siano g, g, due generatrici qualunque di Q,, appartenenti allo stesso
sistema 0 a sistemi opposti: e siano ¢, g, le generatrici ad esse
corrispondenti 1’affinitd d’Ivory sulla quadrica confocale Q,. Sta-
biliamo una corrispondenza (proiettiva) tra i punti delle quattro
rette, facendo corrispondere ad ogni punto M, di g, il punto M, di
72, Ove questa retta incontra il piano tangente a Q, in M,, e i punti
M, di §,, M, di g, corrispondenti ad M, ed M, nell’affinita d’Ivory
tra Qy, Q. Esiste allora un movimento rigido o una simmetria
che sovrappone la coppia di rette (g, G,) caricata dei punti M, ed
M,, alla coppia (7, 9,) caricata dei punti corrispondenti M, ed M,.

D’altra parte questa proprieta, per la continuita degli elementi
geometrici considerati, seguita a sussistere anche nel caso che Q,
sia una quadrica di Crrrorp. Possiamo dunque affermare che il
risultato precedente vale senza eccezioni, ed infine che la relaxione
tra le due falde (S) (8') di una qualunque congruenza B, é reciproca.

Del resto ’esistenza di un movimento rigido o di una simmetria
che goda della proprietd pocanzi considerata, si dimostra in modo
del tutto rigoroso e senza eccezione nel modo seguente che ne fa
conoscere anche l'espressione effettiva.

Supponiamo dapprima che g, g, appartengano ad uno stesso si-
stema di Q,, ad es. al 1°, e siano

a a )
) = =senb, a -+ a cosb; xf P = - sen 0, 29 4+ a cos O, 2
c

b 92) b
= — 5 cos 0, 2 -+ b sen 6, P= - - cos 0, 2 + b sen O,

le loro equazioni. Le generatrici g, §» che loro corrispondono nel-
Paffinita d’Ivory sulla quadrica omofocale Q, avranno ’equazioni:
1

—

1k

_ a / _ a _
/—; v = c—senﬁxg)+a'cosﬁl R L . gsen92w§)+a'c050,af(02’

1 b '

I
l
&
]
&Q

Vi—k ¢ Vi—k
1

(m - o =
|

1 _ b
YV=—— cosOal | b'send,al’ |- a’ﬁf’:——c- cos 0,28 + b'sen 0, 2

C U
— ) BRI )

o — D =

1
1—k Vi 7
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ove ay) , 2l e 2§, ¥ devono intendersi rispettivamente legati dalle
relazioni

2 2
1= (;é sen®6, 4 %0082 6, + 1) o’ + (a® cos? 0, 4 0% sen?6, + 1) af”

2 b2
1= (g—z sen®f, -+ cos® 6, + 1)90&2)2 + (a®cos*8, 4 b* sen 6, -} 1) "

Osserviamo subito che l'arbitrarieta nella scelta di «{’, x’ nella

prima di queste relazioni, o di «f,«{ nella seconda, & perfetta-

0
Z
mente equivalente a scegliere arbitrariamente il rapporto —(3 nel
1)
22
. . 3
primo caso, o il rapporto 2 nel secondo.

Supponiamo ora che esista un movimento rigido che soddisfi
alle condizioni volute, e siano

= 0,0% + 00 - 0% - A7 (1=0,1,2,3)

le equazioni che lo definiscono. Tali equazioni dovranno esser sod-
(l
disfatte identicamente per ogni valore d1 — quando si ponga

o=1a) z=a0 x,=a x,=2a
g =17y =7 e=af e=20of
e anche dovranno esser soddisfatte identicamente per ogni valore

2@
del rapporto —= quando si ponga

Ty=2a o, =710 x,=I x,=72%
=1 e=a =1 e=2af.
Queste condizioni ci danno per le a,, (¢,j=0,1,2,3) un sistema
di 16 equazioni lineari, che risoluto, posto

A = (ach' + a'c'b) cosh, cosh, + (ab'c’ + a'be) senb, sen b, — (abc'+a'b'c)
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ci da

\/ffﬂla00 =(1-k){senb senb,ab’'c'+ cosb, cost,a'bc’ — a't'c} +
+ ja'besen 6, sen 6, + ab'c cos, cosh, — abc'|

V1=FkAay =k {bc'cosb, — b'e cos by}

Vi-kbag,=k jac'sen B, — a'csen 0,}

V1 =T Aay =k jab’ sen6, cos b, — a'b cos 6, sen 6y}

V1 =k Aaw =1k bc cosb, —b'c cos B}

V1=kAay, = (1 - k){senb,sen6,a'd'¢' + cosh, cosb,a'b'c — a'e'b} +
+ {abesent, senb, + abe’ cosh, cosh, — ab'c}

VI=kAay, ="k jccosb, senb, — ¢'sen b, costy]

\/1——_/;Aa13 =k {bsenb, — b'sen6|

Vl——%Aam =k {ac'sent, — a'csen6,}

VI-kAay=k fcsen, cosb, — ¢’ cosh, sen by

\/1—-—75Aa22 = (1—k){senf,senf,a'd'c + cos b, cos b, abe — ab'c'} -+
-} {abc' senb, sen 6, + abe cosh, cos b, — a'be}

VI-kdax=k ja' cos 0, — acosh,}

V1 =% Aas, =k jab’sen 6, cost, — a'b cosb,sen

VI—kAag =k {bsen 6, — b'sen H,}

Vl——IEAagg =k {a'cosf, - acosb}

V1 =% Aag= (1 - k) {sen 6, sen,a'bc' -+ cosb, cos 6,ab'c' — ab'e'} +

-+ {ab'e sen, senb, 4 a'be cos 6, cosb, - abe} .

65

Si verifica facilmente che i valori cosi determinati pei coeffi-

clenti a;; (¢,5=0,1,2,3) rendono la sostituzione

Ann. 8. N.
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ortogonale destrorsa. Si tratta dunque effettivamente d’un movi-
mento rigido c. d. d.

Queste formole riguardano il caso che g,,9. appartengano allo
stesso sistema delle rette di Q.

Un calcolo del tutto analogo nell’altro caso dimostra che la so-
stituzione corrispondente & orfogonale sinistrorsa. In questo 2° caso

il movimento rigido & dunque sostituito da una simmetria.

§ 14.

Le trasformazioni B, per le quadriche di rotazione

e le superficie pseudosferiche.

Prima di procedere oltre applichiamo i risultati ottenuti a due
classi importanti di superficie applicabili sopra quadriche dello spazio
ellittico, ciod alle superficie applicabili sulle quadriche di rotazione
e sulle superficie pseudosferiche.

Cominciando dalle prime, osserviamo che dallo sviluppo della
nostra teoria risulta che per U'esistenza delle trasformazioni B, per
le deformate di una quadrica assegnata & essenziale che nel sistema
confocale determinato dalla quadrica stessa esistano delle quadriche
rigate.

Ora nel caso delle quadriche di rotazione, nello spazio ordinario
cid accade soltanto per le quadriche ottenute dalla rotazione di una
conica intorno all’asse non focale. D’altra parte, secondo la trasfor-
mazione H a quadriche di rotazione dello spazio ordinario corri-
spondono quadriche di rotazione dello spazio ellittico e viceversa;
di pitt nell’omografia che fa passare da Q, a Q, si corrispondono i
fuochi delle coniche meridiane. Possiamo di qui immediatamente
concludere che anche nel caso delle deformate delle quadriche di
rotazione dello spazio ellittico le trasformazioni B, esisteranno o
no secoudo che la quadrica fondamentale & stata ottenuta colla ro-
tazione di una conica intorno all’asse non focale, o all’asse focale.
Le o *? trasformazioni reali B, esisteranno dunque soltanto per le
quadriche di rotazione rigate, e per le quadriche di rotazione non
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rigate per le quali a®=b*>>c*: invece per le quadriche di rotazione
non rigate per le quali @® >?b*=¢* le trasformazioni B, spari-
scono o piuttosto si riducono all’unica trasformazione complemen-
tare rispetto alle geodetiche deformate dei meridiani della superficie
primitiva.

Osserviamo infine che da quanto abbiamo detto in generale sulle
trasformazioni delle deformate rigate delle quadriche si deduce im-
mediatamente che: Se una quadrica rigata di rotazione rotola so-
pra una sua deformata rigata, il swo asse durante ¢l rotolamento
stesso genera la superficie complementare della rigata assegnato
rispetto alle geodetiche deformate dei meridiant della quadrica data.

Passiamo ora a parlare delle congruenze B, relative alle super-
ficie pseudosferiche a curvatura assoluta non nulle, ciod delle su-
perficie dello spazio ellittico applicabili sopra una sfera, reale o im-
maginaria. Valendoci del teorema IV (V. § 10) possiamo facilmente
riconoscere che le trasformazioni B, in tal caso si riducono alle tra-
sformazioni di BickLuxp che, del.resto, come & noto, seguitano a
sussistere colle stesse proprieta che nel caso generale, anche per le
superficie pseudosferiche a curvatura assoluta nulla.

Prendiamo a considerare nello spazio ordinario un sistema di
sfere di centro comune C. Se definiamo una metrica ellittica as-
sumendo come assoluto una sfera immaginaria di tal sistema, il
sistema stesso considerato anche come appartenente a tale metrica
sard certamente un sistema di quadriche omofocali. Ma possiamo
subito vedere che tali quadriche saranno sfere dello spazio ellittico
aventi tutte il centro nel punto C. Cid risulta immediatamente dal-
I'osservare che un movimento dello spazio ordinario che lasci fermo
C ® pure un movimento dello spazio ellittico considerato, lascian-
done fermo 1’assoluto.

Da questa semplice osservazione deduciamo subito non solo che
la quadrica coniugata in deformazione nello spazio ellittico ad una
sfera delio spazio ordinario & una sfera, ma anche, pel teorema IV,
che i segmenti focali delle congruenze B, dello spazio ellittico re-
lative alle superficie pseudosferiche hanno lunghezza costante. Sic-
come poi la relazione di Risavcour tra le curvature delle due falde
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focali di una congruenza dello spazio ellittico, ’angolo dei piani
focali, e la lunghezza del segmento focale, ci permette di dedurre
di qui immediatamente che nelle congruenze considerate & costante
anche ’angolo dei piani focali, vediamo proprio che le congruenze
B, relative alle superficie pseudosferiche dello spazio ellittico go-
dono delle proprieta caratteristiche delle congruenze pseudosferiche.

In questo caso particolare, analogamente a quanto accade nello
spazio ordinario, alcune delle proprieta delle trasformazioni B, acqui-
stano un significato speciale. Ci limiteremo ad osservare che il si-
stema coniugato permanente di ogni superficie applicabile sopra una
sfera essendo dato anche in geometria ellittica dalle linee di cur-
vatura, la proprietd generale dimostrata al § 16 si riduce alla se-
guente ben nota per le trasformazioni di Bickruxp delle superficie
pseudosferiche: Sulle due falde focali di wuna congruenza pseudo-
sferica si corrispondono le linee di curvatura.

§ 15.

Il teorema di permutabilith per le deformate rigate.

Per dimostrare completamente che la trasformazione B, gode
nello spazio ellittico di tutte le proprieta delle quali gode nello spazio
ordinario, non ci resta ormai da far vedere altro che seguita a sus-
sistere anche nello spazio ellittico il teorema di permutabilita (V.
(M) Introd. n. V).

Per le superficie applicabili sopra una quadrica che non sia una
quadrica di Crirrorp, il teorema stesso si deduce immediatamente
dal teorema analogo nello spazio ordinario, coll’aiuto delle proprieta
della trasformazione H: ma per vedere chiaramente che il teorema
enunciato seguita a sussistere anche nel caso per ora escluso delle
deformate delle superficie di Crirrorp, cercheremo di dimostrarlo in
generale, seguendo la stessa via che si tiene nella dimostrazione
del teorema analogo nello spazio ordinario. Vedremo che con tal
metodo il teorema stesso risulterd stabilito rigorosamente in ogni
caso e senza difficoltd: anzi delle semplici considerazioni geome-
triche ci permetteranno di dedurre i risultati analitici che formano
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la base della dimostrazione, immediatamente dai risultati corrispon-
denti nello spazio ordinario.

Sia Q, una quadrica qualunque dello spaxio ordinario, Q Q"
due quadriche ad essa confocali, g,g',9" tre generatrici di Q,Q’,Q’,
che supporremo per semplicitd tutte appartenenti ad uno stesso si-
stema, ad es. al 1o, § 7" le generatrici di Q' ,Q corrispondenti
rispettivamente a g',¢", nell’affinita d’Ivory tra le quadriche Q', Q.

Sappiamo allora che le tre rette ¢, ¢, ¢" determinano una qua-
drica ¢ che ha in comune con Q, la sola generatrice g, e che se
assoggettiamo tale quadrica ¢ al movimento invariabile mt dello
spazio ordinario che sovrappone la coppia (g'¢") alla coppia (7' 7"
ed insieme ogni punto M' di ¢’ al punto M’ di §' che gli corrisponde
nell’affinita d’Ivory tra Q', Q', e ogni punto M” di ¢" al punto M
di §" ad esso corrispondente nella stessa affinitd, dopo tale movi-
mento la quadrica g taglierd ancora la quadrica Q, in una sola
generatrice ¢, .

Supposto allora che Q, e quindi Q', Q" siano quadriche a cen-
tro, se

=2 =2 2
T T, T,
— = — = &
i

¢ equazione di Q,, ove secondo il solito supporremo che i coef-
ficienti @, b, ¢ possano essere reali o puramente immaginari: se
E k" sono i valori del solito parametro che individua le quadriche
confocali a Q, corrispondenti a Q', Q’: se 4,6, 6", 6, sono i valori
del parametro usato per individuare le singole generatrici dell’ uno
0 dell’altro sistema di una quadrica corrispondenti a ¢,9',9", g::
posto

l-senf ,  1—sen® v__1—sen® 1 —sen6,

v= V=—— '="—""""
cos cos ' cos 0" ! cos 8,

P=V@+F T=Vo+F &=VF—F

C=Va+EF P=VIP{r =VE—W"
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ab'e o =a'be -+ ab'e"

avremo per determinare 6' la seguente relazione

[B2 (7' — )t — (7 — ol ] [on ' 4 1] +

k' Y '—7?’ g, 0 v M U
o LSRRG B — o] o]
(91) B —o

+ 2R — F FF+ P o 0] —

— 2K [ — '] [RE+FE ][0+ o'n] =0.

Possiamo subito vedere che un risultato del tutto analogo a
quello incluso nella formola (91) che ¢ fondamentale per la dimo-
strazione del teorema di permutabilitda nello spazio ordinario, vale
nello spazio ellittico.

Consideriamo infatti la metrica ellittica ottenuta assumendo come
assoluto un elissoide immaginario confocale a Q,. Le quadriche con-
focali a Q, nello spazio ordinario risulteranno allora confocali a Q
anche considerate come appartenenti a tale metrica e le loro traiet-
torie ortogonali nei due casi risulteranno le stesse. Inoltre per quanto
abbiamo dimostrato nel § 10 esisterd un movimento rigido nt dello
gpazio ellittico che sovrapporra la coppia (¢’ J") alla coppia (§'7")
ed anzi, allo stesso modo che il movimento nt dello spazio ordi-
nario precedentemente considerato. sovrapporra i punti M', M’ di
g ,g" ai punti M', M" ad essi corrispondenti su §',§" nell’affinita
d’Ivory tra le quadriche Q',Q’. Ora la quadrica ¢=(g,g',9") s
pud evidentemente considerare come il luogo di una semplice in-
finita di rette appoggiate a ¢',¢": siccome per quanto abbiamo ora
osservato tanto il movimento 11t quanto il movimento 1t trasportano
i punti d’appoggio di una qualunque di tali rette su g',¢" negli
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stessi punti di §', §", ognuna di tali rette sia dopo il movimento 1t
che dopo il movimento 1t verrad ad assumere la stessa posizione.
Quindi la quadrica ¢=(g,¢',¢") anche dopo il movimento mt se-
ghera Q, in una sola generatrice, che sara precisamente la gene-
ratrice ¢, in cui Q, & segata da ¢ dopo il movimento m.

Possiamo di qui immediatamente concludere che se Q, & una
quadrica dello spazio ellittico, che per ora dobbiamo supporre di-
versa da una quadrica di Currorp; se Q', Q" sono due quadriche
ad essa confocali; g,¢' ¢ tre generatrici di Q,Q', Q" apparte-
nenti tutte ad uno stesso sistema, ad es. al primo; §',g" le gene-
ratrici di Q", Q' corrispondenti rispettivamente a ¢',¢" nell’affinita
d’Ivory tra Q', Q": le tre rette ¢g,¢',¢" individueranno una qua-
drica ¢ che ha in comune con Q, la sola generatrice g ed assog-
gettata al movimento invariabile v che sovrappone la coppia (g'g")
alla coppia (7'g"), dopo il movimento taglia ancora Q, in una sola
generatrice g¢,.

Tenendo presenti le formole (74)-(84) del § 9 dalla formola (91)
deduciamo inoltre che, supposta I’equazione dell’assoluto ridotta alla
solita forma

2 af af =0,

se

o | 2 2

— O 2

a? + » A +
8 lequazione della quadrica Q,, ove al solito supponiamo indiffe-
rentemente che a, b, ¢ siano reali o puramente immaginari, se %', k"
sono i valori del parametro che individua le quadriche confocali a
Q, corrispondenti a Q', Q", se 6, 6", 8", 6, sono i valori del solito pa-
rametro usato per individuare le singole generatrici dell’uno o del-
I'altro sistema di una quadrica, corrispondenti a ¢,¢',¢", g:: posto

o e l—sen_ﬁ ) = 1—sent’ | 1—sen®’ a 1—sen0,
cosh T oost VT eost . P T cosh,
R I VA= R Ve
a = )
\/ 1 —‘k b= 1_ k, C = 11—k

- @ +k " \/ b2+ k' " /m
¢ \/1#/5" b= 1— k" C=x a
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o =a'be —I-— ab'c '=a"be + abd'e
ﬁl=ab/c+albcl pl!=ab"c+a”bcll
'=abc + a'be 1"=abd + o' c .
. kl ) k"
W=i—p W=1i_—p

avremo per determinare »,, ciodé 0,, la seguente equazione
[P — o) — W — o] [oo,0'o 1] +
5 SEE 1 ) — B = ] 00
2R [ - o] [RE B ] [0 0] —
— 2R [ = | W'+ WE] [0+ 1,0] =0,

Osserviamo ora che questa formola per a=5, ¢=1, non pre-

(92)

senta nessuna singolaritd e seguita a determinare univocamente v,
ciod 6,. Per la continuita degli elementi geometrici considerati pos-
siamo allora di qui immediatamente concludere che la proprieta
inclusa nella formola (92) vale anche se Q, & una quadrica di
CLirrorp, ciodé vale indistintamente per qualunque quadrica dello
spazio ellittico. )

Dopo questo basta che ripetiamo le considerazioni dei §§ 24,
25 di (M) per giungere alla conclusione che il teorema di permu-
tabilita vale effettivamente per le trasformazioni B, delle deformate
rigate di Q, [corrispondenti ad applicabilitd su Q, in cui le rette
delle rigate considerate si distendono sulle rette di Q,].

§ 16.

Il teorema di permutabilita in generale.

Per dimostrare che il teorema di permutabilita vale in generale
per le trasformazioni B, di deformate qualunque di quadriche dello
spazio ellittico, cominciamo dal far vedere che nel caso delle de-
formate rigate la 4.* superficie del teorema stesso si deduce dalle
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prime tre con una semplice costruzione geometrica del tutto ana-
loga a quella che vale per lo stesso scopo nello spazio ordinario.

Supponiamo dapprima che la quadrica fondamentale Q, non sia
una quadrica di Crirrorp, e in tale ipotesi consideriamo la qua-
drica Q, dello spazio ordinario ad essa coniugata in deformazione.
Se assumiamo come assoluto della nostra metrica ellittica un elis-
soide immaginario confocale a Q,, la quadrica Q, stessa, conside-
rata come appartenente allo spazio ellittico, risultera identica a Q.

Cid premesso sia R una rigata applicabile sopra Q,,R,, R, due
sue derivate mediante le due trasformazioni By , Bx,, R’ la quarta
superficie del teorema di permutabilitd; siano inoltre F,F,, F, , F'
quattro punti corrispondenti sopra R, R,, R, , R/, ed »,7 7,7
le generatrici di tali rigatle passanti rispettivamente per F,F, | F,, F.
Siccome i due piani tangenti in F,,F, ad R,, R, si incontrano
lungo la retta FF', tale retta si appoggerad ad 7,7, in due punti
N,,N,: analogamente la retta F, F, si appoggera ad r,7' in due
punti ¥ F'. Indicheremo poi con M, M,,M, i punti di Q,, Qx,, Qx,
sui quali vanno a sovrapporsi rispettivamente ¥, F,, F, quando la
R si applica sopra Q, seco trascinando invariabilmente uniti i
segmenti FF,, ed FF,: ed analogamente con M', M',, M, i punti
di Qy,Qr,Qr sui quali vanno a sovrapporsi rispettivamente
F' ¥, F, quando R si applica sopra Q, seco trascinando invaria-
bilmente uniti i segmenti F'F,, F'F,. Infine diremo g,¢ le gene-
ratrici di Q, per M,M' ed L,L' i punti in cui esse incontrano
rispettivamente le rette M; M, ed M, M.

Indicheremo poi con un soprassegno gli elementi che corrispon-
dono ai precedenti nel passaggio da Q,,R, R;,R,, R’ alle superficie
QO,E,E,E,E’ coniugate in deformazione nello spazio ordinario.

Intanto pel teorema IV sard evidentemente

M=MM=MNM =M, M=M, M,=M, M,=M,
g=jj=¢gL=LL=L":
inoltre la formola (21) del § 17 ci dara
¥ E 7

1

>

e FE_
—]Cl'l—]? ““‘kl.i_]zu E"_
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Ora pel teorema corrispondente nello spazio ordinario a quello
che vogliamo dimostrare nello spazio ellittico (V. (M) § 26) si ha

v Z/ K
(FFNN,) =, =
D’altra parte evidentemente
BN RN
FF N,N ~T: t=
(FF' N, N,) NN

Siccome poi il rapporto secondo cui un punto ne divide altri
due con esso allineati, non si altera in un movimento dello spazio
ordinario, potremo concludere di qui che si ha

WL WT ¥
ML ML W
ciod
(93) ML : M, L zh

ML C ML TR

Ora il rapporto secondo cui un punto ne divide altri due con
esso allineati non si altera neppure in un movimento dello spazio
ellittico, quindi avremo

ML M,/ FEN_ BN :
LL WU T RN By NN

ed infine ,
(94) (F,F,NN') = % .

Questo risultato vale certamente nel caso che Q, non sia una
quadrica di Crirrorp. Perd, per la continuita degli elementi geo-
metrici considerati, la formola (93) e con essa la (94) vale certa-
mente anche nel caso ora escluso: quindi possiamo concludere che
la quarta rigata R" del teorema di permutabilita si deduce dalle
prime tre colla semplice costruzione seguente:

Siano FF\ ¥, tre punti corrispondent: di RR,R,. Se per F si
tira la retta r appoggiata alle generatrice t,t, di R\ R, per F\F,,
e st prende su r un punto I’ tale che la retta r sia divisa in F, ¥
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e dalle due rette t,t, nel rapporto anarmonico costante h, 2l punto
2

¥ descrivera al variare di F su R la quarta superficie R’ del teo-

rema di permutabilita.

Dopo questo, le considerazioni del § 42 di (M) resultano eviden-
temente applicabili anche alle congruenze B, dello spazio ellittico,
senza alcuna modificazione, onde possiamo concludere che il teo-
rema di permutabilita vale in generale. Tenendo conto anche delle
diverse classi di trasformazioni B, che si hanno per una deformata
(S) di Q,, quando Q, & una quadrica di Crirrorp, corrisponden-
temente alle varie applicabilita di (S) su Q,, possiamo affermare
che vale il seguente

Trorema IX. Se, partendo da wuna superficie (S) applicabile
sopra una quadrica Q,, se ne sono dedotte due superficie derivate
(S) (S,) mediante due trasformaxioni B¥ | By, [corrispondenti alla
medestma applicabilita dv (S) sopra Q] esiste una quarta defor-
mata (S) di Q,, perfettamente determinata di forma e di posizione,
che st trova legata alle stesse superficie (S)) (S,) da due trasforma-
ziont B'y, B'x, colle stesse costanti permutate [e corrispondenti alla
stessa applicabilita dv (S') sopra Q).

§ 17.

Le congruenze polari delle congruenze B,.

Abbiamo gia asserito nell’introduzione che applicando la legge
di dualita, che nello spazio ellittico ha valore sia grafico che me-
trico, alla nostra teoria delle trasformazioni B, , si ottiene una teoria
del tutto analoga per la trasformazione degli inviluppi applicabili
sugli inviluppi quadrici, o, cid che & lo stesso, per la trasforma-
zione delle superficie aventi la 3.2 forma fondamentale equivalente
alla 3.» forma foudamentale di una stessa quadrica.

Ora vogliamo appunto enunciare i principali dei risultati che
cosi si ottengono, interpretandoli comé proprieta delle congruenze
polari delle congruenze B,.

Ogni congruenxza B, polare di una congruenxa By, & una con-
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gruenxa W, ¢ cus tnviluppr focale (I) (I') sono applicabili sopra
U inviluppo aderente alla quadrica QF', polare della quadrica Qq,
su cut risultano applicabili le due falde della congruenza B, con-
siderata. Se Uinviluppo (1) st deforma fino ad applicarse sull'in-
viluppo aderente a QP, seco trascinando invariabilmente uniti v
segmenti focali delln congruenza B; e t singoli piant del secondo
inviluppo focale, dopo la deformaxione gli estremi dei segmenti
focal? st disporranno sulla quadrica Q¥ polare di Q, ed omociclica
a QP e prand del 2.° inviluppo focale risulteranno ¢ prani tan-
genti della quadrica.

Se dunque consideriamo le w' congruenze B, polari delle o'
congruenze ottenute da una superficie (S) mediante la trasforma-
zione By, il luogo degli o' punti corrispondenti sulle singole su-
perficie derivate ad uno stesso punto della superficie (S)® polare
di (S), che sara prima falda focale comune di tali congruenze, sara
una conica C*), e precisamente la conica in cui il piano tangente
nel punto considerato di (8)?, viene a tagliare la quadrica QP
quando I’inviluppo aderente ad (S)* si deforma fino ad applicarsi
sull’inviluppo aderente a Qf’. Analogamente il luogo degli ! piani
tangenti alle superficie derivate nei punti corrispondenti ad uno
stesso punto di (S)® sara un cono quadrico, e precisamente il cono
che, quando (S)® si applica su Q', diviene il cono circoscritto a
Q¥ dal punto di Q¥ corrispondente al punto considerato su (S)#).

La legge di applicabilita tra i due inviluppi focali di una delle
nostre congruenze W sara data dall’affinita d’Ivory tra i due in-
viluppi aderenti a QP Q¥. Siccome poi in ogni punto di una su-
perficie dello spazio ellittico di raggio R il prodotto delle curvature

T . .
relative della 1.2 e 3.2 forma fondamentale & dato da 70 di qui

possiamo dedurre che I'affinitd d’Ivory tra gli inviluppi aderenti
alle due quadriche Q' Q stabilisce tra i punti delle due falde fo-
cali di una delle nostre congruenze B, una legge di corrispondenza
tale che in punti corrispondenti la curvatura delle superficie stesse
& eguale.

Infine nel caso che (S)” sia rigata le sue trasformate o almeno
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una classe di esse saranno pure rigate, e le loro rette apparterranno
alla congruenza generata dall’uno o dall'altro sistema dell’invi-
luppo aderente a QP', quando tale inviluppo rotola sull’inviluppo
applicabile aderente alla superficie (S)®.

Vogliamo ora vedere per quali quadriche accada che le con-
gruenze B, polari delle congruenze B, ad esse relative si possano
tutte considerare come congruenze B,, relative ad una medesima
quadrica.

Supporremo per semplicitd la curvatura dello spazio =1. Allora,
il prodotto della curvatura relativa in un punto di una superticie
per la curvatura della superficie polare nel punto corrispondente
essendo sempre 1’unita, se Q, & a curvatura costante, anche le falde
focali delle congruenze B, relative a Q, saranno a curvatura co-
stante, e precisamente la curvatura avra su di esse il valore inverso
di quello che ha sopra Q,. In particolare se Q, & una quadrica di
Currorp anche le falde focali delle congruenze B; ad essa relative
saranno a curvatura assoluta nulla. Inoltre se Q, & una sfera, anche
la sua polare & una sfera, se Q, & una superficie di CrmFrorp anche
la sua polare & una superficie di Crirrorp: nell’uno e nell’altro
caso poi, le quadriche omocicliche a Qf’ saranno anche ad essa
omofocali.

Dopo questo possiamo evidentemente asserire che le congruenze
polari delle congruenze pseudosferiche sono ancora congruenze
pseudosferiche, e le congruenze polari delle congruenze B, relative
ad una superficie di CriFForp sono ancora congruenze B, , relative
ad una stessa superficie di CriFFoRD.

D’altra parte se le congruenze B, relative ad una quadrica Q,
sono tutte congruenze B, , relative ad una stessa quadrica Q', do-
vranno in particolare esser tali le congruenze B, singolari che si
ottengono quando una delle falde focali (I) dell’inviluppo focale si
riduce alla quadrica Q{ polare di Q,, nel qual caso la seconda falda
(I') dell’inviluppo si riduce ad una generatrice di una delle qua-
driche omocicliche a Q.

Questo basta a dimostrare che nella nostra ipotesi Q’, non potra
differire da Q¥', e di piu che le quadriche omocicliche a Qf, ciod
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a Q), dovranno risultare anche omofocali. Ora, come si verifica
subito, soltanto per le quadriche a curvatura costante (sfere e qua-
driche di Cumrrorp) si verifica che le quadriche ad esse omocicliche
sono anche omofocali, quindi vediamo che Q, deve essere a cur-
vatura costante. Del resto a questo risultato si arriva subito anche
osservando che allora e allora soltanto che una superficie ¢ a cur.
vatura costante accade che le polari delle sue deformate risultino
tutte applicabili I’una sull’ altra.

Possiamo dunque concludere che: Allora e allora soltanto che
la quadrica Q, sia a curvatura costante (cioé sia una sfera o una
superficie di CLirvorD) accadra che le congruenze B, polar: delle
congruenxze B, relative a Q, siano ancora congruenze By, relative
ad una stessa quadrica (la polare dv Q).

§ 18.

Le congruenze B, relative alle superficie a curvatura nulla.

Vogliamo ora studiare in particolare le congruenze B, relative
ad una superficie a curvatura nulla collo scopo di dimostrare rigo-
rosamente la loro esistenza e alcune proprieta per esse enunciate
nei §§ precedenti. Tali congruenze si otterranno considerando le
superficie a curvatura nulla come applicabili sulle quadriche di
Crirrorp. Perd, come abbiamo gid osservato (V. §19) anche in questo
caso esistono le congruenze pseudosferiche colle stesse proprieta che
hanno per le altre classi di superficie pseudosferiche. Siccome d’altra
parte per le superficie pseudosferiche a curvatura assoluta non nulla
le congruenze pseudosferiche coincidono colle congruenze B, rela-
tive alle superficie stesse, diremo congruenxe B, anche le congruenxe
pseudosferiche relative alle superficie a curvatura nulla, quantun-
que non esista propriamente una sfera dello spazio ellittico sulla
quale le superficie a curvatura nulla siano da dirsi applicabili.

Dopo cié per le superficie a curvatura nulla avremo due classi
di congruenze B,, secondoché le superficie stesse si considerano
come applicabili sulle quadriche di CLirrorp 0 come superficie pseu-
dosferiche generiche.
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Possiamo subito provare che nelle congruenze della 1.* specie
il segmento focale non risulta in generale costante, cio che basta
a provare che le due specie di congruenze sono effettivamente di-
stinte. Intanto le coniche secondo le quali i piani tangenti ad una
quadrica di CLiFForD segano una quadrica confocale, non sono ge-
neralmente dei cerchi: quindi se nelle congruenze considerate il
segmento focale restasse costante da punto a punto, dovrebbe aversi,
colle solite notazioni

dp b p p b I
Wou = dua T3 =0

)
con 3% % 0. Ora, come & noto, in una superficie di CLrrorp le ge-

neratrici di ognuno dei due sistemi sono parallele tra loro e alle
generatrici del sistema corrispondente di una qualunque delle qua-
driche confocali. Quindi uno scorrimento della quadrica fondamen-
tale secondo una sua generatrice & un movimento della superficie
in s8, che muta in s& stesse anche le quadriche confocali: anzi ri-
salta uno scorrimento di ognuna di esse secondo uno dei suoi si-
stemi di generatrici.

Se dunque le congruenze considerate sono ad es. relative al 1.°
sistema di generatrici delle quadriche confocali, ciod se le genera-
trici (v) della quadrica fondamentale riescono parallele al sistema
di generatrici (8) considerato sulle quadriche confocali, si avra

ap
a? e 0
. N op
6 la seconda delle (34) ci dara, essendo o +0

L]
v 0
cioé
(D'=-D)l+D"m=0.
La mnostra ipotesi ci porterebbe dunque ad ammettere che tra i
coefficienti della seconda forma fondamentale di una qualunque

deformata della quadrica fondamentale sussistesse questa relazione.
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.

Siccome cid non puo verificarsi, vediamo dunque che effettivamente
le due specie di congruenze B, relative alle superficie a curvatura
nulla sono distinte.

Cio premesso, per arrivare a dimostrare rigorosamente I’ esi-
stenza delle congruenze B, relative alle superficie a curvatura
nulla considerate come applicabili sulle quadriche di Crirrorp, e le
loro propricta gia enunciate nei §§ precedenti, procederemo cosi.
Prenderemo a considerare in generale le congruenze W a falde
di egual curvatura relative alle supeificie a curvatura nulla, e
cercheremo, imponendo a tali congruenze le stesse condizioni delle
quali ci siamo valsi in generale per determinare le congruenze B,,
se tra di esse esistano congruenze della specie voluta. Vedremo
cosl che effettivamente per ogni superficie a curvatura nulla ne
esistono o*: precisamente, fissata la quadrica di Currorp sulla
quale la superficie assegnata si considera applicabile, e 1’appli-
cabilitd sulla quadrica stessa, a meno di un movimento della
quadrica in s8, per determinarne una potremo fissare arbitraria-
mente in un punto iniziale il segmento focale in ampiezza ed orien-
tazione. Con cid evidentemente restera anche dimostrato che tutte
le possibili congruenze B, relative alle superficie a curvatura nulla
sono congruenze W. Riprendendo poi in generale lo studio delle
congruenze W a falde di egual curvatura relative alle superficie a
curvatura nulla, arriveremo a stabilire le altre proprietd gia enun-
ciate per le congruenze in questione.

Supporremo per semplicita la curvatura dello spazio eguale a +1:
supporremo inoltre che la superficie S considerata sia riferita alle
sue asintotiche (u,»). Allora il suo elemento lineare avra la forma

ds® = du® -+ 2 cosw dudv 4 dv*

ove possiamo porre
0=2(U-4+7V)
con U funzione della sola u, e V funzione della sola ». Per la se-

conda forma fondamentale della superficie data avremo poi

D=D"=0 D'=senw.
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Servendoci delle usuali notazioni, indicheremo con x,z, z,x; le
coordinate di WrmErstrass di un punto F mobile sulla superficie
considerata S, con £§ &% le coordinate del piano tangente, con
oM Tefs © Go&ilels rispettivamente i coseni di direzione delle tan-
genti alle linee di curvatura

o.=u -4 v=cost B=v—u=cost

nel punto F. Definiremo poi la nostra congruenza per mezzo del-
I'angolo ¢ che in I il segmento focale forma colla linea o =cost
pel punto stesso. Indicando allora con t 1’ampiezza del segmento
focale FE' e con s I'ampiezza dell’angolo dei piani focali, ciod del-
"angolo dei due piani tangenti in F, ¥ alle due falde della super-
ficie focale, se ', (#=0,1,2,3) sono le coordinate di WEIERSTRASS
del secondo fuoco F' e &, (2=0,1,2,3) i coseni di direzione della
normale in F' alla seconda falda focale S’ nel punto stesso I,
avremo le formole

x' =x cost - (4cosp | {seny)sent
(95)

£ =¢coss - (qseny —{ cosy)sens.

Ora in base alla teoria generale delle congruenze W a falde di egual
curvatura nello spazio ellittico 1), la curvatura relativa delle due
falde essendo nel nostro caso costante ed eguale a —1, si vede
subito che dovra risultare

="
2 v — D)= 2cot ( ®
% 5| = — 2 cotrcos p—-|—§>
0 »
2 (pt5)=0
o0 _
-

e che viceversa, fissata arbitrariamente una funzione t(w) di u, le

1) V. Biancui. Sopra alcune classi di congruenze rettilinee negli spazi
a curvatura costante. Annali di Matematica, serie IIT, tomo X, § 17.

Ann, 8. N. ) 6



82 A. Signoring

equazioni
f 9 ® ®
‘ a—u((p-— E)-——2cotrcos(cp +§)

2+

(95)

che formano evidentemente un sistema illimitatamente integrabile,
definiscono una funzione ¢ (u, v) dipendente da una costante arbi-
traria, tale che le formole

&' =z cost | (ncosy 4 seng)sent

(96)
g = {cost - (nseng — {cosy)sent

danno le coordinate dei punti e dei piani tangenti della seconda
falda focale di una congruenza W a falde di egual curvatura avente
per prima falda focale la superficie S considerata.

Di qui deduciamo subito che: In tutle le congruenxe B, rela-
tive ad una superficie a curvatura nulla, Uangolo der piane focalt
¢ equale all’ampiexxa del segmento focale.

Queste risultato & in perfetto accordo coll’ultimo risultato del §
precedente: anzi da esso si pud nuovamente dedurre che la con-
gruenza polare di una congruenza B, relativa ad una superficie a
curvatura nulla & ancora una congruenza B, , relativa ad una su-
perficie a curvatura nulla, e pseudosferica o no, secondoche lo &

o non lo & la congruenza primitiva.

§ 19.

Le congruenze B, relative alle superficie a curvatura nulla
considerate come applicabili sulle superficie di Clifford.

Tra tutte le congruenze W a falde di egual curvatura relative
ad una superficie a curvatura nulla, le congruenze pseudosferiche
sono evidentemente caratterizzate dall’essere 5 ==t=cost. Vogliamo,
ora vedere se & possibile determinare la funzione t(x) in modo che
le congruenze corrispondenti risultino congruenze B, relative alle
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superficie a curvatura nulla considerate come applicabili sulle su-
perficie di CLIFFORD.
Consideriamo la quadrica di Crirrorp Q, di equazione
2
xh | o

2 2
—5 — = & Loo +
a2 t a? 30+ 00

dalle formole del § 2 si deduce immediatamente che, suppostala ri-
ferita alle asintotiche, potremo scegliere su di esse i parametri /)¢,
in modo che le coordinate di Wemrsrrass dei suoi punti risultino
date dalle formole

u,()‘l'v’o ]. + lt 0/00 u’o - ?)’0 1 - u’(ﬂ),o
= 2% x,= D L= Ty == —
(97) ( 00 Ho 10 1_10 20 Ho 30 Ho
L TP s L S S S B SR Sk
Zgoo— a H, o= — _Ho— b= —, H, bo=2a Ho—
ove
= (1 4a¥) (14w (1 4%
Poniamo
wy = 1lg u, Vo =19 1y:
sard allora
1y = sen uf}i _’_’_") e goi(zﬁ ) . sen (2t — z>9) - __cos (20 + vo)
5 Vi1ta? \/1+a \/1~|—a \/1+a
(98)
se1(2y+1,) COS (2, — vy) _sen (v — o) 08 (2y+vy)
éoo=a—::. f:‘“):—-- — Cpp = ——— &gp = O - o T
Vita Vita, Vit Vita

e di pitt il ds} della superficie data nelle nuove coordinate, posto

1-—a® 2a
COS2G:ﬁ—? sen2s=1+a2
ciod
lgo=oa

prendera la forma
ds} = duf -+ 2 du, dvy cos 26 + dof .

Assumiamo infine come linee coordinate le linee di curvatura,
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ponendo
0o = Uy + v, Bo=0vy — uy:
nelle nuove coordinate avremo
ds§ = cos®s d=} + sens dj}

Xy =SONYCOST . Ty = COSBSENT Wy ——Senf,8ena &y = COS0,COSG
£oo = SENZ 86N T . &g —— COSP,C083 &y = senf,coss &, = COS7,sena.

Cid premesso, sia S una superficie a curvatura nulla che riferita
alle asintotiche abbia per prima forma fondamentale

ds* = du® + 2cos2 (U4 V) dudo + do*

ove U,V sono rispettivamente funzioni della sola w« e della sola »1).
Allora se assumiamo a linee coordinate le sue linee di curvatura,
ponendo
o==u-|v f=v—u,
avremo
ds® = da? cos*(U+ V) 4 dff sen*(U + V)

e le (36) del § precedente prenderanno la forma

'cos(U—|—V)§a_c+ sen o a_xs
@ = & cost + sens cosp 9z ' sen(U-+V) o3|
(100)
— to (_senp v cosp 3 }
¢ = fcosto-sens Jeos(U4-V)dx sen(U4V) |
Per la proprietd stessa delle congruenze B, che abbiamo as-
sunta come loro definizione, affinché t sia tale che la congruenza
delle rette FF' sia una congruenza B,, sara necessario e sufficiente

che quando S si applica sulla quadrica fondamentale Q, seco tra-

scinando i segmenti focali FF' e 1 singoli piani =’ tangenti alla
seconda falda focala S' della congruenza, a deformazione compiuta

1) Come ¢ noto la 1.2 forma fondamentale di una superficie a cur-
vatura nulla qualunque riferita alle asintotiche, si puo sempre ridurre a
questa forma assumendo convenientemente i parametri sulle linee coor-
dinate (V. Lezioni I, § 219).
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1.0 il luogo dei punti B’ sia una quadrica Q, confocale a Q,

2.0 il luogo dei piani o' sia I’inviluppo aderente a tal quadrica.

Ognuna di queste condizioni & sufficiente a determinare t, ma
cid non porta incompatibilitd perche ad es. la 2.2 condizione non
& altro che la 1.2 riferita alla congruenza polare della congruenza
delle rette FF', e, come si & gia dimostrato, una congruenza B,
relativa ad una superficie a curvatura nulla in quanto si considera
come applicabile sopra una quadrica di Crirrorp, ha per congruenza
polare una congruenza della medesima specie. Del resto col calcolo
effettivo si vede subito che le due equazioni ottenute imponendo
a t Puna o l'altra delle condizioni enunciate coincidono.

Siano x,,, @'; (¢=0, 1, 2, 3) le coordinate delle posizioni finali
di F,F': tenendo conto della 1.» condizione enunciata dovremo avere

(@% + %) (1 —k) — (@% + 2%) (@* -+ k) =0
ciod
(101) k=25 4 2% — a* (@5 4 2%).

Ora, evidentemente

. | sy dn, sy dmg
(102) &g = o cosT A sent {cos (U--V) 2~ +sen(U—{—V) R )

quindi, avendosi

w3 + 25 — @ (x5, - x%o) =0

0%y, 0%y , 0Ty o Ty
(103) TG, T WG, T OO g, — @l =0
LA R o . o5 o 0%y =0

wlOTB + xzo‘a?*“a 95309—3—@ %O_Z')B'
potremo scrivere la (101) nella forma
cos® v 0L \2 | [Oog)\ 2 05\ 2 0Lgo\ 2
I = son? S |9y ~0_230_2_10$
senr{cos*(U—l—V)i(Sa)_i_(Bu) a(@a) a(@d) T
. 2senz cosp 589010 oLy, | Oy 8&0 & 0%sy a_@ o digp Ogg
cos(U+V)sen(U +V) |92 93 = 32 o= dx 33 o 3

tan ) + ) =) - < &)

04)

+
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D’altra parte, tenendo presenti le (39). si verificano subito le se-
guenti identita

0x\2 | (dry\? o (0%30\® 2 [O%o\2 .
() (o) = (o) — oG = — o
oxy, wa X,y 05 2 4 gy 03 g axm, Ty —0
97, 3,40 37, am, FEREER 37 apo

Ozy)* Oz : 2 (%})2 2 (axoo)g____ 2
(T%) +(§‘3:> - % a ) sen®s

e quindi le altre

axm\ 2 axm 2 s 91‘30 2»_ 2(%)2— ) (% 2_ I 3—72\2
(37)_!—(—3;) a(erj') - a5 wsenoay) a(oso(a7)

0%y Oy |, 0%z 0%y o 0%, stq @xpo Ty aio % e % 3_79
B 3 ox g " Bw a3 o M %%map  MC

axlO ﬁxZO 2 g‘r_é‘() 2 2 axoo 2___ P (aﬁo 2 2 (370 2

( )+(as)_“(ep “(a.a>“se“’ap) “"S“.a@)‘

I’equazione trovata per ¢ dopo cid si puo scrivere

2
cos’p %0\ dog\2
Ia—_—senzr{ S E sen? o( “’) — a’cos®s () | -+
C/

U+ V)l do.

2sent cosy { o, B3 974 97,)
107 F COSY sontg 0 %o
(107 T s (U sen UV " % 3 0%, T

N

sen’y

92,\2 2 a2 d7g\¥
+ (S(}Tﬁ—{-iv) (Sell ’5( ‘J) — a4~ COS J(a‘?) ; .

97y 97y Py B

ERE B RE alE
bastera che determiniamo le formole di applicabilita di S sopra Q,
e questo facciamo nel modo pitt semplice confrontando tra loro le
formole che servono a ridurre il dsf di Q, e il ds* di S al d5® del

Per calcolare le espressioni di

piano euclideo
ds® = dx* - dy*.
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Tali formole sono rispettivamente (V. Lexioni I, § 219) pel il ds?

x == sen (5 4 k) uy — sen (s— hy) v, + a,

y =cos (54 hy) 1y + cos (s — h) v, + b,:
per il ds®

s x = [sen(ZU—i—h)du—— fsen @2V —h)dv+a
(107)* H 0

(2

y=fcos(2U -|—h)du+fcos(2V—-h)dv—}—b
0

0

ove @, by, ky, ed a,b, h, sono costanti arbitrarie.
Tutte le applicabilita differenti di S su Q, saranno dunque date
dalle formole

u

(v —u,) Sen s = —fsen(2U-{—k)du-l—fsen(2V~h)dv—a
0 0

0 v
(Vo ug) cOS 5 = fcos (U -+ h)du —|—fcos @2V —h)dv+b
0 0
ovvero
U v
vy c0S5 = / cos (2U - ) du -+ /cos(ZV——h)dv—[—b
(108) - '0

u v
Bosens= — /sen(2U—}—h)du—l—/sen(ZV—h)dv—a
<0 0

. . CoL 1
ove §’intenda, eseguite le integrazioni, di porre per u, 3 (2 =8),

1
pr v, 5 (1+6) -

Osserviamo subito che disponendo delle costanti @, b, si potrd
applicare un punto qualunque di S sopra un punto gnalunque di Qy:
disponendo ulteriormente della costante A si possono portare a coin-
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cidere due direzioni rispettivamente di Q, e di S uscenti dai punti

portati a coincidere. Vediamo dunque che due applicabilita di S su

Q, corrispondenti allo stesso valore di A, non differiscono altro che

per un movimento della quadrica in se: mentre cio non & piu vero

per due applicabilitd corrispondenti a valori differenti di A
Dalle (108) deduciamo subito

Qo 1 1
208 _ = — 2 — 2 _—_
coss = 2cos(2U—|—h)+2cos( V—h)
9, 1 1
coS 5 a— 5 cos 2U f- k) + s cos (2V 4 &)
i 2 2

(109)

a2 1 1
Sens 5 % = —§sen(2U—{—h)—i—§sen(2V—h)

% _ 1 1 —
sen s E = 5 sen (2U—|—h)—}-2 sen(2V —~r).
Dopo cio, sostituendo nella (107) otteniamo subito

k= sin%[gsingceos(U—V—l—k) —cosgsin(U—V 4 k) F—

— &*{singsin (U—V 4 &) + coszeos(U — V -+ k) }"J
ciod

(110) k=sin*r {sin?(U—V—}—k— v) — a%osg(U—_V.{_h._r];)},

Questa equazione, insieme alle equazioni differenziali (95)

o “(U—{—V)

i o — 2cottcos(z+U4V)
(111) 3 2(U4V)

o9

ov + v =0

definisce perfettamente le trasformazioni B, delle superficie a cur-
vatura nulla considerate come applicabili sulle quadriche di Crirrorp.
Da queste equazioni otteniamo % e t come funzioni di w,v,k,a,h
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e di una nuova costante arbitraria ¢, atta a fissare il valore (arbi-
trario) di ¢ in un punto iniziale.

Per ogni superficie a curvatura nulla le trasformazioni consi-
derate dipendono dunque da quattro costanti arbitrarie: per indivi-
duarne una dovremo fissare ’ampiezza e 1'orientazione del segmento
focale in un punto iniziale, la costante @, cioé la quadrica di Crir-
rorp sulla quale la superficie data si considera applicabile, e infine
la costante A, cioé ’applicabilita della superficie S sulla quadrica
considerata a meno di un movimento della quadrica in sé.

Con cid resta perfettamente giustificato quanto abbiamo avver-
tito fin dall’ Introduxione riguardo alle varie classi di trasforma-
zioni B, che corrispondono ad una superficie applicabile sopra una
quadrica a seconda del modo di applicarla sulla quadrica stessa.

§ 20.

Le congruenze W a falde di egual curvatura relative
alle superficie a curvatura nulla.

Termineremo il presente lavoro con qualche osservazione sopra
le congruenze W a falde di egual carvatura = — 1, congruenze che,
come abbiamo detto, includono come casi particolari le congruenze
B, relative alle superficie a curvatura (assoluta) nulla.

Tali congruenze dipendono per una superficie a curvatura nulla
§ fissata come prima falda focale, da una funzione arbitraria di una
variabile, ed hanno tutte in comune la proprieta di avere I’angolo
dei piani focali eguale all’ampiezza del segmento focale. Esse si
dividono in due classi corrispondentemente ai due sistemi di asin-
totiche della superficie: fissatone uno come sistema (), come ab-
biamo gia detto, la pitt generale di esse si ottiene assumendo nelle
(96) del § 18 ¢ e <t legati dalle relazioni

o 0) [0)
@(‘; §>- — 2 cot T cos <¢+§)

2 ®

(112)
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cioé che porta, come abbjamo gia osservato, che ¢ deve risultare
una funzione della sola w.
Osserviamo inoltre che la seconda delle equazioni scritte ci dice

che pure 'p+g risultera una funzione 0 (z) della sola u: siccome
d’altra parte ¢ g—-———g ci di evidentemente ’angolo che in ogni

punto della S il segmento focale forma colla linea v==cost che
passa pel punto stesso, possiamo concludere che nelle congruenze
considerate, lungo una linea 2 = cost sard costante non solo l'am-
piezza del segmento focale, ma anche 1’angolo che tal segmento
forma nel primo fuoco colla linea v==rcost pel punto stesso.
Inoltre ricordando che si ha
® p—

s=U+7

la prima delle (52) ci d& subito
(113) 0 () —2U" = — 2 cottcosH.

Otterremo dunque una qualunque delle congruenze considerate
assumendo per t e per 6<cioé per o - g — g), due funzioni della

sola u legate da questa relazione. Ci6 ci dimostra che per definire
una delle nostre congruenze possiamo assumere arbitrariamente la
funzione t(u) e il valore iniziale di 0(x), oppure la funzione 6 ().
Ora, come & noto!), la pitt generale superficie a curvatura nulla
si ottiene scegliendo ad arbitrio due curve C,C', la prima a tor-
sione =~ 1, la seconda a torsione =—1, collocandole in guisa
che escano da un medesimo punto e ivi abbiano a comune il piano
osculatore (ma tangenti distinte) e dando a C lungo ' (a C' lungo C)
uno scorrimento sinistrorso {(destrorso). Dopo quanto abbiamo pre-
messo possiamo dunque affermare che si ha la proprietd seguente:

1) Biancui. Sulle superficie a curvatura nulla nello spazio ellittico.
§ 10. Annali di Matematica, 1895,
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Fissata una curva C a torsione costante =1 (= —1) conside-
riumo una rigate qualunque R che I abbia per asintotica: sce-
gliamo poi una seconda curva C' a torsione = -1 (=+41) e col-
lockiamola in guisa che abbia un punto in comune con C e nel
punto stesso © piani osculalory delle due curve coincidano. Se diamo
@ C uno scorrimento sinistrorso (destrorso) lungo C'; la rigata R
trascinate da C nello scorrimento, descrive la pite generale con-
gruenza W a falde di egual curvatura =—1.

Da questo risultato appare manifesto che la seconda falda focale
di una congruenza B, relativa ad una superficie a curvatura nulla
considerata come applicabile sopra una quadrica di CriFrorp, non
& sempre rigata. Infatti se la seconda falda di una congruenza B,
relativa ad una superficie a curvatura nulla & rigata, la rigata R
considerata nell’enunciato del risultato ora ottenuto sara necessa-
riamente una quadrica, e fissato in un punto di una linea v = cost
il segmento focale iniziale, la sua scelta dipendera evidentemente
da una sola costante arbitraria, mentre invece le trasformazioni con-
siderate di una rigata a curvatura nulla, fissato il segmento focale
iniziale in un punto arbitrario, dipendono da due costanti arbitrarie.
Cio basta per potere affermare che le trasformazioni B, di una ri-
gata a curvatura nulla considerata come applicabile sopra una qua-
drica di CriFrorD, e corrispondenti ad applicabilita della rigata data
sulla quadrica fondamentale in cui le rette della rigata non si so-
vrappongono a un sistema di generatrici della quadrica stessa, non
fanno in generale passare dalla rigata data ad una nuova rigata.

Osserviamo inoltre che i raggi della congruenza uscenti dai punti
di una linea # = cost risulteranno paralleli nel senso di CrirForp e
quindi la rigata luogo dei raggi stessi risultera a curvatura nulla:
di qui deduciamo subito che le curve u = cost della superficie S sono
congruenti alle curve u = cost delle seconde falde focali delle con-
gruenze considerate relative ad S, e che le curve u =cost delle due
falde focali si corrispondono ad eguaglianza d’archi.

A questo risultato si giunge immediatamente anche applicando
al caso nostro le formole (F) della memoria gia citata al § 18.
Busscr, Sopra aleune classi di congruenxe ece. Le stesse formole di-
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mostrano che le linee v sulle due falde focali si corrisponderanno
per archi eguali allora e allora soltanto che sia

(o) T = cost
oppure
®) r’—{—ZSen(gc—{—g):O,

nei quali due casi, e allora soltanto, sulle due falde focali si corri-
sponderanno anche le linee di curvatura. Le congruenze della specie
(#) sono evidentemente le congruenze pseudosferiche: le congruenze
della specie (B) sono le congruenze che si ottengono dando uno
scorrimento ortogonale qualunque alla polare di S e congiungendo
ogni punto di S col punto in cui dopo tale scorrimento viene tra-
sportato il polo del pian tangente in esso alla S (Cfr. memoria ci-
tata § 11).

Osserviamo infine che la (113) non dipende dalla funzione V
che compare nel ds® della S riferita alle asintotiche, ma soltanto
dalla U': e di piu che la funzione U’ resta invariata se la S si flette
intorno ad una sua asintotica »= cost mantenuta rigida. D’altra
parte dalle formole d’applicabilita di due superficie a curvatura
nulla qualunque, che si deducono immediatamente dalle (107)*, segue
subito che se due tali superficie hanno in comune un’asintotica, si
possono sempre applicare 'una sull’altra in modo che i punti del-
I’asintotica corrispondano a sé stessi nell’ applicabilita. Possiamo
dunque concludere che:

Se una superficie S a curvatura nulla si deforma intorno ad
ur’asintotica v = cost rigida a, la seconda falda focale di una delle
nostre congruenxze W, corrispondente ad una rigata R per a pre-
fissata, st deforma pure intorno alla linea asintotica a,, corrispon-
dente ad a, che resta anch’essa invariabile.

Fra le deformazioni della superficie S intorno ad un’asintotica
rigida ve ne sono «' che la cambiano in una superficie rigata. Il
ds® di una qualunque di esse riferita alle asintotiche & dato da

ds®* = du® 4 2 du dv cos (2U + C) - dv?
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ove C & una costante arbitraria: geometricamente tali rigate si ot-
tengono, secondo il teorema di Cmikrrr, conducendo le tangenti pei
punti di @ ad uno qualunque dei sistemi di linee geodetiche di S
che in un’applicabilitd di S sopra una quadrica di Crirrorp si di-
stendono sull’uno o sull’altro sistema di generatrici della quadrica
stessa.

D’altra parte se le linee (u) di S sono rette, lo stesso accade
delle linee (z2¢) di S/, tutte le rigate a curvatura nulla determinate
dalle coppie di curve corrispondenti («) riducendosi allora a rigate
di Crrrrorp. Possiamo dunque affermare che si ha:

Siano a, a' due linee asintotiche v = cost corrispondenti sulle
due falde focali S ,8' di una delle nostre congruenze W, e consi-
deriamo le rigate circoscritte secondo il teorema d¢ Cuierrl ed S
lungo a, e ad S' lungo a’. Tali oo’ rigate si distribuiscono in coppie
che formano di nuovo le due falde focali di una delle nostre con-
gruenxe.

E appena necessario avvertire che i teoremi V, VI riferiti alle
quadriche di Crirrorp, risultano un caso particolare dei teoremi ora
dimostrati.



NOTA

Sopra un caso limite delle trasformazioni B, per le
deformate delle quadriche nello spazio ellittico

§ 1. Considerazioni generali.

Nella teoria delle trasformazioni B, delle superficie applicabili
sulle quadriche esposta nel presente lavoro, abbiamo sempre sup-
posto che la quadrica fondamentale Q, sia una quadrica generica
della schiera confocale cui appartiene. Vogliamo ora dimostrare che,
analogamente a quanto accade nello spazio ordinario 1), le proprieta
essenziali delle trasformazioni B, si conservano ancora nel caso
limite in cui la quadrica Q, diventa una delle quadriche singolari
della schiera confocale, degenerando in una delle coniche focali, le
cui tangenti vengono allora a rappresentare i due sistemi coinci-
denti di generatrici.

Dimostrato questo, non avremo che ad applicare ai risultati ot-
tenuti la legge di dualita, per poter concludere che anche la teoria
della trasformazione degli inviluppi applicabili sopra un inviluppo
quadrico, che, come abbiamo avvertito, si pudé dedurre dalla nostra
teoria delle trasformazioni B,, sussiste ancora nelle sue proprieta
essenziali nel caso limite che la superficie aderente all’inviluppo
fondamentale degeneri in un cono del fascio omociclico, le cui ge-
neratrici vengono allora a rappresentare i due sistemi di rette (coin-
cidenti) dell’inviluppo.

Vediamo prima di tutto come dobbiamo interpretare i teoremi
ottenuti per le trasformazioni B, relative ad una quadrica Q non

1) V. BiancHI. Rendiconti de’ Lincei, febbraio, 1909.
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degenere nel caso limite considerato: cercheremo poi di dimostrare
che le proprietd cosi enunciate sussistono effettivamente.

Premettiamo che diremo conica distorta dello spaxio ellsttico
ogni eurva che si ottiene da una conica ordinaria dello spazio ellit-
tico riguardandola come flessibile ed inestendibile, e torcendola co-
munque senza alterarne la flessione. Una conica distorta I' cosi
dedotta da una conica C la diremo anche una deformata di C. 1l
pitt semplice esempio di curve di questa classe si ha nelle deformate
del circolo, ossia nelle curve a flessione costante.

Cio premesso, supponiamo che nel teorema VIII (V. p. 61) la
quadrica Q, si riduca alla sviluppabile delle tangenti alla conica
focale C. Intanto la R nel nostro caso dovra risultare una svilup-
pabile: di pit dovra risultare applicabile sopra Q, in guisa che /e
generatrici st corrispondano, e cido porta come conseguenza che lo
spigolo di regresso I' sard una conica distorta I', deformata di C
nel senso stabilito ). Nel rotolamento di Q, sopra R, la conica C
rotola sulla sua deformata 1' in guisa che il piano di C si porta
successivamente a coincidere coi piani osculatori di T.

Consider'amo ora una quadrica Q, del sistema confocale (avente
dunque C pel conica focale) e sia C, la conica, confocale a C, se-
zione principale di Q, nel piano di C. Questa conica C, trascinata
nel rotolamento, descrive una superficie modanata, che indicheremo
con Y, inviluppata lungo le coniche C, dalle varie posizioni della
quadrica Q, 2). Le generatrici (dell’uno o dell’altro sistema) di Q,
descrivono una congruenza per la quale le sviluppabili di un si-

U, Infatti se una sviluppabile si deforma conservando rettilinee le
generatrici, la curva deformata del primitivo spigolo di regresso sara lo
spigolo di regresso della sviluppabile trasformata: quindi in ogni suo
punto la flessione risultera eguale alla fless’one della curva primitiva nel
punto corrispondente.

%) Anche nello spazio ellittico un profilo piano, invariabile di forma,
il cui piano rotoli senza strisciare sopra una superficie sviluppabile, ge-
nera una superficie con un sistema di linee di curvatura geodetiche
(superficie modanata). La dimostrazione geometrica della proprieta cor.
rispondente nello spazio ordinario, data nel § 317 delle Lezioni si tra-
sporta immediatamente allo spazio ellittico.
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stema hanno gli spigoh di regresso I sulla superficie modanata ¥,
e sono precisamente quelle curve che in ogni loro punto riescono
tangenti a quella generatrice di Q, che passa pel punto stesso.

Se il teorema VIII rimane vero anche al limite, queste svilup-
pabili, che vengono evidentemente a corrispondere alle o' rigate R
in cui nel caso generale consideravamo decomposta la congruenza
generata dall’uno o dall’altro sistema di rette di Q,, quando Q,
rotolava sulla sua deformata R, seco trascinando Q,, queste svi-
luppabili cogli spigoli di regresso I'" saranno distendibili sopra Q,,
le generatrici applicandosi sulle tangenti alla conica C, cios le curve
I saranno coniche distorte deformate della fondamentale C come Q.
Avremo dunque il seguente teorema :

Se la quadrica Q, viene trascinata da una sua conica confocale
C nel rotolamento di questa curva sopra una sua deformata T, le
rette (dell’uno o dell’ altro sistema) di Q,, generano una congruenza,
le cui sviluppabili di un sistema hanno per spigoli di regresso al-
trettante nuove coniche distorte I deformate della medesima C.

Ci proponiamo ora appunto di dimostrare questo teorema, col
quale le trasformazioni B, delle deformate delle quadriche si cam-
biano, nel caso limite considerato, in trasformazioni delle coniche
distorte.

In questa ricerca potremmo seguire un metodo del tutto analugo
a quello che vale per la ricerca corrispondente nello spazio ordi-
nario, ma arriveremo pilt semplicemente a stabilire il teorema enun-
ciato applicando il metodo seguente, che corrisponde perfettamente
a quello tenuto per stabilire le nostre trasformazioni nel caso delle
deformate generali delle quadriche.

Consideriamo una deformata qualunque I' della conica fonda-
mentale C. Indicheremo con » un parametro che fissi la posizione
del punto mobile sopra I', e riterremo per I' le notazioni del § 201
delle Lexzons.

Indieheremo poi con v un parametro che individui la posizione di
un punto mobile sulla conica C, confocale a C. Quando la conica C,
rotolando sopra I', viene con essa a contatto in un punto F=(x,) cor-
rispondente al valore u del parametro, le coordinate «’,(¢=0, 1, 2, 3)
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di un punto qualunque F” di O, corrispondente al valore » del pa-
rametro, e le coordinate %', del piano =, passante per F e per la
generatrice (dell’uno o dell’altro sistema) di Q, per F', saranno
funzioni di e , v rispettivamente della forma

i do=pE o et 6%
, I n i
2) )\i:alx—ké,-x—{—)\ix
ove p,l,m,X e l,m,7%,A sono funzioni di u,v, indipendenti
dall’indice 7, e che restano le stesse comunque si deformi la conica I'.
Evidentemente se nelle (1) lasciamo u,v variabili indipendenti,
esse ¢i danno la superficie modanata X precedentemente considerata.
Cercheremo ora di determinare v in funzione »(u) di « in modo
che le curve definite dall’equazione »=v(u) sulla superficie ¥ ven-
gano ad avere in ogni loro punto per piano osculatore il piano =’
che passa pel punto stesso. Vedremo che effettivamente esistono su
¥ curve che soddisfano a questa condizione, e tali curve sono ap-
punto le curve I" deformate della conica C, considerale nell’enun-
ciato del nostro teorema.

§ 2. Formole preliminari.

Sia, al solito,
2 2 2 2
Too —+ Tio ~F X3 + X5 =0
I’equazione dell’assoluto, e supponiamo che la conica C giaccia nel

piano zz==0. Allora, come & noto, I’equazione di C potra sempre
ridursi alla forma

2 2
T ;
) TR =k (a=))
a b
Sia poi
x%y X% x5 o

—a'T + b ~—h—-—woo

I'equazione di una quadrica rigata Q, che abbia C per conica fo-
Ann, 8. N, 7
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cale. Allora I’equazione
2 2 2
@’} x5 L

a%+%+w+h=1-h

dovra coincidere con quella della conica data, cioé dovra essere

a’2+h N b12+h
2 __ e 2 2 I
“ =17 V=17

Posto

(4) =

T k41
I'equazione della conica C, confocale a C, sezione di Q, col piano
%5 = 0, sard dunque data da

@t | % 2
W T pr T T
ove
at— k b —k
5 = 2
) “=137% V=117

di pit le condizioni

a* >0 6% >0 h>0,
danno subito
(5)* 0<hb<d®.

Per determinare un punto mobile sulla conica C e un punto
mobile sulla conica C, assumeremo i parametri =, definiti ri-
spettivamente dalle formole

acosu bsenw 1
B)yryy=—F=— Tp=—75—

T T w=f Ove H?=a’cos®u+b*sen’u+1

e dalle analoghe
acosv , bsenr |,

1 ,
I Ya= T Te=gpove H"? = a”cos’v+b%sen®v+1.

(1) a'yy=

Possiamo subito osservare che, posto

(8) H” = a*cos’v 4 b*sen®v 4 1
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(8" H'=177

e quindi anche

a e v = ——
(9)‘x'w=dxw\/1—{—k x%:zxgo\/l—{—k xm:wm\/l—l—k

cid che mostra che i punti di C, C,, corrispondenti ad eguali valori
dei parametri « ,v si corrispondono nell’affinita d’Ivory tra le
due coniche.

Supposto per semplicita che la curvatura dello spazio sia = -1,
avremo poi

S

(10) ds = 73 du
ove
(11) S = a®® 4 a*sen*u 4 b*cos*u :
inoltre calcolando si trova
SS

Questa espressione del raggio di prima curvatura aggiunta a
quella (perfettamente arbitraria) del raggio di 2.* curvatura

T=r¢(w)

serve a definire intrinsecamente ogni conica distorta deformata di
C. La forma della funzione ¢(u) serve appunto a fissare la conica
distorta che si considera.

Cid premesso cerchiamo di calcolare le espressioni di % , Xl,
e i\,%&—, 11\2 nelle formole (1) (2). Per calcolarne i valori bastera

assumere [' nella forma stessa della conica C.
Intanto in tale ipotesi i valori delle z; , 2, (¢=0,1,2,3) saranno
ivalori x,,,2,, (¢=0,1,2,3) dati dalle (6) (7): di pitt calcolando

M S

2‘“_’. Lig TH[.“

I -
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(14)
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si trova che i coseni di direzione del triedro principale della curva
C sono dati da

asen u (1407 __ beosu(l+a?) -0 _(cﬁ—lflsenucog
Ip= — HS‘ — Y — TTTHS Og0 =V 0Oy = H‘g—‘“
. beosu . asenu ab
S0 = — S C20=—*-S— =0 EO():S_
hyo = 0 deo=0 Yo=1 74 =0.
Ora dalle (1) si ha
3
= szox,;o < Sqt() 10 X Sezn@'zo
0

quindi potremo assumere

p =S (1+aa coswcosv-+bb senwsenv)

I =(a®-b?) cosusenu —aa senw cosy (14-0%) -+ bl cos usen v (14+-a°)
m=H (ab — ab sen wsen v — a'b cosu cos v)

X =HH'S.

I m n
ATAA
ciamo dall’osservare che le eqnazioni della quadrica rigata Q, in
coordinate di piani ¥,y (¢=0,1,2,3) sono

-V

N 1 o
W= F +—~sinony— Zcosv,«oo

Per calcolare le espressioni di nelle (2), comin-

(15)

Nop =+ X COS U 1yy — = SIN U Ny -

b/

Se per le 1,y (¢=0,1,2, 3) in queste due equazioni sostituiamo
le (2) e teniamo conto che deve essere

P 4= A2
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troviamo facilmente che si pud assumere:

[T =FVEm
(16) m= -_#-_\/fl
n =(a'b - a'bsenusenv—ab cosu cosv) VIiks

T T —

A=(ab —ab'senusenv—a'bcosucose)S.

Osserviamo subito che in queste formole si passa dal caso
dei segni superiori al caso dei segni inferiori cambiando V% in
—4/k: quindi scriveremo le formole seguenti soltanto nel caso dei
segni superiori, le formole relative all’altro caso deducendosi im-
mediatamente da esse col cambiamento indicato.

Le formole (14) (16) bastano per procedere alla ricerca delle
equazioni differenziali delle nostre trasformazioni; ma a tale ricerca
premetteremo alcune formole che ci saranno utili in seguito.

In una posizione qualunque di C nel suo rotolamento sopra I,
consideriamo la generatrice ¢', ad es. del 1.0 sistema, di Q, per I,
e la normale #' a tale generatrice nel piano condotto per la gene-
ratrice stessa e il punto F; detti o', ,&, (¢=0,1,2,3) i coseni d;
direzione rispettivamente di ¢’ e di #” nel punto F', avremo al solito
che o', ¢ risulteranno funzioni di w, v, della forma

(17) o = Px + Lo - ME 4 Ni
(18) ¢ = Pw + Lo -+ M¢ -+ N

ove i coefficienti di x,a,&,% sono funzioni di « ,v indipendenti
dalla deformata I' che consideriamo.

Per calcolare i coefficienti delle (17) cominciamo dall’osservare
che le equazioni in coordinate di punti «',,(/=0,1,2,3) delle
generatrici della quadrica Q' essendo date da

!

a
=+ \TTZ sinvz'y, + a'cosvay
(19)
b/
Xy =TF —= cosv T’y -+ b'senva',

@
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avremo, nella posizione iniziale, limitandoci al caso dei segni su-

periori
g 01t Olp i Oy 1 . @ sing ¥ 4+
\/ 0oy
b'
+ a'cosv 1 — —=cosv O 1 pseny : P
Vh 0o o 4y

D’altra parte nella posizione iniziale del punto F' si ha 2',=0

e quindi
ox'y, , Ox'y
z x Ty =10
00 + 10 ax —I— 20 axloo
ed anche per la (19)
’ A 173
(20) o VAU,
AN (@®—b") cosvsinv
avremo dungue
Wopt oyt oyt 0y 1o (@®—0%) cosvsine :

i —d'sinv (1402 : b cosv (1+a?) : —VhH?
e infine, posto

8% = a*sin*v - b*cos’v + a*b®

[,  (a*=b*) cosvsinv , a'sine (1+5%)
(1—h) H'S' (1—h)H'S
(21 _
. bceosv(1+a® \/ hH"?
a/20=—‘—_ Ogppy=— — ——> — .
(1) H'S (1—h)HS

Calcolati cosi i valori delle o', (¢=0,1,2,3) abbiamo subito
i valori di P, L, M, N dalle formole

P= Sa’ioxio L= S o070 M= S o€ N = S &iohio -

Calcolando i secondi membri di queste formole mediante le (13)
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(21) otteniamo

~ %) sinvecosv

(1-h)HH'SS'
aa' cosusinv (145%) — bb' cos v sinu (14a*)
o (1—h)HH'SS
L — (@?— b7 (a*—b*) cosu Siil wcosvsiny 4
(1—h) HH'SS'
2 + aa' sinwsine (14-6%) (1+06%) -+ bb' CoSU COSV (1+a*) (1+a”)
(1—h)HH'SS
A = ab (a® #b ) sinwcosw +
(1—h) HH'SS'
a'bsinvcosu (1-+6% — ab sinucose (1+a?)
T (l—h)HH'SS'
Vi HSH HSH?
S (L—mHA'SS

Dopo cid, per ottenere i coefficienti della (18) basta che teniamo
conto del fatto che deve essere
S¢a'=0 S&a’=0 S&NV=0
e inoltre
P4 M NP =1,
Eseguendo i calcoli si ottiene

s & (¥§ P
P—> > or
’ Wab 2P $
- sy L
L— S oo
—’ab?~’2l+au§
(23)
— g M  NV&
M*mgﬁzmﬂv*ﬁfg
¥ — SR EL _M\/h)
\ T Wab (o MH )
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§ 3.

Le trasformazioni B, delle coniche distorte.

Premesse queste formole veniamo a stabilire ’equazione diffe-
renziale delle nostre trasformazioni.

Determiniamo v in funzione () in modo che la tangente alle
curve I" definite su ¥ dall’equazione v =wv(») in ogni loro punto
F’ giaccia nel piano corrispondente =a’. Verificheremo subito che il
piano =’ passa anche per la normale principale, cio¢ risulta il piano
osculatore in F” alla curva 1”7 per F.

La condizione indicata si esprime evidentemente mediante I’equa-
zione

. ) S)‘z dl=

ove s' & Iarco di I”, o anche mediante 1’altra

@ 89 (o + 5 )=

Una prima semplificazione di questa equazione si ha osservando
che, essendo

S }\’l fL,, = 0

nel far lo sviluppo del primo membro della (24), non solo nei coef-
ficienti di ~, &, nelle (2), ma anche nei coefficienti di «,7,£ nelle
(1), risulta inutile conservare i denominatori. Dopo cid la nostra
equazione si pud scrivere

/ . 1o <8p_l§ N (ﬂ mds+ (8m Lds\ md, ds
\ sk i ke, du du) *\ou du? T du

dv {3p ol om
( " du 3w ’+8~'Ual+-%é’ﬂ_o'

‘\ou  pdu
(25)

Osserviamo ora che quando I" coincide con Cle z'; (=0,1,2,3)
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si riducono alle 2',, (¢=0,1,2,3) e risultano indipendenti da u, cio
che da

op i‘i) (az B ds (am ﬁé) B
(Zﬂ_-ldu Z, -+ 9_u+p ) v au‘l— €0=0

p du
(¢=0,1,2,3)
e quindi anche
op ds ol ds om . lds
2 - = L = — —_— = e _—— ==
(26) on ldu 0 ou +r du" cu + o du

Per questa osservazione la (25) si induce subito alla forma

mh, ds  dv {dp ol om ﬁzﬂ=0

T du ' du

é'vy’Jr v

Sttt 1

vt
ovvero, per la (10),

_m3S Sl_ g

"TE du%@v + Bv
Ora sulle (14) (16) molto facilmente si verifica 1’identita
(@7) z— —|-m*_. VEaHS

quindi possiamo concludere che 1’equazione cercata si pud scrivere

0 @ . ab — ab'senu senv — a'beosucosvy
du VAT (14 a?cos*u + B sen®u)

Possiamo ora subito verificare che le curve 1" definite sulla
superficie X da quest’equazione differenziale hanno in ogni loro
punto F' per piano osculatore il piano =’ corrispondente.

T coseni della normale principale in I’ essendo dati dalle espres-
sioni

2y, )
(28) p(WZ—~x',> (1/.:0,1,2,3)

basterd per questo evidentemente verificare che in conseguenza della
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(I) si ha
' dgxlt
S )\ P -dglz“ = O
ovvero
dn, dx'
* R
@) 85 % =0,

Tenendo presente che si ha

Vo, =0 )’ =

S T S O S d/ x,

& immediato che nello sviluppare il primo membro di quest’equa-
zione & inutile tener conto dei denominatori X, A dei coefficienti
delle (1) (2): dopo cio, tenendo conto anche delle (25), la (28) si
pud scrivere

dv@p dl om mh; dsl|dv (3T  m 0% _ds
S[du( v +ava'+3_vg‘) H%(% J"+-8;&1+§_v—>\’> L 7y

P T du du

9l mds . (@M | Tds | 7nds on i ds
+a’<8—u (du)+ (@Jf;d*ﬁff@)Jf’ (aw—m:”:

Ora tenendo presente le (14) (16) e la (I) facilmente si verificano
le formole seguenti:

AT Imdm _
I
_;dsdpdv (37 mds)sl dv (377& TdS)amdv mds n

29) ( g2 teTr (v _Mere\vr e | (one, rEe\ormne  eRe 9
(29) dudr du

o pdu)dvdu

u ' pdu)dv du T dudu

min ds dvon  _dvom

T du” " dude T du e
e questo prova che la (28)* ciod la (28) & una conseguenza del-
Pequazione (I).

Dopo questo possiamo concludere che 1'equazione differenziale
(I) definisce sopra ¥ una semplice infinitd di curve I” che in ogni
loro punto hanno per piano osculatore il piano =’ corrispondente,
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Dimostreremo ora che queste curve I' soddisfanno a tutte le
condizioni enunciate nel §. 1.

Intanto dal fatto che il piano osculatore in un punto qualunque
F' di I @il piano @' passante per il punto corrispondente F di T
e la generatrice ¢' di Q, (dell’uno o dell’altro sistema) per F', segue
immediatamente che tal generatrice sara la tangente in F' a I,
Questo fatto ci dimostra che le curve 1" saranno le curve Y che
in ogni loro punto hanno la direzione della generatrice di Q, che
passa pel punto stesso, ciod le curve I" saranno proprio le curve
che siano portati a considerare quando vogliamo interpretare I’enun-
ciato del teorema I nel caso limite delle trasformazioni delle co-
niche distorte.

Dall’osservazione fatta segue che si dovra avere

dxfz“'d-li (i=0a172a3)
ds

e quindi, per le (26),

2 (1), 2 (! o, ds dudo _
[30( ) ST (—> 1+3v<—) }?—’X'fdudv ds'

= Px,+Ly, +ME +No, (¢=0,2,3)
ciog

) dy 9 dv 3 (m\ dv m ds dudy
do _y,, 3 (mydv gy, O U
30 31( ) P’Sv(X)ds'—L’So(X) av M3 =TX dudv ds

Ora sulle (14) (22) si verificano subito le formole

\ 8 S' S’ mds du S
(map)iﬂﬁuziwaw _ Sy, mdsdu_S
w\X) He 'ow\X) T 'v\X/ H”? Tdude T2
quindi le (30) danno concordemente

-
(32) dv _H?
ds <y

Vediamo dunque che se si fa corrispondere ad egni punto di
I" col valore » del parametro, quello di I' ove il valore del para-
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metro & il medesimo, le curve si corrispondono per archi eguali.
Si noti che per I'osservazione fatta al § 1 di questa «Nota», questa
legge di corrispondenza tra i punti di I' e I" & data semplicemente
dall’affinitd d’Ivory tra le coniche confocali C' e C,.

Dopo questo per dimostrare che 1" & una conica distorta de-
formata di C', bastera provare che il suo raggio di curvatura p' &

dato dalla (12) cambiatovi « in », cioé da

S'3
2) T wHe
Osserviamo per questo che la normale principale in F' a T' sara
la retta 7', e quindi i suoi coseni di direzione saranno dati dalle
(18) ove per P, L, M, N si pongano i loro valori tratti dalle (23).
D’altra parte secondo le formole generali di FreExer in geometria
ellittica, si avra (V. Lexioni § 201)

(33 (=)=  G=0.1,2.9)

quindi sara

ds'

opP ds
@ Jor

[—3Px+L/+\Ic+N) 2—(px+lov—]—m&)} [(au L-Cm x-

oL ds Mds oM L ds Nds ON Mds)\. | du
' +(8u +P du a’u) +(Z~>‘J+ T du iy dn) +(au T du))}d_v

P 9L QM 8N
Ora le espressioni
Pz, + Lx, + Mg, 4+ N),, (¢=0,1,2,3)

quando I' coincide con O risultano indipendenti da u: da cid de-
duciamo subito che sussistono le identita

oP du oL ds Mds M Lds
ETRRE " i d—u—mr“ AR
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Siccome poi dall'ultima delle (22) segue subito
oN
e
potremo concludere di qui che le (34) si possono anche scrivere
tenendo conto della (32)

bl

S S P

5 [ (Po+ T + Me+m)]=(pﬁ,2+ )+
i ot 0 e (AR

Di qui deduciamo subito che dovra essere

S S P §1 S L
el TR TN CHERL R
S M NVE S 15 N MVE
ey = ﬁ72+ M g 8 M

e queste quattro relazioni per le (23) danno concordemente

5
abT?

V=

Con cid resta provato che le curve I' sono coniche distorte ap-
plicabili su ', e quindi il teorema enunciato resta completamente
dimostrato.

Osserviamo anche che lequazione (I) riducendosi alla forma di
Riccarr quando si ponga fge=)., sussiste il teorema:

Sulla superficie modanata ¥ le «’ coniche distorte I", trasfor-
mate di I' per mexxo di una B, , segano proiettivamente le coniche
Cy, che sono ¢ profile di X.

Osserviamo inoltre che se invece di fissare la forma della fun-
zione T (u) diamo arbitrariamente v in funzione di u, ne risulta
determinata univocamente e in termini finiti T(x): verra cosi de-
terminata una configurazione della conica di storta I'. L’interpre-
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tazione geometrica di questo fatto si ha evidentemente nel teorema
seguente:

Si stabilisca una corrispondenxa qualunque (continua e deri-
vabile) di punto a punto tra le due coniche confocali C' e C, e si
considerino i segmenti FF congiungenti le coppie di punti corri-
spondenti come invariabilmente units per torsione alla conica C.
Esiste allora una ed una sola configuraxione di C in una conica
distorta T, tale che i termini B dei segmenti abbiano per luogo
dopo la deformaxione una seconda conica distorte 17 applicabile
sopra C' e trasformata di ' per una B,.

Osserviamo infine che dovendosi avere per le formole di Frexer.

a' ¢
ds — T
ove T' & la torsione di I", sara

H?[du U ds 27 ml d m 71
@[%)“”K@Jf (dux—x;) +8 (Su A +Ap AT)+
d n ml ol om
+ k(a??x“ﬁr)“ “+ 5 ¢ +au )‘]_
=%;3Fx+fa.—l—MG—|—ﬁ)\E.
Confrontando i coefficienti di x nei due membri otteniamo subito

= S'(ab — ab’ senusen v — a'bcosu cosv)

k).
- 145

ETT =

D’altra parte sulle (14) (23,) si verifica facilmente 1'identita

Stm? — (ab ab'senusenv — a'bcosu cosv)
14k
e = b T (1)
sard dunque
35 L Sttt
(35) ETT = X

Notiamo infine che i secondi membri delle (2) non contengono
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termini in x, cid che mostra che i piani osculatori a I',I" in due
punti corrispondenti si tagliano secondo la congiungente dei punti
stessi, 0, cio che & lo stesso, le due coniche distorte I'l" sono asin-
totiche della rigata luogo delle rette FF'. In vista di questa proprieta,
estendendo una denominazione dello spazio ordinario. diremo che
le due curve sono trasformate asintotiche 'una dell’altra (V. Braxcar
Sulle configuraxioni mobile di Mosivs nelle trasformaxioni asin-
totiche delle curve e delle superficie. Rendiconti del Circolo Mate-
matico di Palermo. T. XXV, 1908).

§ 4.

La trasformazione H.

I risultati dei §§ precedenti hanno dimostrato come le proprieta
fondamentali delle trasformazioni B, per le deformate delle qua-
driche dello spazio ellittico, si conservino anche nel caso limite
delle deformate delle coniche.

Vogliamo ora ulteriormente dimostrare che anche le proprieta
della trasformazione H delle quadriche dello spazio ellittico in qua-
driche dello spazio ordinario sussistono anche al limite traducen-
dosi in proprieta di deformazioni coniugate di coniche dello spazio
ellittico e di coniche dello spazio ordinario convenientemente ac-
coppiate.

Sia

L% n  @=

@ b*
Pequazione di un’ellisse C dello spazio ordinario giacente nel piano
T, =0, e assumiamo come assoluto di una metrica ellittica, che
per semplicitd supporremo di raggio =1, un elissoide immagi-
nario

i + Ty

./L . 3
ky— @ I _b2+ 30+ Zg =0 (b, >

ad essa confocale. Kvidentemente le quadriche confocali a C, con-
siderata come appartenente allo spazio ordinario, risulteranno con-
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focali a C anche considerata come appartenente allo spazio ellittico.
Vediamo dunque che se una conica distorta I' deformata di C, con-
siderata come appartenente allo spazio ordinario, si applica su C
seco trascinando i segmenti FF' che uniscono i punti di T’ ai punti
corrispondenti di una conica distorta I" derivata da essa mediante
una By dello spazio ordinario, se M, M’ sono le posizioni finali
di F,F,ipunti M avranno per luogo una conica Cy che & con-
focale a C anche considerata come appartenente allo spazio el-
littico.

Dimostreremo ora che se la conica C si deforma in una con-
veniente conica distorta dello spazio ellittico, seco trascinando i

segmenti M M, se F ed F' sono le posizioni finali di M, M, a de-
formazione compiuta il luogo dei punti M’ sara una conica distorta
I applicabile su I', e i punti F, " risulteranno corrispondenti in
una trasformazione B, che fa derivare I da T

Per potere applicare senz’altro le formole stabilite per le tra-
sformazioni B, delle coniche dello spazio ellittico, cominciamo dal
ridurre con una trasformazione omografica l’equazione dell’assoluto
alla forma solita

x§0+w?0+x;o+x§o=0-

Un’omografia che serve al nostro scopo sarda evidentemente data
dalle formole

Zy, - T - 30 -

(36) — =&y 5 =y = =T Lo = Xyo
a, 1 \/ ky

ove

(37) @G=k —a b} =k, — D*

e per essa la conica C si trasformera in una conica C d’equazione

2 2
Lo X2 5
— —_— == X
b =l
ove
=9 72
. a b
(38) a2 = b = = -
ay by
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Di pitt ad una quadrica Qi confocale a C

=2
Lo

X2 T e
=+
at—k

-k k

verrd a corrispondere una quadrica Q, confocale a C d’equazione

xy X5 x5 - x5
F—F T E—k Tk 1+k
ove _
(39) =
k,—Fk

Infine ai punti M, M' di C, Cy corrisponderanno su C,C, i punti
M, M tali che sia rispettivamente

acos# : bsenwt : l==a,acosu : bybsenu : 1

e
@cosD : b'senv : 1=a,a'cosv : b, b'senv : 1
ove
(40) a*=a’—k =0 —Fk
E a®—k . O—k
(41) =TT bzz”ﬁﬁ'
quindi sara
(42) U=1u v=7.

Premesso questo dimostriamo subito la proprietad in vista os-
servando che, siccome 1’ampiezza e la posizione dei segmenti MM
non dipende altro che dalla relazione che lega u a v, bastera per
il nostro asserto che facciamo vedere che l'equazione differenziale
delle trasformazioni B, relative ad una conveniente deformata I' di
C, coincide coll’equazione differenziale corrispondente alla trasfor-
mazione By che da I' fa passare a I”.

Ricordando allora i risultati dello spazio ordinario, siamo ri-
dotti a dimostrare che, ponendo le torsioni T,T di I',T in una
conveniente relazione, si ha identicamente

) ab - @b’ senwu sen v — @b cos u cos v ab —ab’ senwusenv — a'bcosw cos v
TVE VRT(L+a cos® u+b?senu)
Ann, S. N. 8
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avendo posto al solito % = Tenendo presenti le relazioni

ks
tra a,b,k e @, b,k risulta subito che bastera prendere T in modo
che sia
(44) T= ‘—“5
\/l"l

perchd l'eguaglianza ora scritta sia identicamente verificata.

T (1 + a®cos®u -+ b*sen’w)

Ponendo tra le torsioni di I', I questa relazione, 1’equazioni
differenziali delle trasformazioni B, , By vengono dunque a coin-
cidere, cid che prova la proprieta enunciata.

Consideriamo di piti le rispettive curve trasformate I", T per
le cui torsioni abbiamo le formole

TT = (@b —ab'senu sen v — D@ cosu cos v)*

BT — (ab - f_t__b sen sen ¢ — a'bcoswu cos v)
’ (l—l—a cos®u--b*sen® u)(l +a?eosto b sen? v)’

Da queste formole deduciamo, tenendo presente le (39) (44)

by—E T

a

— Z=a,b,(1+a?costv+b?%sen?v) = —— (1 +a?cos*v+bisens

\/l{1 T, ll( T ) 1+]u(+ + )
e poichs

A+ ==k
sarda anche

@by T'(1 + a®cos®v + b*senv)
Vi

T =

cid che mostra che la relazione che passa tra le torsioni di I', T
sussiste anche tra le torsioni di I",T".

Vediamo dunque che il passaggio da I" a I' corrisponde per-
fettamente per le sue proprieta rispetto alla trasformazione B, , alla
trasformazione H delle deformate delle quadriche dello spazio el-
littico in deformate di quadriche dello spazio ordinario.

In vista di questo noi denomineremo auncora trasformaxione H

delle coniche distorte dello spaxio ellittico in coniche distorte dello
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spaxio ordinario il passaggio da I' a I' e di pit diremo che le due
coniche C, C sono consugate in deformaxione e che due deformate
r,rdc, C tra le quali sussista la relazione (44) sono deformate
corrispondents o coniugate delle due coniche.

Evidentemente ogni conica reale dello spazio ellittico ha certa-
mente una coniugata in deformazione nello spazio ordinario. Infatti
se in un sistema di quadriche confocali dello spazio ellittico c¢’&
una conica focale C propria reale, ce n’& anche una immaginaria C*
pure propria e quindi potremo sempre portare con un’omografia
reale tale sistema in un sistema di quadriche confocali dello spazio
ordinario.

Bastera per questo scegliere 1’omografia in modo che la conica
immaginaria C* si trasformi nell’assoluto dello spazio ordinario. Cid
del resto si verifica subito anche sulle formole che stabiliscono la

relazione C, C. Si osservi infine che dai risultati della « Notas ci-
tata segue subito che se C & un cerchio, prescindendo dalle curve
omotetiche, ha una sola conica coniugata in deformazione nello
spazio ordinario, che sara pure un cerchio: se C non & un cerchio,
ha invece due coniche coniugate in deformazione nello spazio or-
dinario, e precisamente un’ellisse e un’iperbole focali 1'una del-
I"altra.

Colle denominazioni introdotte possiamo enunciare i risultati
ottenuti nel medo seguente: Siano I',I" due deformate di una co-
nica C qualunque dello spaxio ellittico derivate I'una dall’altra
per una trasformaxione B,, e T, 1" le deformate corrispondent
di una conica C coniugata in deformaxione ¢ C nello spaxio ordi-
nario. Potremo sempre collocare |' in una tale posixione rispetto
a T, che U risulti derivata da T mediante una By e anxi sopra
', I" siano punti corrispondents i punti delle due curve che nella
trasformaxione H @i T in T, e 1" in T vanno in punti corrispon-
dentisi nella trasformaxione By di T' in I,
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§ 5.

Applicazioni della trasformazione H.

Abbiamo visto che le proprietd della trasformazione H delle
quadriche dello spazio ellittico in quadriche dello spazio ordinario
sussistono anche al limite traducendosi in proprietd di una trasfor-
mazione che noi abbiamo ancora denominato trasformazione H delle
coniche distorte dello spazio ellittico in coniche distorte dello spazio
ordinario.

Tale fatto pone uno stretto legame tra le trasformazioni B, nello
spazio ellittico e le trasformazioni B, nello spazio ordinario, e noi
ora ce ne varremo per estendere allo spazio ellittico gli altri risultati
sulla trasformazione delle coniche distorte ottenuti dal prof. Braxcm
nella « Nota» citata.

Cominciamo da dimostrare che la relazione tra due coniche di-
storte 1", I derivate ’una dall’altra mediante una B, & reciproca.

Per questo consideriamo le coniche distorte I', I coniugate in
deformazione nello spazio ordinario.

Tali curve si potranno porre in una tale relazione reciproca che

I’ risulti derivata da U’ mediante una By, e allora anche T risul-
tera derivata da T’ mediante una Bi. Di qui coll’aiuto dei risultati
del § precedente si deduce subito che esisterd una B, che fa pas-
sare da 1" ad una curva identica a I' ¢ che in tale trasformazione
riescono punti corrispondenti i punti che riuscivano corrispondenti
nella trasformazione di T" in T': anzi i segmenti che uniscono le
coppie di punti corrispondenti sono eguali nei due casi. Possiamo
di pin osservare che tali segmenti giaceranno ciascuno nel piano
osculatore di 1" nel punto corrispondente. Queste condizioni, come
subito si vede, sono pitt che sufficienti per potere affermare che tali
segmenti avranno rispetto a I' la stessa posizione che nella trasfor-
mazione di 1" in I" primitivamente considerata, e cid prova quanto
volevamo, cioé che: Se 1’ é wna conica distorta derivata da T me-
diante una By, anche I, fissa restando la posixzione relativa di
T,I" si puo considerare come derivata da 1" mediante una B,
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Dalle proprieta della trasformazione H e dai risultati dello spazio
ordinario si deduce pure immediatamente che le deformazioni di
due coniche C,C' focali I'una dell’altra si possono sempre porre in
una tale corrispondenza, stabilendo una conveniente relazione tra
le loro torsioni, che date due deformate corrispondenti si possa
sempre mediante due trasformazioni B, , B, , le cui costanti &,k
sono legate da una relazione dipendente solo dalle coniche scelte,
trasformarle ancora in due derivate di C,C' corrispondenti. Preci-
samente si ottiene il risultato seguente del tutto analogo al risultato
corrispondente nello spazio ordinario: Stano I, 1’ due deformate
della conica C, che supponiamo ora dirersa da un cerchio, trasfor-
mate Uuna dell’altra per una B, , e consideriamo i segmenti FE'
che uniscono ¢ punti corrispondentt. Quando la curva ' st applica
sulla conica C seco trasportando i segmenti FF', questi si dispor-
ranno cot loro estremi sopra una conica C, confocale a C. Tra-
sformiamo ora, come sempre st puo fare essendost escluso che C
sta un cerchio, mediante wn omografia C e C, rispettivamente nella
conica C, focale di C, e mn una conica Clk1 confocale a C,: e di-
ciomo B X', @ punti corrispondents in tale omografia rispettiva-
mente ad ¥ | ¥'. Se deformiamo la conica O, nella conira distorta
I, coniugata in deformaxione a U, 7 segmnents ¥, ¥', trascinati nella
deformaxione si disporranno cot loro estremi Y, sulla conica di-
storta T', coniugata in deformaxione a T

Come si vede queste proprieta delle coppie di coniche focali cor-
rispondono perfettamente a quelle delle coppie di quadriche coniugate
in deformazione: il passaggio da una conica data alla sua conica
focale equivale dunque alla trasformazione H di una quadrica in
una quadrica coniugata in deformazione.

Vogliamo infine dimostrare come anche per le trasformazioni B,
delle coniche distorte dello spazio ellittico sussiste un teorema del
tutto analogo al teoremna di permutabelite delle trasformazioni By
delle coniche distorte nello spazio ordinario. cioé si ha:

Se ¥\, Ty sono due coniche distorte contigue per due trasfor-
maxiont By, By, alla conica distorta T, esiste una quarta conica
distorta 1" perfettamente fissata di forma e di posizione, legata
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alle medesime T, . Ty, da due trasformaxiont B';, By, colle stesse co-
stanti Ik, permutate.

Intanto dalle proprieta della trasformazione H delle coniche di-
storte dello spazio ellittico in coniche distorte dello spazio ordinario
e dal teorema corrispondente nello spazio ordinario, si deduce su-
bito che esiste una curva 1" da cui si pud derivare I', mediante
una B';, e I} mediante una B';,. Per dimostrare il teorema bastera
dunque far vedere che la posizione relativa di I',I', come trasfor-
mate di I mediante Bz, B'z, e come trarformate di I' mediante By, By,
6 la stessa. Sia I' un punto qualunque di I'y F\ F, i punti che che gli
corrispondono su I', T, rispettivamente nelle trasformazioni By, By,,
', F', gli stessi punti di I', I, quando si considerino queste curve come
derivate da 1" per una B';, e una B’ , F' il punto di 1" che corri-
sponde a I F',. Dalla dimostrazione del teorema di permutabilita
nello spazio ordinario segue che se applichiamo I su C i punti
F,, F; andranno rispettivamente in punti delle coniche Cy, , Cj, con-
focali a C, tali che se applichiamo anche I" su C corrisponderanno
rispettivamente alle posizioni finali di ¥’} ¥, nell’affinitd d’ Ivory tra
le due coniche Oy, , Cp,. Per una proprieta elementare dell’affinita
d’Ivory segue di qui immediatamente che i segmenti FF,, P T,
sono eguali e cio basta a provare quanto volevamo.

Osserveremo infine senza fermarci a dimostrarlo, che anche la
seconda parte del teorema di permutabilita delle trasformazioni B,
delle deformate delle quadriche, seguita a sussistere anche nel caso
limite delle trasformazioni B, delle coniche distorte. Da essa segue
la seguente costruzione della quarta curva del teorema di permu-
tabilita: Se per ogne punto ¥ di I' si tira la retta v che si appoggia
m NN, alle due tangenti di I'\1'; nei punti F\F, corrispondenti
ad F, e st prende su v un punto F' tale che sia

h k k
\ N o L - 1 _—
(NN, FF') = i, (kl 7 h, I /..2)
il punto F' al variare di ¥ su U descrive la quarta curva del teo-

rema di permutabilita.
Osserviamo anche che nel caso che C sia un cerchio, esistera una
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sola conica dello spazio ordinario ad essa coniugata in deformazione
che sard pure un cerchio e la relazione (44) diverra in questo caso

T=VkT

conformemente al fatto che fissata la conica C, il variare la costante
k, fa passare da una conica C coniugata in deformazione nello spazio
ordinario a C, ad una conica omotetica.
Siccome poi le (38) danno subito
2

_ @
T 14

2

S

possiamo concludere che: Data una curva dello spaxio ellittico a
. 1 .

flessione costante = se T ¢ la sua torsione e ¢ una costante

arbitraria, la curva dello spaxio ordinario a flessione costante

ca . . T , . . .
Vitad e di torsione T=¢cT ¢ ad essa contugata in deformazione.

$ 6.

Le trasformazioni B, dei coni quadrici distorti.

Come abbiamo gia avvertito, applicando la legge di dualita ai
risultati ottenuti in questa «Nota», dalla nostra teoria delle trasfor-
mazioni B, delle coniche distorte si deduce una teoria analoga delle
trasformaxiont B, delle sviluppabili che hanno per curva polare
una conica distorta, sviluppabili che, per analogia colle locuzioni
gia introdotte, chiameremo coni quadrici distorti, riguardandole
come deformate dell’inviluppo aderente al cono polare della conica
sulla quale risultano applicabili le curve polari delle sviluppabili
stesse.

Noi non staremo a sviluppare questa teoria. Avvertiremo sol-
tanto che dai risultati ottenuti si deduce subito che gli spigoli di
regresso di due sviluppabili derivate I'una dall’altra per una tra-
sformazione B, si possono porre in una tale corrispondenza che si
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ha al tempo stesso, coi soliti simboli

ds ds' @ i ds'

T T: p o ]

5

equivalendo queste due relazioni all’avere le curve polari delle svilup-
pabili assegnate ad eguaglianza d’arco eguale flessione. Di piti i piani
osculatori ai due spigoli di regresso nei punti omologhi in tale cor-
rispondenza, s’incontreranno lungo la congiungente dei punti stessi,
ciod tali curve risulteranno trasformate asintotiche 1'una dell’altra.

Come le trasformazioni B, delle coniche distorte, cosi anche le
trasformazioni B, di un cono quadrico distorto I, dipendono da
due costanti arbitravie: per una di queste costanti potremo assu-
mere la costante j che fissa le singnle quadriche omocicliche al cono
fondamentale. Fissato j, se consideriamo gli o' coni quadrici distorti
I, derivati da I'j,, mediante le trasformazioni B, , il luogo degli o'
punti degli spigoli di regresso dei 1", corrispondenti ad uno stesso
punto di I',,), sara una conica K e precisamente la conica in cui il piano
osculatore dello spigolo di regresso di I7,, viene a tagliare la qua-
drica Q') del fascio omociclico determinato dal cono fondamentale
C®) quando tal cono, seco trascinando la quadrica in questione, si
colloca col vertice nel punto considerato dello spigolo di regresso
di ', in modo che la generatrice di I'® e il piano tangente a T®’
pel punto stesso, coincidano colla generatrice e il piano tangente
di O ad essi corrispondenti nell’applicabilita di I'® su C*'. Sulla
superficie luogo delle coniche K, che lungo le coniche stesse &
inviluppata dalle singole posizioni della quadrica Q?), gli spigoli
di regresso dei I", sono caratterizzati dall’avere in ogni punto la
direzione della generatrice di Q}’ (dell’'uno o dell’altro sistema) pel
punto stesso.

Applicando questi risultati al caso particolare che il cono fon-
damentale sia di rotazione, siccome in tal caso per ognuno dei coni
quadrici distorti su di esso applicabili il rapporto della tlessione
alla torsione ha un valore costante eguale per tutti, otteniamo il
seguente metodo di trasformazione delle curve dello spazio ellittico

in cui & costante il rapporto della flessione alla torsione:
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Data una curva C dello spaxio ellittico tn cuz 1l rapporto . P

. . . 1 N .
della flessione alla lorsioue sia costante = Pt consideriamo il cono

quadrico d’equaxione
2 (2 2 2
@ (T + %) = Zoo -

Se questo cono seco trascinando una quadrica omociclica Q;
rotola sulla sriluppabile delle tangenti alla curva C, e al tempo
stesso striscia in modo che il suo vertice s mantenya sempre su
C, 71 luogo delle sexioni der piant osculatori di C colle singole po-
siztont della quadrica Q; é una superficie S, inviluppata secondo
le coniche stesse dalle x' posixioni della quadrica. Le curve di
questa superficie che in ogni loro punto hanno la direxione della
generatrice (dell’uno o dell’altro sistema) della quadrica conside-
rala che passa pel punto stesso, sono nuove curve C' in ruz ol rap-

\

i . . 1
porto ? i della flessione alla torsiome ¢ costante == PR
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