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In due memorie comparse nei Leipxiger Berichte (1897, pag. 342-
357 e pag. 369-410) S. Lie si occupa del concetto di invariante
integrale di un gruppo di trasformazioni e dimostra come la teoria
di tali invarianti possa considerarsi come un particolare capitolo
della teoria degli invarianti differenziali di un gruppo qualunque
di trasformazioni, da lui sviluppata, per i gruppi finiti nella sua
Theorie der Transformationsgruppen (Erster Abschnitt) e per i
gruppi infiniti nei Lespziger Berichte (1891, pag. 36 1).

Nella prima delle due memorie stabilisce le equazioni che defi-
niscono il pilt generale invariante integrale di un gruppo relativo
ad una varietd qualunque e osserva come per i gruppi finiti ne
esistano di relativi a una varieta di qualsiasi dimensione. Nella se-
conda memoria mostra come altrettanto non si possa dire affatto per
i gruppi infiniti, per i quali, relativamente all’esistenza sia degli
invarianti integrali che degli invarianti differenziali, possono pre-
sentarsi i casi pil svariati, e da alcuni teoremi che, in casi partico-
lari, offrono la forma pili generale di essi invarianti.

In un’altra parte di quest’ultima memoria si occupa dei van-
taggi che si possono trarre dalla conoscenza di noti invarianti
integrali di un gruppo ad un parametro generato da una trasforma-
zione infinitesimale X f nell’integrazione dell’equazione X f=0.

Trattando dapprima il caso particolare in cui, dovendosi integrare
Pequazione

xr=tL+nL+eL—o,

Q)

4
X
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si conosca un invariante integrale di superficie

f%ﬁ(x,y;x;lf’;q}dﬂidy ( =g_/‘;7 =%)

del gruppo ad un parametro generato dalla trasformazione infinite-
simale X/, trova il notevole risultato che, sotto certe condizioni
poco restrittive, pud, in taluni casi, risolversi 1’equazione Xf=0
senza alcuna operazione di integrazione, in altri con una quadratura,
nei casi piu sfavorevoli che si puod ottenere un moltiplicatore di
Jacobi dell’equazione Xf=0. I risultati in tal modo ottenuti non
sono da considerarsi come definitivi, nel senso che non & dimostrato
che con essi si sieno ottenuti tutti i vantaggi possibili.

In seguito considera il problema pitu generale trattandolo sotto
un altro punto di vista, cioé dal punto di vista della teoria dei gruppi
e riducendo il problema all’integrazione di un sistema di equazioni
alle derivate parziali, che ammette un gruppo, finito o infinito, di
trasformazioni. E con questo metodo che si possono ottenere le ope-
razioni che sono veramente necessarie per la risoluzione dell’equa-
zione X f=0. Sempre sotto questo aspetto il Lie considera il pro-
blemain unamemoria sui Videnskabs selskabets Skrifter-Christiania.
(Ueber Integralinvarianten und Differentialgleichungen, 1902), dove
mostra, con la considerazione di un caso molto particolare, come
queste sue teorie sieno suscettibili di una pratica applicazione.

Il presente lavoro non & svolto secondo queste ultime teorie, le
quali, & bene osservarlo, sono ben lungi dall’essere complete, ma
si basa sulle considerazioni stesse con cui il Lie tratta, nella seconda
delle due prime memorie il caso dell’integrazione dell’equazione:

Xp=td

male X f ammette un noto invariante integrale f < (x,y,%,p,q) dedy.

—|— " f —I— ~ = 0 quando la trasformazione infinitesi-

In esso mi cecupo di questioni analoghe a questa, o pitt generali,
ottenendo sempre dei risultati interessanti e non privi talvolta di
una certa eleganza. Cosi, dopo avere stabilito nel § 1 alcune propo-
sizioni, alle quali ripetutamente devo in seguito ricorrere, considero
nel § 2 i vantaggi che si possono trarre dalla conoscenza di n-1
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integrali di ipersuperficie

f'?i (T1y@asenny Ly Xy Doy Dayeroy Do) ATy d Xy odr,  (1=1,2,... 1—1)

v

con
oz ox ox

o= Pr= 0 o P g

che rimangono invarianti per la trasformazione infinitesimale

xr=t L +adp ol 4o,

"z,

e, sotto 'ipotesi che il determinante funzionale

d ("917 P2y ooy Py Enpn_“c.)
a (pl’er")pn)

non si annulli in conseguenza del sistema

<P1=0,-o-7c,9n—1=0 3 &11’71+~--‘|"5n]7n—¢=0a

riesco 0 a determinare, con sole operazioni di eliminazione e di deri-
vazione, n trasformazioni infinitesimali permutabili colla X f, o, con
ana operazione d’ordine uno, riduco il problema a quello dell’in-
tegrazione di una equazione Y f=0 in » variabili; che ammette n — 1
note trasformazioni infinitesimali.

Nel § 3 estendo le considerazioni del § 2 al caso in cui sia noto
un invariante differenziale

% %
¢ (@, Y,% Py 9) =a—x,q=@>

che ammette la trasformazione infinitesimale X f= & f f+C f

dimostro come in questa ipotesi si possano ottenere, in generale,
senz’altre operazioni che di eliminazione e di derivazione, diversi
moltiplicatori di Jacobi dell’equazione X f=0 e nei casi pitt sfavore-
voli pud ottenersi un tale moltiplicatore con sole quadrature; e che
d’altra parte, appena noto un moltiplicatore, si possono determinare
due trasformazioni infinitesimali permutabili colla X, indipendenti
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da questa e tra loro, mediante le quali ’equazione X =0 pud risol-
versi con altre due quadrature.

Nei §§ 4, 5, 6 considero un caso pitt generale, nel quale si cono-
scono k-1 invarianti differenziali

0 (Try ey @y Xy Prye oy D) (E=1,2,...k=-1)

ed h invarianti integrali
/q)j (wl,...,xn,x,pl,...,pn) de,...dr, (j=1,2,...,h)

del gruppo ad un parametro generato dalla trasformazione infini-
tesimale

xf=tdtel 4o +al 4oL,

",

e di pilt sono note n—h—F% trasformazioni infinitesimali

Xf=sg+adtota ol
ammesse dall'equazione X f=0; sotto la condizione che un certo
determinante non si annulli in conseguenza di un certo sistema di
equazioni ottengo sempre, nei casi pit sfavorevoli con qualche qua-
dratura, o con una sola operazione d’ordine 1, di ridurre il pro-
blema dell’integrazione dell’equazione X f=0 ai noti problemi di
Lie dell’integrazione di una equazione Y f=0 in e variabili con
m — 1 note trasformazioni infinitesimali, o a quella di un sistema
completo

Y f=0, Yy f=0,...,Y,f=0

in m variabili con m — ¢ note trasformazioni infinitesimali.
Questi risultati si possono estendere anche al caso in cui si co-

nosca un determinato numero di invarianti integrali e differenziali

di un gruppo a piu parametri. Per darne un esempio suppongo, nel

§ 7, che sia noto un invariante differenziale

cu duw Bu)

’15(13,?/,%,26,27#],7’) (p=a-x’ qzé?/’ 723_%
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del gruppo a due parametri generato dalle due trasformazioni infi-
nitesimali indipendenti

Qui la conoscenza dell’integrante differenziale ci permette, col-
I'ipotesi che in conseguenza del sistema

=0, n=8p+0'q+{r—0'=0, n=E8p+1fq+lr—o’=0

. . . 9 (p,m,m; . .
non si annulli il determinante —((—L’r;) , di determinare, con sole
)

operazioni di eliminazione e di differenziazione in generale, alcuni
moltiplicatori del sistema completo X,f=0, X,f=0, oppure di fare
questa determinazione con sole quadrature: anche qui la conoscenza
di un moltiplicatore del sistema completo X,f=0, X,f=0 permette
di determinare 2 trasformazioni infinitesimali, indipendenti tra loro
e dalle X,f, X,f, ammesse dal sistema

X1f=03 Xyf=0,

il quale pud quindi risolversi con altre due quadrature.

I risultati ottenuti si possono estendere, come facilmente puo
vedersi, al caso in cui, invece di esser noti invarianti integrali o
differenziali del 1.c ordine relativi alla varieta

Z=2% (L1, Tgyer.yLn)

dello spazio su cui opera la trasformazione infinitesimale

xf=t L +ad . 4o Tt

% )

sono noti invarianti integrali o differenziali del primo ordine relativi
alla varieta

P=3> (2, 25,...,%4,%)
dove ® & una variabile sulla quale la X f non opera.
Diciamo per ultimo che non rimane affatto dimostrato che i
vantaggi ottenuti in tutti questi casi dalla conoscenza degli inva-
rianti integrali e differenziali siano tutti i possibili.

f

u .






§ 1.

Proposizioni preliminari.

Nello svolgimento di questo lavoro dovremo ripetutamente ser-
virci di alcune proposizioni; per non interrompere in seguito il
corso del ragionamento colla loro dimostrazione, e per potere pit
facilmente e con maggiore brevitd richiamarle tutte le volte che ne
avremo bisogno, senza incorrere in ripetizioni, riteniamo opportuno
di raccoglierle nel primo paragrafo sotto forma di altrettanti lemmi.

Lenma I. — Se tra le due trasformnaxioni infinitesimaly

sr=ad tad o tagl

“ dur, oy,
) ) )
Xf=s,—x’i+egé—£2+...+sﬂs£

sussiste la relaxione _
(A X)f=vAf,

ove v indica una funxione delle variabili x,, x,, ..., %y, € st conosce
una soluxione ¢ dell’equaxione

Xg+qre=0

(con 1 costante), la trasformaxione infinitesimale

1
Bf=—+ Af
wn
¢ permutabile colla Xf.
1
Dall’equazione X ¢+ ;'; = 0, moltiplicando per_l—r f_a’_lﬁl , si ot-
[

tiene : 1 1

X'.;TI 4y =0,
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E siccome si ha:

1
(B,X) f = (A,%) f—X (—_) Af,
& oz
poiché &: ‘
- 1 1 Loy
(A, X)f=VAf, X<—1>=—__l_2x¢n=_£,
o) () iz
risulta:
B,X) f=
Levma II — Se
N T

12 .2 S
xifzegz>~£l+s;>£+...+g;>a—l; @=1,2,...,n)

sono n+2 trasformaxioni infinitesimali tra le quali sussiste lo
relaxione

(1) (A, B)f= z n Xt

st ha:
n ’l/ n

(33 -B(3E) =035 +2x

1 1

Dalla (1) si ricava infatti:

A@)—B ) =D n 8

A (B) — B () :Ei )y €8
T

A (@)= B (o) = 2 10 8.
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Derivando la prima di queste identitad rispetto ad «,, la seconda
rispetto ad ;,..., Uultima rispetto ad x,, ¢ sommando membro
a membro, nel primo membro otteniamo:

S, 2 (a60-Be0) =3 213, B3 0 2l

oo Pit] = ” 9B a .
RN _k N s Y7 2 2 g
edt &ds . Ox t ;s % ox, o, ;‘t T 3-17 axs b 443 O, exs

S A S 32 o 3 3
=?—As U'sé_x"‘s :tﬁi_ s Bs (Zt t) (21”3 t) (Zt t)

ﬁ“ iﬁyg(i)_ﬁ N N ﬂ_}_k‘ X, ()
T By 44T Tl T

1 1 1

Ne risulta la formola (2).
Lexua 111, — Se nella trasformaxione infinitesimale

Afma gt o gk btk

n
si esequasce la trasformaxione
Cy= 91 (Tyyeens @) 5 B1=Gs (T1y.. 3 @n) 5+ o o5 Tn= P (@1, ..., )
e indichiamo con
0
oy S gl
la trasformata di Af, si ha:

! n

i 92
v Ea + AlogD

1

JB
(3]
Q

J

Q)

1

ove é:

a(ola(ﬁ‘l, '\Fn)
a(wl,z:,, oy Tn)



12 T. Chella

Se nel determinante

| a'{x a'r'x or, !
. ex,  or, tor,

. . . dr; .
indichiamo con D, , il complemento algebrico dell’elemento -94';1, si ha
“k

subito, quando si pensino x,, s, ..., %,, come funzioni di ¢1,%z, ..., %y’

o, Ay
d, D’
ed essendo
oo/, & 90, oz,

otteniamo :

dalla precedente eguaglianza risulta:

2
}n: ad’i_i O Aix A _aij; CE i G A G ___a_'{i__
i Qu/; 4t Lk D 4T Qx, dw; | 44 &k D 44 dx; om,

Ora, sommando rispetto ad ¢, si ha

GO Ak a9 s G 995
ANER NI i N 9% 9% N
i ;k D 2141' oz, 0x; Zl Sx

e di piu
n ”n A n aﬁ,‘c‘ n ]‘nA ) n alog‘D
W. N ik 1."'.* [ ‘,r'; ) A ¢ ) 1 D
o £k D 21‘] % 0x; 3z, T/ K s D 3-17 axh 21 J A log
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Segue, come volevamo:

n

o aa’i . ,% ad
> 5, —21‘] 5, T A (log D).

1

<

Ly IV. — Se le n trasformaxions infinitesimals

O .'\
Ay Aofy. o nfaAf—’ha_f—i-Uz f+ Ao, a(;i

sono legate dalle relaxions

Ay (84 (1) = A (K4 (D) =i Arf oo 22 Aot

e di piv ¢ ol determminante

1 1 1
oy 02....0.,,,11
2 |
¥ ol
A= [+ 0
N n .
of az....an'

st ha:
n a
A (log ) =, 7 =040 b L MR A
J

(Per la dimostrazione di questa proposizione si veda S. Lie, Mathe-
matische Annalen, Bd. X1, pag. 510).

In cido che segue suppongo nota la conoscenza della teoria dei
moltiplicatori di un sistema completo, svolta da S. Lir nel tomo XI
dei Mathematische Annalen, e che & la generalizzazione della teoria
dei moltiplicatori di Jacobi relativi ad una sola equazione Af=0.
Aggiungero qui un teorema che ci permette di porre le equazioni che
definiscono il pit generale moltiplicatore di un sistema completo
sotto una forma per noi pit vantaggiosa di quella che si trova nella
detta memoria (a pag. 505).

Lis V. — Il moltiplicatore di un sistema completo di equazioni

W Af=od Lt b bl —0 =120,

"o,
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se sono soddisfatte le relaxiont

@) (Asy A =0 Af 00 Aef 4. N AT,
¢ defintto dal sistema di equaxioni

97
A‘@(M)—i—[ZJ aj]+)\ 1+)‘z 2+ +)‘z i— 1+)\2 1+l+ Fx:,rjl N[=0

(¢=1,2,...,7).
DivostrazionE. — Secondo quanto risulta dalla memoria citata

(a pag. 505) il moltiplicatore M pilt generale del sistema

o ; .
W ar=ad L el 12,000
& definito dal seguente sistema di equazioni

1 1 1

1 1 1 1 1
o) Oy e o, Oy eee Opy 0'1“+l '7'k+1 vee U
2 2 2 2 2 ? 2 2
9y Ogeue @y M + '"gj" a O eee Opq Opy Okgrees 229 M 0
A i3y -
279 | I Gy | ‘
’
” r r r ” ” r
oy Oy . Oy O eoe Opy Gpgs Ppgrec: Dy /
k=1,2,...,7).
Poniamo
1 1 1 1 1 1 1 1
Oy Og... O O eee Oy Oy o‘k—l—l"' O
2 2 2 2 2 2 2 2
A____. o] Sg...9% O voe Op1 Hpgpg ah_l_l...'l,.
= y Ah i =
ol oF o ” r ” r ”»
1 9 o0 e Oy O eoe Oy U‘7‘—|—-i a‘k-l—l"' A,

e notiamo che, sviluppando il determinante

1 1 1 1
O Op...0h Ohyy

=0 s=1,2,...
of dp...o oy ( 1250007)
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per gli elementi dell’ultima linea, si ottiene immediatamente

4) Ek By iof=A Oy gei -
1

Colle posizioni fatte il sistema (3) prenderd la forma

a( S Ak tM)

+2, Bogs) =0 (k=12,...,7)

0, se si vuole,

aM m,;r aM . aAk N )
A%“i‘zlﬂ Ak‘ia_xr-l_i_*" (ax ‘i“z )—0 (k—l,z,...,’r).

13 r+1

Moltiplicando per o ¢ sommando rispetto a £ da 1 ad », quando
si tenga conto della (4), risulta:

r aA N—r aA :

r<41

Ma dalla (4), derivando rispetto ad w,,,, risulta:

7.'1 aAk i ﬁ\ adk s oA 30:_‘_1
;k - 21470 B T, Frapi o, ; +a 0%,y

Sostituendo nella equazione precedente troviamo:

"Q a op gt —r 3.‘
(3) AA, (M)+MA,(4)+MA Z H-M Y Adz Ek “axd.:=0-

Se ora indichiamo con [of] il complemento algebrico dell’ele-
mento of nel determinante A, si ha da una parte

N P
(6) 2:‘ zkAk za —2 Zkz U,+k dk ..

Sx
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D’altra parte si ottiene:

TR & S T o
e e
o O) veennn o

B poiche dalla (2) segue

A (o) — Ay (a8) =2y b 403 od o ML o

ponendo
o ol e ol
af 7t et el
s s oS
Ds,j= AJ(”I) AJ(U’?) ‘A](/r)
ottt el
oy G o .o
avremo:
1 1 1
h OF «onens o,
7 I NN ai™!

Ag@f) Agd) .. A]) | =D, ;+M ;A

7 2 S %
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e percio:

(7 A (A) =zf D,;+A 1"]. M
(ove la sommatoriaz’j si intende estesa da 1 fino ad » con esclusione
1
del valore j =3s).
Inoltre abbiamo:

quindi
r r r r aas n—r r ” 8'78
N NI NI N K Nl \ "
D =S o 1 = . 4 LA
Z] 03T Ll ik 4 ‘["]al F;;Zk;l”*-ﬂ[ak]axr“?
& poiche &
g 3
21” af [2] =0, 214]' of [af] = A,
otteniamo

S D, , =83 NS N ) 22
7SI T T Ldl + 21‘ ‘1.416 hl‘j O5pei [ ] x . .
r 1

Sostituendo nella (7) ed in seguito il valore cosi ottenuto per
A (3) nella (5), tenendo conto della (6) si ha:

AAS(M)-}-AM}IZ g”‘ + AM g’: + AM\" M, =0

pilt brevemente potremo scrivere

aot

[ (M) + M 2.1 Z’,- M| =0;

dividendo per A 4 0 otteniamo le equazioni volute.

Ann, 8,2V,

»
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§ 2.
Utilizzazione di » — 1 invarianti integrali del primo ordine di
ipersuperficie che ammettono la trasformazione infinitesimale

szal%fl—l‘g. /AT S

* o, ? s o

1. — Si conoscano 7 -1 integrali relativi ad una qualunque
ipersuperficie x=® (2,, %,,...,2,,%) dello spazio z,a,...,x, ad
n—1 dimensioni, invarianti del primo ordine del gruppo ad un
pa{rametro generato dalla trasformazione infinitesimale

9
Xf=8& @1,..., X0, %) ;—wfl—}-&z (TyyeeeyTny %) %2—{—...—%

o P
+ & (@1 ey %) éx—i—}-{;(xl,...,wn,%) 9_,];

Supponiamo che essi siano

f B (Tryeeey@py Xy PryeeeyPn) A2, AT, .. diy
(1) e e
fgon_l(ml,...,acn,x,pl,...,pn)dwldxz...dxn

dove abbiamo posto

o 3P D

pl:%a p2=a—xz7""pn"“a_x;'

Se formiamo la prolungata X'f del primo ordine della Xf, con-

siderando questa come agente sulle p,, ps, ..., Pn, troviamo:
@ Xf=tgtad vora oLy
—i—%le 01— e P Gr,e) = o (Bo i t 10, 2) — oo — P By + 21 511,2)% %ﬁ
oot Joay 20 G 4 B — P G, 4 e); aj—)f
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o anche, se si vuole
. . 0
@) Xf=[apt&pet.. . +&pn—C, [l EipitEepet. . +E.py) 3_2 .

Poich gli integrali (1) sono invarianti per la trasformazione infi-
nitesimale Xf dovremo avere: (V. Leipziger Berichte 1897, pag. 347)

(3) X' ('Fz) "l" (El,x,‘i‘}h &1,z‘|'&2,z2+pg &2'2 +.. '+&7l,$n+pn En‘z) Ti= 0

(=1,2,...,n-1).

Ricordiamo ora che, dalla teoria delle trasformazioni di contatto
si sa che, se si pone

3W, of oW, af oW, of
Bif= oy 3x1+ p, o, Tt pn a—xn+
oW, W \| of
"}"(PlTp:"l“ D: 3p+ st Pan— Wi/é;/_
oW, f . oW, oW\ of .
—_(sx—: +_pl a%) p oo (813 + Pn a%>apn (?’—']’2)7

e, se si vuole, con 'uso delle parentesi quadre di Poissons,

Bf =W fl—W, &L (i=1,2.

ed inoltre

Bf=[W,/]— o

con
. oW oW
W == [Wl') -\Vg]’—‘wl ’ge + -w-z —§x\1

tra le trasformazioni infinitesimali (di contatto) B,f, B,f, Bf sussiste
la relazione

sz(Bn By f.
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(Per la dimostrazione si veda S. Lie: Theorie der Transformations
gruppen. Bd. II Y)).
Se noi facciamo

W1='~Pi y W2=§1p1+ézpz+---+&npn'—c
si ottiene
W=l¢, et A8 pa—C—¢: G ptbpete +60:pa - L) +

+ Pi,z £1p1+&2p2+~+&n pn‘-C) 3

ed aggiungendo al secondo membro di questa eguaglianza il primo
membro della (3), che & identicamente nullo, si trova (tenendo conto
della (27)

W= ©; (él,ml+é2,x2+- . -‘|‘&n,wn+C3) .

Se poniamo dunque

Aif=1[9s,f1—2%: g—];=

of 9 d ’ of
=i g, T i ‘agz‘"-""‘ Fi,p, é_a% + (91 i, pyt oo+ P Fiyp,—F14) %
’ ) C .90 )
— (%40, 1 $i, 2) épil = (3,0 +D2 %, 2) 5{; = oo = (4,0, HPn %i,2) @é

per la proposizione anzidetta, relativa alle trasformazioni infinite-
simali di contatto, troviamo che tra le trasformazioni infinitesimali

1) La proprietd richiamata (delle trasformazioni infinitesime di con-
tatto) € una conseguenza delle proprieta delle parentesi quadre di Poissons
e risulta subito dall’applicazione della nota formula. (E. Goursar. Equa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre, chap. VI)

[0 Wl £ | [ 1, w0 (17 w00, W] =0 1, Wi+

Ve tw, 14 L Wy, Wy
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A;f(¢=1,2,...,m-1) ed Xf sussistono le relazioni
Ai (X/(f))—X-I (Av, (f)) = [(Fz (gl,xl+£2,a12+ e +£.n,a:n+Cz7f)]—

o, of
P (gl,w1+-~ +&n,a:n+Cz) a‘—x

o, che & lo stesso,

@ A (X)X (R00)) = Crnt oo+ b, 48 Af+
+ ¢ [E,mtF- - o, o,
Di pit dalla (2) otteniamo:
X' (&, priepate . A Pt =—(E Pt A Pu0) iz Prbe. HE . Pn—L) -

Questa relazione, unita alle (3), prova che il sistema delle n
equazioni
L1 @1y ooy TuyZy D1y eeny Pu) =0
©o X1y ey @pyZyPryeeey Pu) =0
®)
Pt @1y ooy Ty Ly Pryeeey Pn) =0
Apit&pot... F+ i p—C=0.

ammette la trasformazione infinitesimale X'f.

2.— Facciamo ora I’ipotesi, che manterremo sempre nel presente
paragrafo, che gli »—1 integrali (1) sieno tali che il determinante

301,101 cplyﬁz tee cplypn

(.02’171 <F2y.p2 ce (F2,_pn

CP”'—lth (Fn—-l,pg cr 5?11—1,1;”
& & ..., &

non si annulli in conseguenza del sistema (5) e che quindi il si-
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stema (5) sia risolubile rispetto a pi, ps,...,pn?). 1 valori di p,,
P2y -+ -, Pn, che si ottengono per risoluzione da questo sistema, sieno

=P (&),...,@n,2) , Po=Po(@1, .0, Tn,%),...,

Pn=Pu(@,..., Tn, %),
ed indichiamo con
di,l y ai_g, ey U’i,n 3 B.,; (Z=1,2,...,n—1)

ci6 che diventano rispettivamente
(Piypl 5 givp? RN Cncivpn ) pl ?icpl+"'+pn (lciypn_(;i

quando in queste quantita in luogo di py, pe, ..., P, si ponga P,
Peyoooy Pa.

1) Vediamo subito che, qualunque sia la trasformazione infinitesi-
male X7, esistono invarianti integrali soddisfacenti a questa condizione.
Ed infatti la loro funzione integranda ¢ deve soddisfare alla (3); se allora
scriviamo questa equazione sotto la forma

op op d¢ op Ip op op
—=A, A+ HA B 20 440, S5 - Do
ox, 7 81;2+ 3 3x3+ + "axn+ 3%+ ! 3p1+ +ln pn +Dg
e ammettiamo che le A;, B, C;,D sieno funzioni olomorfe regolari nel-
I’intorno di un punto

Ly=Qy ey Xy =0y y =Dy, P1==0C1 ... Pp=20Cn,
S€ sono

lpl(xz')""x“)%?pl’"'1pn) Yyttt ’I’n—l(%a---v"vm%’pla'“apn)

n—1 funzioni regolari nell’intorno del punto xe=az,...... y Ln==Cn,
z2=b,pr==Cly.00... y Pn==Cs tali che il determinante funzionale
(1, d2y ooy b, B 1B Pt B pa—8)
9(Pr1y D2y ..ty Du)
guenza del sistema $1=0,...,4, 1=0,5 p1+...+E p.—E=0, esiste-
ranne n--1 soluzioni della (3) che per x;=a si riducono rispettivamente
a ¢1, ..., ¥n—1. Corrispondentemente a queste soluzioni si avranno n—1
invarianti integrali soddisfacenti alla condizione voluta.

non si annulli in conse-
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Dal fatto che il determinante funzionale

0 (@11‘?2,~")¢n—17£1p1+---+&npn—g
0 (P1y Poyeevy Pn)

non si annulla in conseguenza del sistema (5) segue immediatamente
che il determinante

al‘l al_g cene d’l,n

O9,1 Og2eeee Ogp

an—l.l an—l,z oo an—l.’n

& Eornnnn. ¢

& differente da zero, e che quindi le »—1 trasformazioni infinite-
simali

Aif”—_-ai.la—f““‘ f+ ‘|’ 1naf+{3 f

a0 o, Py

(=1,2,...,n—1)

sono indipendenti tra loro e dalla trasformazione infinitesimale Xf.
Come segue dalla relazione (4), si hanno le identita

Ai(&k)"—xl((?i,ph) = (&1,:1:{!‘&2,:&:2""---+&n,xn+C) ¥i, py,
k=1,...,n)

, (i-1,2...n-1).
A Q=X (Pisi, pyt e+ PnBiyp, — i) = '

=(&1,w,+&.2,x2+. .o +&n,x”+z) (plﬂpi,pl““. . -‘—pnfpi’pn - 5,51)

Sostituiamo in queste, sia in un membro che nell’altro, in luogo
di py, Pay ..., p, rispettivamente P,, P,, ..., P, e rammentiamo
(S. L, Theorie der Transformationsgruppen. Bd.1, pag. 110) che,
indicando con ® una qualunque funzione delle =, %, ..., %Tn, ¥,
Pry---yPn © con [P] cid che essa diviene quando in luogo delle
P1yP2y .-, Py sl mettano le Py, P,,..., P,, dal fatto che il sistema (5)
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& invariante per la trasformazione infinitesimale X'/ segue !):
[X’((D)] — [X [cb]] =X [®].
Dalle precedenti identita si deducono allora le altre

Kz‘(&k)_x—(ai.k)=(&l, oyttt +0) 0k
k=1,...,m) (=1,2,2,...,n-1),
A () — X (B) = (B, a toeetbnym, +00) B

le quali provano che tra le trasformazioni infinitesimali A,f, X f sus-

1) Si richiede perd che il determinante funzionale
(s s fnns it pu—l)
2 (plap2v"'apn)

non si annulli in conseguenza del sistema (5), perché la proprieta di cui
ci si vale é la seguente:
Se il sistema di equazioni

(@) Q (.. )=03 .05 Q @1y, 2,)=0

ammette la trasformazione infinitesimale

n . a
Xf= Zi ¢, (x,,wg,...,xn)a?f

ed il determinante funzionale

0 (R, 2,00, )
R . |

non st annulla in conseguenza del sistema (a), cio che porta con sé che il
sistema (a) sia risolubile rispetto ad xi,x2, ..., Tn, Supposto che esso dia
per risoluzione

x, ='7Cl(xn—m+11'“)xn) yoeees xm'::F'n—m(wn—m-l-ljﬂ' ] xn)

ed indicando col simbolo [ ] la sostituzione xy=01,Le==03, ..., Ln—n=Fn-m

st ha:
[x @] =[x 1+1]

dove ® indica una qualunque funzione delle x1, @2, ..., %n.
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sistono le relazioni
(6) (Kt)X) f=C,x+E, %+ . +En, 2,4C,) K,f

Da queste relazioni, pel lemma II, otteniamo immediatamente

X(Sg_;;;l_i_aa”_‘_ _{_90“, aﬁ)+

. 00 1 v, o B
F Crn et Ea +C2) ( g ey B )

cios che le quantita

ay'z 1
ox,

Q)

a,o a'z .
o T T =12, e

sono altrettanti moltiplicatori dell’equazione Xf=0. Per proprieta
note dei moltiplicatori di Jacobi vediamo allora che le % — 1 quan-
tita (7), che #n generale saranno funzioni polidrome delle varia-
bili @, a4, ..., 2,,%, ci forniranno coi loro rapporti soluzioni del-
lequazione X f=0. Potra darsi in alcuni casi che in tal modo si
possano ottenere 7 soluzioni indipendenti di questa equazione; essa
sarebbe cosi integrata con sole operazioni di eliminazione e di diffe-
renziazione. Ma c¢id non sempre si verifichera, anzi potra darsi che,
in casi speciali, riescano tutte le quantitd (7) uguali allo zero.

Supponendo dapprima che cio non avvenga, indichiamo con M
una delle quantita (7) che non sia nulla: poich® sono soddisfatte
le relazioni

(Kz ) X) f= (81,x1+82,12+-- -+en,w%+ Cz) Ki f

ed &
X(M) + M (gl,w1+$2,x2+- * '+8n,xn+cz) =

se ne deduce (basta fare nel lemma I Af=A,f,p=1v="E{ o+... +

+&n,mn+C1)
1
(ﬁ A—i 9 X.) f=

Raccogliamo i visultati ottenuti nel
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Trorevs 1. — Noti n—1 integrali del primo ordine, dell iper-
superficie dello spaxio %, x,, ..., Tn, della forma

f 1 (@ryeesy Tpy Xy Pryeney D) A1y ooy Ay 5 oue

fzpn_l(wl,...,xn,x,p yeery Dn) oy dacy ... docy,
che ammettono la trasformaxione infinitesimale
0 0
xi=eL+adrotrad+od,
se 1l sistema delle n equaxioni
=0, ¢,=0,...,0,,=0, Ep+&Epet ... +Eapa—L=0
non ha per consequenxza Iannullarse del determinante funxionale

0 ("Pla(Fm ""?n—17&1p1+---+541pn_C)
0 (phplv"'vp’ﬂ)

ed ¢ quinde risolubile rispetto alle quantita Py, Pz, ..., Pny € S€ SON0

p=P (@),...,%0,2) 5 Po=Py(x,..., %0, 2);

Prn="DP, (@1, ..., Ty, %)

ey

@ valori che se me ottengono per risoluxione;
indicando con

Oily %429 00y Oimy Bs
cto che divengono rispettivamente le funxions
?i,p; ; Qpiv_pﬁ .7 v 7 'Iciyﬁn ; pl scin1+"‘+p” (Pivpn - (pi
quando @ Py Psy ..., Py st sostituiscono Py, P,,..., P, e ponendo
T d ) f f
Aifzo'-i.l %”{‘%2 i—l__l_azu "’f“@
1 L
st ha che le quantita

Qo , 371 P

z " a@
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sono altreltanty moltiplicators dv Jacobi dell equaxione X f=0; e,
rappresentando con M una di esse, se v’é, diversa da xero, tra
le n—1 trasformaxioni infinitesimals indipendenti

1 — 1+ 1 -
ﬁAlf7 ﬁAzfv R ] EA'”~1f

e la trasformaxione infinitesstmale Xf sussistono le relaxioni

(ﬁA@L):O.

Vediamo cosi che se una almeno delle quantita (7) & differente
da zero, si possono determinare (con sole operazioni di eliminazione
e di differenziazione) » -1 trasformazioni infinitesimali ammesse
dall’equazione Xf=0; l'integrazione di questa equazione & quindi
ricondotta ad un noto problema.

3. — Anche nel caso in cui tutte la quantita (7) sono nulle pos-
sono sempre determinarsi, con operazioni di eliminazione e di dif-
ferenziazione o al pit eseguendo una operazione d’ordine 1, n—1
trasformazioni infinitesimali ammesse dall’equazione Xf=0.

Per far questo cominciamo coll’osservare che le 7 equazioni

(8) Af=0, Af=0, ..., A, ,f=0, Xf=0
possono formare un sistema completo, o no.

~

Se il sistema (8) & completo potremo determinarne, con una
operazione d’ordine 1, la soluzione n. Eseguiamo allora la trasfor-
mazione di variabili

J J ] U J /
=%, Ty=xy, ..., 0o =&,_,, Cp=1n, =2

¢ indichiamo con

K’if:a’,z'.l éa?f'l’{“---‘i_a'i.n—l of + & %

0% 1y dx

' ' d "
Xf——_—- é S—xf,‘l—}—'..._l—&n—l ajf + Cl a_f

,n—l oz
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le trasformate di A,f e di Xf. Si avra:
@.f, Xf)=v Kf
ove v & la funzione trasformata di v=}::i §i,2, + .. Valendoci del
lemma III, ed osservando che & ora:
or

oz,

nloag, o on
2 amj +a'—”+X( Sac)'

n,

D=

si avra:

Draltra parte si ottiene:

f ’ 1 A’

axn an
X (Sao: ) or\\ +
4+ (3*: Af — <V+X (log E)) A
an)
Ponendo percid:
1 , 2 0
—TA‘if_—Cf_(zl f+ Yin—1 /f z—’:
l a a (]
%y
n—1 a&/

potremo scrivere:
©C.f, X7)=pnC.f.
Se indichiamo infine con A’ il determinante:
T Tig «+ o« T1,n—1 o
T To,2 « o T2,n—1 Oy

Tn—11 Tn—12+++ Tn-tn—1 On—1

&'1 6’2 é’n—l C’
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dal lemma IV risulta

X (log Aj—p=—-(n-1)p,

ciod:

X' (logA)+ nm-2)pA=0;
sicch®d, se nel lemma I facciamo:
Af=Af, o=, v=p, p=n-2,
vediamo che le # -1 trasformazioni infinitesimali:

1 -, 1 -, 1 -,
n——f_—_Aif7WAif7"‘?WAﬂ—lf

s Ve V&
sono permutabili colla X'f: eseguendo in queste trasformazioni infi-
nitesimali la trasformazione inversa della

J 4 . Joo . "
Ci=Cyy ooy Xy =%y} Xy=1"T 3 ¥ =2

otteniamo, se vogliamo, n — 1 trasformazioni infinitesimali permu-
tabili colla Xf.

Se il sistema delle equazioni (8) non & un sistema completo tra
le alternate delle trasformazioni infinitesimali:

Afy Aoy Af

ve ne sard una almeno che non sia una combinazione lineare delle
Af, Aofy..., A,if, Xf: supponiamo che essa sia lalternata:

Bf=(A;, A f.

Ponendo allora come sopra:

J03

-
V= j gj,zj + Gz

1 ne.

e rammentando che sono soddisfatte le relazioni (6):

(6) A, X) f=vA,f
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dall’identita Jacobiana:
(@A, X) + (@, %), K + (X, 5), &) =0
segue immediatamente :
(9) (B, X)= (&, vy &)+ (vAy, ) = 2y Bf — A, () Auf+ A, () Aof.
Poiché le n+1 trasformazioni infinitesimali:
Af, Asfy ... A, f, Bf, Xf

sono indipendenti, le loro alternate dovranno essere combinazioni
lineari omogenee di esse medesime: supponiamo che sia:

E B f =3 e &+ e Bf+ eon XF

—

n-—

(Rus B f =2 15 &5 40 B+ Xf

ove le ¢;, v; sono funzioni delle variabili z,, %, ..., %, 2. Dalle
identita Jacobiane:

(&), X) + (B,%), &) + (X,,B) =0
(@,B), X) + (B, %), &) + (X, %), B) =0

tenendo conto delle precedenti relazioni insieme alle relazioni (6)
e (9), risulta:

(S e K freuBr e XF, Xf) +
+(2va-Kk(v)Lf+L (\,)th,Klf) 4+ (B,ui,f):()

(”gj 05 A 40 Bf + 040 Xf, X \ -

/

+ (2vBf = B0 () Kif+R,0) Bufy Maf) + (B,v Buf) =0
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dalle quali, eseguendo, ed eguagliando a zero i coefficienti di Bf
si ha:

X () Fven+3A,(»=0
X))+ v +3A; (v)=0.

(10)

Se fosse dunque ad un tempo ,~1,=0 risulterebbe A ; (v)=A; (v)=0
e la (9) diverrebbe semplicemente:

B,X)f=2vBf.

Ma anche nel caso in cui ¢, ed 7, non siano ambedue nulle pos-

siamo facilmente determinare una trasformazione infinitesimale B f
tale che sia verificats la relazione:

(B,X) f=2y Bf.

Prendiamo infatti:
Bf=38Bf+ nAif— e Auf.
Si trova subito:
B,X)=3 B, X)+71, (A;, X)—en (An, X) = X () A; f4+X () Arf= |
_3(2va A, () A, f+A, (v)Akf)—}—
F v Aif=env Auf =X (1) Ai f+X () Arf;
e dalla (10) segue immediatamente:
(B,X) =2v (3 Bf+ 1 Acf—ea Auf) =2 BY.

Se ora &:

Bf_gnl'\af+ n?af+ + f—l_ﬁnf

Pnan ox, oz’

avendo riguardo alla precedente relazione ed alle relazioni (6), il
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lemma IV ci da che il determinante:

911 Oz ... O, Bl

Ogy  Claz « -0 Oppn [

............

soddisfa all’equazione:

X (log A"Y—v= - (n+1)v,
ciod si ha: X(A“) +72‘/ A —0.

(Si noti che il determinante A" & certamente diverso da zero, poichg,
essendo indipendenti le trasformazioni infinitesimali A,f, ..., A,_f,
Bf, X[, altrettanto accade delle trasformazioni infinitesimali

Adfy ..oy Aufy BY, XFf).
Possiamo ora nuovamente applicare il lemma I; e facendo in esso:

Af=Af, v=v, ¢=4A", 1=n
e successivamente:

n
B

&

Kf:Ef') v=2y ) 'F':A"’ =

vediamo che le n trasformazioni infinitesimali:
1 — 1 - 1 =
M_Alf,...,n—#A",lf, n_Bf
‘\/A” \/AII »\/Al&
sono permutabili colla X7 Si ha cosi il:

TroreMA II. — Nelle stesse wpotesi del teorema 1, anche se sono
nulle tutte le quantita:

97,1 L 970 | + 9% 4
cxy,  dx, ' dx, ox’
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se le equaxions:
KleO ) _Azf=07---7~An—1f=07 Xf=0

formano un sistema completo, determinata (con una operaxione
dordine 1) la sua soluxione, si pud avere subilo un conveniente
fattore pel quale moltiplicando le trasformaxions infinitesimals:

Afy Bofy ooy Apdf

se ne ottengano altretiante trasformaxioni permutabily colla Xf;
se invece le equaxiont dette non formano un sistema completo po-
tranno ottenerse con sole operaxiont di eliminaxione e dv differen-
xiaxione n trasformaxiont infinitesimali permutabily colla Xf.

Vediamo cosi che il problema della integrazione dell’equazione
Xf=0, quande la trasformazione infinitesimale Xf ammetta n —1
noti invarianti integrali soddisfacenti alle condizioni imposte nei
teoremi precedenti, pud sempre ridursi a quello della integrazione
di una equazione:

o of _
Yf——’loa—%‘i“fu@l-l“w-“i‘ﬁmaxm—o

che ammetta m note trasformazioni infinitesimali.

4. — Applichiamo i risultati ottenuti al caso speciale che sia
proposto il problema di risolvere l’equazione:

0
Xf=¢& (), %, 03, %) —f + & (@1, @y @5, 2) =
ox, x

0
o 010 3 80, 8) 5L € (01, 20, 8) o = 0

quando essa lasci invarianti due integrali della forma:
f’Pl (@1, s gy %, Py Poy Ps) Aoy davy dicy

j C2 (T1y Xy Tyy %y Pry Pay Pa) dix, d, du,

Ann. 8, N. 3
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e tali che il sistema delle tre equazioni

¢ (xlawiax3,xapl?1)27p3) =0
@1 (X1, Tay T35 %y P1y Pay Ps) = 0
&+ &2P2+ 83]’3— t=20

non abbia per conseguenza l'annullarsi del determinante funzionale

3 (p1yes & it-Ee Po+ pi—0)
0 (P1y Pey Ps)

Secondo quanto abbiamo veduto potremo determinare due tra-
sformazioni infinitesimali:

1f=’1118f+ 1zaf+ af"l“slaf

1 3 ax
Azf—”u af—|— 22~‘f+ O2,3 f‘*’pe f
soddisfacenti alle relazioni:
(Ki y X) f= (glyx1+g27w2+£3! o tC:) lzf (t=1,2).
Se le quantita:

(1]) aal 1+3012+3a13 3@1 . 8021+30'22 372 3+aﬁz

0%, ox, + o,

che sono due moltiplicatori dell’equazione Xf=0, non sono al tempo
stesso tutte e due nulle, e si indica con M una di esse differente da

zero, 'equazione Xf=0 ammette le due trasformazioni infinitesi-

1

mali M—Alf , ﬁAQf ; se allora le tre equazioni:

1 1
Af=0, 5 Af=0, Xf=0

formano un sistema completo, determinata la sua soluzione con una
operazione d’ordine 1, si avranno le altre due soluzioni dell’equa-
zione Xf=0, nei casi piu sfavorevoli, con due quadrature; se il
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sistema detto non & completo, nella alternata:
1 1
(57 &F » 5p A

avremo un’altra trasformazione infinitesimale ammessa dall’equa-
zione Xf=0: ed allora, essendo note tre trasformazioni infinitesimali
ammesse da questa equazione, essa potra integrarsi con quadrature
(al massimo tre) o, nei casi piu sfavorevoli, risolvendo una equazione
di Riccati (Lix, Scheffers Vorlesungen iiber Differential gleichungen
mit bekanuten infinitessmalen Transformationen. Kap. 25, § 2,
Theorem 49).

Se le quantita (11) sono tutte e due nulle, potremo sempre distin-
guere i due casi che le equazioni:

Af=0, Af=0, Xf=0

formino un sistema completo, oppur no. Nel primo caso trovata la
soiuzione u, del sistema completo bastera che consideriamo i due
sistemi :

Af=0, Xf=0; Af=0, Xf=0;

di ciascuno di essi conoscendosi una soluziohe, u,, ed un molti-
plicatore, ’unita 1), possiamo determinare 1’ulteriore soluzione con
una quadratura, e cosi avremo altre due soluzioni u, ed u; della
equazione Xf=0 indipendenti tra loro e dalla soluzione wu,. Nel
secondo caso noi potremo ottenere tre trasformazioni infinitesimali
(ciod Ayf, Aof, (Ayf, Ayf)) ammesse dall’equazione Xf=0, le quali
¢i permetteranno di risolvere questa colla risoluzione di una equa-
zione di Riccati. Abbiamo dunque che:

Se la trasformaxione infinitesimale :

xf=t e lye 4o

e L
L, ox; ox

') Per veder questo basta formare, col lemma V, le equazioni che
definiscono rispettivamente i moltiplicatori dei due sistemi, tenendo conto
che le quantita L§ . sono nulle,
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lascia invarianti due integrali:
f% (@1, Tz, Ty %, Pry Pay Ps) Ay diy dy

f’.% (X1, Ty X3y %, Pr1y Py Ps) A%y A2y A

del primo ordine, relativi all’ ipersuperficie dello spaxio x,, %, ,; X,
Vequaxione Xf=0, ove non sia risolubile con sole operaxionsi di
eliminaxione e di differenxiazione, si puo risolvere per quadrature
(al massimo tre) o, ner cast piit sfavorevols, con una operaxione
dordine 1 sequita da due quadrature.

§ 3.
Utilizzazione di un invariante differenziale, del primo ordine,

di superficie che ammette la trasformazione infinitesimale

X[ = @,%) L0, 5,7) A€y, A) oL

1. — Si conosca un invariante differenziale di superficie del primo
ordine :

W e@yrpa) (=

% _a_x
o’ q_8x>

del gruppo ad un parametro generato dalla trasformazione infini-
tesimale:

xf—e a4l

Ponendo:
' ) 3
K=t bnd b e L bt @ortn) g trotnn|
/4
@) + gc,,+cz 1=p e —atnrng) L =

=[Ep+09-¢,f1— (&p+nq—C)%£
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si avra, come risulta dalla teoria degli invarianti differenziali,
X () =0
o, se si vuole, indicando con @ una costante arbitraria,
(3) X' (p—a)y=0.
Questa equazione ci mostra che il sistema delle due equazioni:
) @y, %P, Q) =0, Eptng-L=0

& un sistema in involuzione; percid se risolvendolo rispetto a p e g,
supposto che sia risolubile, otteniamo:

p=P@&,z,2,0) , ¢q=Q(x,y,%,0q)
I'equazione ai differenziali .totali:
dx=Px,y,x,a)de+Qx,y,x,a)dy
sara illimitatamente integrabile e il suo integrale generale
u(r,y,x,a) = cost.

c¢i dard I’integrale completo del sistema (4) e quindi una soluzione
dell’equazione Xf=0 dipendente da una costante arbitraria.
Si noti ancora che dalla (3) e dall’essere

X Eptng-0)=—(Ep+tng -0 Ep+n.9-C.)

segue che il sistema (4) ammette la trarformazione infinitesimale X'f.

2. — Se, con

p=9-a,
poniamo: of
A/ | 9
o of
T Yt =) 5y — Wetp ) 5 — (Futad’) 5o

e teniamo conto che, come risulta dalle (2) e (3), &

Ep+ng-C 7 ]—Eptng -0 ¢, =0
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ne risulta, col medesimo procedimento del § 2, n. 1, che tra le due
trasformazioni infinitesimali (di contatto) X'f ed Af sussiste la
relazione:

’ ) ' )
A, X) f=[¢ C~-pti—qn), [l—% E-p&—am) a—];
che si pud porre sotto la forma:

(A, X,)f= (Cz_paz - q’]z) Af+"?’[cz —Péz—(ﬂlu f]

Da tale relazione, uguagliando i coefficienti che hanno nel primo

) 2
e nel secondo membro 2—f , o , ‘1, troviamo:
oxr ' dy ' o

A —X () =(C-pl—qn) ¢ T+ 7&

Am) —X (¢) = (C.—pt —qn.) o + ¢
A Q) = X (p¥ ¥ %) = Cp &mqn.) (p¥pta ¥ o)+ G
Indichiamo ora con

a(@,y,%,0) 5 B@,y,%,0) ;5 1@ ¥,%,0)
cid che divengono rispettivamente:
¢y Fos PYeHqY—¢
quando in luogo di p e di ¢ si pongano P (z,y,%,a), Q (x,y,%,a),

e poniamo:

of  of

— of
Af——da—x—i—ﬁé—y oy

T

Supponiamo di pit che il sistema (4) non abbia per conseguenza
o ¥
1

Pannullarsi del determinante , ciod che sia:

a B
t& n“o'

Poiché il sistema (4) ammette la trasformazione infinitesimale
X'f, rammentando la nota a pag. 24, vediamo che, facendo nelle
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tre precedenti identita p=P, ¢=Q, si ha:

AR —X(@)=(¢-P&-Qn)a
Af) —X@E = -P&-Qn.) B
K(C)"—X(“f): (.- P&, ‘an)'f‘

Da queste identita segue la relazione:
(A&, X) f= (- P& —-Qu) Af,

la quale ci mostra che le due equazioni Af=0; Xf=0 formano un
sistema completo; la sua soluzione u (x,y, 2, a), che pud ottenersi
con una operazione d’ordine 1, ci dara una soluzione dell’equa-
zione Xf=0 (questa soluzione & quella stessa che, uguagliata ad
una costante arbitraria, da 1’integrale generale dell’equazione a
differenziali totali dx =P dx+Qdy).

Notiamo subito che, se nella trasformazione infinitesimale Af
diamo ad ¢ due differenti valori @,, @, ed indichiamo rispettivamente
con gli indici 1, 2, le sostituzioni a=a,, @ =a,, le tre trasforma-
zioni infinitesimali

Klf ) —A—2f bl Xf
sono indipendenti. Ed infatti se cosi non fosse dovrebbe aversi:

Aof =)0 Asf + p Xf
e quindi:
sp=ho4p.& , B=AB+pn, =rAn+pt
Ma essendo:
7= (P tq¥, - ¢ pmbgmo=Pa+QB,

le quantitai P e Q soddisfano, oltre che all’equazione lineare

Ep+1q-C=0,anche all’altra ap+Bg— v =0, cid che pud esprimers
dicendo che i due sistemi:

¢=a, {ptig-C=0; aptiq—1v=0, Eptng-L=0
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sono equivalenti. Ora, avendosi:

9P +g — e = (up+fg = 1) + v Ep+ng—0),
dovrebbero essere equivalenti i due sistemi:
up+hg—n=0,Ep+19-L=0; oop+fg—7.=0,Eép+ng—L=0
e quindi anche i due sistemi:

p=a, Pp+g-t=0; ¢=a,, Eptng-{=0,
e questo evidentemente non pud darsi.
Abbiamo dunque che:

TeoreMa 1. — Noto un invariante differenxiale di superficte del
primo ordine :
¢ @y, %,P,9)

del gruppo ad un parametro generato dalla trasformaxione infi-
nitestmale:

)
xf=tLtqd e,
se ol sistema delle due equaxioni:
@ (x,2 VA D, g) =a &p-{-‘qq—C:O
%o

& 1
¢ quindi risolubile rispetto alle quantita p e q, e se sono:

non ha per consequenxa Uannullarsi del determinante ed

p=P(‘”7ya%,a) ) q=Q(x,y,%,a)

¢ valori che se ne ottengono per risoluxione;
indicando con:

a@,y,%) , B@,y,%) , 1@ y,%)
cio che divengono rispettivamente le funxioni:
¥y Fuy PErTeP,—¢ (con ¢’ =0-a)
quando a p, q st sostituiscano P, Q e ponendo:

A—al o i 15

%
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si ha che tra le trasformaxioni infinitesimali Af ed Xf sussiste
la relaxione:

(A, X)f=(C.-P&. -~ Qu.) Af

¢ che, se indichiamo con A.f, Af le trasformaxioni infinitesimali
che st ottengono dalla Af dando ad a due valori distinti a,,a, le
tre trasformaxionty infinitesimals

Af, Af, Xf

sono indipendenti tra loro.

Da quest’ultimo fatto segue anche che, se nella anzidetta solu-
zione w(x, ¥, %, @) diamo ad a due valori distinti @, ed a,, essa deve
fornirei due soluzioni indipendenti dell’equazione Xf=0; cosi ve-
diamo gia che Pequazione Xf=0 pud, nelle ipotesi fatte, integrarsi
con una operazione d’ordine 1.

3. — Poichs la funzione ¢ (x,y, 2, p, q) soddisfa all’equazione
X'9=0, se ne deduce, per derivazione rispetto a p e q:

X (2y) = (P&:+qn. =€) % + Etp&) 5 + E+q ) ¢,
X' (pg) = (P& +qM: — L) £ + (utPNe) 9 + (y+q72) % -

Applicando la trasformazione infinitesimale X'f al determinante

"Df’ 4| §i trova subito:
¢ 1
N : '
X' ( gp qq ) =1 X () — EX'(p0) 0 X (1) —p, X (¢)

e, tenendo conto delle due precedenti identita,:

X %’ ¥ = (pi.+qn.~L.) 2’”‘: +§n(&x+péz)~&('?1x+pn:)+X(n) g+
+ et — s 4an) —X O] ¢ =

—(pE e Pp Pq o | P Pal (s, g,

._(p:-f'q/];”’cz) & 0 +(£1+f]y) é " +s(ﬂz.ﬁp_&z'\9q)+\!z ’I—s/]:) (p’?p"’qsoq).
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Poniamo ora in questa in luogo di p e ¢ le funzioni P (z,y,%,a),
Q (z,¥,%,a) ed indichiamo con ® (x,¥y,%,a) il determinante:

o B
€

[4r]
Pp  Pa

€ 1

»=P, Q=Q

Rammentando la nota a pag. 24, si ha:
X (@) = (P&+Qu.~L:) @ + (Eatny) © + C (n:0-50) +
+ (En—En.) (Pa+QP).
Se osserviamo poi che & {=P§&+Qy, vediamo che & anche:

¢ (.2—5.8) + Eantn.) Pat+Qp) = EP+1.Q) (qo—Lf) =

e quindi:
(5) X (@) = § (Gt 1) + 2 (Pe+Qr.—C)] @.

Consideriamo allora, invece della trasformazione infinitesimale
Af, Daltra:

Af o df B Of v

\/q) \/‘1’ o vq) oy \/6 %

e formiamo l’alternata:

A xp) _&XF X (@). Af.

(\/E’ f) V<1> +2¢>V<1>

- Siccome & (A, X)f=(, - P& —Q1.) Af si ottiene:
A xp) =l Q. X@n A7
(5 )=k e v

e in forza della (5):

Af X> Gttt Af
—, Xf —.
(v 2 Ve
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Af

\/CD
dando ad @ due valori distinti «,, a,, si possono ottenere due tra-
sformazioni infinitesimali indipendenti tra di loro e dalla Xf. Pos-
siamo dunque dire che:

Trorema II. — Nelle stesse ipotesi e colle stesse posiziont del

C . ]
teorema I, se st indica con ® (x,y, x,a) la quantita : , tra

le due trasformaziony Xf ed ;‘/&—é sussiste la relaxione:
P
i Xf>=5x+7/h,+cz Af
Ve roove
Inollre se indichiamo con ®, e ®, cio che diventa ® rispetti-

vamente per a=a,,a=a, le tre trasformaxions infinitesimals :

Af Ay
Vo Yo

sono indipendent.

4. — Per brevita facciamo ancora le posizioni seguenti:
A
B =L my Ao w8y
Vo Vo
v="_&+n+C.

Sara Cf una combinazione lineare delle trasformazioni infinite-
simali B,f, B,f, Xf:

Of = = B/f+ ¢ Bf 4 Xf

dove w, g, 0, sono funzioni note delle variabili =, y, 2.
Essendo soddisfatte le relazioni:

v

(6) (B, X) =5 Bif , (B, X) =1 Bof
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dall’identita Jacobiana:

(B B, X) + (B, X), B + (X, B), Bo) =0,

che pud anche scriversi:

(B e B XXM + (3B B )+ (—5 Bf,Bf)=0,
si ricava:
X (x) + 57— By (%):o
o X )+ 5o+ B (5)=0

\ X (6) +ve=0.
Di pit se &:

Br=ad gL 4ol

Bf—a(zaf+p(2 f+ (2af

%

dalle relazioni (6), per il lemma II, si ricava:
gBl(") X (o4 E0 440 — = (D404 = 0
(8) v v

( By () — X (248010 — 5 GE+E+0) =0,

Sottraendo dalla 2.2 delle (7) la 1.2 delle (8) e aggiungendo alla 1.*
delle (7) la 2.2 delle (8) si ottiene:

X (pt o+ 8 +10) + 5 (ol tE+E) =0

Xz~ —1?) + o (o) =0,
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dalle quali risulta immediatamente:
X ([p+o@+ B0+ 191) + v [o+ o+ B+ = 0
X ([r—alp—)—121) +vls—o@—f -0 =0,
cioé che le quantita:
b+ B+ 017 [ = o= 6 =2

sono, come la quantitd 5, dei moltiplicatore dell’equazione Xf=0.

Se 8 6 =0 possiamo ottenere un altro moltiplicatore dell’equa-
zione Xf =0 nel modo seguente. Applicando I’operazione B,f al
primo membro della prima delle (7) e l'operazione B,f al primo
membro della 2.2 delle (7) si trova:

B, (X (0) + 5 B0+ o B ) 4 BB () ) =0

B, (X(1) + 5 Bi(s) + 5B, (%) _ B, (Bz(

\

0

pol <

2

e, tenendo presente che, per essere (B,, X)f= —;— Bif, By, X)f= %Bzf,
si ha:

B, (X (n)) —X (B1 (n)) 1 —; B,(x)

B, (X (1) =X (B. ) + 5 B: o),

sostituendo nelle precedenti identitd otteniamo:

X (B, (3)) +vBy() + =B, ({7) _B, (B2 (%)) —0

X (B4 () + v Bel) + 0B ) — B (B, (3)) = 0.

Sommando, e osservando che per essere 6 =0 si ha

n )= o)
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otteniamo

X (B, (@+Bs(0) + v (Bu(m)+Ba(r)) = 0,

ciod che la quantita B,(z)-B.(r) & un moltiplicatore dell’equa’
zione Xf=0.

Possiamo allora enunciare il

Trorema 111, -— Se, nelle tpotesi dei due teorems precedents, indi-
chiamo con :

.

—Klf—-rlaf (13f la_f
Blf—~v—'_(I_:—A() ég—*_kj()éé_/_}_.r()ax
Bxfz Ei‘:a@) gf_‘_‘_ {3(2 af__l_ ‘(2 af

£e

le due trasformaxiont infinitesimali indipendenti tra loro e dalla Xf

dedotte dalla Kj& i per a=a,, a=a, Ualternata (B,,By)f si com-
[

porra linearmente colle B,f, B,f, Xf e, posto che sia:
(B, By) f=Cf =a Bi/f + ¢ B)f + s Xf

le tre quantita:

R B A A
sono tre moltiplicatori dell equaxione Xf=0.

Inoltre, se ¢ 5=0 si ha un moltiplicatore di questa equaxione
anche nella quantita:

By (m) + B (p) .

5. -— Siamo ora in grado di dimostrare, coi teoremi premessi,
che la conoscenza dell’invariante differenziale « (x, y, %, p, ¢), sod-
disfacente alle condizioni imposte, ci permette di integrare 1'equa-
zione Xf'=0 nei casi pit sfavorevoli con quadrature.

E evidente intanto che, se una delle tre quantita:

Vo) moaBf® ool
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¢ differente da zero, essa ci fornisce una soluzione p. dell’equazione:

X )+ g b=0

e quindi noi abbiamo nelle

1 1

—Bf, —Bf

W P
due trasformazioni infinitesimali indipendenti tra loro e dalla tra-
sformazione infinitesimale Xf, permutabili con quest’ultima (per
ottener questo basta fare nel lemma I Af=B,f (i=1,2); v= % ,
¢=u,n=1); equazione Xf=0 & allora, per un noto teorema.
(Vedi per es. L. Biaxcur, Teoria dei gruppe continui finiti de tra-
sformaxionz, § 154), integrabile per quadrature.

Inoltre, essendo zero s, la quantitd B,(z)+B,(p) & pur essa un
moltiplicatore dell’equazione Xf=0; vediamo dunque che, ove fos-
sero nulle le tre sopraddette quantita, sarebbe B, (o +(244%) —
— B, (o) - B —+%)) un moltiplicatore dell’equazione Xf=0 e quindi
la quantita:

VB2 +8) +12) — B, (o - B — 1)

una soluzione dell’equazione Xu. —{—% p.==0: cosi si potrebbero

ancora ottenere due trasformazioni infinitesimali permutabili colla Xf
e quindi avere le soluzioni dell’equazione Xf=0 con quadrature.

Come si vede rimane escluso dalle considerazioni fatte il caso
in cui sia ad un tempo:

O o=0, m=oB4E, 1= —OEAEY)
@) B, (245 +12)— B, (8§ +19) = 0.

Dobbiamo quindi considerare a parte questo caso: avremo allora
insieme alle relazioni:

B, X)= 5B, B, X)[=5Bf
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Paltra:
(Bi, By) = (2 +EP+1%) Bif — (o +E7+4%) Bof .
Da queste segue immediatamente, per il lemma IV, che, posto:

o D «‘(1)

i.)
A=|o® [ 4@
& 1 ¢

si ha:
B, (logA) =10, B,(logd)=0, X (logd)=0;

ne risulta subito che deve essere:
A = Cost.

I noto d’altra parte che, ammettendo il sistema completo delle
equazioni B,f=0, B,f =0 la trasformazione infinitesimale X/, I’in-
versa del determinante A & un moltiplicatore del sistema stesso e

percio anche un fattore integrante dell’equazione a differenziali totali
corrispondente :

(B0 = B day - ({00 — 4@ o) dy - (dVED — o®BY) dx = 0.

Ma poich® A & costante il primo membro di questa equazione
sard un differenziale esatto e se indichiamo con ¢ I’integrale:

= [ 60 o 00 — ) dy - (Y - )
sara:

B,($) =0, By(}) =0
e di piu, come subito si vede:

X ($) =A = Cost =£.

Si consideri ora l’equazione:
(216 +49) Bif — (a+60+1%) Bif = 0

di cui la ¢ & una soluzione; essendo:

(10) B, (58460 +4%) — 0 +E) +48) =0
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& evidente che questa equazione ammette il moltiplicatore di Ja-
cobi 1 e che quindi la sua seconda soluzione y potra ottenersi con
una quadratura.

E facile vedere, dopo questa osservazione, che pud determinarsi,
sempre con quadrature, un moltiplicatore comune p. delle due equa-
zioni B,f=0, B;f =0, ciod una soluzione del sistema:

11) By () + @@+ +D p =0, By(p) 4 @@+£7+1%) . = 0.

(Queste due equazioni possiedono soluzioni comuni, poichs le due
equazioni :

B+ B+ @ pgl =0 5 Bf— 0+ 8+ e =0

QJ'Q)
= 1=

nell’ ipotesi (9) formano un sistema completo). Dal sistema (10),
moltiplicando la prima equazione per of + & + 1% e la seconda
per off + 9 + 40, si ottiene :

(12) @+ P+ 19) By (1) — (@ 4 5Y %) B. () = 0,
Il sistema (10) & dunque equivalente all’ altro :
By () + (00 + B + ) p=0
(o + B + 1) Bi () — (00 + 60 4 1%) Bo (v) = 0.

Dovendo p. soddisfare alla seconda equazione si vede intanto

che deve essere p. funzione di ¢ e di - :

p=F,y.

Sostituendo nella prima equazione si trova, poiché & B, (¢)=0,:

By (1) 3+ (o + B B = 0.

Per avere la soluzione p. bisognera dunque determinare F in
Ann. S. N, 4
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guisa che sia soddisfatta 1’equazione :

oF
7 40
=

Il secondo membro di questa dovra evidentemente essere una
funzione delle sole ¢ e ¢ (del resto si verifica subito che nelle ipo-

) D
tesi (9) e (9)) <+ p()(;‘_ £ & una soluzione dell’equa-
1
zione (12)). Poniamo :
o B _
:BI (X) (‘I’aX

sard H (¢, ) una funzione nota di ¢,y ed avremo :

1 3F
—F—E—H@’X)’
quindi :

!—L_F_efﬁ(w,x)dx

B dunque chiaro che puo ottenersi, con sole quadrature, la so-
luzione piu generale del sistema (11).

D’ altra parte, essendo p. un moltiplicatore comune delle due
equazioni B,f=10, Byf =0, e poiche sono soddisfatte le rela-
zioni

v v
(31X)=§BL 3 (Bzx)=§B2,
per un noto teorema ') si ottiene che la quantita:

1) Il teorema & questo: Se la Xf= & 5~ ’c)ac —{—Eg of + -|-E,, f

ha il moltiplicatore M ed ammette la tmsformazmne 1nﬁn1tes1ma Xf,
per modo che :

(X,A) =hAf

1’ espressione :

o9&
X (log M) 4 zgﬂ -+

sard una soluzione di Af=0, ovvero una costante.
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— v
X (logp) + 3

& una soluzione del sistema B,f=0, B,f= 0 e quindi una fun-
zione della sola ¢ :

(13) X (log ) 4+ 5 =K ®);

ed essendo . una funzione nota sara K una funzione nota di d.
Ora, per essere A una costante ed X (¢) = A, si ha:

X(3 [Kwas)=xw 22 =x

e quindi dalla (13):

X[I‘)g (&T—e%fww)] +5=0.

. f' K (y)dy
La funzione, nota per quadrature, p.— e ci permette

(lemma I) di ricavare dalle due trasformazioni infinitesimali B,f,
B,f due altre trasformazioni infinitesimali :

[N

1 1
————Bif — B,f

1 1 1 2

AJ Kdyp Z]de

p—e wo—e

permutabili colla Xf e quindi di integrare 1’equazione Xjf=0
con sole quadrature. Otteniamo cosi il :

Trorema IV. — Se si conosce un invariante differenxiole
¢@,y,%,p,q) del gruppo ad un parametro generato dalla tra-
sformazxione infinitesimale :

0
Xf=t(a,9,0) L+ 169, L +1e,,9 Y

tale che in forxa del sistema :

¢(@,y,2,p,9) =a Ep+1nq—0=0
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non si annulli il determinante | -0 T

1 )
risolubile, mei casi pit sfavorevoli, con quadrature.

Che il caso in cui sono soddisfatte ad un tempo le (9) e le
(9') possa presentarsi si pud vedere con un esempio. Si consideri
il gruppo ad un parametro definito -dalla trasformazione infinite-
simale :

U equaxione Xf =02

o
Xf_oca?c—}— ya—y —{—zé—;.

La funzione ¢ =p & un invariante del gruppo; e si ha
Po Pa
€

In questo caso risolvendo il sistema:

=y,

p=a op+yqg—z=0

rispetto a p e ¢ si trova:

e quindi :
Af 1 9f  a3f
Ve Vi Vg
Facendo a,=0, a,=1 si ha dunque:
_1of 1 pf | of
Bf == W=t
da cui risulta (B,,B,) = 0: si vede subito che le condizioni so-

praddette sono verificate. Si verifica anche che & A == cost: si ha
infatti :

< |

>4
[
s S-S
n
|
-
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1
Si trova ¢ ==log 7’ u, = cost ed essendo v =3 la soluzione

dell’ equazione :

Xf+5f=0
3
¢l & data da f=y 2.
6. — Tutto cid che abbiamo detto sta nell’ ipotesi che il de-
terminante g” :‘Dq non si annulli in conseguenza del sistema di

equazioni v =a,Ep +1q¢ —C5=0.

Ora pud vedersi che, se supponiamo che questo sistema sia
risolvibile rispetto a p e ¢ e dia per risoluzione due funzioni P
e Q derivabili rispetto ad @ e che, essendo @, ,¥,,%,P, g un
sistema iniziale di valori soddisfacenti al sistema delle due stesse
equazioni, nell’ intorno del punto x,, ¥y ,%0,P0, ¢ la funzione ¢

. . . . Cp P R
sia una funzione regolare, il determinante | ' ** | non pud an-

nullarsi in conseguenza del sistema (4). Se infatti questo sistema
da per risoluzione
p=P@yxa , ¢=Q@yxa
e poniamo, come precedentemente, :
(%) p=P,g=@ =2 5 (P)p=P,q=Q=0,
dalle identita :
¢@,y,%,P,Q=0a ; EP+7Q—-0=0
derivando rispetto ad & si ottiene : .
ag_i)+pgij=1 &%Z—{—‘qi—(i:O.
Di qui vediamo che il sistema 2 R S =1;¢R 4 7S=0
op oQ

¢ compatibile, essendo soddisfatto per R = a S = a—a;non pud

dunque essere :

o .
M‘_o.
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Il teorEMA IV pud allora enunciarsi come segue :

Se si conosce un invariante differenxiale v (x,y ,%,p,q) del
gruppo ad un parametro generato dalle trasformaxione infinite-
simale :

Xf=&(xay7x)g—£;+n(xay7%)%c+C(way)%)%§

tale che @l sistema di equaxions: :
@y, %, 0,9 =0a ; Ep+ng—L(=0

st risolubile rispetto a p e q e dia per risoluxione due funxioni
derivabili rispetto ad a, ed esiste un sistema iniziale di valord
soddisfacenti al sistema nell’ intorno del quale la funxione o ¢
regolare colle sue derivate prime ¢, e ¢, la equaxione Xf=10
st pud integrare, mei casi piw sfavorevoli, con quadrature.

7. — La conoscenza dell’ invariante differenziale » (x,y,2p,q)
pud utilizzarsi, nell’ integrazione dell’ equazione Xjf =0, anche
quando il sistema v =a,&p 4 ¢ -— { =0 non sia risolvibile ri-
spetto a p e ¢. Supponiamo appunto di essere in questo caso, ma
manteniamo ’ipotesi che la funzione ¢ (x,¥y,%,p,q), nel campo
in cui la consideriamo, sia regolare.

Se risolviamo 1’ equazione &p -+ nq — (= 0 rispetto a p e
sostituiamo il valore ricavato in ¢, indicando con v cio che di-
venta 7 per la sostituzione fatta, la funzione ¢ non conterra solo
p, ma neanche ¢, che altrimenti il sistema (4) sarebbe risolubile
rispetto a p e g.  chiaro allora che ¢ dovra essere della forma:

e=v@,y,%) +Ep+ng—D"4@,y,%,p,9

con 7 intero !). Poich& I’ equazione &p -+ 1 g — { = 0 ammette la
trasformazione infinitesimale X'f, pel teorema di Lie piu volte ri-

1) dove la ¢ (x,y,2,p,q) non diventa infinita e non perde signi-
£ —ng

ficato per p = 3 .
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chiamato (vedi nota a pag. 24) dall’essere X'z =0 si ricava:

4 s

\

ciod: X ¢ = 0. Ma allora dovra essere ancora:

X[Ep+n9—0"¢]=0,

ossia :
X’('I)_'n(gzp—l_ﬂzq—cz)q‘:o‘
Potendosi evidentemente anche scrivere :

X(%#+@P+mq—ﬁhlf=m

Vi V¢

se poniamo per semplicita :

1
n‘__=7t
Vi
e inoltre :
M=ty m g+ 07 Fam— g —
— (nx +pﬁ:)g-£— (T‘:y +q“h)g‘£ 9

con considerazioni perfettamente analoghe a quelle svolte in prin-
cipio del paragrafo troviamo :

(A, X)f=0.
Se di pil supponiamo che il sistema di equazioni:
T@,y,%,p,9) =0 , Ep+ng—C0=0

non abbia per conseguenza l’annullarsi di =, —=,§ e dia per
risoluzione :

p=P(w,y,x) ) q=Q($7?/3x);
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colle posizioni :

() p=P,q=Qq =20 ; (%) p—P, ¢=@=F;
P +qm,—7)p=P,q=@q=7"
T of of of
A =g +o5 15
avremo :
A, X)y=0

ottenendosi cosi una trasformazione infinitesimale ammessa dalla
Xf=0. Vediamo dunque che anche nel caso presentemente con-
siderato il problema dell’integrazione dell’equazione Xf =0 & reso
pitt semplice dalla conoscenza dell’ invariante differenziale.

§ 4.

Integrazione di una equazione X/ =- 0 con certi noti invarianti

integrali e differenziali e con certe note trasformazioni in-
finitesime.

1. — Si conoscano % invarianti integrali del primo ordine re-
lativi ad una qualunque varietd ad » dimensioni dello spazio #,
Xy geuweyXyst

('_fqal(xl e s Zyy Xy DLy ey D) deyd, . . . dr,

...........................

@ .

Ch—1(Tyyee @y By Pryeeey D)
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che ammettono la trasformazione infinitesimale :

Xf:g](xl,.-.,xn,%)if+...+&n(x1,a..’wn,%)a§‘—+

8961 (U

)
—}—C(wl,...,m",x)a—i.

Di pit equazione Xf =0 ammetta n — k—Fk note trasfor-
mazioni infinitesimali :

3 2 :
Xf=ad +ad+ +udy
+C’g—(j(7'=1,2,...,n~h—k)

soddisfacenti alle relazioni :
(3) (erX)f":)‘rXf'

Se indichiamo, come al § 2, con X'f la trasformazione infini-
tesimale ottenuta prolungando la Xf una prima volta, conside-

rando questa come agente su p;,pPs,...,P,, potremo scrivere
brevemente :

(4) X'f=[5lpl+5zpz+---—I—&npn—C,f_I—

— @m0 ;

ed esprimendo che gli integrali (1) e le funzioni (2) sono invarianti
per la trasformazione infinitesimale Xf si ha:

(B) X' () + Cre + P+ bon tPboe + . iy, +
"‘_pngn,z)'l)i=0(i=1,2,...,h)
X'(p)=0, (j=12,...,k—1)

le ultime delle quali possono anche scriversi:

) X(pj—o;)=0, (G=1,2,...,k=1)
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dove con o, ,...,a,— intendiamo indicare £ — 1 costanti ar-
bitrarie.

Procedendo ora come a § 2, n. 1, per gli invarianti integrali,
e come a § 3, n. 2, per gli invarianti differenziali troviamo che
le trasformazioni infinitesime :

, 9 )
AT =Fun gl + Fom oot Fom g+

+ (pl (Pliypl +p23°,iypz+ . +pn 'P,i \Pr (P’i) 3_% -

f (¢ = —a;)

, »of
— @ittt iy, T Pn ¥,
( o TP171 )apl (P p (F ) (z:l,Z,...,k—l)

Bl =i gt + ok + o b nag
+ @bt Pady, —‘Pi)%— (bj, 2+ Prdys,2) :

)
__(q)‘“ +pnq)3,) f 1,2,...,h)
soddisfano alle relazioni :

A, X)f=0E—p&—p&—. .. ——pnén) A f+
+'?'i [Cz _plély?-'_"'_pn&n,z’fj
G=1,2,...,k—1)
(Bj ’X,)f=(glxwl+&2,xz+" . +&n,am+Cz) B}f—’_

+¢j[£l,x1+--'+&”:x"+cz’f]
(Jj=1,2,...,h).

2. — Sviluppando la parentesi di Poissons :

r=[Gp+ &Pt PP ERt P =]
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otteniamo :

77:51{&;,:112]1"' et &:p,w;pn—cgq +pl (&;yz.l]l‘l'. -'7'+£;,2Pn—crz)¥—
— & zgl,xlpl +...+ gn,m, Pr—=Co + 1 (&l,z pt...+ gn,zpn— Cz)i +
FlE ot .+, Pl P E e+ 8 P = L)) -
- fEl,ampl +...+ gn,ampn"cxn + Pn (&l,zpl +.o.o0F Sn,zp,.—CzH =

- 3X (Qr) - Xr (Q): + (‘i{,zpl + 55, zP2 + cr + e-;.z pn'— C:)

Gpt&pt. P —0— Gep+Eep + ... F

+$n,zpn—(;z)(&{pl+£§p2+"' g;pn_cr)'
Ma poiche, come risulta dalla (3), &8 X (&7) — X, (§,) = —\, &,
si avra :
T—Ept &Pt L —0)

Eap+&, a0t HE P =)= =0 Gt G- 0)—

— e P — L) Epnt+.. .+ 8&p.—0),

che, tenendo conto della (4), pud anche scriversi:

(7) X’(é{pl—i—-.-'lr'&;;pn'—'cr):_)\r (élpl—l_ '--+enPn_C)—
— Gt — L ED A P — ).

Basta osservare questa identitd insieme colle (5) e (5') e col-
I altra :

X'(élp1+---+§npn—c)=—'(&1px+ et 6p,—0)
(§1,2 1 o F e pn— )
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per vedere che il sistema delle n equazioni :

PL=0Qa 5 Po=02; ... 5 $p—1 = Op—1
®) G=0; ¢o=0; ... ;¢,=0
m=E&p+.tp,-U=0 0, =" p+. . 0 Fp, =0

R'Eglpl—i"--.—l—&ﬂpn_C:O

ammette la trasformazione infinitesimale X'f.

Proseguendo allora il ragionamento del § 2 e del § 3 rispet-
tivamente per gli invarianti integrali e differenziali, quando si
faccia 1’ ulteriore ipotesi che, in forza del sistema (8), non si an-
nulli il determinante funzionale :

ﬂtplathy"'7?70—174)17"”q)h’ﬁlac"’ﬁn—h—-k’ﬂ)
a(PlaPz-'-,Pn)

)

otterremo che, indicando con A.f, B,f le trasformazioni accorciate

ottenute dalle A;f, B;f sopprimendo i termini in %,%,...,%
e sostituendo nei coefficienti degli altri termini a p, , Py, ..., Pa Ti-
spettivamente i loro valori P,,P,,..., P, ottenuti dal sistema
(8) in funzione di @,,...,%,,%,a,,...,as1,saranno soddisfatte

le relazioni seguenti:

A X f= ot bym o F e, + ) Af (=1,2,... k1)
B;,X)f=(C. —Pi&,:—Pobo.—.. . Pty ) Bif, (j=1,2,..,h)
quindi il:

Trorema L. — Se del gruppo ad un parametro generato dalla
trasformaxione infinitesimale :

xr=t L+ 4 e o

o,

st conoscono k — 1 invarianti differenziali del primo ordine re-
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lativi all’ ipersuperficie x=2 (x, . .., x,) dello spaxio ©,,. .. 2, ,%.

',31(3317--',937»’%7271)-~-7pn); '102(1:17"%%7»7231717'"’pn);"'§

"Fk—l(xla"'awn')%apl)'")pn)

ed b invarianti inlegrale del primo ordine, relativi all’ ipersuper-
ficie stessa :

Jh @,y @y 2,1y p) day diy . . di,
S @y @y x ey D) dey diy . d, s
SO @y @ E Py pa) day L da,

e di pitv sono mote n—h—=Fk trasformaxions infinitessmali :

) d
X,f=5{a—xfl+ &;E]i + ...+ & —f~+c"g—é (r=1,2,...,n—h-Fk)

o, T,

~

ammesse dall’ equaxione Xf =0 ;
se wnoltre il determinante funxionale :

1y Poee Bty Pryeey Gy Ty ooy Tppna @)

OP1yPayee-yPn)

con :
T=p+ 8P+ ...+ Ep.—C
r=4p+E&nt. FhLp—C (r=1,2,...,n—h—k)

non si annulla in forza del sistema :
=, Ge=ly. .y 1 =01 , hh=0,...,4=0,

Tm=0,...,7, ,x=0,r=0

e questo sistema, che in tale ipotesi sara risolubile rispetto a p,,
Daye-eyPn, A0 per risoluxione :

=P (@,..., 2, x,0,...,0,1);

Po=DPy (X1, s Tpy X, 0 ,... 1)} ..}

Po=P,(x,..., %, %2, ,...,41-1),
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ponendo :
(1, p)orm Py, = 0 (m=1,2, ... )
Dt 22t ot PaFip, ~FDm=Pr,p=
Fi=pi—a:
(=12,...,k-1)
(s o )o=P1,eeey =P, = Bh (m=1,2,...,n)
P Py mt e Py, "‘l’j)pi=P1----,p,,=Pn=35»+1
(J=1,2,...,h)

e infine 1) :

2
Af=aigh il £ ol -
;of of of of
By =8 5L+ oL B g B
st ha:
(AiaX)f= (Cz‘gl,zpl—&%zpz—- - ‘—én,zpn)Aif (=12,...,k-1)
(Bj ,X)f'—" (gl,xl + 82,002 +...+ &n,am + Cz) Byf (.7= 132 P 7h)

3. — Trorema. — Nelle stesse ipotesi e colle stesse posizioni
del teorema 1 il determinante :
1 1
o) I I Oy
ak—l a;t—-l ak-—l

n
1 1 1
Bl 62 ...... n

D=.h....h ..... h...
1 62 n
1 1 1
1 ST 33

e'n— —k &;}—h k &n—h—k
(3
& G vt ¢,

1) Indicheremo qui e nel seguito coi simboli A; f e B; f le trasfor-
mazioni infinitesimali accorciate ottenute dalle (6), invece che, come pre-
cedentemente, con A; /', B; f.
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soddisfa all’equaxione :
-

(10) X(D)={k(P,&1e+Poby ot ... + Pubno—L.) -
- (h - 1) (glywl +£2vm2 +‘ * -+£n, n + cz) 2 D.

DvostrazioNe. — Per semplicitd muteremo alcune delle prece-
denti notazioni ponendo :

. T j=1,2,...,h
B =gl Bif=A, .,
P =@ ! vl (m=1,2,...,n+1

r=1,2,...,n—h—Fk
= _:Ln+k—1.|-r " 2 h—ldr Xrf o A . . ( 15 ) )
=2 =i ! ho l+fm=1,2,...,n

£ = ol £=an‘”+1 Xf=.A.nf (m=1,2,...,_n).

Potremo allora scrivere :

al  ab...a)
ol or...0d

........

o} T o,
o(s—-l a; -1 O(;,—l
D= A.(2)  An(e3) Anlon) ) -
df+1 a2s+l a:fH
oy 0F o« oo v Oy

otteniamo subito :

§=n

(@) X @) =D,+D,4... +D.= 3 D,.
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Poniamo ancora :

&
o) o3 o)
qs—l a2s—1 d;_l
As = As(al) AS(V;) As(a'z)
c‘/s-l-l O(,qf+1 a,’s‘+l
o} oy Ol

Se osserviamo che le trasformazioni infinitesimali A,f, A.f, ...,
A,f soddisfano alle relazioni :

A, X)f = (a”’;“ p, o4 P a“:)Aif (=12,...,k-1)

13% e " 3%

0a} 92y dar Qo .
A X)f =[G+ S 2 ) Asf =l L bt 1)
A X)f=p, Xf (r=k+h,...,n—1)

e che quindi si ha:

A,-(a::.)-A,,(a,i,)=(3;";+*_ S SR, )a:,;(z_m, Jb-1)

) ;
Aj(om) - A (od) = (a%fa%*' +§%‘+a;”j‘> G=l,k+1,... kth-1)

Ar(afn)—An(“:n)=P‘ru;nn (7':]6-—*—}2,,71—1)

risulta :

D‘=A"+(P L X e31:-%313“)1)(@'=1,2,...,k—1)

la% 29% " %
D;=4, - (3”‘+aﬂ+ W0 I\ D) ok k1, .. hth]
7T o, ' Om, T o (G =hk+ <y k+h-1)

D,=4, (=k+h,...,n—1)
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e quindi per la (a):

ox, ' o, d

Rappresentiamo ora con A,f la trasformazione infinitesimale ac-
corciata che si ottiene sopprimendo nella A.f il termine che con-

(/A

tiene 3

(Qal _I_aa, 4. + ‘\__ + aaw) gD

=gl 4oLt 4ol

z
Si avra allora:

[+5) Ogeveusll
ol Ohveen.. Oh : "
as—l as—l .. as—l
S e S N M 81 32 N
n
— — —_ 3 0.2 90!
= n il | A T ==
A= A,) Ay(of) ... Ay(n) | T % | 3o S A |
s-1 s1 s+l
0.y Og e e Oy Us-l—] 0(23+1 as-l-l
n " n
0 Olg o o v v v s Oy O({" 0.;”.....0(::

Indicando con [aj] il complemento algebrico dell’elemento a;,
nel determinante D, come & noto, si ha:

S oi ] =g, D |0 LEm

S el,m, - 1 l =N ‘,
ne segue :
o1 0. ... .0l
i af7l agTh. Lol
=" _ —
(©) 2 A Ralog) . AL) | =
oftt  gst. Lot
oy 0% «ove v a.Z:
Semp =0 :;_:L M= | == m=: =1n 7n
= A yn o 2‘ % ~ D i
szl m2=l S( M) [ m s=l M=] M] mz_-‘l a*rm

Ann, 8. N. 5
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Osservando poi che, dovendo soddisfare P,,P,,..:,P, al si
stema (8), deve aversi :

o =05 Py 405 Po ... 0 Py,

si ottiene :

o Op e vnn o,
T o3t
&, | % doy dan |
(d) EIOCW.H 5; ——a; oo e & =
+1 a§+l a;+l
oy Oy oo vns Oy
s=n S=n r=n m=n m=n 3(7,,,
—zan-l-lz [m]—Z‘lZSP 2 m]—DZP
Dalle (¢) e (d) risulta finalmente :
t= 901 39(? dou 301 30;” ?_0}2' _
24 D ottt P Rt By =
(9t dayy  dany, Qo 302 adﬁ_aahl)l
=D (an+ ...+a—x”+ 3%—)+(P1 % +P2a ...+P, % % )i

Sostituendo nella (b) per EAS Pespressione cosi ottenuta, ne

s=1

risulta la formula :

A, @) =Dk 9

ool aa;‘_'_l)

3
( °‘+P S+ PSR

— =) (G .+ S )

la quale, quando si introducano le primitive notazioni, & appunto
la formula che si doveva dimostrare.
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4, — Facciamo, per brevitd, le seguenti posizioni :

acl a§2 a&n ac.

8$1+3w +"'+3—x,,,+52

o %, 0
v="r 1{_ 28x+ -+ ”Sx_%'

La formula del teorema precedente pud scriversi, in modo pin
semplice, :

(10) XD)=D{ky — (h—1)v}
dalla quale si ha:
1 —1 1 ;1
(10) X(k—_ =g Vi TV,
VD VD VD

Se allora, in luogo delle trasformazioni infinitesimali :

Alf: A2f9 tery Ak—~1f
soddisfacenti alle relazioni :

A, X)f=—VYA,f (=1,2,...,k—1),
introduciamo le :
1 - .
k___:_Alf (’I/=1,2,...,k—‘1),
VD
queste soddisferanno alle relazioni :

o x =t
VD VD

Trorexa II. — Nelle stesse ipotesi e colle stesse notaxioni del

dunque :
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teorema 1, se st pone di pii :

V=51,x1—|-§2,x, +... —I—tEn,z,,«I—C,

Pol OFevenn. ol
..............
=t o an™

! B ... ... L

L e e e e e e .

g ... "

1 1 1

1 Qs s e et n
:«,——h—h &;&-—h——k &ﬁ_h_h

& Bouvrnnn ¢,

insteme colle relaxiont :
B;, X)f=vB;f (=1,2,...,h)
st hanno le alire :

1 —1 1 .
A X\f= = v A 6=1,2,..,k)
VD

VD
5. — Le trasformazioni infinitesimali :
Af,..., N f , Bf,....B:f

contengono k—1 costanti arbitrarie e, finch® almeno queste co-
stanti non prendono dei particolari valori, esse sono indipendenti
tra di loro e dalle trasformazioni infinitesimali :

Xifyoony Xponanf, Xf

Diamo ad una di queste costanti, per esempio ad a,, due va-
lori distinti ', ed «", tali, che le »n dette trasformazioni infinitesi-
mali conservino la loro indipendenza, ed indichiamo con uno o con
due apici la corrispondente sostituzione, in una qualunque quan-
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tita 1). Possiamo provare che le trasformaxion: infinitesimals :
A"y AN, B, B
non possono essere tutte combinaxione lineari omogenee delle :
Ay Anf , BYf, L BL S X, XS, X

Ove infatti accadesse questo, dovrebbero essere equivalenti i
due sistemi

ol prtog pe -t o p—aa=0 (F=12,...,k—1)
(ﬁf p1‘|‘x4% 102+--~+[32Pn—{33f+1=0 (j=1,2,..,h)

; Eon+E&p+...F8&p.—0=0 (r=12,...,n—h—Fk)
dpt+é&pt.. +Lp.—C(=0
ol ol Py ol Py — o =0 (i=1,2,..., (k1)
O VE BB B — B=0 (=12, B

Gom+aEp+ . F4Gp.—6 =0 x=12,...,n—h—Fk)
Ep+&p+.. .+ Ep.—E=0.

E poiché i due sistemi S ed S” sono rispettivamente equiva-
lenti ai due sistemi seguenti ¥ o X":

! J— . . p . J— . . —_—
(Fl':al ) ?g—az,...,Fk_l ) (I)l—O,...,q)h—-O

h) Gpt.. A Ep.—C =0
o+ ...+ &Lp—L=0

=" =P =@y s G =0;...50,=0
2 Epit .o+ 8p—C=0

oA +HEp.—E=0

1) Si suppoue naturalmente che sia almeno k—1=1, vale a dire che
sia noto almeno un invariante differenziale. Il caso 2—1=0 si & trattato
a parte al § 2 con h=n—1; con A< n—1 si pud svolgere ancora la
stessa trattazione fatta al § 2, salvo ovvie modificazioni, ottenendo sem-
pre che il problema dell'integrazione dell’equazione Xf'= 0 pué ridursi,
nei casi piu sfavorevoli con una operazione d’ordine 1, all’ integrazione

di una equazione :
Y=gl gl oo g =0

con m note trasformazmm 1nﬁn1tesxmah, (con m =mn, oppure m=n—1).
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dovrebbero essere equivalenti anche i due sistemi X' e ¥”, mentre
invece sono incompatibili. Resta cosi provato quanto volevamo.
Ne risulta che anche le trasformaxions infinitesimals :
1 A7 L A" B” B’
(11) % fyeoos waf s B0f 5o ooy BUS

Vor VD

non possono essere tutte combinaxiont lineari omogenee delle ;

1 1] 1 ’ ] ’
12) = ATy 5 N, Bif s oS BOF X Ky X

VY VD

Ora potra darsi che una tra quelle trasformazioni infinitesimali
11) che sono indipendenti dalle (12) sia una B”;, per un certo
valore di j tra i numeri 1,2,..., %, oppure che ciascuna di esse

. 1 C .
sia una -— A”;f, per un certo valore di ¢ trai numeri 1,2,...,k—1.
Vo

Supponiamo di essere nel primo caso ed indichiamo con A il de-

terminante dei coefficienti in o Yoy éf—, i delle trasformazioni
ox, ox,’ ox
infinitesimali :
1 1

k A’lf" Y A,h—lf)B,lfr"’B'hﬁBNjf, X‘lf""’Xn—h—hf)Xf‘

VDY VD

Se teniamo conto delle relazioni :

(%A’i,x)=lzh Ve A = 1,2, )
VD VD
®,,X)=vB, G=1,2,...,h)
B7X)=vB5f X,,X)==0\Xf (r=1,2,...,n-h-k)
il lemma IV ci da:

X (log &) — v = - (5—1) 12"

v—(h+1)v
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0ssia :

X(A)+(1+h;1)m=o.

Allora, facendo nel lemma I successivamente :

Af=tA1f7 v = k vy '-P—A’ = -I]_-_h
v
, E+h-1
Asz.if:/ V= o e=A4; nN= A )
" E+h-1
M=B5f; v=v; pe=a; q=tERL

si ha che le trasformazioni infinitesimali :

h—1 h—1
Ax+h—1 AH.TT k4h—1

k k
Ay S AL, A M BYf,...,A IR AN MRS

VD VD'

sono permutabili colla Xf; vediamo cosi che nel caso considerato
si conoscono # trasformazioni infinitesimali, dipendenti da % -2
costanti arbitrarie, che lasciano invariante 1’equazione Xf=0.

k.——-

VD
dalle (12), la considerazione del determinante A dei coefficienti
delle trasformazioni infinitesimali :

Nel secondo caso, in cui una delle L A"sf & indipendente

1 ’ 1 ' 1 " U U
W)= Ay A == A B BU XS K XS

VD VD VD

ci porta, come subito si vede, ad una soluzione dell’ equazione
Xf==0; questo caso richiede ulteriori considerazioni per la ridu-
zione del problema dell’ integrazione Xf=0. Adoperando di nuovo,
per semplicitd, i simboli A,/ , Asf, ..., Axf, Bif,..., B,f, per
indicare le prime k+% delle (13) possiamo dire che, nel caso con-
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siderato, si possono determinare k+k trasformazioni infinitesimali,
- contenenti %k — 2 costanti arbitrarie e che soddisfano alle relazioni:
1-2

Ao, X)==2"vAf (=1,2,...,k);

B,,X) =vB,f G=1,2,...,h.

Concludiamo dunque:
TroreMa III. — Indicando con:

1 1 1 ' ’ ’
— A AL By BALf

VD VD

1 ”n ]‘ " 4 "
(@) S AN AN B BY

.\/ﬁr .\/ﬁl
rispettivamente cio che divengono le trasformaxions infinitesimali:

1 1
A s Awlfs Bifs .o Buf

VD VD

facendovi a, = @'\, a, = &', una almeno delle (a) deve essere indi-
pendente dalle :

1 ’ 1 ’ 1 ’ ’ /

& A 1f; “k_'A Zf;'-'; k—A h—lf}B lf; ree )B hf)lea )Xn—h-—kﬂXf'

VO VD VD

Se essa ¢ una B'5f st possono ottenere (senxa alcuna quadra-
tura) h+k trasformaxioni infinitesimali, indipendenti tra loro e
dalle X,f ..., Xu il y X[, che contengono k -2 costanti arbi-
trarie, permutabili colla Xf e quindi ammesse dall’ equazione
Xf=0.

Se ¢ una kl A"5f st hanno (sempre senxa quadrature) h+k

v
trasformaxions infinitessmali A\f ..., Af,Bf, ..., Byf, ondi-
pendenti tra loro e dalle X.f ..., X, _wf, X[, che coniengono
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E—2 costanti arbitrarie e soddisfano alle relaxioni :

. 1—h , ,
(Ai,}&)=TAif (i=1,2,.,k) (Bj 7X)f="ij (J=1,2,.., k).

Notiamo che il secondo caso si presenterd certamente quando
sia =0, ciod non sieno noti invarianti integrali che ammettono

la Xf.
§ 5.
Integrazione dell’equazione Xf=0 colla conoscenza delle »

trasformazioni infinitesime A,f,...,A.f; Bif,...,B,f;

Xofy ..oy Xyonof soddisfacenti alle relazioni (A, ,X)[f=
1—h
— SSVAS 5 B, X) f=yByf; (X,,X)f =) Xf. Caso

incui ® 24+k=mn.

Nel presente paragrafo ci serviremo ripetutamente di questa
osservazione : che in seguito al lemma I, tutte le volte che noi
conosceremo una soluzione ¢ dell’equazione Xp + qvp =0 con
1 costante, potremo determinare due convenienti fattori, per i quali
moltiplicando rispettivamente le A.f, B;f, se ne ottengano altret-
tante trasformazioni permutabili colle Xf: i due fattori sono, come

subito si vede, %per le A;f e 11 per le B;f. In tal modo si
gok” X

otterranno, oltre le n—-h—Fk trasformazioni infinitesimali X,f,...,

X, _i_xf ammesse dall’equazione Xf=0, altre 2 + & trasformazioni

infinitesimali ammesse dalla stessa equazione, di modo che que-

sta ammettera n trasformazioni infinitesimali note.

1. — Nel secondo caso considerato nel teorema IIT del para-
grafo precedente se poniamo
1—h
k

e =

possiamo scrivere che le trasformazioni infinitesimali A,f, ..., Asf;
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B/f,...,B,f soddisfano alle relazioni :

1) (A, X)f=2v Aif (i=1,2,.,k) B;,X)f=vB,;f (j=1,2,..,h);
di piu si avra:

(2) X, X)f=1Xf (r=1,2,...,n—h—h).

Le operazioni alternate fatte colle »+1 trasformazioni infini-
tesime :

N

(3) Alf?"'aAhfaBlfv'”thfvxlfv“'aX»—h—kfaXf

si comporranno linearmente ed omogeneamente colle trasformazioni
stesse. Avremo percid :

(A 807 = B b Auf + 3 b2 Bl +

+"_§k,st+c,st ( _1,2,...,k)

dove le a},; b7, ; ¢i,; ¢;.s sono convenienti funzioni delle
Xy y Ly yene By, X,
Dall’identita Jacobiana :

(4,20, %) {0, 30, 4+ (%, 20, 4.)
servendoci della relazione precedente e delle (1) si ottiene:

n—h—k n—h—%k

k k 3
——}l]lX(aﬁ,s) A4 eval  Af— . X0, B.f+
1 1
h
+ lwmvb:”sBmf« 2 X (er.) X, f+ 2‘,0{5)\,,Xf_

— X (i) Xf—eA; () AfF e A, (v) Asf —

. k h n—h—h
=25 (Dot Auf + 3,00, B D en, Kb, Xf) =0
1 1
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da cui, per essere le (3) indipendenti, si ricava:

X(ais) +evai =0 (IF4) XO7.)+@e-1)vby, =0

(4)\ n—h—k
(X(GQ,S) +2evei =0 X(es)— Xr ik +2eve; =0
1
di piu:

#) X(aj,,) +evaj, +eA, (=0
X(ag.s) + €Va§'s —-EA.S (v)= 0.

D’altra parte dalle relazioni: (A,;,X)=c¢vA,f; (A,,X)=
=cvA,f, pel lemma II, si deduce:

& da)  Qal i Qo
Ai(v)——X(Zja?’j w@ﬂ)=ev<2” o, + aﬂzl)+eA,~(V)

Lo —x(3, 5, a“"“)_sv(\’i* 3’f+a“"+‘)+eAs ()

T ox; 0% 449 Ow; 0%

0, se si vuole,

& 0% auw £ %) Oy _
A (f ) ﬁ”(Zam’Laz)‘O

W) .

925 Q% ad"s”"'l
A-s (") - : X(zﬂ ax + —82', ) 1-—€ ( ) ) 0

BEliminando tra la prima delle (4") e la prima delle (4”) A; (v),
tra la seconda delle (4") e la seconda (4”) A, (v) si ha:

. e . € o 9/f,+1
(X(ai,s+—l—~—;ci)-{-ev(ai"s+l - ) Ocong, = z’am %

@) ‘ . 3 3
(X(“?s—c—e@s% “"<“u~ °A0s)=000n63= N 2% Pt

1-

Se allora teniamo presente ’osservazione fatta al principio di
questo paragrafo, dalle (4) e (4') noi vediamo che, ove almeno una
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delle quantita :

ab s (1=1,2 i-1,3+1 .., s—1 ,s+1,...,k);a§'s+%qi;

bro m=1,2,...,h); ¢, r=1,2,...,n—h—Fk)
sia diversa da zero, se & ¢+ 0, si possono ottenere, moltiplicando
per dei convenienti fattori le A,f,..., A, ,B,f,...,B.f, altret-
tante trasformazioni infinitesimali permutabili colla Xf. Se invece
le quantitd dette sono tutte nulle dovranno essere soddisfatte le
relazioni :

,e

(o A)f = e af-sad] ()

=1,2,...,k)‘
Poiché queste relazioni sono della forma :

(AL aA's) f= af.s Azf—l— a/g,s A—sf

e le A;f, A,f soddisfano alle relazioni (A, ,X)f=c¢vA,f;
(A, X)f=ev A f noi troveremo come al § 3 n.4 (pag. 45) che la
quantita:

%Ai @)+ A, @ )T

& una soluzione dell’ equazione X ¢ 4 vz =0. Potremo dun-
que supporre, sempre nell’ ipotesi ¢ & 0, che sia nulla anche que-
st’ ultima quantita 1), che si abbia cioe:

1
1) Diciamo che si pud supporre {A; (af ,)+A, (@} );{2=0 nelsenso

che, in caso contrario, si possono ottenere, moltiplicando per dei conve-
nienti fattori le Ayf,...,Axf,Bif,..., Bsf, altrettante trasformazioni
infinitesimali permutabili colla Xf,
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Concludendo :
Se ¢ ¢+ 0 st puo supporre che sieno soddisfatte le relaxioni :

i
U o ) f= P -oaf] ((=1,2,001
con
. __nﬁ 31; a“fz+1 s
(I*) Ai(cs)*‘A—s(di) 0t~1j_3717—;+—87 (t——-Z,S).

2. — Consideriamo ora le alternate (A, , B;)f e poniamo che sia:

n—h—k

k h
(A, By)f= 2:” ei.; Azf*'Elmﬂ'fj B.f+ 2:“9?4‘ X, f+9:.; Xf
(z’ =1,2,... ,k)
Jj=12,...,h)°
Dall’ identitda Jacobiana :
(30, X)+ (@, %), 4 +( %, 40, B,)=0,
badando alla relazione precedente ed alle (1), si ottiene:

% K h
“zlx(ef',j)Atf‘*‘Ez evei; Af- 2:‘7nX'( Tq) Buf +
n—h—~k n— k

h h—
3B~ X X (95) Xof+ X 9550 X=X (g:5) Xf -
1 1 1

A ) Byf+ < B, ) Af— (1) v Sy ef Adf +

h
+ D1t Buf + ‘39qu+9qu)——0
1
e quindi:
X (el,;)tvel ;=0 (I1=1,2,...,2=1,4+1,...,k);
X(fr)+evfr;=0 (m=1,2,...,5=1,j+1,...,h)
X@r)+(+e)vgi ;=0 (r=1,2,...,n-h-k);

n—h~—k
(X(gi.j)— ET 95+ (A+e)vgi; =0
\ 1

()
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ed inoltre
(5”") X (ei,;)+vei ;—eB; (=0, X(fi)+evfi; + Ai(v)=0.

Dall’ ultima equazione e dalla prima delle (4”) eliminando
A, (v) si ricava:

, . 1 . 1y
) X(fg.,+1_soi>+ev(g,,.+-1—_—&c,.)_o.
Si osservi di piti che dalla relazione (B; ,X) f= v B;f segue:

Possiamo percid senz'altro dire che si pud ritenere che sieno
nulle tutte le quantita:

e; (I=1,2,..0-1,i+1,..,k);

bl

fr m=1,2,.,0-15+1,.,k ;5 fli+

1 o]
1-¢°
& A L 3

S oln OB 19 B 5 gl =1, 20 n R 30y

purchd perd sia oltrechd = 0, anche 1 4e# 0. Dunque:
Se ¢ 40 ed et —1si puo supporre che sia:

) ' i=1,2,...,k
(1I) (Ai,By) f=rei; Aif + i Bsf ('_1,9, ,h)
J= Lgeeny
con : _
- 1 &5 9B | 9fm
1I* = 5. e NI ] el = ().
m i i

Se queste condizioni sono soddisfatte, dalla (6), per il lemma
II, si ricava:

—B; (o) =¢i ; 0, + A, (el ;) + By (fl5)
e, per essere fgi_jz_l_l__gi-

(6) A, (ei;)+ei 0, — - f B, (s)=0"
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3. — Dalle due identita Jacobiane :

(B:B,), X)+( B, %), B )+ (X, B, B,) =0,

se si pone:

n—h—k

(B:,B;) z,p, JAS > @55 Buf 4 2 15 Bof + o X,
si ottiene :
X(pig)+@-e)vpiy; =0 (=1,2,.,h);
X Q") +var; =0 (m=*1,7)
M X, +2vir, =0 r=1.2,....;n—h—F);
X (b.5) — n_ghtif.j heA-2vt ;=0
(M) X(gi;)+vaei; —B; (=05 X(gl,)+vael; +B:(v)=0.

Dalle (7) vediamo intanto che si possono ritenere nulle le
quantita :

ply (=1,2,...,k); )

gt (m=1,2 0 i=1,041 =1, 41 . b) ;:1,2,...,k

th; r=1,2,...,n—h—Fk); ¢

nel qual caso saranno soddisfatte, tra le B;f, relazioni della forma:
B, B))f=qi,; Bif +ql.; Bif .

Si ha cosi che:
Sz puo supporre che sieno soddisfatte, tra le B;f, le relaxions:

(I11) (BiBj)f_—ql]Bf—{—q Bf ( =1,2, h)

4, — Dalle due identita Jacobiane :

((A,. . X)), X)+((X,. X)), A,.)+((X A, X) —0

(; X)), X)+ (X, X),B,.)+(<X,Bj>,xr)=o,
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se poniamo :
k h n—h—k
A, X)) =, ol Af+ 2, B Buf+ it Xof i Xf
1 1 1
n—h—k

k h o _ _
(Bj 7X7‘)=Ez a;.r Alf+2:‘m ;’yl.r Bmf+ 23 1;.1‘ Xsf+7i.r X’fﬂ
1

1

si ricava rispettivamente, dalla prima

X@,)=0 (@=1,2,...,i-1,i+1,...,k);
X(@i)+erhv—eX, (v)=0

®) (K@) +E—1vpr, =0 (m=1,2,....,h);
X (130 Feuri, =0 (s=1,2,...,n—h—h)

n—h~k

Dt —X (i) — A ) —evri.=0
1
o dalla seconda

X(a},)+(1—eval,=0; (=1,2,...,k);

XE)=0 (m=1,2,...5-1,j+1,...,h)
© (XED 1 =X, 0)=0;

X(5,) Fvit.=0 (s=1,2,...,n—h—h)

n—h—Fk

Nt ke —X(1;.) — By (h) — vy, =0.

1

Dalle (8) risulta subito, in seguito all’osservazione fatta al prin-

cipio del paragrafo, che si possono ritener nulle, sempre se & ¢30,
le quantita :

Br, m=1,2,...,h) ; i, (s=1,2,...,n=h—k)

e dalle (9) analogamente vediamo che si pud supporre che sieno
uguali a zero le quantita:

i

ol (I=1,2,...0k) ; 7%, (s=1,2,...,n=h-F).
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Saranno allora soddisfatte relazioni della forma :

K
(A, y Xp) = 11, aﬁ,, Alf"i“fi,r Xf

. 1

(BJ 7Xr) - Z‘m, o mf_'f-;i.r Xf’

Se poniamo infine:

n—h—k

k h
X, X,) =2L5i.1A—Lf+ z:,nczft B.f+ 2 0 X, 46, Xf,
dall’ identitd Jacobiana :
((Xs b) Xt ) ((Xt 9 X ) ((X X ) > == 0

risulta :
X@E)—evel, =0 (=1 ,2,...,k;

X (@) —vtr, =0 (m=1,2,....h);
X(T‘s',)zo (7"=1 ,2,...,%—}&—7(7).

Potremo dunque supporre senz’altro (con = F 0):
e, =0 (I=1,2,...,k);

mo—0 (m=1,2,..,h) (i=1,2,...,n—-k——l‘c)

o quindi:
n—h—k
(Xs’Xt):' 2 YI:.t er+ gs.t Xf'
1
Si ha cosi:

Sempre supponendo che sia ¢+ 0, si pud ritenere che sieno
soddisfatte le relaxions :

k

(Az')Xr)'—‘HL T lf+71 rXf
1)
(Bj y X,) = :mgym wl + —Y—i.r Xf

Ann. 8. N, 6
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ove per le ol .3 i, 5 By i SE ha:
X () =0(%09) ; X(ai,)+3hv—eX,()=0;

AV*)IX (i) Feoe,+ A () =0 XEF,)=00m%j) °
XD+ 2y —X,0)=0; X(1;..) 4+ v15..+B; ) =0,

e di piit che sia:

fn—h—k

(V) (Xs7X2)= Ern:.txrf"'es'txf
1
con :
(V*) X ('f):.t) =0.
5. — OsservazioNE. Tutte le wvolte che moi conosciamo una

soluxione ¢ dell’equazione Xf=0, che non sia ad un tempo solu-
xtone di tutte le equaxions A,f=0 (¢t=1,2,...,k) B;,f=0
(y=1,2,...,k), not possiamo determinare (con sole operaxioni
di derivaxione) convenienti fattori, per @ quali moltiplicando le
trasformaxioni infinitesimaly A;f (t=1,2,..,k) ;B,;,f (j=1,2,..,h)
se me ottengano altrettante trasformaxioni infinitesimali permu-
tabile colla Xf.

Ed infatti dalle relazioni (A, ,X)=cv A,;f; (B;,X)=vB,f,
ponendo f=¢, si ricava:

X (8@ +evA@=0; X(B, 0] +vB, (9 =0;

ed in seguito all’ osservazione fatta al principio del paragrafo da
una delle quantita A, (p), B, (¢), differente da zero, si possono
ricavare immediatamente i detti fattori.

Noi vediamo cosi che, tutte le volte che riusciamo ad ottenere
delle soluzioni dell’equazione Xf =10, o esse ci permettono di ot-
tenere, moltiplicando le A,f, B,f per convenienti fattori, A4k tra-
sformazioni infinitesimali permutabili colla X/, o potremo supporre
che esse soluzioni sieno anche soluzioni delle equazioni:

-A.,f=0 (2::1,2,...,70)', B]f=0 (j=1,2’...,h).
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Senza ripetere questo ogni volta, noi supporremo sempre di es-
sere nel secondo caso.

Se supponiamo che sia ¢ + 0 saranno soddisfatte le relazioni
@, dd), @AV), (V) colle (I*),Il*), AV*),(V*): se di piu si
abbia 14:+ 0 potremo supporre soddisfatte le (II) colle (II*), ma
invece con 1+:=0 potremo soltanto supporre che sieno soddisfatte
in luogo delle (II), le relazioni :

n—h—k

(A17B)_813-A-f+ 2,5 f—{_z?‘g.ﬂxf—l-gijxf
i=1,2,....k
(j=1,27"'3h)

. 1 QB B .
’i'f“l_—_e°f’21‘maxm+ 3z 0

X(g5)=0 (r=1,2,...,n—h—Fk).

con

Per ora, fino a che non diciamo espressamente il contrario,
intendiamo di considerare assieme i due casi 1 4 ¢ & 0 (con ¢ F 0)

el4e=

Indicando con A il determinante dei coefficienti di gia a@;
2
;f aaf nelle trasformazioni infinitesimali :

Afy o ABS, B X XS XS
si ha, come risulta dal lemma IV,:
X@A)=0.
In seguito all’osservazione fatta pocanzi si pud ritenere -dun-
que che A sia soluzione anche delle equazioni :
Aif=0 (@=1,2,...,k); B;f=0 (z=1,2,...,h).
Ma, per lo stesso lemma IV, si ha, tenendo conto delle rela-

zioni tra la B;f e le altre trasformazioni infinitesimali, :

k h

oB4 |, 9P : s
; (log A) (Zm g {;;1) =—,el; —2:“- 9i.i 3

1
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e, poich & B, (A)=10 e }njm ggi‘+a%i+‘= 0 (vedi le (I*)), si
1 m

trova :

k h

N ot N s =0
iei-j+zliqi-j_ .

Ora dalla prima delle (5”) sommando rispetto ad ¢ (da 1 a k),
e dalla prima delle (7)) sommando rispetto ad ¢ (da 1 ad h) segue:

k h k h
X (Yt £ Baks )+ (Sets + Bat)— (et By =0
e quindi, per la precedente eguaglianza, e poicheé & ke 4 h=
=k 1—722 +h=1,:
BJ (V) == 0 .

La prima delle (5”) e la prima delle (7') ci danno allora ri-
spettivamente :

X (i) +vei; =0; (
X(gi,) +vgi,; =0 (j= , h)

Possiamo percid supporre che sieno nulle tutte le quantita :

?;=1,2,...,7c\|. ‘ 7/ )
(j=1,z,...,hw 'zi-j(j—l,z,.-.,h.

Abbiamo cosi il :

ei

2%}

Trorema I. — Essendo proposta 1 integraxione dell’ equaxione
Xf=0 colla conoscenza delle n trasformazioni infinitesimali :
Ay G ALLB B X ey K]
soddisfacenti alle relaxions
(A, X)= evAif(e= l—;’i) E=1,2,...,k);
(B; , X)=vB,f (Gj=1,2,...,h)
X, ,X) =2, Xf (r=1,2,...,n—h—k)
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seé e+ 0edeF-—1, 0 sipotranno determinare (senxa alcuna
operaxione d’integraxione) convenienti fattori, pei quali moltipli-
cando le A;f, B;f se ne ottengano altreltante trasformaxioni in,

finitesimaly permutabili colla Xf, oppure si potra supporre che
sieno soddisfatte le relaxions :

D AoA)f=pte Af—art (I=1,2,08),

1—e
dove ¢é :
5 dal | Qal
@) Ac)=A4,6) o=3,5 +55 (=1,2,...,h),
J
e le altre:

) _ 1 (i=1,2, .k
(H) ) (A@7BJ)—_ 11—t GiBJ'f 7’__:1,2’ ,h)
(IIT) (B:,B,) =0 (:.::1,2,...,}:)

i 1=1,2,...,k \
— ! N 17900y
(Ai7Xr)f_21l &g Alf—}— (""Xf (7-:1,2, ..,n—-k-—k)

()
hoo_ _ =1
B, X)f = B Bl + 70, X (12

r=

V) (Xth)=né:knﬁ.,xrf+gs.tXf (; 1,2,...,n—h-—k)
X, )=0 (i); X(af,)+erv—eX, ()=0;
X(Ti.r)+EV7i,r+Ai ()\,.)=O
X@E)=0 m+s); X@E.)+rv—X,0)=0;
X () + V15 + B 0) =0
X(5,)=0.

Se ¢ tnvece ¢ = — 1 sono soddisfatte le stesse relaxiont, salvo
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che in luogo delle (I') si possono porre le:

” 1 n-—-);—k .
(1) (A, By) = — 1 % B,f + 2:“ 9ig Xof +9:5 Xf
X (g7.5)=0.
6. — Trattiamo innanzi tutto il caso h+k=%n e supponiamo

dapprima che sia : + 0 ed = £ —1 . Potremo supporre di essere nelle
condizioni a cui ci siamo ridotti col teorema precedente.

In queste ipotesi & facile mostrare che pud, con sole quadrature
nei casi pitt sfavorevoli, determinarsi un moltiplicatore di Jacobi
comune alle singole equazioni:

Af=0, Af=0,.., A,f=0 Bf,..., B,f=0,
ciod una soluzione p. del sistema:

Ap)Fpo=0 5 M)+ op=0 ;.5 Ay(p) Fonp=0

(10)
B, ()=0 j Be(p)=0 5.3 Bi(p)=0.

Il sistema (10) & equivalente all’altro:

/ Ay(p) + oy =10

1 Cof = o A, (l")'—°'2A1(P‘)=O
Cf = o1 As(p) —ds4,()=0

I R c't_—_——e ,
" Ck(P)—_:OlAh(U«)——G'kAl(g)_O ( '—50)
B (p)=0
B, (tl}=0

Lasciamo da parte per un momento la prima equazione di questo
sistema e consideriamo il sistema formato dalle equazioni rimanenti.
Si vede subito che esso & un sistema completo formato da n-1
equazioni indipendenti e che ammette quindi due soluzioni ® e V',
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Per avere la prima delle due soluzioni basta determinare la soluzione
del sistema completo:

Af=0,.., Af=0, Bf=0,.., B,f=0

il che si puo fare con una quadratura, perché questo sistema am-
mette la trasformazione infinitesimale X f.
Formiamo I’alternata delle due trasformazioni infinitesimali:

Cif=d1A,;f—d Af 5 Cf=0d1Af—d Af;
otteniamo:
(CiyCo)f={01A:(5) = 5, Ay ) A f - {6 A (0) — o' Ay(o'y) A~
=5/ Ay(0) =0 Ay(S )] A [+ 1614 (67)—6 Ay (6" )| Ayf + 65 (A 1, A f—
646 (A, A) =001 (A, AT

e se si osserva che &, per le (I),:

A)f=d Aif-ds A5 (A A)=01A f—d  Aif;
(Ay,A,)f=0d A f~ 1A f,
lasciando da parte i termini che si elidono risulta:
(CiyC) f=1{s"1Ai(s) =o' s A(") | A f—{ o A (6) =o' Ay (")} AL f+
+:5,iAl “s)_GsAl o) ;A'lf'

Py

E siccome, per le (I*), &
A; () =A(d) A ()=A4A,(0"),
potremo anche scrivere:
(Ci,C)f=A, )\ A f—6 A fl — A (d) | o A f— o Ay f—
— A, (G} A f—d A S}
Ma, poichs, com’& chiaro, si ha:

C,f—d,C,
GliA-sf—‘GlsAif—c—'i‘_g f)

G,
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risulta finalmente:

(Co\COf = A GO f— A, (3 O f 20T 00T ()=

oA, (5/1) —a; Ay (5'1) C.f — o A, (6) — o'y A (o

G

)
C,f=
!

= C; (logs)) O, f — C,(L)gsH) Cif-

D’altra parte, osservando che, poich® si suppone e} ; =0, dalla
(6) si ha:

si trova:
(Ci s By) f=0"(4:,By)f—0"i (A1, By) f
e quindi, per le (II'),:
(Ci, B))f =0.
Se ora alle relazioni trovate uniamo le altre:
(B:,B,) =0,

valendoci del lemma V vediamo che le equazioni, che definiscono
il piu generale moltiplicatore M del sistema completo:

(12) Cof =0 ; Csf=0 ;...; Cof=0; Bif=0 ;.5 B.f=0.

sono 1):
C; (M) 4 (b--2) C; (logs’,) M=0
B, (M) =0.
n J
1) Si noti che, insieme ad avere Zm% —1—%=0, se si pone:

_ o cof . i of
Cif—ﬂla?;:+---+ﬁn%+ﬁwlaz,
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Queste equazioni, quando si osservi che & B; (+') =0, mostrano
che si ha un moltiplicatore del sistema (12) nella quantita:

1

AN

M=

Allora, conoscendo del sistema (12) la soluzione ®, ed il molti-

plicatore ﬁ, potremo determinare l’altra soluzione W' con un’altra
quadratura. Si ha cosi che:

Essendo ¢+ 0 ed :+1 e supponendo di essere nel caso a cuz ct
siamo ridotts secondo il teorema precedente, se é di pivv h+k=n e
st pone:

C,f=o01A;f—06; Aif (t=1,2,..,k)
con:

, €

Gy = — 04y

1—e
il sistema completo formato dalle equazions:
(@ GCyf=0, Cf=0,.., Cof =0, Bif=0 ,..., B,f=0

ammette il moltiplicatore :

() Me -

(G’l)m ’
Determinata la soluxione del sistema:
A‘lf:O geeey A-hf=0 3 B1f=0 goeeey Bhf=0,

il che st puo fare con una quadratura per la conoscenxzo dello
trasformaxione infinitesimale X ammessa da questo sistema, lo

si ha anche,

"afn 3,’, ’ ’ ] ’
P LRI VAR N

e per le (I#):
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rimanente soluxione W del sistema (@) puo otlenersy com un’altra
quadratura colla conoscenxa del moltiplicatore (b) del sistema.
Vediamo di qui che il sistema (@) & risolubile per quadrature,
naturalmente se & o',+0, poichd & chiaro che il caso ¢';=0 va
escluso dalle considerazioni testé fatte. Perd queste stesse conside-
razioni ci mostrano che il sistema (@) & risolubile per quadrature se
una almeno delle quantita 5", (¢=1,2,..., k) & differente da zero.
Rimane percid escluso soltanto il caso in cui sia ad un tempo:

6,=0; ¢y=0 ;..; 6,=0.

Ora in questo caso il piu generale moltiplicatore delle singole
equazioni:

(18)  Ayf=0 ,.., A,f=0, B,f=0 ,.., B,f=0

¢ dato manifestameunte da F (d), con F simbolo di funzione arbi-
traria, ed & quindi evidente che esso pud ottenersi con sole qua-
drature.

Nel caso invece in cui una almeno delle quantita o', , per esempio
6, sia diversa da zero, ottenute con due quadrature le soluzioni
® ed U del sistema (a), per trovare la soluzione pilt generale del
sistema (11) e quindi anche del sistema (10), basta determinare una
funzione F dei due argomenti ® e W che soddisfi alla prima equa-
zione del sistema (11), ciod in modo che si abbia:

oF ,
a_\lJ'Al(qf)_l'_FGl:O'

Ora poichs il sistema (10), o (11), ammette delle soluzioni
F, vediamo che la quantita
4
SR

Ay (F)

dovra essere una funzione delle sole ® e W':

.

4,(¥)

=D(®, V)
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ed allora si avrda F con un’altra quadratura dall’equazione :
dlog F
o¢

Trorema II. — Se é h+k=mn, e al tempo stesso ¢ £ 0 ,¢ £ — 1,
nel caso al quale permette di ridurci ¢l teorema 1 potra determi-

=D (®,4).

narss, con sole quadrature, il piw generale moltiplicatore comune
delle singole equaxions :

Af=0;...;A,f=0;Bf=0;...;B,f=0.

Se chiamiamo p. un moltiplicatore comune di ciascuna di queste
equazioni, poiché ciascuna di esse ammette la trasformazione infi-
nitesimale Xf, vediamo (v. nota a pagina 50) che la quantita:

X (tog) +v—er=X (log 5) + T2 1,

& una soluzione di ciascuna delle equazioni :
Af=0,Af=0,...,A,f=0,
mentre la quantita ;
X (logp.) + v —v =X (log p)
& una soluzione delle singole equazioni :
Bf=0,..... yBuf=0.

Ma poich®, nel caso che stiamo considerando, &, come si & ve-
duto ): B; () =0 (y=1,2,...,Ah), possiamo dire in conclusione
che la quantita :

— h+k—1
X (log ) + P HE=T,
& una soluzione del sistema (13), cosicchd dovra essere :

(14) X (log p)+h+k -«v_K(([))

!) Vedi a pag. 84,
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D’altro canto, essendo, nel caso da noi considerato, il determi-
nante A tale da aversi ad un tempo (lemma IV):

AI(A)_—'O""7AR(A)=O7BI(A)=O7"')Bh(A)=O’X‘(A)=01
dovra essere A uguale ad una costante :
A = o = cost.
1

Ma A 8, come gia si & detto, un moltiplicatore del sistema

completo (13), il quale dunque ammette per moltiplicatore una co
stante. B chiaro allora che ’equazione a differenziali totali:

1 1 1 1
[« 5 Oy eooeee Oy, an-{-l
13 k k k
oy O veeens Oy Oy
1 1 1 1 —-—
1 Bg ------ n B”'ﬂl’l = 0 D)
h h h h
B B ... BL B
de, dx, ...... dx, dx

che ha per integrale la soluzione ® di detto sistema, e per fattore
di integrabilitd il moltiplicatore del sistema stesso, ha per primo
membro un differenziale esatto: potra dunque prendersi:

1

1
ol O3 vernnn oL On
d.;" d;’ ...... 0.2 a2+1
1 1 1
(I) - f 1 B; ...... :,, ﬁ n1
h h h h
B] Bg ------ p,n B”_’_‘
de, dx, ...... de, dx
L ]

e sara allora X (®)=A=~Cost=w. Ne segue che dovra essere:

X(% fK(cp) d@):K((I)) Z%‘ﬁ =K(®),
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dimodoché 1’equazione (14) potra scriversi:

<o 1

o, che fa lo stesso,:

1 1
X(@——eZJK@)d@) 4 h +;f— 1 V(E_esz(qs)das) —0.
Servendoci ora del lemma I potremo ottenere dalla quantita:

1

E—e T f K(®)do

convenienti fattori, pei quali moltiplicando le trasformazioni infini-
tesimali :

Alf""a Akf ’ Blfa'"vBhf

se ne ottengano altrettante trasformazioni infinitesimali permutabili
colla X f.

7. — Essendo sempre k-+%=n, supponiamo perd e=—1.
Secondo il teorema I, potremo supporre che sieno soddisfatte le me-
desime relazioni del caso ora trattato all’infuori delle relazioni (IT'),
al posto delle quali dovranno esser messe le seguenti:

1
(AnBj)—_-“—EGiij—i—yi,ij-

E se le g, ; sono tutte nulle potremo applicare qui le stesse con-
siderazioni del caso precedente. In caso contrario osserviamo che
dalla relazione che precede, per il lemma II, si ha:

B;(5:) +29:,v=0,
e che di piu dalle (5”), insieme con B;(v)=0, risulta:

v

(15) A,.(\,)=%X(«,.)—«§c,. G=1,2,..,k).
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Se allora, in luogo delle trasformazioni infinitesimali
A;f ¢=1,2,..,k), consideriamo le:

Aif=vAf—5 Xf,

tenendo conto delle relazioni che sono soddisfatte nel nostro caso

(e=-—1) e dalle uguaglianze stabilite '), troviamo le relazioni:
16) (K,.,L)f= K,.(logv)TAsf——-Xs (logv)f&if
(4;,B,)=0. ’
Di piu:

(B, X)=—vAif+ X(%E)X/—X(V)Aif=

/
e

= — (X (logv) +v)(vAif—~9—2f Xf) + X,\—z—)—%f(x(logv) ~+v)2Xf-

Per la (15) possiamo anche scrivere:

(K0, X)f= - (X0og) +9)(vA.f - 5 X/)+ |4, 0) =5 X logn| X7,

ciod:

) (&,X)f=—(X(ogn+) A+ A, (ogv) X

Le equazioni:
Af=0,..,A,f=0", Bf=0,.., B,f=0

ammettono ora tutte il moltiplicatore di Jacobi 1: osservando questo,
si vede subito (lemma V) che le equazioni, che definiscono il piu

generale moltiplicatore del sistema completo da esse formato, sono
le seguenti:

A; (M) 4 (B — 1)MA,; (logy) =0 (i=1,2,...,k)
B, (M) =0 (j=1,2,..,h)

1) Bisogna anche notare che & B;(v)=0.
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Da esse vediamo che & noto un moltiplicatore del detto sistema
nella quantita 1):
1

=10
1

M=

potremo dunque determinare con una quadratura la soluzione @ del
sistema. .
Ora dalle relazioni (B; ,X)==vB;f si deduce:
B, (X (@) =0,
e dalla (17):
A (X(®)) = A, (logy) X (@)

0, se vogliamo,:

X ()

-~ deve
Y

Queste eguaglianze ci mostrano!) che la quantita

essere una soluzione del sistema:
Af=0,.., A,f=0, B,f=0 ,.., B,f=0,

e quindi una funzione della sola ®:

X(®)

= F(®).
Se poniamo allora:
L
[ F‘Q) — E ((1))
si ha subito:
. ologE X ()
X (log E) = ag X () F((d)) =y,
e quindi:
XE —vE=0.

1) Vedi la nota alla pagina precedente.
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Applicando il lemma I vediamo ora che dalla funzione E, otte-
nuta con due quadrature, potranno ricavarsi convenienti fattori per
le A;f,B;f, che ci permettano di ottenere altrettante trasforma-
zioni infinitesimali permutabili colle Xf. '

Si ha cosi il:

Teorema III. — Se del gruppo ad un parametro generato dalle
trasformazione infinitesimale .

Xf=tgh b bgh o bl 0L

st conoscono k—1 invariants differenziali:

P11 yeery T g %y D1 yerey D) 5eee s Chm1 (@1 yoeey T y % 3 D1y eony Po)

ed n— I wnvarianti integrals:

fll?l(aal yooey Ly By Pryeeey Pr) ATy oo dT,5 00y

f‘l"n_h(xl yerey Xn s Xy D1 yeeey Pr) Ay oo A

enon ¢ n—k=1, possono determinarss (nes casi pivv sfavorevoli
con quadrature) n trasformaziond infinitesimali ammesse dall’ equa-
xione Xf=0, indipendents tra loro e dalla Xf.

8. — Supponiamo infine che sia, insieme con A-+k=n, h=1
e quindi k=n—1. In questo caso sono evidentemente soddisfatte
le relazioni seguenti:

(AHX):O ) (A2aX)=Oa'-'1(An—11X)=Oa(BaX)=01

w ’
dove pud al solito supporsi che sia Zg L 8{3:;:1 = 0. Dalle (5),

[}

(5") del numero 2 del presente paragrafo, facendovi e=0, si vede
subito che possono supporsi nulle tutte le quantita e} ;, anche con
{=1, e quindi si possono supporre soddisfatte relazioni della forma:

(Al 7B)f= f/z,1Bf+g,,,Xf

(del resto le (5) ci mostrano che con =0 pud supporsi nullo anche
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9:.;)- Soddisfatte queste condizioni & chiaro che il sistema delle due
equazioni:

Bf=0 , Xf=0
ammette le 2—1 trasformazioni infinitesimali:

AF ey Ao f.

Secondo la teoria di Iie la conoscenza di queste potra essere
utilizzata nella integrazione del sistema completo

Bf=0, Xf=0.

E siccome dal lemma V segue che questo sistema ammette per
moltiplicatore una costante, determinate 7 —2 delle sue soluzioni,
la rimanente soluzione potrd determinarsi con una quadratura. La
determinazione dell’ultima soluzione dell’equazione X f=0 richie-
derd, nei casi piu sfavorevoli, una operazione d’ordine 1. Dunque:

Se ¢ h=1,k=n—1 o st puo determinare una funxione tale,
che, moltiplicando per essa la trasformazione infinitesimale B,f,
ne risulti una permutabile colla Xf ed allora-si conosceranno n
trasformaxioni infinitesimals :

Alf’ AQf?"" A‘”—lf3 Blf

ammesse dall’ equaxione X [f=0; o potra supporsi che il sistema
completo:

Bf=0 , Xf=0

ammetta le n-—1 trasformaxions infinitesimali:

A—lf’ AZf}"'a An—lf
ed il molteplicatore 1.
Per conseguenza:

Teorema IV. — Se del gruppo ad un parametro generato dalla
trasformaxione infinitesimale :

Xfmbighbtogl ot bl 0oL

X
dnn, 8. N, 7
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st conoscono n—2 invarianti differenzials:

?l(xl yeeey Ly 1x1pl""7pn) ;-";CFn—?(xla"')xn)%7pl)"'7pﬂ)

ed un invariante integrale:

f‘I",(x, yeees Ty XDy ey D) Ay A2, o A,

0 st possono determinare (con sole operaxioni di derivaxione e di
eliminaxione) n trasformaxioni infinitessmale ammesse dall’equa-
xtone X =0, indipendenti tra loro e dalla X f; oppure (sempre
con sole operazioni di derivaxione e di eliminaxione) puo unirsi

all’ equaxione X f=0 un’altra equaxione Bf=0, tale che il sistema
completo:

Bf=0 , Xf=0

ammetta il moltiplicatore 1 ed n—1 note trasformaxions infini-
tesimali indipendents tra loro e dalle Xf, Bf.

§ 6.

Integrazione dell’equazione X /=0 colla conoscenza delle n
trasformazioni infinitesime A,f ..., A.f; B.f,., B.f; X,
ey Xy_nor [ soddisfacenti alle relazioni:

1—7

A, X)f == Af5 By, X)f =vB,f 5 (X, X) =1, X[.

Caso in cui ® %4 k<<n.

Indicando, come nel paragrafo precedente, con e il numero fra-

zionario 5 potremo ancora distinguere i tre casi:

et —1,3%0 ; e=—1;¢e=1

9. — Caso in cui ¢ ¢ differente da —1 e da zero — . Secondo il
teorema del numero 5 del paragrafo precedente noi possiamo dire
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subito che, o si potranno moltiplicare le trasformazioni infinitesimali :

Af,., Auf,Bif .., Bif

per dei convenienti fattori (ottenuti senza alcuna operazione di inte-
grazione), in modo che ne risultino 2% trasformazioni infinitesi-
mali permutabili colla X f, ed allora I’equazione X f=0 ammettera
n note trasformazioni infinitesimali, oppure si potra supporre che
sieno soddisfatte le relazioni:

0 Ao a)r=1 5 o def—ong] (F=1,2,.8)
dove &:
n dal
A;(s,) = A, (s,) Z :“—ﬂ (t=1,2,... %)
e le altre:
1 o [ ,2, ’k
() (Ai, By) = 1 G’B’f (7: 1,2,. Jz)
(IIT) B, B;) = 0 (;: ,h)
& i=1,2,..,k
(Ai)Xr)f=2Laerf—|—(1r f(_1 2, ’ )2 k)
(IV) 1 rY=u ,...,12— —_
k
N\ 7’!1 - ]: ,2,...,k
(Bj 7X7-)f_ 2147,; ;,erf—I— (t » f (7: ’2 ...,n—h—k)
n—h—k
(V) (Xs’Xl): V 1]8 ¥X f-{_()s zXf ( =1 Il—h—k) .

Queste relazioni ci mostrano che il sistema completo:
Af=0,.., A,f=0 , Bf=0,..,B,f=0 , Xf=0
ammette le trasformazioni infinitesimali:

Xif, Xy X I

Colla conoscenza di queste il sistema completo potla integrarsi
servendoci della nota teoria di Lie. :
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Determinate le 7 —h—F% soluzioni II,, [Iy,..., II,_s_, di questo
sistema, noi introdurremo le nuove variabili:

:E1=ml,(E2=£L‘2,...,.17h+k=wh+h,w'h+k+1=Hl,...,QJ'"=H”_h_h,%’=%.
Con cio il sistema prendera la forma:

s s 3
Alea;é‘l}—f" +...+O’.;‘+k ,f "I“ w}-l af,—()

B =Bl + o+ B axf T

Xf——élaf + . +&h+k f —}-E gf—o

(si pud notare che le o, B3 ,& , ¢ non sono altro che le stesse fun-
zioni af,pd, &, espresse per le nuove variabili). Indicando con

f la funzione f(x,...,x, ,x) espressa per le & ,..,@,,% & chiaro
che si avra:

Se poniamo allora:

3 él a Eh-]—k

a(x'l yeery m’n ) 2/) . a(Hl yeeey “n—h—h y 2')
T

+az' T 0@y @y 2) B Bagaa ey Ty 2)

per il lemma III si ha:
(DA, X)=—X(D~*)A,f+:vD—+A, f=[¢X (logD)+=v]D—* A, f=e/D—Af;
nello stesso modo:
(D' B,,X)f=vD~'B,f.

Se consideriamo allora le trasformazioni inﬁnitesirﬂali:
, e . 0 )
Af=D A, f=of a—;‘T—I— +Uh+k f + n—|—1 f
‘1

By =D B = g o s 5 f o+ B
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esse saranno tali da soddisfare alle relazioni:
(A,i ,X)f: A (B/j »X)f= V,B,jf . g

Servendoci ora dei risultati ottenuti al numero 6 del paragrafo
precedente vediamo che, nei casi pit sfavorevoli con due quadrature,
si potranno determinare dei convenienti fattori, pei quali moltipli-
cando A’; , B’; se ne ottengano altrettante trasformazioni infinitesi-
mali permutabili colla X f, dimodochs la ricerca delle ulteriori so-
luzioni della X f=0 & ridotta ancora al problema dell’integrazione di
una equazione X f=0 in h--k-1 variabili con 24k note trasfor-
mazioni infinitesimali.

TeoreMa. — Se del gruppo ad un parametro generato dalla tra-
sformaxione infinitesimale:

Xf=t, af+52 8’c+ e T

" oz, x
st conoscono k— 1 invarianti differenxiali :
P11 gy Ty Xy Pryseei Pu) 5 o (Bry ooy By By Pryesey Pu) i oy
Cpk—l (ml 7"'7xn’x7pl)"',pn)

ed h invariants integrals :
fq;l (@) yeeey Ty y Xy P yuee s D) By Ay ... Ay 5.0

/q;,, (Bryery By %y D1 yorey Po) AT oo Ay

e di pi sono nmote m—h —k trasformazxions infinitessmali :

Xf=bise & Lot il 4 r=1,2 e nm BB

" o,

ammesse dall’ equaxione Xf=0;
se inoltre il delerminante funxionale :

O (1sFases Pty Praes By Fay ey Tnonons M)
a (pl 11’2 7"')pn)

)
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con :
T=8p Pt FEp— T (r=1,2,m—h=k);
r=&p+ ..+ &p.—C
non st annulla in forxa del sistema :

Cr1=0),Ca=QAg yer yFr1 = Qp_1, ‘P1=Oa"'a4’h=0’

771=07--~,73n-n—k=0775=07

. . . 1-h . .
quando il numero fraxionario sia differente tanto da xero che

da —1, o si potranno determinare, oltre le Xof 5.y Xonnf , alire
h+k trasformaxioni infinitesimali ammesse dall’equaxione Xf =0,
oppure st potranno determinare k+h equaxions :

Af=0,.,Af =0, Bf=0,..,B,f=0

che insteme con la Xf= 0 formino un sistema complelo che am-
metta le trasformaxions infinitesimali X,f ..., X, pnf . In que-
st'ultimo caso, trovate le n - h —k soluxions di detto sistema, si
potranno moltiplicare le A.f,B;f per delle convenienti funxions,
determinate nei casi pi sfavorevoli con due quadrature, tali do
ottenerne altrettante trasformaxiont infinitesimali permutabili colla
Xf e quindi ammesse dall’equaxione Xf=0.

10. — Caso in cut é ¢= —-1.— In questo caso dovranno po-
tersi determinare dei convenienti fattori, pei quali moltiplicando le
trasformazioni infinitesimali A,f,..., A,f, B/f,..., B,f se ne otten-
gano altrettante permutabili colla Xf, oppure potremo supporre che
sieno soddisfatte le relazioni stesse del caso precedente, salvo che,
invece delle (II'), avremo le:

n—h

" 1 " »
Iy (A, By f= -1_EGiij+ Z:rgz‘.j X, f+9:5XFf.

Le funzioni, che compariscono come coefficienti delle A,f,B,f
X,f, Xf in tutte queste relazioni, soddisfano alle equazioni stabi-
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lite nei numeri 2,3 ,4,5 del paragrafo precedente nelle quali si
faccia e= - 1.

Supponendo di essere nell’ ultimo caso valiamoci del fatto che
deve essere soddisfatta 1’ identitd Jacobiana :

(40,40, )+ {4 X0, 4+ (%, 40,4, =0

Se poniamo per brevita 1= s 1 richiamando le relazioni (I)

e (IV) vediamo che questa identitd pud scriversi:
(1, A — o0 A1 K)o+ (S ot Af + 100 XFL A )+
(87, Bt Auf 10 Xf) = 0.

Eseguendo le alternate che compariscono nel primo membro,
col tener conto sempre delle (I) e (IV) ed eguaghando a zero il
coefficiente di A,f, si ha:

7]0: z r nci s.r YIX (os) Az (ai,r)—-
_nzzaz.rc lsrev—{_-A-(zr)_quazr—O
1

Rammentiamo 1'osservazione gia fatta, che si pud ritenere che
le soluzioni dell’equazione Xf=0 lo sieno anche delle equazioni
A;f=0,B;f=0; poiche le quantita «{ , (sz)sono appunto solu-
zioni dell’equazione Xf=0 (vedi le (8) del §5) e tali sono anche
le quantitd o] ,—o},, (sempre per le (8) del § 5), potremo supporre
che nell’equazione precedente sia :

(18) A (@i, )=0; A;(2i,)=A,(25,).

Avremo dunque :

k

1 "
(19) LA @) —seot, — X, (6) = By oo _%wsﬁo .
1
D’altra parte dalle relazioni

3
A, X)) = 2 o5, Alf+ Tom X
T
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si ricava, per il lemma II,:

G 26 Y X N g o
A, Z@TM*‘ )" ”(G’)'Ex” i Ot

vl

3
+ 21, Al (ai.r‘) + Vs, r + X (:{xw)’
1

4

e, per le (18),:

T 1o s
As(zm ai + —a%)— X, (5,) — A, (s5.,) —
k
——ELO‘z,rbl'—'{s,rV_"X(’{s.r)‘_—o'
1

Togliendo da questa la (19) si ricava :

) o o0&, | ot i ¢,
e R 1

ox. m

——(1 + %) A, (25,,) — v — X (1) =0,

e, per essere 14— = —1— , dall’ultima delie (8) (in cui si faccia 7§ ,=0

S

(s=1,2,..,m-h—F)) si ha infine:

1

Qe ld 1 .
2 N N \'___'s A ~:r=0'
Q0 AX G G — ) o

Ma & facile vedere che la quantita :

o dLn ot 1,
Zma_; +a—%+)‘7‘—_€-0‘5|7‘

1

& una soluzionie dell’equazfone (Xf =0. Dalla seconda delle (8) si
ha infatti :

X@5,)+Ferv—eX, (\)=0

e dalla relazione (X, ,X) =), Xf, pel lemma II, si deduce:

X0 —x (8,25 4 %) g X0y
1

ox,, '
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Togliendo quest’uguaglianza membro a membro dalla prece-
dente si ha subito :

moQErn acr 1
D

come volevamo. Da quest’ultima noi vediamo che pud senz’altro sup-
porsi che le quantita :

o 08, | or 1
Em ax + + >‘ - ,r
sieno soluzioni dell’equazioni :

Af=0,. ,Af=0,Bf=0,..,Bf=0

e dalle (20) vediamo di conseguenza che possiamo supporre che sia:

G; &

i =0(i=1,2,...,k 7’=1,2 ey — h— k
o s=1,2,...,k e

Distinguiamo allora due casi :

1. Una almeno delle quantita ¢; , 0, ,..., 5,, peres. s;, & diversa
da zero.

2." Tutte le quantita ¢,,5,,..., 0, sono nulle.

Nel primo caso dovra essere:

—O( =1,2,. k;r=1,2,...,n—h~—k>.

Dalle (IV) segue allora che le alternate (A, X,)f (s%?) si com-
pongono linearmente colle Ayf ..., A, f, A uf sy Arf, Xf e quindi,
tenendo conto di tutte le altre relazioni, che sappiamo esser soddi-
sfatte, risulta che il sistema :

Af gy Ai oy Ay, Auf s B oy BUf S, XS oy X/ X

% un sistema completo. Di esso con una operazione di ordine uno,
potremo determinare ’unica soluzione «. La quantita A, (¢) ci per-
mettera allora, come gia pitt volte si & detto, di dedurre dalle A;f,
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B,f altrettante trasformazioni infinitesimali permutabili colla Xf
(moltiplicandole per dei convenienti fattori) ?!).

Supponiamo ora che sieno nulle tutte le o, ,..., 5, . Le equazioni
A f=0,A,f=0,.,A,f=0,Xf=0 formano un sistema completo,
che, come risulta dalle (IV), ammette le trasformazioni infinitesimali
X f yoory Xoon_nf- Altrettanto avviene, sempre per le (IV), del sistema
completo formato dalle B,f=0,B,f=0,..., B,f=0,Xf=0. Le al-

ternate (A, ,B;) (221 ’ 2’""k) non si compongono in generale

J=1,2,..h
linearmente colle A,f ..., Axf, B\f ..., Bof, X per cui non si pud
dire che il sistema delle equazioni:

@1)  Af=0 ., Aif=0,Bf,..,B,f=0, Xf=0

sia un sistema completo. Tra le alternate C, ;f= (A;, B;)f ve ne
saranno alcune linearmente indipendenti dalle:

(22) A‘lf""? Akf’ Blf)"’1 Bhf7Xf;

formando le alternate delle C, ;f tra loro se ne petranno ottenere
delle nuove linearmente indipendenti dalle (22) e dalle C; ;f stesse;
in tal modo o arriveremo ad ottenere n—h —Fk trasformazioni in-
finitesimali indipendenti tra loro e dalle (22), oppure otterremo un
certo numero di trasformazioni infinitesimali, che, uguagliate allo
zero, formeranno colle (22) un sistema completo, come ora prove-
remo. Se indichiamo con Hf una qualunque delle trasformazioni
infinitesimali ottenute, noi vediamo facilmente che essa soddisfa
alla relazione:

(H,X)f=0.

Per veder cio si rammenti che puo sempre supporsi B;(v)=0

(vedi a pag. 84), e che, nel caso considerato, dobbiamo supporre
anche:

AM=0  @=1,2,.%).

1) Vedi l'osservazione a principio del n.® 5 del § 5.
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(Questo segue immediatamente dalla seconda delle (5”) a pag. 78
1

facendovi fi ;=— 1.0 =0). Dall’identitad Jacobiana:

((Ai 7Bj) y X) + ((Bj aX)vAi)+((XaAi)1Bj)=0’
che pud anche scriversi (essendo e=—1)
1]’ +(’ +(B;7_VA)—'O

segue subito:
C;;,X)=0.

Sempre valendoci dell’identitd Jacobiana troviamo che le alter-
nate delle C; ;f tra loro danno luogo a trasformazioni infinitesimali
permutabili colla X f.

Supponiamo che dalle trasformazioni infinitesimali C; ;f e dalle
loro alternate possa ottenersi un certo numero di trasformazioni in-
finitesimali indipendenti tra loro e dalla Xf:

Ylf1Y2f 3oty qu'

Queste devono essere evidentemente combinazioni lineari delle:

le’ Xzfv"'7 Xn—-h-hf7 Xf

poichs tali sono le C; ;f ed inoltre le X, f (r=1,2,..,n—h—%), Xf,
come risulta dalle (V), formano un sistema completo. Se si pone
allora:

Ypf= 5p,1X1f+ ‘l‘ Ep,n-h—k Xonn + €p Xf7
dall’essere (Y, , X) =0, segue che le quantita:

€p.1 5 €p,2 500ty Epn—n—ik

dovranno essere soluzioni dell’equazione X f=0 e quindi si po-
tranno supporre anche soluzioni di tutte le (21). Ne viene di conse-
guenza che sara:

(Ai 7Y f= e10.1(1&1")X1 f+--'+ep n—k—h(Ai7Xn~h-—k)f+X ep Xf—E VA‘if’
B ST f"‘ =p,1 By 7X )f+ +‘=p t——h—-k(B] )Xn—h—-k f+X~ ep Xf+EPVB f
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dalle quali vediamo, per le IV, che le alternate (A;,Y,)f; (B;,Y,)f
si compongono linearmente colle A,f ..., A.f,Xf; Bify...y Baf, Xf 1i-
spettivamente. Questo ci prova che si pud supporre che, nel caso
in cui sia p<<n—h—Fk, le equazioni:

(23) A=0,..,A,f=0;B,f=0,..,B,f=0; Y,f=0,...,Y,f=0, X/=0

formino un sistema completo.

Si osservi di pitt che, ove le (21) ammettano una soluzione co-
mune ¥, questa sard anche soluzione del sistema (23) (cio che segue
immediatamente dal modo con cui sono state ottenute le Y,f,
Y.f,..., Y, f). Notiamo anche che, per essere:

0, =0 ((= zgim a""+‘ =0 (j=1,2,..,k),
se si pone.
3
Y, fm b S+ e

risulta dal lemma II:
kid af)P a-np
N A T s o
" 0., + 0% %,
cid che potremo esprimere brevemente dicendo che le singole equa-
zioni (23); tolta 1’ultima, ammettono il moltiplicatore di Jacobi 1.
Distingueremo ora i due casi g=n—h—Fk , g<n—h—Fk.
Sia q=n—h—k. Dalle (I), (IT'), (IIT'), (IV), (V) vediamo che
saranno soddisfatte le relazioni seguenti!):

(@) _(A,-,As)f=0 <§:1,2,...,k)

,2 ,k)
12 B

n—h—h  —1
O @B =3, g Vol XF (1)

() (B:,B;)f=0 (;.:1,2,...,h)

1) Adoperiamo in queste relazioni gli stessi simboli (g’}‘j 395,3% » ecc.)
che nelle relazioni analoghe a pag. 85; essi perd qui non rappresentano
evidentemente le stesse funzioni di prima.
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oY) f="S b A Xp (2]
@ A,Y)f= iy %ir fivr r:l,Z,...,n—h—k)

B Y) . ﬁ _m B +_6_ Xf (j:l,z,...,h
e B;,Y,)f= lzpj'r w40 7':1,2,,..,7&-—}2—10)

\

n—h—k

"N ., Y)f= z: .Y, [+ 6., Xf (j:l,z,...,n—h—k)

dove le quantitd g7 ;;ai ., (IF9); _;"', (m %) ;1%,. sono altrettante
soluzioni dell’equazione Xf=0 e quindi potranno supporsi soluzioni
di tutte le equazioni (21), in conseguenza anche delle (23), ciod
costanti.
E poich® v & una soluzione delle equazioni A;(f)=0, B;(f)=0,
dovra essere ancora:
Y,(v)=0 (p=1,2,.,9);

ponendo allora nelle (8) e (9) del paragrafo precedente le Y,f in
luogo delle X,f e facendovi A,=0 otteniamo:

X(d,)=0  X(B.,)=0;

potremo dunque supporre anche le quantita:

i J
LI

soluzioni di ciascuna delle (23) e percid costanti.

Col tener conto di queste ultime condizioni e del fatto che, tolta
la X/, tutte le altre trasformazioni infinitesimali, che stiamo con-
siderando, eguagliate allo zero danno equazioni che ammettono
il moltiplicatore 1, applicando alle (b), (d), (e), (f) il lemma II tro-
viamo: '

X(9:5) +vgis =0
X (i) + Ve, =0
X tvr-.=0
X (gee) +vgee=0.

Possono percid ritenersi nulle anche tutte le quantita :

Gi5 5 Tivr 3 Tjur 3 Qsie -
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Ma in quest’ ultimo caso il sistema delle equazioni :
Af=0,.,0=0,Bf=0,.,B.f,Y,f=0,.,Y,f=0

& un sistema completo, che per di pit ammette la trasformazione
infinitesimale Xf. La soluzione & del sistema potrd dunque deter-
minarsi con una quadratura: e poich® insieme con & anche X (¥)
e v saranno soluzioni del sistema stesso, sara :

Con :
dio)
E(®)=¢" ¥@

avremo quindi:
XE—vE=0

e la funzione E, nota mediante due quadrature, ci permetterad di
dedurre dalle Af, B,f altrettante trasformazioni infinitesimali per-
mutabili colla Xf.

Sia g<<n—h—-k. — In questo caso, come abbiamo gia detto,
le equazioni : '

(23') Af=0,. Af=0;Bf=0,..,B,f=0;
Y f=0,.,Y,f=0,Xf=0

formano un sistema completo. Si vede subito che questo sistema
ammelte le trasformaxioni infinitesimals :

Xof s Xof yoeey X_nonf

Infatti se ¢ & una soluzione del sistema (23'), siccome i due si-
stemi completi:

(24) Ayf=0,...,0,f=0,Xf=0;B,f=0,..,B,f=0,Xf=0

ammettono ambedue le trasformazioni infinitesimali X,f(r=1, 2,
weyn—h — k), X, (¢) sard una soluzione di ciascuna delle equazioni
(24) e quindi del sistema completo (23'). Valendoci della nota teo-
ria di Lie noi potremo utilizzare la conoscenza delle trasformazioni
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infinitesimali X,f,..., X,_»_x/ per determinare le soluzioni ¢, ,
Gy yey Punr—q del sistema (23). Introducendo in seguito le nuove
variabili :

’ ’ e . J — . e «
wl=wl;w2=x2;---,xm"xm7 xmf]-l""pm-l-l ,"‘7xn—"“o‘n—~m7x =2

(m=h+k+q)

ed indicando con Af,..., Axf, Ef,...,ﬁhf,if,...,?qf, Xf le tra-
sformate delle A,f... Auf; Bif ,ocy Buf, Yof ., Y f y Xf rispettiva-
a (xl )yt ,v‘” b) %)

mente, con D il determinante funzionale - ,
! S(xl,. y To y %)

se si

pone inoltre :
Nf=D—Af (i=1,2,,k) ; B'~f=D‘11_3jf(j=1,2,m,h)

—\ ¢
T4 ax,+az"

si avranno le relazioni:

(A%, X)f= ev Af (=1, 2,.,k); (B'j ,X) =V B'jf(j= 1,2,..,h)
(Y,, X)f =0 p=1,2,..9.

Ed ora per determinare le ulteriori soluzioni dell’equazione
Xf=0 dovremo integrare l’equazione in m+1 variabili Xf=0. Il
problema & cosi ricondotto ad un altro della stessa natura, ma nel
quale le variabili sono m+1< n+1 e di pit, indicando con o'; le
quantitd relative alle trasformazioni infinitesimali A’;f, analoghe
delle quantitd o, relative alle A,f, potremo ora dire che tanto se
una almeno delle ¢'; & diversa da zero, tanto se sono le o; tutte
nulle, dobbiamo rientrare nei casi precedentemente trattati (questo
perchd le equazioni A,f=0,..., A,f=0;B,f=0,..., B,f= 0 possono
avere al massimo una soluzione a comune oltre le @i, ¢s...0,_,).
Concludendo si ha il

TroreMa VI. — Se del gruppo ad un paramelro generato dalla
trasformaxione infinitesimale :

T - R
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st conoscono k—1 tnvarianti differenxiali:

(Pl(‘vl1“'7wn)x7pl)°"’pn) 3 (92($17'°'1xn ,%1101,---’?") PR (Fk—l(xl v"'axm%’pla'")pn)

e k+1 invarianty integrals :
fq;l(xl,...,mn,x,pl yoory D) A2, A%y ... A2, 5.5 f¢k+l(x,,...,w,,x,p,,...,pn) dz,...ds,)

e di pix sono note n—2k—1 trasformaxzioni infinvtesimals:

r 2 3 )
Xf =g 8 g b Gl + 0L =1, 20k)

"oz,

ammesse dall’ equaxione Xf=0;
se tnoltre il determinante funxionale:

9(F1y 2 yeeey Prmt $1 gy Prga y ™ 300y Tn—gh—1 )
a(pl 7}72 RS pn)

con:

t=&p+& ..+ E&p—C 5 r=Ep + oGP —C
(r=1,2,..,n—2k—1)

non st annulla in forza del sistema:

(P1=a1 y Pe=0; y...y Pr1=Qp_1 f{)l':O gerey ({)k+1:O y 7f1:0 geeey Ttn—2k-—-1:0 y =0

0 st potranno determinare, senza alcuna operaxione di integraxione
0 con quadrature o, mei casi pi sfavorevoli, con una operazione
d’ordine 1, oltre le X\f ..., X, _an_if, altre 2k— 1 trasformaxions
infinttestmals permutabili colla X f, e cosi ¢l problema dell integra-
xione dell’ equaxione Xf=0 sara ricondotto a quello di una equaxione
m n+1 variabili, che ammette n note trasformaxzioni infinitesi-
mali; oppure dopo aver integrato un sistema di m-1=2F+q+2
equaxiont (tra le quali é la Xf=0), che ammette le n—2k—1 tra-
sformaxiont infinitesimale X,f ..., X, _oaf, la determinaxione
delle ulteriori soluxioni dell’ equaxione Xf=0 si potra ridurre,
net cast pi sfavorevoli con una operaxione d’ordine 1, all’integra-
xtone di una equaxione tn m -1 variabili che aminette m note
trasformaxvons infinitestmals.
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11. — Caso in cui é :=0 — Tenendo conto delle (5),(5"), (9)
del paragrafo precedente (pag. 77, 78, 80) noi vediamo sublto che, 0
riusciremo a dedurre dalla B,f, moltiplicandola per un conveniente
fattore, una trasformazione infinitesimale che sia permutabile colla
Xf, come lo sono le Af,...,A,f, ed in tal caso I'equazione X f=0
ammetterd » note trasformazioni infinitesimali, indipendenti tra loro
e dalla Xf; oppure potremo supporre, come nel caso corrispondente
(¢=0), ma con 2+%k=n (vedi a pag. 96, 97), che il sistema completo
delle due equazioni:

Bif=0, Xf=0
ammetta le n—1 trasformazioni infinitesimali :
AL gy Aif s Xif yovey Xppaf

e si abbia di piu:

,

33'n+1 _
x 0.

bE

Risulta allora (come nel caso e=0, h4k=n) che, determi-
nate n—2 soluzioni del sistema completo B,f=0 , Xf=0, colla

m

conoscenza delle trasformazioni infinitesimali che esso ammette,
I'ulteriore soluzione del sistema potra ottenersi con una quadratura;
l'ultima soluzione dell’equazione Xf=0 si avra infine, nei casi piu
sfavorevoli, con una operazione d’ordine 1.

In questo caso possiamo dunque dire:

Trorema VII. — Se del gruppo ad un parametro generato dalla
trasformazione infinitesimale :

of

Xf=tgl+ et e L4

st conoscono k-1 invarianty differenxiali:
(pl(‘xl gy xw bl % bl pl PR | pn) ;"'; ’fk—l (1}1 g ey wn y x ) pl ,"'ypn)

ed un tnvariante integrale :

fq;l (X youey By Xy P1 yoeey Pp) Ay dy ... d,

Ann., 8. N, 8
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e di pit sono note n—k—1 trasformaxiont infinitesimali:

xf=s e vovad yodo-re. iy

ammesse dall’equaxzione Xf=20;
se wnoltre il determinante funiionale:

a('*Fl 9 '7’2 )"')?k—-l » 4/1 ] T LA Tp—k—1 ) 7t)
O(Pry Py s Pn)

con:

= P+ & pot. e P, —C (r=1,2 .., n—k—1); 7= py .+ p—C

non st annulla wn forxa del sistema:
CL=0, Ca=0 yory L1 =01 } $=0,m =0,y 7, 5 ;=0 ; 7=0

0 st potranno determinare, senxa alcuna operaxione di iniegra-
zione, oltre le X, f , Xof yoory X wof, altre k+1 trasformaxioni in-
finitesimali ammesse dall’equaxione X f=0, oppure, sempre con
sole operaziont di elvminaxione e di derivazione, pud unirsi al-
Vequazione Xf=0 un’altra equaxione Bf=0 tale che il sistema
completo :
Bf=0 , Xf=0

ammetta il moliiplicatore 1 ed n— 1 note trasformaxioni infini-
tesimals indipendents tra loro e dalle Xf, Bf.

12. — Come applicazione dei risultati precedenti noi vediamo

che, se del gruppo ad un parametro generato dalla trasformazione
infinitesimale :

—ai+C( A

0
Xf:&x(xl,wg,xa,x)a—ag-[—&?( ..... )§L+£3( ..... )81;3 .....

ox,

si conoscono due invarianti differenziali di ipersuperficie e del primo
ordine:

(@), Xey Ty y 2,01, P, Pa) 5 %rz(xlaw%:fl'aa%apnpzapgv
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e, con t=§p, + &P+ &ps —C, il determinante funzionale:

3(([)1,(;2 9 Tt)
0(P1yPe s o)

non si annulla in consegienza del sistema:
(Pl=al y (P?=a2 y 7t=0;

oppure se dello stesso gruppo si conosce un solo invariante diffe-
renziale
Gy By y Ty y X, Pry P2y Pa)

ma di pit I’equazione Xf=0 ammette una nota trasformazione
infinitesimale :

of of

%’

COf L w of
+&23x +&33

{2

1f—&' +05

e, con m=4&,p,+&,p. +&sps — ), il determinante funzionale:

a(‘?l y T al)
(pry P2y Ps)

non si annulla in conseguenza del sistema:

@1=a1 y 7t1=0 ) 7:=0;

si potranno sempre, nei casi pitt sfavorevoli con due quadrature,
ottenere fre trasformazioni infinitesimali, indipendenti tra loro e
dalla Xf, ammesse dall’equazione Xf==0, e quindi (Lie-Scheffers-
Vorlesungen iiber Differentialgleichungen mit bekaunten infinitesi-
malen Transformationen, Kap. 25, § 2, Theorem 49) l’equazione
Xf=0 potra integrarsi net casi pir sfavorevoli o con 5 quadra-
ture, 0 con 2 quadrature e risolvendo in sequito una equaxione de
Riccats.

Considerazioni analoghe alle precedenti possono farsi quando
si conosca un determinato numero di invarianti differenziali o inte-
grali di ipersupertficie e del primo ordine, che ammettono un gruppo
finito di trasformazioni con pitt di un parametro. Tratteremo rapi-
damente, come esempio, un solo caso.
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§ 7.

Utilizzazione di un invariante differenziale di ipersuperficie o
del primo ordine, che ammette il gruppo a due parametri
generato dalle trasformazioni infinitesimali:

of

xp=ed gl yod 4wl

tp=e L ppdved vall.

Si conosca un invariante differenziale d’ipersuperficie o del
primo ordine:

_ oy u _du
(1) cP(wﬂ’/)% u,p,q, ) 31) q_—-:a—x— ax

che ammetta due trasformazioni infinitesimali:

xf=¢Ltagh o 4o

0
xf—ed g red e,

per le quali si abbia:
(2) X X)f=nXf+ 0 Xf
dove, per il momento, vogliamo ancora ammettere che le % ,%;
possano essere funzioni delle =,y ,x,u.

Se indichiamo con X',f, X',f le trasformazioni infinitesimali ot-
tenute prolungando le X,f, X,f, considerando queste come agenti
sulle p,q,r, potremo scrivere brevemente:

g X =Eptaq+tr—o'fl—@p+rqt+ir—o) 'gg
3) (

X\ = [€p-t g+ Ur— ] — @p+ g+ Cr—u) o
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ed esprimendo che la funzione (1) & invariante per le trasformazioni
infinitesimali X,f', X,f avremo:

Xip)=0 ; X,y =0,

o anche, indicando con @ una costante arbitraria e ponendo v'=r—a,
4vremo:

@) Xi)=0 ; Xy)=0.

Inoltre — seguendo il medesimo procedimento che si & tenuto
a pag. 58, 59 per stabilire la formola (7) (a pag. 59), — troviamo :

I XiE@pt+re+Cr—o)=nEp+qe+Cr—o)+
+XE@pt+7e+Cr— o) —Ept gt ir—oy) X
_ XEp+r7qg+Cr—o
X'g(&‘p—l—‘q’q+clr—m’)=—7\1(E‘p—l—'fﬂq+tlr-—-w’)—
—2Ep+ T+ Cr—o)—Ep+ g+ Lr— o) X
XEr+ng+r—o).

Di piu si ha evidentemente dalle (3):

(5) .

XiEpt+ng+tr—o)==-Ep+rg4r—o)X
X (Eupt+nu q+8ur —w)
Xp@p+7g+Cr—o)=-Ep+1¢+r—0)X
XEp+hqg+Gr— o)
Dalla (4),(5) , (6) risulta evidentemente che il sistema delle tre
equazioni :
( €p+ngt+tr—o=0
(M Ep+rg4Cr—ot=0
e @,y %2,u,p,9,7) =a

ammette le due trasformazioni infinitesimali X',f', X/of .
Senza stare ora a ripetere punto per punto il medesimo ragio-
namento fatto nei paragrafi precedenti possiamo dire subito che, se
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si suppone che il determinante:

Pr P Pr
El .')l Ql
g2 .qs e

non si annulli in conseguenza del sistema (7), cid che porta con
s8 che quest’ultimo sia risolvibile rispetto a p,q, 7, supposto an-
cora che esso dia per risoluzione :

p=P@,y,x,u,0); q¢= Q@,...,a); r=R(x,..,a),
quando si ponga:

) p=P,q=q,r=R=20; (#) p—p,q=Q,r=R=B;

(#'7) =P, ¢=q, =R =715 (P¥p+q¥,+7¢, —¢)p=P,¢=Q, =R =1

s=a s Lok

saranno soddisfatte le relazioni:
A, X)f= (o, — P& —Quq,—RL)AS
(A, X)f=(0, — P& —Q—QL)Af.

(®)

Possiamo poi dimostrare, in modo analogo a quello con cui ab-

biamo dimostrato il teorema del n.° 3 del § 4 (pag. 62) che il de-
terminante :

o B 7
D= |& .’)l ¢
62 .,]2 CZ
& tale che si ha:

g X, ) =D w42 (P& 4 Qb+ RE—ob) +1 |
©)

( Ko@) =Dt 2 (P& + Qi+ RE— o) —h |
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ove si & posto per brevita:
n=6+ 1+t o n=847+0+o.

Dalle (8) o (9) si deduce allora subito :

(\/% Af, X,f) = \/_% Af

(\/__Af,ng) ; v-_Af

Inoltre possiamo ancora aggiungere che, dando alla costante a,
che comparisce nei coefficienti della trasformazione infinitesimale
Af, due valori distinti @, , @,, si devono ottenere due trasformazioni
infinitesimali indipendenti tra loro e dalle X,f,X,f: altrettanto

1
deve avvenire della ﬁAf ; se indichiamo con B,f e B,f rispet-
tivamente le due trasformazioni infinitesimali, che si ottengono dalla

V—T)—~Af dando ad a i due valori a,, a,, dovremo avere:

B Xy =201 @, Xy =20 ny
(10) ) l
(B, Xy)f = EE—I’ Bf (B, Xy)f= =1 -2_ L B,f.

Si ha quindi:
Trorema I. — Se si conosce un invariante differenxiale di iper-
superficie e del 1.° ordine
DL Y %, U P, ,7)
che ammette due trasformaxions infinitesimali :

x=e¢Ztadrodqo Z

f

xr=e Lyl redyud
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per le quali st ha:
XKy Xpf =h Xf 42 Xof

se wnoltre 1l determinante ;

Fp Pa Pr

& 7 ¢

& 7t ¢
non st annulla in consequenza del sistema :

¢=a;p+nqg+lr—o=0; Eptiqgt+Cr—o'=0

e questo sistema, che, in tale ipotesi, ¢ risolubile rispetto a p,q,7,
da per risoluxione :

p=P,y,x,u,q) ;‘I:Q(xayaxauya);7'=R(xa?/a%’u’a);

ponendo :

(%) p=P,¢=Q,r=R=10 ; ((P/q)p=P,q=Q,r=R=@3 ,
v=9-a

(¢ )p=P,¢=Q,r=R =71 (P¥ 9% s +7 ¢ ,—¢)p=P, ¢—=Q,r—R =0

e infine :
=g ol Lo L,
st ha:
vw+2, 1
—— Af, X, i
(i 41e50) =7 o
vp—2N 1
—— Af, X, Y2 LN
(\/ & f) 2 \/DAf
dove ¢ :
a B
D= &l,nl Cl
&27)2 Cz

St tols w= g 48 ol

Vi
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Di pie la trasformaxione infinitesimale % Af, sostituendo in

essa per @ due valort distints a,, a,, deve dar luogo a due trasforma-

xiond infindtesimali B,f , B, f, indipendenti tra loro e dalle X,f , X, f.

2. — Formiamo 'alternata (B, , B,)f che dovra comporsi linear-
mente colle B,f, Byf, X, , X,f, e supponiamo che sia :

(11) (Br, B)f = 5 Bif -+ ¢ Bif + 0 Xof -+ e Xof .

Dalle identita Jacobiane :
(B, B), Xa) + (B, X0, B) + (., B, B)
(B, B, Xa) 4 ((Be, X9, B) + (X, B), By)

si ricava, quando si suppongano costanti le A, X, :

I

I

X, () + 25 s — By (%) =0
1 >\2 1
X, () + 25 0+ B () =0
(12)
X, () + 25w — B, 2)=0
s — M v;
“Xz((l)"f‘v— +Bl('§)=0
ed inoltre:
X, (9) 4 ]t 4 (129 0=0
X, (v) +"2T+(V1 ) =0
(13)

X,(3) —oh -+ (vo—2y) =0
X, (t) — Xeo 4 (Vg—2Ay) T=0
D’altra parte dalle (10), per il lemma II, quando si ponga:
9 B! a3
Bf= f+3lf+13£+” A 8 + B+ w3

f 52 8f apz aa*

By = wa



122 T. Chella

si ottiene:
Y
;/ B, g)—-x,(ol)_"2 5 =0
2
(14) \ B"(Evz‘l)_x‘("’)_wg Fop =0
| B, (% X, (5) — 25 —0
1 g)‘— 2(31) D) 1=
—
B, (2) Xy (o) — 25 0,=0.

Por somma e differenza dalle (12) e dalle (14) (eliminando le

s v v va\\ ‘
quantita B, (g) , B, (é) , B, (é") , By (—5)) si deduce:

Vr‘l’)z /1+’2

(e +0)=0

X, (r—0,) + (r—o0g)=0 X, (p+o)+

vog— A
2

X, (xn—a,) — Y (n—ay) =0 2 (0 +0) + 5 0+’51):

Se noi, richiamando il lemma V, osserviamo che le equazioni
che definiscono il pilt generale moltiplicatore del sistema completo:

(15) Xif=0 , X)f=0
sono le seguenti:
X,(M) + (1) M=0 ; X, (M) 4 (p—2) M=0,
vediamo che le quantita:
(r—0o) , (p+o)
sono moltiplicatori del sistema (15) %)

1) Se si suppongono le X, , X, non costanti, ma funzioni delle x,y,2,v,
dalle identitd Jacobiane :

((Bl ’ Xl) ’ Xz) + ((Xl 9 Xz) [} Bl) + ((Xz ] Bl) . Xl) =0
((By, Xl) ) X-z) + (X, Xz) ) B2) + ((Xz ’ B2) ’ Xl) =0
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Dalle (13) poi, moltiplicando la 2.2 per ), e sottraendola dalla
1.» moltiplicata per X, e altrettanto facendo per le due ultime, si ha:
X‘l ()\20-——)\11:) + (Vl-*")\g) (XQG—‘)\{C) = O
Xy (A5 —N7) + (ve—2N) (A6 —N7T) =0
possiamo dunque dire che la quantita )6 —3,t & un moltiplicatore

del sistema (15).
Poiché ora le tre quantita:

T—0, 5 pto ;3 Vieo—Nht
soddisfano alle equazioni:

v
X, () + "‘; 20=0

Vo—A
@) + 25— =0,

*

vediamo che indicando con y. una qualunque di esse, che non sia
zero, le trasformazioni infinitesimali:

1 1
ZBf , =Bf
p 0

sono permutabili colle X,f, X,f ed allora il sistema completo (15)
ammetterd due note trasformazioni infinitesimali.
Supponiamo al contrario:

7[_52=O y p—|—01=0 y )\20—)\11::0.

Se fosse al tempo stesso A, =X,=0, le (13) ci provano che o
e © sono moltiplicatori del sistema (15) e, supposto che una di queste

risulta subito:
B, (M) =By (M) = B, (A) = By (2) =0.

Ne segue, come facilmente pud vedersi, che valgono ancora le (12)
e (14), dimodoché anche in questo caso potremo dire che le quantita:

(T—3)® 5 (p-+9)?

sono moltiplicatori del sistema completo X;/=0 , X,f=0.
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due quantita, per es. s, non sia nulla, le trasformazioni infinitesi-

L
Vs

vece le A, 7, non sono ambedue nulle potremo porre:

mali Bf, {/1:Bgf saranno permutabili colle X,f, X,f: se in-
o

c6==¢ch T=¢hy,

ed avremo dalla (11):

By, By)f = GzBLf — o Byf 4 e Xy f + 2 Xef),
ciod con:
Y= 01X [+ 0 Xsf
(11" (By,By)f=0,Bf —o,Bf +eY[.

Di pit dalle (10) si ha:
s g (Bl : Y)f: )\1 Vi -;— )\2 Vs Blf
(16)

B, V=" lnpy

Da queste due relazioni riunite colla precedente si vede che le
equazioni :

(17) Bf=0, Bf =0, Yf=0

formano un sistema completo; e poichs il pit generale moltiplica-
tore M di questo sistema & definito (lemma V) dalle equazioni :

B,(M)=10, B,(M) =0, Y (M) =0

esso sistema ammetterd per moltiplicatore una costante : ne segue
che D’espressione :

o' g 1 o

’f ta 7 &
MEFLE M+ her W+ 08 o' +)o?

dx dy dx du



Vantaggi che st possono trarre da noli tnvariants . . . 125

¢ un differenziale esatto e si avra la soluzione del sistema (17)
nella funzione :

- . 7 »

a? g2 ‘2 82
o — f
ME + & 7}11 + 'f12 MO +).0 ho'+) o
dx dy dx du

Ora, se si pone:

ol Bl Tl St
o g2 .2 32
A= gl 21 él ! ’
£ “f[2 2 o
sl trova:
al pl 71 ’31
0.2 pz ,‘2 52
(18) X, (®)= =—NA;
)\1 &1+)\2 &2 )\1 7}1’*')\2 7]2 )\1 Cl'l‘)\g C2 )\1 (,l)l+>\2 (!)2
g .,11 ¢ !
analogamente :
(18) X, (@) =\ A.

D’altra parte, per il lemma IV, valendoci delle relazioni (10)
si ottiene :

B,(A) =0, By(3) =0, X, (A) =0,X,(8) =0

e quindi che la quantitya A (differente da zero a causa dell’ indi-
pendenza delle trasformazioni infinitesimali B,f , B,f , X,f , Xof) deve
essere una costante.

Distinguiamo ora i due casi seguenti:

1.2 Le costanti A, e ), sono ambedue nulle: >, =X =20.

2. Una almeno di esse & differente da zero.
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Nel primo caso o si potranno ottenere due trasformazioni in-
finitesimali permutabili colle X,f, Xof, 0 si potra supporre soddi-
sfatta la relazione :

B, By)f = o, Bif — 5, Byf R

Nel secondo caso, se & == 0, sard ancora soddisfatta questa re-
lazione ; in caso contrario (s0) dalle (13), col farvi:

c=c¢ch , T=¢tly

si ottiene -
Xy Fre+ Ut 2)e=0
Xo(@) —Me+d (vp—h)e=0.

Queste eguaglianze, dividendo per : e avendo riguardo alle (18),
(18'), possono anche scriversi :

X, |log E@ +uy+r=0
e 4

X, |log : +v-0N=0.
e d

Con ¢ 0 si ha dunque un moltiplicatore del sistema (15) nella
quantita :

g

2
]

e

e percio due trasformazioni infinitesimali permutabili colle X,f,
X,of nelle:
k. k.
o 024

C_Bf, S_Bf.
ve ol e

Vediamo cosi che, o potranno determinarsi due trasformazioni
infinitesimali, indipendenti tra loro e dalle X,f, X,f, e permuta-
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bili con queste ultime, oppurre potra supporsi soddisfatta la rela-
zione.

(Bl ) Bsz)f= °2Blf_ GlBlf-

In quest’ultimo caso troviamo (nello stesso modo come al n. 4
del § 3 (pag. 45, 46)) dalle (12) che la quantita:

B, (7) 4 B:(p) = Bi(52) — Bs(0)

& anch’essa un molliplicatore del sistema (15); e, dato che non sia
nulla, essa ci permetterd di ricavare dalle B,f, Byf due trasfor-
mazioni infinitesimali ammesse dal sistema (15), moltiplicando le
B/f,B,f per un conveniente fattore.

Trorema II. — Nelle stesse ipotesi e colle stesse posizion? del teo-
rema 1, supponendo di piie che le ), ,h, sieno costanti ed indicando
con:

RS Y Y SN

U
2f—— 8f+p2 f+ 2af_{_;2 f

le due trasformaxioni infinitesimals, indipendents dalle X,f , Xof

Af

e tra loro, ottenute dalla v—_ﬁ col dare ad a © due valor: a, , as,
ponendo ¢noltre:

{ (Bi, Bo)f ==B/)f + pBof + o Xof + o Xf

e

25

p2+ (i

EA G T T g d
le quantita:
D (r—2)® 5 (p+a) ;5 ls—Mht
sono altrettante moltiplicatori del sistema completo

(IIT) X f=0 , X,f=0.
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Se ¢ ad un tempo A, =x,=0 si hanno altri-due moltiplicatori
del sistema (III) nelle quantita:

1V) G, T.

Se invece una almeno delle ), , h, é differente da xero e sono al
tempo stesso nulle tutte e tre le (II), o puo, con una sola quadratura
determinarst un moltiplicatore del sistema (I11), oppure potra sup-
porst soddisfatta lo relaxione:

(V) (B, B)f = Gszf— Glef~

Questa sara soddisfatta anche con \,=X,=0, se al tempo stesso
sono nulle le (II) e le (IV).

Soddisfatta la (V) st ha un moltiplicatore del sistema (I1I) in:
B, (s;) — B;(ay) .

Ove uno almeno dei moltiplicators trovati sia una quantity M
diversa da xero, le trasformaxioni infinitesimali

1 1
T—MBJ ) \/_TﬁB?f

saranno permutabily colle X,f, Xof ; in caso contrario sard soddi-
sfatta la relaxione:

(Bl y Bz)fz U2B1f—‘ Gy Bzf

con .
B, (s,) = B, (s)).

3. — Se una almeno delle quantita che, secondo il teorema (II),
sono moltiplicatori del sistema (15) & diversa da zero, si avranno
subito due trasformazioni infinitesimali B,f, B,f ammesse dal si-
stema stesso e questo potra quindi integrarsi con due altre quadra-
ture 1), nei casi piu sfavorevoli.

1) Oltre quella che pud essere occorsa eventualmente per determinare
il moltiplicatore M.
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Ma anche nel caso opposto, in cui, come abbiamo veduto, &
soddisfatta la relazione:

(19) B1, B)f =0, B)f — 3, Byf  (Bi(5) — By(s) =0).

pud vedersi che pud, con sole quadrature, ottenersi un moltiplica-
tore del sistema (15).

Cominciamo col provare che, con una quadratura, oltre quella
occorsa per la determinazione della funzione ®, pud determinarsi
la pit generale soluzione p. del sistema :

B, (logp) + 0, =0

Y (logy) + " F2% g

ciod la pit generale funzione che sia insieme un moltiplicatore di
Jacobi delle equazioni B,f=0 , B,f=0 e tale che p* lo sia del-
l'equazione Y f=0. ’

La risoluzione del sistema precedente si riduce, come & noto,
a quella del sistema:

= d
Bif=B,f — o, @f- =0

= )
(1) { Byf = Bgf—sz;;,a{:o

5 s Mvi-teve O
Yf=Yf —2—‘"8;* =0.

Ora per questo sistema osserviamo innanzi tutto che, dalle (12),
quando si faccia #=s5,, p=—0,, moltiplicando la 1.» per i, e la 3.2
per X, e sommando, e moltiplicando la 2.2 per ), e la 4.* per %, e
sommando ancora, si ottiene:

M1+ Ao v, My Agv
Y(Gg) B2(11222) 0211222
M1+ Ao v M+ A v
Y(l) Bl(ll 22) l11 2 Ve

Ann, 8. N, 9
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e che quindi, come facilmente si vede, sono soddisfatte le relazioni:

(B., By))f = 0:B,f — 5, Bof

(E“Y)f =)\1V1+)\2V2 E;f

(B,, ¥/ —MM B.f .

Da queste vediamo subito (lemma V) che il sistema completo (21)
1 . . . s
ammette per moltiplicatore o e poiché di esso si conosce gia una

soluzione, la funzione &, I’altra potra ottenersi con una quadratura.

B dunque provato che il sistema (20) pud risolversi con qua-
drature.

Servendoci ora del teorema richiamato nella nota a pag. 50 ot-
teniamo che, siccome le equazioni:

Bf=0 , Bf=0 , Yf=0

ammettono singolarmente le X,f, X,f, indicando con p una qua-
lunque soluzione del sistema (20), la quantita:

X, ”*

deve essere una soluzione delle equazioni B,f=0 , B,f=0, e l'altra
X, (logp?) 4+ vi 42,y 0 se si vuole anche:

9

X, (logy) + 212
& una soluzione della Yf=0: in sostanza vediamo che &

(22) X, (logp) 12

una soluzione del sistema completo:

Bijf=0, Byf=0, Yf=0
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Analogamente si ha che altrettanto avviene per 1’espressione:

Vo —

(23) X, (logp) + 252

Possiamo dunque dire che le quantita (22) e (23) devono essere
ambedue funzioni della sola &: e se si pone:

( X, (ogp) + 25t =E(@)

(24)

( X, (logp) + 252 = F(@)

moltiplicando per ), la prima uguaglianza, per ), la 2.2 ¢ sommando
si ha.

ME 4+ 2,F =Y (logp) + x‘i’g—“f—? =0

dimodoché, se ambedue le quantita ), , k, sono diverse da xero, po-
tremo scrivere:

E__F
IV
Vediamo subito allora, rammentando le {18), (18'), che, se si
pone:
H(@):—LfEd¢=.ide<D
. hA MA
si ha: :

X,(H)=E , X(H=F,

o quindi, dalle (24),

1 )\2
X, (logfpe=H]) + 257 =0

(25)

Vo— M

X, (log[p.e=H]) + 252 =0.

11 moltiplicatore voluto &

‘_,'26—-2H

ed esso appunto si & ottenuto con quadrature.
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Se una delle 1., , 1, é nulla, per es. se é y=0, si trova A, E=0

ciod8 E=0; ed osservando che ora &:

1
Xy (P) =Y (P)=0,
ponendo:

H(®) =%dec1>,

stanno ancora le (25).

Se & infine =Mk, =0 occorre modificare alquanto il ragiona-
mento fatto.

In questo caso saranno soddisfatte le relazioni:

B, X)=3Bif (B, X)) =3By

(B, Xy = g B,f B, X,) = 322 B,f
(Xl ) Xz) =0.

Da queste segue immediatamente che si ha la soluzione del
sistema completo :
Bif=0 , Byf=0 , X;f=0
nella funzione: ‘
\'J'.l Bl Tl 61

(7.2 2 "2 62
b, — f g (

él ,"1 Cl (1)1

dx dy dx du

e la soluzione del sistema:

Bif=0 , By=0 |, X1f=0
nella funzione:

1 e
o ‘(Jl ,[1 51

o o ( %
B, = f :
dx dy dx du

éz .,] 2 C2 (!)2
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¢ per le funzioni ®,, ®, si ha:
(26) X (P)=0 , X;(P)=A4; X, (P)=12, X (P,)=0.

D’altra parte vediamo subito che, con un’altra quadratura, oltre
quelle due fatte per ottenere ®, , ®,, si ha il moltiplicatore di Jacobi
pitt generale comune alle equazioni:

B,f=0 , B,f=0.

Infatti del sistema completo:
9 J
Blf—-clp.a{=0 Bgf——ozp,a—-i=0

. - o1
conoscendo due soluzioni, ¢, e ®,, ed un moltiplicatore, cios - ,
)

potra determinarsi con un’altra quadratura 'ulteriore soluzione.

Se indichiamo con p. un moltiplicatore di Jacobi comune alle

due equazioni B,f=0, B,f=0, ottenuto con quadrature, saranno
le due quantita:

X, (logp) +3 , Xalogp)+3
ambedue soluzioni del sistema:

B1f=0 ) Bgf=0,

ciod funzioni di ®, e P,. Poniamo che sia:

g X, (logp) + g= E(@,, o,
(27)

( X, (logp) + %2 = F(d,,d,)
Essendo nel nostro caso:
(Xx ) Xz)f =0

e quindi anche:
X, (v) — X, () =0,
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dalle due precedenti uguaglianze stteniamo subito :

X, (B) =X, (¥),

da cui:
oFE oE oF oF
s % (@) + 55 Xe (@) = 35 X (@) + 575 X ()
e per le (26):
oF _ 3F
b, b,
Sara dunque:
Fdo,+Edd,

un differenzidle esatto, e se si pone:

K(@1,¢z)=%f(Fd®,+Ed<D2)

risulta anche :

X, (K)= [F X, @)+ EX, («m)] —F

1
X, (0) = [F X (@) + B X, (0)] = F
Dalle (27) si ha infine :

X, (log p.e™¥) +5 =0

X, (log p.e™*) + 3 =0,
ossia che la quantita :
P‘z e—2K

& un moltiplicatore del sistema .

Xif=0, X,f=0.
Dunque :
Trorema III. — Anche nel caso in cui é soddisfatta la relaxione:

By, Bz)f= o Biff —a Bzf



Vantaggi che si possono trarre da nott invariants .. . 135

con
Bi(3) =By (a) =0

si puo determinare con quadrature un moltiplicatore p. del sistema
Xif =0, Xof =0

ed ottenere con cio due trasforma%z'om' infinitestmali :
lf ) \/——-— f
ammesse dal sistema stesso.

4. — Poich® in tutti i casi possiamo, nei pit sfavorevoli con

quadrature, ottenere due trasformazioni infinitesimali B,f, B,f am-
messe dal sistema :

Xf=0, X,;f=0,

questo potrd risolversi con altre due quadrature. Concludendo :
Teorema IV. — Se si conosce un invariante differenxiale
s@,y,x,u,p,q,r) che ammette il gruppo a due parametri:

lf_&laf af_&_ﬁl f_{__mlg_l’:
xr=e 3l il el ]
tale che in forza del sistema :

p=a , £1p+“f)1q+cl1"—w=0 §2p+»fi2q+c27._m2=0

non st annulli ¢l determinante ;

(PP "F q (‘F ”
&1 711 Cl ,
&2 112 C2

il sistema completo :
Xf=0, Xif=0

¢ risolubile, nei casi piw sfavorevoli, con quadrature.
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Nors, — Al n. 6 del § 5 abbiamo provato come, nei casi pilt
sfavorevoli con quadrature, si possano determinare convenienti fat-
tori pei quali moltiplicando le A,f,..., A.f,Bif,..., B.f se ne ot-
tengano altrettante trasformazioni infinitesimali permutabili colla
X/f. La stessa cosa pud provarsi con un procedimento pitt semplice,
simile a quello tenuto al n. 7 dello stesso paragrafo per il caso
e= —1, col quale si pud diminuire il numero delle quadrature da
Jarsi per avere i detti fattori, dimostrando, come segue, che bastano
per la loro determinazione due quadrature.

Se in luogo delle trasformazioni infinitesimali

Alfa AZfa ) Akf
consideriamo le altre .

1
1-¢

Af=vAf— ——o,Xf (i=1,2,..,k)

noi troviamo che sono soddisfatte le relazioni:

(1) (Ay, A=A, (logv) A,f~ A, (logv)Af; (A;,B) =0

@ A X)f= ~(X(logy) —ev) Aif + A, (log ) X7
Dalle (1), se si rammenta che &:
B, (v =0 (j=1,2,.,h),
risulta (lemma V) che si ha un moltiplicatore del sistema
Af=0 (=1,2,.,%k B;f=0 (=1,2,.,h)

nella quantitd v; per cui la soluzione ¢ di questo sistema pud
determinarsi con una quadratura.
Dalla (2) si ha allora :

A; (X (@) = A, (logy) X (@),
ossia :
A; (log X (9)) = A, (log v)

Ki(log X(‘D))= 0;

v
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X (b)

ciod deve essere —— una funzione della sola ¢ :
v

X (9)
— = E(9).
Se dunque si pone:
ao
e/ E =K (®)
sara :
X(K)=vK

ed applicando il lemma I si ottiene guanto volevamo.

Se noi teniamo conto di questa nota al § 3 n. 5, vediamo che
bastano due quadrature nei casi pilt sfavorevoli, per ottenere due
trasformazioni, infinitesimali permutabili colla

xf=¢l 4+

o che 'equazione Xf=0, della quale & noto un invariante diffe-
renziale soddisfacente alle imposte condizioni, & risolubile, sempre
nei casi pilt sfavorevoli, con 4 quadrature. Dell’osservazione fatta
ora si & poi tenuto conto nel teorema del n. 9 del § 6 (pag. 101, 102)

e nel n. 12 dello stesso paragrafo (pag. 114, 115).



