ANNALI DELLA
SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PIsA
Classe di Scienze

MAURO PICONE

Sui valori eccezionali di un parametro da cui dipende un’equazione
differenziale lineare ordinaria del second’ordine

Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe di Scienze 1'° série, tome 11
(1910), exp.n° 1, p. 1-144

<http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1910_1_11__A1_0>

© Scuola Normale Superiore, Pisa, 1910, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa, Classe
di Scienze » (http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/) implique 1’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASNSP_1910_1_11__A1_0
http://www.sns.it/it/edizioni/riviste/annaliscienze/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

MAURO PICONE

————e e

NI VALORT ECCEAIONALL DI UN PARANKTR®

DA CUI DIPENDE

UN'EQUAZIONE DIFFERENZIALE LINEARE ORDINARIA

DEL SECOND’ ORDINE






INTRODUZIONE

Max Masox, nella sua Memoria: On the boundary value problems
of linear ordinary differential equations of second order '), consi-
dera I'equazione

) At r@ L+ paw+ 8@y =0

contenente il parametro arbitrario &, dove p(x), A(x) e B(x) sono,
nel tratto finito (@, 0b), funzioni reali finite e continue della varia-
bile reale «, e dimostra 1’esistenza di infiniti valori reali di % (i cosi
detti valori eccexionald di )) per ciascuno dei quali esiste un in-
tegrale della (1), non identicamente nullo ?) (la soluxione eccezio-
nale corrispondente a quel valore eccexionale), soddisfacente alle
condizioni

Ly =ay @)+ ay®) +ay @+ ay (0) =0
Loy = by (@) + boy (0) + by’ (@) + buy’ () = 0,

supposte le a; e b; quantitd reali assegnate, nelle seguenti ulteriori
ipotesi:

a) B(x)<<O in (a,d),

b) posto

2)

a;by—a,b; =d;, ,

1y Transactions of the American Matematical Society, vol. 7 (1906),
pp. 337-369.

?) Tale integrale potra anche dipendere (linearmente e omogeamente)
da due costanti arbitrarie.
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vale la relazione
A
pdx
d24"_8(‘— dlg,

) quelli fra i determinanti d,s, dy4, das, dyy che non sono nulli
hanno tutti lo stesso segno.

In questa memoria del Masox viene dunque, per la prima volta,
abbandonata ogni ipotesi riguardante i cambiamenti di segno in
(a, b) della funzione A (x), ipotesi dalle quali, nelle questioni sul-
P’argomento a cui appartiene il risultato su enunciato, non si era
riusciti a liberarsi del tutto. :

Nel metodo seguito dal Masox, ’esistenza di ciascun valore
eccezionale e della corrispondente soluzione eccezionale viene pro-
vata dimostrando l’esistenza del minimo di una certa espressione
composta di integrali in determinati ecampi funzionali. Questo me-
todo & analogo a quello classico seguito da H. Wesrr nell’equazione
delle membrane vibranti.

. Nella mia tesi di Laurea: Swun pr oblema al contorno nelle equa-
xions differensiali lineari ordinarie del second’ ordinet), vi & (cap. X)
un primo accenno a considerare, nel caso p(x)=0 e B(z) =0,
la funzione A (x) di segno variabile in (@, b). & in una successiva
Memoria, che porta lo stesso titolo della presente ?), riuscii effet- .
tivamente a dimostrare, traendo solo profitto dai risultati ottenuti
in (T), D'esistenza di infiniti valori eccezionali di X (reali) nell’e-
quazione - ' '

3) ‘l Y ‘

wy=0

e relativi ad una delle coppie di condizioni

y@ =0, |

dx|p

dy
— 03 [ =0, YO=03 4@ =0, y)=

dyl . [dy]
Ler . L&] 0

1) Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa, vol. X. Indi- .
cheremo questo lavoro con (T).

?) Litografia L. Battei, Parma, agosto 1908.
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“nell’ipotesi pérd che i punti di zero della funzione A () in cui essa
- cambia segno, costitniscano in (e, ) un insieme di prima specie.

Col metodo adottato in quella Memoria vengono stabiliti, di
pari passo ai teoremi d’esisténza pei valori eccezionali, i feorems
d’oscillaxione per le corrispondenti soluzioni eccezionali '). '

In quella Memoria, sempre nella detta ipotesi per la funzione
A (x), & fatto anche uno studio degli indicati valori eccezionali
considerandoli come funzioni del tratto ed & applicato tale studio
a quello di integrali- della (3). Di pit, infine, viene esposto un
calcolo dei valori eccezionali e-delle corrispondenti soluzioni ec-
cezionali e vengon considerati i valori eccezionali come minimi,
ottenendoli, come “tali, per la stessa espressione di integrali con-

siderata da Masox, ma in campi funzionali diversi 2).

1) Il metodo di minimo del Masox non da i teoremi d’oscillazione che
nel caso A ()=0 in («, b). Nel caso cio¢ in cui sono applicabili i ben noti

“teoremi di Sturm, v. il citato lavoro del Mason, p. 357.

2y Era giad compiuta la redazione del presente lavoro, quando venni
a conoscenza della Memoria di S. SANiELEVICI: Sur les équations diffe-
rentielles des cordes e des membranes vibrantes. Annales de 1’ Ecole Nor-
male Supérieure de Paris, t. 25 (1909), pp. 19-91. I visultati del S. sulla

“equazione delle corde vibranti sono contenuti, in gran parte, come casi

particolari, nella Memoria di cui parlo nel testo. Ad es., i teoremi di
oscillazione sono stabiliti dal S. nel caso in cui la funzione A (x) cambia
di segno un numero finito di volte in (a, b). La questione di minimo
com’& trattata dal S. discende come caso particolare da quella trattata dal
Masox e la trattazione del S. & assai meno semplice di quella del Mason.
Osserviamo ancora che, tranne qualche dettaglio ed eccezion fatta della
questione di minimo, i risultati del presente lavoro comprendono, come
caso particolare, tutti quelli del S.
Sfugge, per es., al S. (n. 14, p.56) che la funzione y (x, 1), mero-
morfa in A, integrale della
day

LAy =0,

soddisfacente alle condizioni

2+ [t
dele ' |dxelp %7

supposte le I, e /, affatto generiche, non puo avere nell’origine un polo

‘d’ordine maggiore di dwe. Cfr, i nn, 11 e 31 del presente lavoro.
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Ma il mio amico prof. Eveesio Euia Levi osservd che i fon”
damenti da me posti alle mie ricerche in detta Memoria, consi-
derati da un altro punto di vista, permettevano d’ottenere i risul-
tati ivi contenuti non facendo altra ipotesi per la funzione A (x)
che quella d’essere finita e continua in (a, b).

Quest’osservazione del Levi fu lorigine del presente lavoro.

In queste pagine comincio collo stabilire (§ 3) 1’esistenza dei
valori eccezionali di ) nella (1) e relativi alle condizioni

® @y (@ + @y (@) =0
by (b) + bzy’ 0)y=0,
nell’ipotesi @) ed essendo, naturalmente, a? + a3>>0, 6} + 63>01).

I metodi seguiti percid rappresentano la pilt naturale esten-
sione dei classici metodi seguiti dallo Sturm nelle sue ben note
ricerche sull’argomento che ci occupa, e nell’estensione ho anche
notevolmente semplificato tali metodi.

Riesco nel mio intento per due vie ben distinte di pari sem-
plicitda. Una via (n. 6) & quella suggeritami dall’osservazione del
Lirvi, convenientemente modificata per 1’equazione e per le con-
dizioni pilt generali che qui considero; 'altra via (n. 10) ha le
sue origini da un ragionamento che viene spesso qui applicato per
svariati scopi.

Questo stesso ragionamento offre anche (§ 2) una semplicissima
dimostrazione dei pitt notevoli risultati di SturM e dei risultati da
me ottenuti nel cap. II di (T).

Nello stabilire 1’esistenza dei valori eccezionali di ) nella (1) re-
lativi alle (4), ottengo (nn. 9, 13, 14 e 15), nel modo piut semplice
e piu diretto i teoremi d’oscillazione per le corrispondenti soluzioni
eccezionali.

Considero poi al § 4, pit particolarmente, i valori eccezionali

di X nella (1) e relativi ad una delle coppie di condizioni

®) %aly(a)wzy'(a) =0 ( @y (@+ay (@) =0
yo) =0 ! y () =0,

1) Per le condizioni (4) & soddisfatta 1’ipotesi b), ma, se non & a,a,<<0
e b b,==0, non & soddisfatta 1’ipotesi c).



Sui valori eccexionali di un parametro da cui dipende un’equax. ecc. 7

nell’ipotesi @, @, << 0 e ne faccio uno studio considerandoli come
funzioni del tratto a cui si riferiscono. Le nozioni tratte da tale
studio vengon poi applicate (n. 17) allo studio di un integrale
Yy (x, )) della (1) non negativo e non decrescente in @ o ivi non po-
sitivo ¢ non crescente. In questa analisi si riesce a determinare
i punti di zero, i massimi e i minimi della funzione y (2, 1) e a
decidere se questa funzione &, in un dato punto, crescente o de-
crescente, per modo quindi che ne seguira un’idea molto appros-
simata della forma della curva y =y (z,)) Y.

D6 quindi, al n. 18, un enunciato molto circostanziato del
teorema l’oscillazione relativo all’integrale generale della (1).

Al § 5 considero i valori eccezionali di X nella (1) e relativi
alle (4) come minimi e massimi di un’espressione composta di
integrali. 'l'ale espressione & differente da quella considerata da
Maisox e coincide con questa solo in'casi particolari, ma i campi
funzionali son sempre ben distinti 2). La considerazione deile cir-

1) Un accenno a tale studio é gia contenuto nel Traité d’4. del PicArD,
t. IIT (1896), p. 119, n. 12. Cfr. anche (T) n. 22. Questi risultati hanno
anche un’importanza pratica tutte le volte che di 1n’equazione come
la (1) in cui, come in questa, si introduce un parametro A, senza poterne
avere in termini finiti 1’integrale generale, si riesce a conoscere i valori
eccezionali di questo parametro relativi alle (5). I calcoli esposti ai nn. 30
e 31 del presente lavoro fanno presumere che questo sia il caso, per es.,

per ’equazione di RiccATI Z;C‘Z{ G+ hxry =0.

?) Ad es. il MasoN trova che, supposto che A (x) prenda in (a, b)
anche valori positivi, il pilt piccolo valore eccezionale positivo %, di
nella (1) e relativo alle condizioni y'(a)==y'(b)=0, & il minimo della
espressione

2
I(u)= %’;) —Bu‘3$ dx

1 b
Yo Al
f Awdde ¥ °

a
nell’aggregato la cui funzione qualunque u(x) & in (a,b) finita e continua
colle sue derivate dei due primi ordini, ha derivata nulla ina eind e
b
rende fAuzdw>O. Mentre, al n. 21, si ottiene che %, & il minimo di
a

I (w) nell’agregato la cui funzione qualunque u (x) & in (2, b) finita e
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costanze da me poste offre una trattazione invero assai semplice
e rapida.

Nel finale § 6 comincio coll’esporre (n. 23) una trattazione
della funzione di Greex nelle equazioni differenziali lineari ordi-
narie del 2.° ordine e relativa alle condizioni lineari.pit generali.
Le condizioni che considero sono 'una o l'altra delle seguenti
coppie:

k=2 b
(6) Ly=)Y faik(‘c) PV de=1, (G=1,2),
k=1 Ja .
h_:—‘2 =Nl .
(63) LzyE 2‘ » aihly(k_l)(riht)': li (Z=1, 2) .
k=1 l=I

Dove, per le condizioni (6,), le a;; (t) sono funzioni di < reali
finite e integrabili nel tratto finito (@, b), assegnate insieme alle
quantita reali /; e per le condizioni (6;) i punti t,,, sono di (e, b) in
numero fininto << M m,;, assegnati insieme alle quantitd reali

2,k
@ixy © .

La trattazione testé menzionata comprende, in gran parte, come
caso particolare quella escogitata dall’Hiserr nelle sue ricerche
sulle equazioni differenziali lineari ordinarie del second’ordine 1).
Pervengo al mio scopo traendo considerevole profitto dai risultati
del Vorrurra sull’ inversione degli integrali definiti, risultati che

mi permettono di dare una nuova espressione (formola (9) del n. 23)
all’integrale generale dell’equazione

P d
@+ a@y+e@=0.

Tale espressione presta frequentemente importanti servigi in
tutta la trattazione, ed & partendo da essa che riesco, ¢n ogne caso,

b
continua colla sua derivata prima e rende fAu?dac>0‘ I4 del resto,
a
evidente a priori, come nell’aggregato considerato dal MASON si possa
togliere, per la w (), la condizione d’avere derivata nulla in a e in b.
1) HILBERT. Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Inte-
gralgleichungen (2.¢ Mitteilung). Gottinger Nachrichten (1904), pp. 213-258.
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a tradurre in un’equazione integrale lineare del tipo di Frepmory
il problema della determinazione di un integrale dell’equazione

@ T p@) Lt g @)y + e, =0,

soddisfacenti alle condizioni (6), dove ¢ (z,)) e ¢ (x,}) sono fun-
zioni intiere in ), nella sola ipetesi che esista la funzione y (x, }),
mesomorfa in %, integrale della (7) soddisfacente alla (6) con le /;
affatto generiche.

Do contemporaneamente un criterio per decidere sull’esistenza
dell’indicata funzione y (x,)) e, supposta esistente, un metodo di
calcolo per approssimazioni successive di essa funzione, conver-
gente in un interno del punto k= 0. Costruito lo sviluppo di
y (x,)) nell’intorno del punto k =0, mostro come da esso si possa
dedurre lesistenza dei valori eccezionali di X nella (1) e relativi
a particolari condizioni lineari. Pervengo cosi, p. es., (n. 30) a
dimostrare 1’esistenza di infiniti valori eccezionali di X (reali) nella
(1) e relativi alle condizioni (2) nella sola ipotesi &), supposta la
funzione A (x) di segno costante in (a,0) e la B (x) ivi solo finita
e continua e ottengo un calcolo di quei valori insieme alle cor-
rispondenti soluzioni eccezionali.

Ritrovo, per la stessa via, p. es., l'esistenza di infiniti valori
eccezionali di % (reali) nella (1) relativi alle condizioni (2) nelle
stesse ¢ sole ipotesi @), b), ¢) di Masox e ottengo altresi il calcolo
di detti valori insieme alle corrispondenti soluzioni eccezionali.
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§ 1.

Considerazioni preliminari

1. — Siano p(x),q,(x) e g, (x) funzioni reali della variabile reale z
finite e continue nel tratto finito (@, b) e consideriamo 1’ equazione :

2 d
() @ 4 @)+ [y =0,

contenente il parametro arbitrario A. Posto

0 (x) = e]jp o

si avrd in (@, b): M=0(x)=m >0, M e m indicando due nu-
meri finiti e positivi. Poniamo

)

0(@)q(x)=Ax) , 6(@)q(@)=B(@),

I’equazione (1) sard equivalente all’altra
d dy

Noi considereremo 1’equazione (1) nella forma (2).

Indichino a,, a,, b,, b, quattro costanti reali assegnate, tali che
non si abbia mai ai4a=0 o b} b3=0; & ovvio che:

Detto y(r,)) un integrale della (2) soddisfacente in @ alla con-
dizione

3, ay(@) + a{j—ﬂf 0,
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la funzione intiera in »:

d
D)=by(b,2) b %Lz;

ha per punti di zero tutti e soli quei valori eccexionali di i per
ciascuno dei quali esistono soluzioni della (2) non identicamente
nulle soddisfacenti alle condizioni ai limiti

I
o

) d
oy (@) +a [d—ﬁ
3) d
by (b) +bz[d~i]] —0.
" Sia’ '
@ DV

la successione di questi valori eccezionali.
Detto 7 (x,7) un integrale della (2) soddisfacente in 4 alla con-
dizione ' S
_ dy
2 l/ | ——| =
(3, )+ s 7] =0
la funzione intiera in i:
on oy
D@)y=ay(a,i)+ az[a{ﬂ )
CL|p=aq
ha per zeri tutti e soli gli elementi della successione (4).
Le funzioni y; () =y (x , ;) , ¥ (@) =7 (x , %;) soddisfano alle (3)
e all’equazione:
d(,dy ‘
B+ 0 a4By=0,
esse differiranno dunque solo per un fattore costante, disponendo
del quale potra farsi y, (x)=%, (x). La y, (x) si dice la soluxione
eccextonale corrispondente al wvalore eccexionale ).,.
Si ha:
b

d (oY dy P [ gdy: dy,
2
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e quindi, dall’eguaglianza:

'

moltlphcandola per zkdx e mteglando fra a e b, s otterra

b
dy,; d
/A_/l./,cd ———[ka de—| / g %Y _y_kdx——fBu Y dz ;

analogamente, scambiando y; con ¥, , si otterra

)+<>HA+B>yz—o

b
dy dy, d ’
>~h/Az/iykdx— Oy /" +/ Kk »-Zl?f By y.dr.
12 v a
Da questa e dalla precedente, supponendo %; 47, , si avra
. b - c

(5) /Ay,-yhdx=0; e C

- a . ' . .

e supponendo h; =) ,

b
(6) )/Aﬁdv [67/‘03 } +/ /Byidx."

Stabiliamo ancora un’altra relazione che ci sara molto utile,
Indichi % (,)), come sempre in seguito, una soluzione della .(2)
soddisfacente in @ alla (3)), si avra: ' L

b
_ dy; Ay
M =) f Ay do=000)y g —v. 2

Zlo—p
a
Posto A=k, 4-¢, si ha

) . d_dy [y
ye 1) =yi+-= [&L:% Fo T w +“[axa>l,,=li+”"

Introduciamo questi sviluppi"nélla',(ﬂ);.dividiafno' pér = é pas
siamo al limite per ¢ infinitesimo, si otterra la relazione
b
. 2 Iy — % % oy |
(8) /A?/«dx - e(b) [a a) —Y oz aIJx——b b

a
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che & quella che volevamo stabilire. Analogamente si otterra l'altra

b
oy &Y
2 7., _ vJ % __
®) /;Ay"d”“ '@ o T T mafme

Dalla formola ben nota (5) segue che, se la funzione A (x), cioé
la ¢, (x), 8 in (@, b) di segno costante, non esistono valori eccezio-
nali complessi e dalle (8) e (9) che, nella stessa ipotesi per la A (x),
gli zeri delle funzioni intiere D (}) e D () sono semplici Y).

2. —- Facciamo ora le seguenti ipotesi che sottintenderemo sempre
mantenute, in questo e nei successivi numeri, fino a quando non
avvertiremo il contrario:

1.0 La funxione B (x) non prende in (a,b) valor: positivi.
2.0 Le costanti a,, a,, by, b, soddisfano alle disequaglianze
a,a,<<0,5,0,=>0.

Per Tipotesi 2.2 si avra [y,- dyi] =0e [y, d—y’] < 0, posto
[ b

dx dx
che %; e quindi y, siano reali. Ne segue che per ogni soluzione

. . N d i b
eccezionale reale si avra — lﬂ Ys _y_} =0.
) dx |,

Dalla (6) si deduce, evidentemente, che se non & B(z)=0 e
contemporaneamente @, =b, =0, fra i valori eccezionali ); non esi-
sterd lo zero. Se & B(x)=0 e a,=56,=0 fra i valori eccezionali X,
esiste lo zero, difatti una costante ¢ non nulla soddisfa all’equazione

d dy_
@@ﬁ““

e alle condizioni
dy| _ dy| _
[%L_O ’ [d_x]b_ 0

Dalla (6) si ottiene altresi che:

1) Cfr., per es., STURM, Mémoire sur une classe d’équations a diffe-
rénces partielles. Journal de Liouville, tome 1er, 1836, pp. 373-444. In
questa Memoria trovasi gid stabilita la formola (8).



Swi valors eccexionali di un parametro da cui dipende un’equaz. ece. 15

Per ogni valore eccexionale \; reale non nullo ¢

b
(10) l,-fAy%dx>O.
a

Ne segue, per le relazioni (8) e (9), che

Ogni zero reale non nullo delle funxioni intiere D)) e D (1) &
xero semplice.

Dalla (10) segue anche che se &, in (@,6) , A(®)=0 non esi-
steranno che valori eccezionali positivi, se &, in (@, d), A (x)<<0
non esisteranno che valori eccezionali negativi. Invero, nell’un caso
o nell’altro, non esistono (n. 1) valori eccezionali complessi.

Avranno per noi speciale importanza i valori eccezionali X; nei
seguenti quattro casi particolari

by=0 , by=0, a,=0 , ,=0.
Poniamo
[D M=o =K () 5 [D0)]nmo=H0) , [D(W)]a—o=K) ,
D ()]u—o=H() .

—

Diciamo %; , k; , %k, , k, , rispettivamente, gli zeri delle funzioni
intiere K (0), H(), K(2), H().

Le eguaglianze (8) e (9) danno luogo in questi quattro casi
particolari alle seguenti:

b

dy o

) [aesera =00 [ Y,

(12) / l(a;) Y@, b)) de= —0(b)y@,h) [ﬂ—]lzk.,
i ‘ ox N[, _,°
7 3 3

B [rwreRa--ow [ Y,
b 2,

a [Aore i = @) [T
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Possiamo dimostrare che:

Le funxioni intiere D) e D()) non hanno xeri complessi.

Supposto che A=i'+41", con 1"+ 0, sia uno zero di D() e
¥ (@, ))=y'+7y" la soluzione eccezionale corrispondente, j =\—2\"
sard anche uno zero di D(X) e y,=y (x, %) =¢'—2y” la soluzione
eccezionale corrispondente. Nella relazione

Oz/k —}—/ s dykdx—/By Yp de =0,

che vale se & ); %), poniamo ?; =1'+41", ), =1'—2¢)", essa con-
tinuera a valere essendo X"+ 0 e quindi 37, e si otterrd

) —[ow l+ ] + (3L o — ] ‘b )+ dr =0

Ora risultera

dy1b
—‘[6 Yo d_;L2 07

invero, se & a,=0 (b,=0), si ha

d, i ,
[e " dy]; 0 ([e ” Jﬂbz 0) :

s6 & @£ 0 (b£0), si ha
d 1 2 N2
Pon i) =50 @ [+ ] =0
' d bl ' 7\2 N2
(—[6 ngl =500 w1+ =0

Per cui dalla (15) possiamo dedurre che, se non & B(z)=0,
dovra essere y'=0, y”=0, contrariamente all’ipotesi che X'+ ¢1.”
sia un valore eccezionale, se ¢ B(x)=0, ¥’ e y” dovranno essere
costanti e quindi )" =)"=0, contrariamente all’ipotesi x4 0.

Riassumendo, possiamo dunque dire che: le funzioni intiere
D, D hanno solo xeri reali e gli xeri non nulli (yli xeri nulli
esistendo solo nel caso B(x)=0, a,=0b,=0) sono zeri semplici. J
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3. — Nel seguito ci occorrera sovente di considerare 1’equazione

(16) . (0 Y +B@y=0

e ci sara utile tener sempre presente la circostanza che la fun-

zione Oy gg, y essendo 1’integrale generale della (16), non & mai
decrescente in (@, d), come segue dalle relazioni:
2 2
%(w%):e(g%) —I—y(%((iz—?;):@(%) — By=0.

Da tale circostanza segue, per es., che se un integrale della (16)
& in un punto positivo o nullo e crescente (negativo o nullo e de-
crescente) esso & positivo e crescente (negativo e decrescente) in
ogni punto a destra, ecc.

Un integrale y (x) della (16) sia in un punto ¢ di (a, b) positivo
(negativo) ed abbia ivi derivata nulla. Se ¢ & tale che in un suo
qualunque intorno vi sono punti in cui & B (z) + 0, ¥y (x) sara
sempre positivo (negativo) in (a, b) costantemente crescente (decre-
scente) a destra di ¢, costantemente decrescente (crescente) a sinistra
di ¢. Se il punto ¢ non & tale e non &, in (@, b), B ()= 0, diciamo
¢ e ¢, gli estremi dell’intorno di ¢ in cui & B (z) =0, la y (x) si
manterra sempre positiva (negativa) in (a, b) e stazionaria = y (c)
in (¢, ¢;) ; a destra di ¢, sara costantemente crescente (decrescente)
e a sinistra di ¢, costantemente decrescente (crescente).

Se & in (a, b), B (x) =0, la y (x) si manterra costante ==y (c)
in (a, b).

Ann, S, N, s



§ 2.

Una nuova dimostrazione di un teorema di Sturm

4. — Noi ci fonderemo, per le ricerche del successivo paragrafo,
su un teorema dimostrato da Srturm nella sua classica Memoria
sulle equazioni differenziali lineari ordinarie del second’ordine?). Non
crediamo percid inopportuno di dare qui una nuova semplicissima
dimostrazione di tale teorema.

Enunciamo il teorema:

L L) . . .
Le funzionz 6(x, A), 59;6(;0,)\) , q(@ 1), finite e continue ri-

spetto a x ,a<"x<<b, soddisfino alle condixzioni
P() =0 (2,0) =p() >0, P.0)=q(,2) =p.()>0

e varitno 1onotonamente con ), preciswminente, con L crescente e
per un fissato ma arbitrario valore di x, la 6 (x, )) non cresca
mat e la q (x, )) non decresca mai. Si abbia ancora
lim P, () = quantita finita o nulla , lim p,(\)=0c0 .
A= A=x
Allora, dato un numero intiero e positivo v arbitrario, esistera
un valore k, de ) tale che per » >, Uintegrale generale y (x,))

1) SturM. Sur les équations differentielles linéaires du second ordre.
Journal de Liouville, tome 1¢r, 1836, pp. 106-186.
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dell’ equazione

d di
(1) e N +aeny=o

abbia in (a, b) un numero di xeri non inferiore a v; preso un seg-
mento arbitrario (a,, b)), esistera un valore ka5, di ) tale che per
A>>hay, b, Uintegrale generale y (x,)) della (1) abbia almeno uno
xero in (@, b)).

Premettiamo le seguenti considerazioni nelle quali trovano la
loro dimostrazione, oltre al teorema enunciato, altri teoremi pari-
mente ottenuti da Srury nella citata memoria.

Le equazioni

@) L@ 1 g my=0
®) 2@ U+ awy=o

siano integrabili nel tratto (@, &) e ivi si abbia
0@)=0.%>0, ¢@)=q () .

Sia « (x) un integrale della (2) per cui i punti x, e x, di (a, b),
x, > x,, siano zeri consecutivi. Dico che 1’integrale generale y (%)
della (3) avra almeno uno zero nell’interno di (z,, «;). Per dimo-
strarlo partiamo dall’eguaglianza

Ly 2
du)\?
4) fﬂ (—~) dw=fqu2 dx .
- dx o

Supponiamo che y (z) non si annulli nell’interno di (x,, @) pur
potendosi annullare in a; o in «, o in «, e in x,. Le funzioni

w  u
oy T

y ¥

saranno allora finite e continue in tutto (x,, x,) e si avra:

o [l
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E 2
i W d(gdy
¢ (@)= Y dar;(e1 dx)

e quindi

2d(, d .
q(w)u——&@(e y) (@ —w

Sostituendo in (4) si otterra, per le (5),

o 2 LN 'y
[ [ o
n / 1 y o
W0 mz
“dy d o .
_/xel ‘_ﬁ%?dm—/; (g —q) v’ dx
ciod

) du d —{—/6——6 dn v

ATy

dy du o
/ dx dx ydx_/ "= e .
Ma si ha 1’identita:

@W_@ﬁf_@_WHQ
da;) dedey  \dr dx g;)

e quindi la (6) potra scriversi:

X, 2.
’ du\? P du dy
f(e._el) (%) dx—{—f(il((zz% dé;‘ o +j \— qputdr=0.

Ora se non 8 6 =10, e ¢ =¢q,, segue dalla (7) »(x) =0, con-
clusione da rigettarsi (il parlare di zeri consecutivi della w (x) pre-
suppone appunto che la « (x) non sia identicamente nulla in (a,b)).
Se 8 6=06,e g=gq,, segue dalla stessa (7):

du dy w __

de™ dccy

e quindi che gli integrali ¥ e « della (2) sono dipendenti.
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Possiamo dunque affermare:
1.° Ogni integrale della (2) indipendente da u« avra uno zero
nell’ interno di (2, ).
2.0 Ogni integrale della (3), supposta ora non coincidente con
la (2), avrd uno zero nell’interno di (x, ).

Dalla prima aftermazione segue che: le coppie di xeri consecu-
tivi di un integrale della (2) separano quelle di ogni altro inte-
grale.

Dalla seconda affermazione segue che: se un integrale della (2)
ha n xeri in (a, b): o,<x,<...<x,, U'integrale generale della
(3) avra almeno n—1 zeri nell’ interno di (x,,x,); un integrale
della (3) nullo in uno dei punts x; avra almeno n xeri in (x,, x,);
e un integrale della (3) nullo wn v dei punti z;, 2 <<v<<mn, sup-
posto che un tale integrale esista, avra almeno n—+4-v—1 zeri in
(21, ,).

Stabilito cid, per dimostrare il teorema enunciato, confrontiamo,
con SturyM, 1’equazione (1) con lequazione

d

d
®) 2P 00 a0y =0.

Sia @, un punto di (a, d) e u (x) sia un integrale di quest’equa-
zione nullo in @, esso si annullera ulteriormente in (@, ) un nu-
mero di volte rappresentato dal massimo numero intiero contenuto in

a—a 4 b—a, _(b—aa)\/zT2 )

Vs
P2 Pe

Sia v un numero intiero e positivo arbitrario, esistera un tal
valore }, che per k=), , risulti

(b_‘—“)_vﬂz_z v41.
=\/P,
Allora per X =2, il numero degli zeri di w (x) in (@, b) non sara
inferiore a v-1, ne segue che 1'integrale generale y (z, )) della (1)
per X >}, avra un numero di zeri non inferiore a v.
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Sia {(@,,b,) un tratto arbitrario in (a,5) e sia u(x) un inte-
grale delle (8) nullo in @,; esso si annullera ulteriormente nel punto

P T S c T
a,-+= 171 . Esistera un tale valore 14,5, che per X=Xq,, 5, risulti
2

n\/]iébr— a .
P2

L’integrale u(x) s’annullerd, per =), s, due volte almeno
in (a;,b) quindi I'integrale generale ¥ (x, ) della (1), per A >>hq,, »,,
s’annullerd una volta almeno in (@, b,. Il teorema enunciato di
SturM & cosi completamente dimostrato.

* B.— Ai teoremi ottenuti nel confronto delle equazioni (2) e (3)
possiamo aggiungere i seguenti di analoga dimostrazione.

Sia x, un punto in cui un integrale w (x) della (2) non sia
nullo e , @l punto di zero di w(x) pii prossimo a x,, a destra o a
sinistra div x,. La (3) non coincida con la (2), dico che:

Seé x,™>u e [1— @] =0, ogni inlegrale y(x) della (3) per
w dT|a,

cut st

1dy 1 du
9 i -z
®) [y delé[u d:vL
deve annullarsi nell’ interno di (x, x).

Se & x,<x, e[ij—ﬂ <0, ogni integrale y(x) della (3) per
cul sia: -

1dy] _ [1du
1 2 Iiets

deve annullarsi nell’ interno di (2,5, x,).

Difatti, supposto, per es., z, >, , E Z—ﬂ >0 , E %} <
[1 du ' '
<

< ——J e che la y(z) non si annulli nell’interno di (z, , ;) pur
u A |z, A
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potendosi annullare in a,, dalle relazioni

) 2 du .o
f 5(a) +[6%L=f vide
x 1 x
, wd(,d ‘
Qu*=———(6137%)-— (@ —q)u,

osservando che

segue
" du)* = ldu dy u\®
./xw—el)(d)d +fwel (-2 Vot

Xy 9
A +/(ql_q)u2dx+[0u%_e w dy

Lzl

ly d_xl'1=0

Eguaglianza assurda, per essere:

du w dy
[e?é %—61 *?;- Zz—x]xl_>_0

Segue, dai due teoremi precedenti, che nell’interno del tratto
limitato fra due zeri consecutivi ¢, £, di un integrale « (x) della (2)
cadono due zeri almeno di ogni integrale della (3) avente derivata
nulla in un punto &, fra ¢ e &, in cui Pabbia u ().

Supposta sempre la (3) non coincidente con la (2), sia 6=16,,
allora, col ragionamento precedente, si potra affermare che:

Se é x,>>wx,, ogni integrale y (x) delle (3) per cui sia soddsi-
sfatta la (9) deve annullarse nell’ interno di (x,, x,). Se é x,<wx,,
ogni integrale y (r) della (3) per cui soddisfatta la (10) deve annul-
larsi nell’ interno di (x,, ).

Ne segue che: Supposto 6 =6, e ¢, =¢, nell’interno del tratto
limitato fra due zeri consecutivi ¢, & di un integrale » (x) della
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(2) cadono due zeri almeno di ogni integrale y(z) della (3), per
cui si abbia, in un punto § fra § e ¢,, B Z—ZL: E %L .

Supponiamo, infine, 6=06, e ¢ =gq,, il ragionamento precedente
ci prova che: “

Se ¢ x, >, ogni iniegrale y (x) della (2), indipendente da u (),
per cut sia soddisfatta la (9) deve annullarsi nell’ interno di (x,, ).
Se & x,<x,, ogni integrale y(x) della (2), indipendente da u (%),
per cui sia soddisfatta la (10), deve annullarsi nell’ interno di (x,, Z)-

Ne seguono, in- particolare, tutti i teoremi ottenuti in (T), cap. IL.



§ 3.

L’esistenza dei valori eccezionali

6. — Indichi y (%, 1), come sempre in seguito, un integrale del-
I’ equazione

d
(1) 7 0 )+ easmy=o,

soddisfacente in @ alla condizione

o,y (a) + a, [%L= 0.

Rammentiamo, n. 2, che noi supporremo sempre, fino a che non
avvertiremo il contrario, @, @, << 0, si potra quindi pensare, per fissare
le idee, che la ¥ (x,)) sia in @ non negativa e non decrescente.

Lemyma — Sia & un punto di (a,bd), a<&<<b, e I una radice
dell’ equazione

y(E2)=0,
necessariamente reale e non nulla. Se & 10 (<0) I’ equaxione
)] ' y@,\) =0,

definisce una ben determinata funxione x(\) di \ finita e continua,
costantemente decrescente (costantemente crescente) tn un tratto
k..o (—...k) che soddisfa identicamente alla (2) e che si riduce
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a & per =1, verificandost le relaxions

0<k£l2

0>k=p) TB=0b, a<z®)=b?.

Supponiamo, per es., I>>0 e a<t<b. K

%y
[a"w}fzf *0

ne segue lesistenza di un intorno (I, /%) di Z, in tutti i punti del
quale risulta definita una funzione finita e continua = () soddisfa-
cente alla (2), alla z(/y=2¢ e alla limitazione

a<x(h)<b.

Di tali intorni (I,,7,) ve ne sono infiniti. Essi sono, n. 2, tutti
di numeri positivi, sara pertanto sempre , > 0. Diciamo % il limite
inferiore dei valori /,, sara & =0.

Sia V), '), ..., I{"... una successione costantemente decrescente
di valori /, avente per limite k. Nel tratto (& ) risulta definita
Vindicata funzione z (%) di %, allora la formula (11) del n. 2 ci per-
mette di scrivere, per  in (I{", l,):

~a(2)

jA(s) Yy (s, N ds= [6 (%) %% 63)_})/\

a

]z‘:z‘ (2)

x (1)
)\/A(s) Y (s, N)ds>0.

Ne segue
=5

o 37»L=x(/1)> 0,

e quindi la z()) costantemente decrescente in (I, ). La successione

cl), a@), ..., zl),...

1) Questo lemma & dovuto all’osservazione del Lmvi, menzionata
nell’introduzione,
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& pertanto costantemente crescente e poich® & x (I{”) << b, essa avra
un limite b,<<b. Ne segue k>0, invero &

ylw (@), 1 =0
e qundi iy b @), I =y (b, ) = 0.

Ora se fosse k=0, esisterebbe una soluzione dell’equazione

a (4% —
- (ed_x)+3y_o,

nulla in b,, non negativa e non decrescente in @ e non identica-
mente nulla in (@,d), il che, n. 3, & assurdo.

Attribuendo nel punto % alla funzione x()) il valore &,, risul-
tera definita lu x ().) nell’intiero tratto (&, Z,) finita, continua, costan-
temente decrescente.

Deve essere b, = 6. Difatti, ove fosse b,<b, i valori b, e k
sarebbero nelle identiche condizioni di & e / e ne seguirebbe 1’ esi-
stenza di un intorno sinistro di £ in cui continua ad esistere la fun-
zione x(\) e ad essere a<z(A)=<b, contro l'ipotesi che % sia il
limite inferiore dei valori [;.

La funzione x(\) risulta dunque definita nei tratti (&, %), & ivi
finita, continua e costantemente decrescente ed & « (k) =¥4. Per di-
mostrare il lemma occorre percid ancora provare che i valori /, non
hanno limite superiore.

Esista un limite superiore finito K dei valori ;. Sia U5, I, ...,
I, ... una successione costantemente crescente di valori I, avente
per limite K. Con un ragionamento del tutto simile al precedente

si provera essere
limz (i) = a.
N=00

Ne seguira y (2, K)=0, il che & assurdo se non & y(a,)) =0, se

non &, ciod, a,=0. Se & a,=0, si dovrd supporre B%} +0;
=0

poniamo, come sempre in seguito,

0 ; oy
a_;;y(x’/‘):‘y (zy2).
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La ¥ (x,") s’annullera almeno in un punto fra a e x (1), tale
punto sard funzione di ), diciamola Z(}), si avra

a<Z#B) <x(B)
e quindi .
limZ (") = a.
N=%
Ora &
Yz @), =0
e quindi
lim y"{z (&) , P} =vy'(a,K)=0,
N=x

contro 1’ipotesi.

Il lemma & cosi completamente dimostrato. Evidentemente, solo
nel caso §=20, risultera k=1

Considerando I’integrale #(x,) della (1) soddisfacente in & alla
condizione

_ dy
ng O+ b3 =0, nn=0,

facendo uso della formula (13) del n. 2 si avra, in modo analogo,
lo stesso lemma per la funzione a () di )\ definita dall’equazione

yla,)) =0;

basterd per averne l’enunciato scambiare, nell’enunciato del lemma
precedente, a con b e decrescenie con crescente.

7. — Dai lemmi ora stabiliti segue facilmente il teorema:

Sia, in &y E, 1)y EN=0{yE, 1)y E,1)=<0] ¢ per un deter-
menato valore reale 1 di ) esista in (a, b) U'n™° zero &, di y(x, 1),
a destra di & (a sinistra di &), allora per ogni valore reale de ) del
medesimo segno di 1, esistera o no, in (§,8,) {tn (&, &)}, U'n™° zero
di y (x,)), a destra di & (a sinistra di §), secondoché é

M= o A<
Supponiamo, per es., y (&) y'(¢,1) =0, che &.¢,..., &, siano,

rispettivamente, il 1, il 2o, ..., l’ n”“’ zero di y(x, 1), a destm di ¢,
e che sia 1>0,



Sui valori eccexionali di un parametro da cui dipende un’equaz. ece. 20

Si avra '
yE;,)=0 (¢=12,...,n)
con ¥ (¢, ¥y (§,))=0. Si potra quindi applicare, ad ogni tratto
(¢,¢,), il lemma precedente e dedurne che 'equazione y (x, ).)=0,
sard identicamente verificata da n funzioni

2 W)y 22(1)y ey 2o (W)

finite, continue, costantemente decrescenti, in tutto il tratto (Z, o)
che, rispettivamente, si riducono a &, &, ...,§, per i=1e di piu
verificano le relazioni &<Za; (\) <<§;. Sara, per A\ >1:

2,00 <5 0) < .. <, (1)
Infatti, inizialmente & x; (I)=¢§; e quindi
2y (1) <o () <. << (D),
e siccome risulta, per A = {:

%
x| v=w; (4)

+0,

non potra, per quei valori di A, mai divenire z;(\)==x; (}), ¢ ey
indicando due fra gli indici 1, 2,...,%. L’integrale y (x, X) ha dunque,
per A>>1, gli » zeri distinti in (@, b) : @, (),..., 2, (1), cid che, con-
siderando le diseguaglianze & <w; (\)<¢;, dimostra il teorema.

8. — Possiamo, dopo quanto precede, facilmente dimostrare 1’esi-
stenza delle successioni di valori eccezionali k,,%;.

Esista in (e, b) un tratto (a,, b,) in cui la funzione A (x) si serba
positiva, pilt precisamente, abbia un minimo 7 >>0. Diciamo — M,
M=>0, il minimo di B () in (a,, b,). Per valori di A superiori a

%, sard in (@,,b,)
rA () +B(x)>0.
Consideriamo 1’equazione (1) nel tratto (@, ) e per valori di
) nel tratto (17\—’1&, oo). La funzione di 2, » A (z)+B(x), cresce sempre

e infinitamente con 1. I risultati di Srurx (§ 2) ci permettono quindi
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d’affermare che, attribuendo a A valori>% e sufficientemente grandi

si potra fare acquistare ad ogni integrale della (1) un numero di-
zeri in (a,, b)) pit grande d’ogni numero fissato.

L’integrale y (x, }) della (1), possiede dunque per valori di A
sufficientemente grandi, certamente degli zeri in (a,, b,). Viene cosi
dimostrata 1’esistenza di una coppia di valori lefdihediz, I >0
e @ <& << b, soddisfacenti all’equazione ¥ (z,))=0. Il lemma del
n. 6 ci permette allora di dedurne ’esistenza di un valore positivo
k<< 1 per cui sara y (b, k)=0. ‘

E provata con cid P’esistenza di un valore eccezionale k; positivo.

Ma si puod dimostrare esistenza di infiniti valori eccezionali %,
positivi. Dico, infatti, che esistono valori eccezionali positivi %, in

numero maggiore del numero arbitrario v. Abbia A un valore l>;n— ,

talmente grande che 1’integrale y (x, )) abbia in (@,, ;) un numero di
zeri n>>v. Siano &, &,...,&, questi zeri e sia § <&<T...<§,.
Esistono allora n coppie &;,7,1>>0 e a<C§;<<b, soddisfacenti alla
y (z,\)=0. A ciascuna di queste coppie corrispondera un numero
ki, 0<k;<l, per cui & ’

y (b, k,)=0.
Sard k,<k,<Z...<k,. Invero, le coppie &;, ! definiscono le fun-
zioni x; (1) di » finite, continue e costantemente decrescenti che sod-

disfano identicamente alla (2); e i valori %; son quei valori di A
che rendono z; ())==>0. Ora, poiché inizialmente &

2 () <y () <o < (1),

sara sempre (n. 7), supposto X nel tratto comune d’esistenza delle 2, *
z; (\) << @i (M),

per cui, se fosse k41 <<k;, si avrebbe

Liq1 (ki+l) =g (ki) > x; (k)

€ non
L4 (ki-{-l) =, (k,)=5>.
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L’equazione y (b,2) =0 ha, dunque, supposta 1’esistenza del
tratto (a,, b,), infinite radici positive k, e poiché la y (b,2) & una
funzione intiera, si avra

limZ%, = .

Esista in (@, ) un tratto (as, b,) in cui la funzione A (x) abbia
un massimo negativo —m, m >0, e diciamo —M, M = 0, il mi-
nimo di B (z) in (a,, b,).

M
Per valori di & superiori a m la funzione ) (—A) -4 B sara

positiva in (a,, b,) e crescerda sempre e infinitamente con . Con-
sideriamo 1’equazione

) %(6%)+3%<—A)+Bzy=o,

nel tratto (a,, b,) e per valori di ) nel tratto (%, oo). Se ne de-

durra, come precedentememente, l'esistenza di infiniti valori posi-
tivi &', per cui I'integrale y, (z, ) della (3), soddisfacente in @ alla
condizione

, ‘ 5
a Y (@, 1) + o [5‘3—‘] e 0,

& nullo in b. Ma &
Y (x,)) =y (x,—)),
ne segue
y(b— K)=0,
ciod Dlesistenza di infiniti valori eccezionali negativi.

Si potra dunque enunciare il teorema:

Esistono infiniti valori eccexionali k;, aventi per unico punto
limate il punto oo ; se A (x) cambia segno in (a, b) ne esistono in-
finiti positivi e infiniti negativi; se A (x) é in (a, b) non mnega-
tiva ne esistono solo infiniti positivi; se A (x) é in (a,b) non po-
sitiva ne esistono solo infiniti negativi.

T evidente che se invece di considerare Pintegrale y (z, )) della
(1) avessimo considerato 1’integrale 7 (x, 1), avremmo ottenuto lo
stesso teorema pei valori eccezionali %,.
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9. — Indichiamo, come sempre in seguito, con
koy Fry ooy By oon

i valori eccezionali %; positird, ordinati in modo che la succes-
sione da essi formata sia costantemente crescente e con

ey Ty ey B, B

i valori eccezionali k; megative, ordinati nello stesso modo. Con n
indicheremo sempre un numero intiero positivo o nullo.
La successione

o Ty eey By Fogy Figy g ey By e

costantemente crescente e crescente da —oo a -}-co conterra tutti
o soli i valori eccezionali %, .

Ci proponiamo di dimostrare che la soluzione eccezionale
y (%, k+n) ha (oltre Peventuale zero @, esistente solo se & @,=0) n+1
zeri in (@, 6) di cui lo (n+1)"° & in b, e che la soluzione y (v, )),
per valori di A soddisfacenti ad una delle limitazioni

kn < )‘ < kn+l ] k—n—l < A < k—nv

ha, oltre ’eventuale zero a, n-1 zeri nell’tnterno di (a,b) e per
i valori di A soddisfacenti alla limitazione

by <A<ty

non ha, oltre ’eventuale zero a, alcun zero in (a, b).

Nel dimostrare quanto ci proponiamo riotterremo una dimostra-
zione dell’esistenza dei valori eccezionali %; .

Consideriamo nella (1), per fissare le idee, valori di » = 0.
I’integrale y (x,%) della (1), non negativo e non decrescente in
a, & per A =0, sempre positivo e non decrescente in (a, b). Esi-
sterd, pertanto, un intorno sinistro (0,¢) dello zero per cui, sup-
posto X in tale intorno, 1’integrale y (x, ) sara positivo in (e, b) ?).

1) Sottintendiamo, per brevitd, la frase escluso eventualmente il
punto a,; come pure, nel seguito, dicendo che y (x, 1) ha n zeri in (a, b)
sottintenderemo la frase: oltre l’eventuale zero a.
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Supponiamo l'esistenza di un tratto (@,,b,) in (a,d) in cui si
mantiene A () = 0. Allora esistera certamente un valore positivo
tale che per A =1 lintegrale y (z,)\) si annulla nell' interno di
(@, b).

Dividiamo i punti del tratto (0,7) in due classi C,, C,, nella
classe C, mettiamo i valori di A per cui I’integrale y (x, ) non si
annulla in (@, b), nella classe C, quelli per cui l’integrale y (x,))
si annulla nell’interno di (@,b). La classe C, esiste, 1 valori di A
nel tratto (0,¢) soddisfano infatti alla voluta condizione; la classe
C, esiste, 1 valori di A\ in un conveniente intorno sinistro di I
soddisfano infatti (n. 6) alla voluta condizione. In virtu del teo-
rema del n. 7 si ha di pit che se un valore di A appartiene alla
classe C, vi appartiene qualunque valore minore e se un valore
di : appartiene alla classe C, vi appartiene qualunque valore mag-
giore. Esistera pertanto un punto k, di (0,) per cui ogni valore
di X minore appartiene a C, e ogni valore maggiore a C,.

Ne segue, necessariamente, che la y (x, k,) sard nulla solo in b.
Il valore %k, & dunque un primo valore eccezionale positivo k; .

Per ogni valore di A maggiore di %, la v (x,2) si annulla nel-
Pinterno di (@, ). Vi & un’intorno destro (&, 40, k%, +¢) di %,
per cui, per valori di A in quell’intorno, la ¥ (x, %) si annulla una
sola volta nell’interno di (a, ). Invero, ove per A comunque pros-
simo a k,, esistessero due o piu zeri z,, @, ... di y (x, A), essendo
questi zeri funzioni continue di X, si avrebbe

0 =limy{x; \), M=y {limx; (), &},
A=k, A=y

e quindi

lima; (\) = b,

A=k,
esisterebbero allora due o piu funzioni continue z, (\), z, (1),
soddisfacenti alla y (x,A)=0 e prendenti lo stesso valore & per
A=k, il che & assurdo, per essere [a_y}c:b + 0.

ox [i—r,
Vi & un valore positivo [ tale che per A\=>1,la y (x,2) si an-

nulla nell’interno di (@, b) due volte almeno. Sara I > k,. Divi-

Ann. 8, N, 8
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diamo i punti di (%, /) in due classi C, e C,, ponendo nella prima
i valori di » per cui non esiste che uno zero di ¥ (x, \) nell’in-
terno di (@, b) e nella seconda i valori di )\ per cui esistono due o
piu zeri di y (x, &) nell’interno di (a, b). Le due classi esistono.
E per il teorema del n. 7, se un valore di » appartiene alla C, vi
appartiene qualunque valore di (k,, /) minore e se un valore di A
appartiene alla C, vi appartiene qualunque valore maggiore.

Ne segue l'esistenza di un valore k, >k, per cui ogni valore
N>k, e <k, appartiene a C, e ogni valore . >k, appartiene
a C,.

La soluzione y (x, k,) sard nulla in b e ulteriormente una sola
volta nell’interno di (@, b). Il valore %, & pertanto un secondo va-
lore eccezionale k; positivo.

Per ogni valore di N maggiore di k%, la ¥ (z, ) si annulla due
volte almeno nell’interno di (a,b). Come precedentemente si pro-
vera esistenza di un intorno destro (k,+0, k+¢) di %, per cui,
per valori di A in quell’intorno, la y (x,%) si annulla due volte
sole nell’interno di (@, b), osservando che, ove per valori di ) co-
munque prossimi a %, esistessero nell’interno di (@, b) tre o piu
zeri z,, x,, s, ... di ¥ (x,)), due almeno di quei zeri dovrebbero
tendere, per A\ tendente a k;, ad un medesimo zero di ¥ (z, k).
Cid posto, detto ! un valore (>¥,) tale che, per A\>=1, la y (x, )
si annulla tre volte almeno nell’interno di (e, b), ne seguira 'esi-
stenza di un valore k, >k, per cui la y (x,%k;) & nulla in b e ul-
teriormente in due punti nell’interno di (@, b) e quindi Vesistenza
di un terzo valore eccezionale k; positivo. Ecc.

Analogamente, considerando 1’integrale # (x,)\), si dimostrera
I'esistenza di una successione

e Ty eoe ooy oy oy By ey oy ey

e oy < B < Ty << O<Fy<lToy<..<lp<...,
costantemente crescente e crescente da —o a -0, contenente

tutti e soli i valori eccezionali %,; che la soluzione eccezionale
J (x, k+x) ha n+1 zeri in (a, b) (oltre ’eventuale zero b) di cui uno
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in a; che la soluzione # (z,}), per valori di A soddisfacenti ad
una delle limitazioni

I—cn < )" < ’_én+l ) 7‘;—n»l < >\ < k_-—n

ha 7+ 1 zeri nell’interno di (@, ) e che per valori di A soddisfacenti
alla limitazione

ke <A<y,

non ha, oltre l’eventuale b, alcun zero in (a, b).

10. —- I1 teorema del n. 7 & suscettibile di una dimostrazione
diretta molto analoga a quella data al § 2 per il teorema di Sturx,
affatto indipendente dal lemma del n. 6.

Sia, in (@, b), 0 <6, () << 6 (x) e siano )\ e ! due costanti
reali del medesimo segno per le quali si abbia |\|>>|I|; consi-
deriamo l’equazione

d
() %(eld—Z)+(>\A+B)y=o.

Dimostriamo che fra due zeri consecutivi «, e x, di un inte-
grale w (x) dell’equazione

) o)+ ea+By=o,

cade almeno uno zero dell’integrale generale y (x) della (4). Di-
fatti, ove y (x) non s’annullasse mai nell’interno di (x,,x;), pur
potendosi annullare in x, o in «, o in x, e in x,, si potrebbe
porre in (%, @)
AL () WP v
(1A 4 B)u? = ydw(eldx) (o— 1) Aec?.
Dalla relazione

T2 L2

/B(‘%de=f(lA+B)u"’dm,

@, xy



36 M. Picone

seguirebbe allora

Lo
f(e 6) |7 d“ dx +f (d“ dy;‘) dx+()\—l)fAu2dx=0,

eguaglianza assurda, per essere, § 1 relazione (10),
T
(6) n— l)‘[Au2 dr>0.
&1

Sia ora x, un punto in cui un integrale u (x) della (5) non

sia nullo e @, il punto di zero di w (x) piu prossimo a x;, a
destra o a sinistra di z,.

Se s w,>ux, e [2_14 Z—%] =0, ogni integrale y(x) della (4) per

cui sia
{1 dy} = {1 du]
y dele (v dxly’
deve annullarsi nell’interno di (x,, x).

Se & x,<<w, e L% c(liz] < 0, ogni integrale y (r) della (4) per

cui sia
1 dy 1du
b=l

deve annullarsi sull’interno di (a, ).

Cid si dimostrera con processo analogo a quello tenuto al n. 5,

1 du
osservando che, se & x, >z, e {— =0, risultera sempre va-

1

u dx

lida la (6), se & ax,<<x, e E‘ (fiﬂ << 0, risulterad

&y
()\———l)fAuzdx 0.

&L2

I risultati ottenuti in questo numero permettono d’enunciare il
teorema:
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Sia, in &, \ Z;L—O:{ t‘—(iingq ed esista in (a,b) Unm°

xero &, di w(x), a destra dv & (a sinistra de &), allora, se ¢ in ¢&:

du uw? dy du w® dy
Mal=lva, =,

esisterd, in (€,8) {in (€., 8}, Pume xero di y(x), a destra di ¢
(a sinistra di §).

Da questo teorema, fatto 6=0,, u(®)=y(t) e Bﬂ [%L ,
discende, evidentemente, come caso particolare, il teorema del n. 7.

S’osservera che i ragionamenti del n. 9 si fondano solo sul
teorema del n. 7 e sulla continuitd degli zeri x; di v (r,2) o di
y (x,)\) considerati come funzioni di A in un intorno di un valore % di
A per cui sia y(x;, k)=0 o y(x;, k) =0, continuita che discende
subito dalle ben note diseguaglianze [%}Fx 0, B‘Z/C L_’” 0.

A=k

Per cui, poich® i ragionamenti di questo numero dimostrano
il teorema del n. 7 indipendentemente dal lemma del n. 6, tro-
viamo due vie diverse: il lemma del n. 6 e i teoremi di questo
numero, per pervenire ai risultati fondamentali pei ragionamenti
del n. 9.

11. — Passiamo a dimostrare 1'esistenza dei valori eccezionali
hiyh;.

I valori eccezionali k; sono tutti e soli gli zeri di ¥’ (b,)). B
facile dimostrare che in ciascuno dei tratti (k,,%n41)y (B_n_1y k-n)
vi & uno ed un solo valore eccezionale k.

~ Invero, supposto, per es., che y (x,)) sia non negativa e non
decrescente in a, risultera y (x, k+o) nulla e decrescente in b,
Y (@, k+1) nulla e crescente in b, ecc. ..., cios:

Yy (byki) =0, (1) o (b, k,) > 0.

Pertanto, le derivate

Y By k) Y (B, Eag)
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risulteranno di segno contrario, come pure le
Y Oy knn) ¥ (B ) -

Cio prova che in ciascuno dei tratti (K., k.q1)y (K_n_i, b_n) Vi
sono certo radici dell’equazione ' (b, %) == 0. In ciascuno di questi
tratti v’¢ una sola radice. Difatti, considerando, per es., il tratto
(kyy Kuya), per ogni zero k; di 3 (b,)) in (K., k,41), si ha (formola
(10), n. 2):

b
(7) [ Ayt(e, h)de>0.

Ya

Ma nell’interno di (k.,, k,.) la y (b, \) conserva segno costante
e quindi, dalla relazione (12) del n. 2:

b

fA(w)yZ(w,hi)dm—e(b) TONIES y'(b,m]

a A=h;

e dalla (7), si deduce che in ogni zero k; nell’interno di (k,, ¥,1.)
la 3 (b,2) & sempre crescente o sempre descrescente, da cui l’af-
fermata unicita.

Diciamo A, e h_,_,, i valori eccezionali k; esistenti, rispetti-
vamente, nei tratti (., kop1), (Fow-1,y k_p).

Resta ancora da esaminare se nei tratti (0, ko), (0, k_,) esistono
volori eccezionali k,. Distinguiamo percid due casi.

1.c caso. — Non ¢é contemporaneamente B (x) =0 e a,=0.
Abbiamo visto al n. 3 che in tal caso risulterda ¥ (5,0)>>0 e
quindi, essendo ¥'(b, k+o0) <0, nei tratti (0,%,) e (0,%_,) esiste-
ranno certamente valori %,. Col ragionamento precedente si pro-
vera poi che in ciascuno di quei tratti esiste un solo valore ecce-
zionale A, diciamo %, quello esistente in (0, k) & 2_, quello esistente
in (k_o, 0).

La successione

s by Ry B by By
e Ly < Ky Ly <O Iy <<y < oee < By
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costantemente crescente e crescente da — o0 a -+ oo contiene tutti
e soli 1 valori eccezionali %,.

2.0 caso. — K contemporaneamente B (r) =0 e a, = 0. Nel-
lattuale caso fra i valori eccezionali A; esiste il valore zero. Fra
0 e k+o esistono altri valori eccezionali A;? Col solito ragionamento
si provera che fra 0 e k+o non esistera al pitt che un valore A;.

Esista, per es., nel tratto (0, %,) un valore %, e diciamolo A,.
Sara h, una radice semplice di %' (b,%) = 0, quindi ¥ (b,)) cambia
segno nell’annullarsi in A,, ma in %, & ' (b, %;) <0, ne segue
che nell’interno del tratto (0, %) dovra essere y' (b, \) >0 e quindi,
nell’intorno destro dello zero, y'(b,2) > 0. Viceversa, se nell’in-
torno destro dello zero & y' (b, ») = 0, ne segue, poich& & ¥'(b, k,) < 0,
lesistenza di un valore A, in (0, k).

Concludiamo: condizione necessaria e sufficiente per 1’esistenza
di un valore eccezionale %+o nel tratto (0, k+o0) & che nell’intorno
dello zero risulti ' (b,2) > 0.

Noi andiamo ora a studiare il segno di y’(b,}) nell’intorno
dello zero e a dimostrare quindi il teorema:

b
Esistera ol valore eccexionale h, se é / A (v) dv<0 e A(x) prende
a
anche valori positivi in (a,b). Esistera il valore eccexionale h_,
b
se é f A@)dex>>0 e A(x) prende anche valors negativi in (a,b).

a

b
Se ¢ f A (@x)de=0, ¢ valori eccexionali h, e h_, non esisteranno.

a
b

Se ¢ f A () dx ™0 (< 0) non esistera il valore eccexionale hy(h_o).
a .

Occorre percid avere lo sviluppo di ¢ (b,2) in serie di potenze

di A. Esso si deduce dal teorema Picsarp-Dini?!) secondo il quale

1) P1carD. Traité d’ 4., tome III, pp. 92-93. — Din1. Studii sulle equa-
zioni differenziali lineari. Annali di Mat., tomo XII, serie III (1905),
pp. 179-263. Nella citata Memoria del Drwi il teorema & dimostrato per
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Pintegrale della (1), soddisfacente a determinate condizioni iniziali
& una funzione intiera in A e supposto che la rappresenti la serie
‘ o)
8) 2n Uy, (T) W™,
0

questa, colle serie

L du K du
J n\n N\ n \n
(9) 2om dx A ’ - " duc® N b

un’equazione differenziale lineare ordinaria:

(@) dac" +.p1 (ac, )

doer -1 + +p”(w")y f(w)')y

supposto che i coefficienti p,, .

«vy Pr € il termine noto f siano funzioni
intiere in A,

Vogliamo dimostrare che tale teorema discende anche subito
dalla mia Nota: I teoremi d’esistenza per gl’ integrali di un’equazione diff.
tin. ord. soddisfacenti ad una nuova classe di condizioni (Rend. della
R. Acec. dei Lincei, vol. XVII (1908), pp. 340 347) e dalla Nota del Vor-
TERRA: Sull inversione degli integrali definiti (Rend. della R. Acec. dei
Lincei, vol. V (1896), pp. 177-184). Enunciamo il teorema: Ogni integrale
della («) soddisfacente a determinate condizioni iniziali & una funzione

intiera in A e supposto che la rappresenti la serie Eui(m) A%, questa,
1

insieme alle serie 2 s -~ M (v=1,2,..:,n), & per ogni valore di }, uni-
formemente convergente in (a, b), rispetto ad x. Nella mia Nota & dimo-
strato, in particolare, che un integrale della («) soddisfacente a deter-
minate condizioni iniziali, costituisce colle sue prime n—1 derivate la
unica soluzione di un sistema di equazioni integrali lineari del tipo di
VorTeERRA. I nuclei e i termini noti di un tal sistema risultano delle
funzioni intiere in A e quindi esso ammettera, per ogni valore di X, uno
ed un unico sistema di soluzioni. Ogni soluzione, secondo lo sviluppo
datone dal VoLTERRA, risulterd una serie di funzioni intiere in \, con-
vergente, rispetto ad « e per qualunque valore di A, in egual grado in
(a, b) e, rispetto a \ e per x in (a, b), in egual grado in un qualunque
campo finito del piano di A. T.a soluzione sard dunque, essa stessa, una
funzione intiera in A, Si avrd pertanto, tenuto anche conto della (v):

L .
=2ﬂ' Uyy N (v=0,...,7),

0

e per la convergenza in egual grado rispetto ad «:

Uyyl,i = dac u, i (v=0,1,..., n—1),
~he dimostra il teorema.
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8, per ogni valore di A, uniformemente convergente in (a, b) ri-

spetto ad x. Introduciamo gli sviluppi (8) e (9) nella (1) che nel-
Pattuale ipotesi diventa

d (ody —
%(ed—x)+xAy_o,

ne seguiranno le relazioni
du, d [, du,
(10) 2 (e dw) 0, %(e%)-ymn_l_o.
Supponiamo, per semplicitd, y(@,)) = 1. Si avra

du,,
(10, w@) =1 ; u(@=0, [%F 0

Per calcolare le u, (), osserviamo che I’integrale generale y (x)
dell’equazione
d (ydy —
0D +e@=o,

¢ (r) indicando una data funzione finita e continua in (a, ), &
dato da

x & @
d
y(w)=—f%/?(n)dnnwlfe—(%Jrcz,

e applicando il principio di DiricaLer sull’inversione dell’ordine
d’integrazione degli integrali doppi, si avra

y<x>=~fdnf‘g<(g;de+ j ~6i
dy d:
:l@(&)délm+clle—(é—)+ 2

3

an _
L @ t(x,8).

‘Poniamo
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L’integrale della (11) nullo in @ con la sua derivata, sard al-
lora dato da:

y (@) =ft(x,€)90(€)d$-

Le (10) hanno pertanto di conseguenza

o @ =1, tnps(a) =ft<m,é>A(e)u,,<&) at,

e quindi

&1 &1
Uy (m)=/‘: (x7&1)A(&l)d&l/t(&l782)A(&Z)déZ"'ft(&n-—l7&n)A($n)den'

12 a a
Ne segue lo sviluppo di %' (b,2):

b

12) y'(b,>\)=—(r?5/A(&l)d&1—

131

En—l
-3 o5 f A)ds [ (6 8) A G .. f (s ) A () d€

N==2
a

Dallo sviluppo (12) di ¥'(b,)) segue evidentemente che: Se &
b
f A (x) do <0, risultera, nell’intorno destro dello zero, 3'(b,»)>0
eaquindi, posto che A (x) prenda anche valori positivi in (e, ),
ciod che esista il valore eccezionale positivo k,, esistera il valore
b
eccezionale h,'). Analogamente, se & f A(x)drx>0 e A(x) prende

a

b
1) Se & A(x)=0 in (a,d), risultera /A(a:) dxe>0 e il valore ecce-
a

zionale h, non esistera; ofr. (T) pp. 44-53,
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anche valori negativi in (a@,8), esistera il valore eccezionale 4_,
b

Sia f A(x)dr=0. L’integrale y(x) dell’equazione

%(9%)—|—A(m)=0,

nullo in @ colla sua derivata & dato da

x)=ft(w,€)A(é)d&,

esso avrd derivata nulla in 4. Invero &

b
dy] 1 _
dw x)/ ) dg [x}b——m/A(x)dx_O.

Ne segue che il cofficiente della 22 potenza di X nello sviluppo

~

(12) & negativo. Tale coefficiente & infatti

b &1 b
1 R . 1
e—(—g)fA(Gl) d§1‘£t(51,‘52)A(52)d§2="eTb) aA(x)?/(x)dﬁ

e si ha

fA(I;)J (x) do = — f~ ./(90
oo (‘;'—z)“’dmfa o[

Ne deriva che y'(d,)), nell’intorno dello zevo, risultera nega-
b

tiva, ciod, che, nell’ipotesi / A (z)dx=0, non esistono i valori ec-
a
cezionali &, e h_,
Troviamo dunque che, nel caso B (x)=0 e @, =0, i valori
eccezionali &, e h_, non esistono mai contemporaneamente e che
la y'(b,) ha nell’origine uno zero d’ordine << 2,
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Ritroveremo i risultati dell’analisi testé fatta al § 5, in una
questione di calcolo delle variazioni ivi trattata.

Non distinguendo pit i due casi, si potra dire, pel teorema
del n. 7, che le soluzioni eccezionali ¥ (x, k+o) non si annullano
mai in (@, b), mentre che le soluzioni y(x, h+y) hanno » zeri nel-
Vinterno di (a, b).

B ovvio notarlo, identiche considerazioni varranno pei valori ec-
cezionali 7;.

12. — Le successioni

Y Y SR NN N VISR JPOND S Y N ST Y A

oy B P ey By By Kooy gy By Koy By y By ey Py By ey

costantemente crescenti e crescenti da — o a -} oo contengono,
rispettivamente, tutti e soli gli zeri delle funzioni

(13) y(ba)\) .’/,(bv)‘) ) g(a a)‘) g’(av)‘)a

il valor zero eccettuato nel caso B(x)=0¢e a,=0 (B{x)=0
e b =0).

Le funzioni (13) cambiano segno nell’annullarsi, per cui, poichg,

nel caso che non sia contemporaneamente B(z)= e a,=0 (B (xr)=0
e b=0)8

y©,0y(6,0>0F@,0y (@,0)<0)

si potrd dire che
per h_,<A<lhy, & y(b,Ny®,\)>0,
per Rk _<h<h, gla, )y (a,n)<<0,
per R, <0<k, oper k_, <i<h_, y@, )y b, 0)<0

o @

o

(n=0,1,..),

per k,<A<h,u oper h_,_,<D0<k_., & yb,Ny®,N)>0
(n=0,1,...),

per h,<)2<k, oper k_, <A<h_, ® §(a,N)¥ (a,)>0
(n=0,1,...),

per k, <A<l oper h_, <A<k_, & Fla,N)y(@,N<0

(n=0,1,..).
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Nel caso che sia contemporaneamente B () = 0 e a, = 0
(B(x)=0 e b, = 0), potrd mancare qualcuno dei valori %, 0 h_,
(7o, 0 ). In tal caso dovra considerarsi il valore ky 0 h_y (o 0 h_y)
come eventualmente coincidente collo zero; ma, poiché coincidendo
0 no hy 0 h_y (By 0 B_y) collo zero, si ha sempre:

?/(b,h0+€)?//(bah0+e)<0 y YO hy—e)y (byh —e) <0,
g(aa50+e)g,(“7ﬁo+€)>0 y Ylahy—e) ¥ (@, h_y—2) >0,
per valori di & di valore assoluto maggiore di |k| 0 |h_o| (|| 0 [h_q)),

varranno le stesse conclusioni del caso precedente riguardo al
segno delle funzioni (13).

Si avra invece che:

per A <0<lh, & y(b,)y(®d,2)=0(=0 sole per r=0),
per h_,<)Z<hy, ® ¥(a,)y (@,))<<0(=0 solo per h=0).

Tali considerazioni hanno anche la loro importanza nello studio
di un integrale della (1). Si potra per es. dire, dopo quanto ab-
biamo stabilito, che 1'integrale y(x,)) della (1) non negativo e non
decrescente in a, per valori di A nell’interno del tratto (k_,, k) &
sempre positivo in (a, b) e risulterd crescente o decrescente in b
secondoché ) & interno o esterno al tratto (h_,, hy).

Constateremo pit largamente l’affermata importanza nel suc-
cessivo paragrafo, per ora applichiamo le conclusioni di questo
numero a dimostrare lesistenza dei valori eccezionali del para-
metro » nell’equazione (1) e relativi alle condizioni:

(14) 0y (@ ,)) + ay (@, 2) =0
by, + by (b,2)= 0’

ay,ay,b,, b, soddisfacendo alle sole condizioni aj+ai>0,b5+b;>0.

13. — Consideriamo per primo il caso in cui sia @, a4, << 0 e
b, b,= 0. Potremo suppore b, + 0. T valori eccezionali del para-
metro A\ relativi alle condizioni (14) saranno dati da tutte e sole

le radici dell’equazione

yo,n_ b
() y G, b
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E —%g 0. La funzione ZEZ’,;—; prende valori negativi e solo
valori negativi nei tratti (k,,k,),(k_,,h_,) (®=0,1,..) ed in
questi tratti soltanto. Per cui i valori eccezionali potranno solo
esistere nei detti tratti. Ma considerando valori di A in questi tratti &

im YO g o oy YN

1=h._*_n Yy (b ) )‘) 7'=ki” Yy (b bl )‘)

)

e quindi in ogni tratto (k,,k,), (k_., k_,) esistono effettivamente
valori di A soddisfacenti alla (15). Si ha d’altra parte:

d ?/,(b ) h) 1 d , , d

N = b >\ T b )\ — —_— b \

TR I AR XA AT A
b . .

f/A@¢WJMm=m%Mmywn~ywnmﬂ@m
a

e, per \ in (,,k,) o in (k—y yh_y), n. 2 formola (10):
b
)\fA(a;) ¥ (x,2)de>>0.

a
y__'(bv)‘)
y®,N
crescente in (k_,,k_,) e quindi che in ognuno di questi tratti
vi & uno ed un solo valore eccezionale.

Ne segue che

& sempre decrescente in (4, , k,) e sempre

Diciamo A, il valore eccezionale in (k,, k,) e A_, quello in
(ks h_y).

Le funzioni eccezionali y (x,%,), ¥ (r,*_) non saranno mai
nulle nell’interno di (@, d), potranno perd annullarsi in ¢ o in b
o in @ e in b. Le funzioni eccezionali ¥ (x,,), ¥ (,%_,) hanno
n zeri ed n soltanto nell’interno di (@,d), potranno perd ulterior-
mente annullarsi in @ 0o in b 0 in @ e in b*). Cid segue dal teo-

) y (¢, Mtn) s'annullerd ina se é a,=0, inbse&db,—0,ina e ind
8¢ & a,=b,=0.
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rema del n. 7, considerando che, essendo h,<<),<k,, sard
l"n—l < )‘n = kn .
14. — Sia @;0, =<0 e b, b,<< 0. Potremo supporre b,+ 0. E

b, .y (b,
——=>=0. La funzione 2
b, = y(b,})
positivi nei tratti (2_o, ko), (FnsPngs) y (Ponor, k_p) (m=0,1,...) € in

questi tratti soltanto. Per cui i valori eccezionali potranno solo esi-

~

stere nei tratti indicati. Di piu, poiché &

prende valori positivi e solo valori

limy(b"‘)=+oo 3 lim y(Z’))\)z-‘O (n=0,1,...),
lzki"y (b’k) l=hi(n+1)y( ) ‘)

in ciascuno dei tratti (k,,A.41), (_n_y,k_,) esistono certamente
valori eccezionali. Nel tratto (k_o, k) potranno esistere come non
potranno esistere valori eccezionali.

Sul numero dei valori eccezionali esistenti in ciascun tratto
(Fuy Pogs)y (B_n,k_y), si potra solo dire che & finito.

Diciamo Xg 1y o2y« Po, 1 Valori eccezionali esistenti in (k_,, /).
Diciamo Auy1,1y Angrizyerey Mok, +1i valori eccezionali esistenti in
(FnyPongr) @ 1,1y A 1,200y An—1,w_,_, quelli esistenti in (f_,,_1,k_y).

La funzione eccezionale y (x,%, ;) non s’annulla nell’interno di
(@, ). La funzione eccezionale y (x,X+s,;) si annulla n volte ed
n volte soltanto in (@, d), se non & a,=0, se & a,=0 vi si annulla
n-+1 volte.

Sia @,a4,=>0 e b b, = 0. Potremo supporre a, 3 0. B —g‘g 0.
2
¥la,)

La funzione;g @ prende valori negativi e solo valori negativi
B}

nei tratti (-_o, i), (K., Bonyr) y (—n_1, k_,) ed in questi tratti soltanto.
Per cui i valori eccezionali potranno solo esistere nei tratti indicati,

ed in ciascuno dei tratti (%, %,4.), (_n_, , k_,) esistono effettivamente
per essere

lim gla,h) _

— =— lim
;.:Ei” ¥ (a,)) ’

=y nt)

Ece. Varranno identiche considerazioni che pel caso precedente,
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" Sia @,4,=>0 e b b, < 0. Diciamo y (x,)) un integrale della
(1) soddisfacente in a alla condizione

awy (@, +ay(@,1)=0,

potremo supporre, per non ricadere nei casi precedenti, a, a; > 0.
L’integrale ¥ (x,)) sara, per fissare le idee, positivo e decrescente
in a.

Rientrano nel caso precedente quei casi in cui & @,6, >0 o
b,=0, a,0,>0 e b,=0. Poniamo

Dtnilpmg = Ftmi o [htnsily g == Petnji.

I valori eccezionali k+n i, htn,i con n =1, esistono certamente;
la funzione eccezionale y (x , k+x,) ha n zeri nell’interno di (a,b)
e un ulteriore in b, la funzione ¥ (x, h+x) ha n zeri nell’ interno
di (@,b).

I valori eccezionali relativi alle condizioni (14) nelle quali &

supposto a,a, >0 e b, b, <0, sono tutte e sole le radici della
equazione

(10) M’M __Iﬁ

UAGRYN by’
—l—;-l> 0. La soluzione ¥ (2, ky,,) ha un solo zero nell’interno
2

di (@,b) e la soluzione y (x, hy,;) ne ha due, risultera quindi
YOy h) <0y y(b,hy)>0.
Nell’interno del tratto (hi,, , ke,) cadra pertanto uno zero almeno

di y(,)). Siano ¥, k',...,k® gli zeri di y (b,)) nel tratto indi-
cato, si avra

y(b,N)<C0 per hy, <1<k, yb,))>0 per k<A <h,,.

D’altra parte, poiche h1,, e h,, sono zeri consecutivi di ' (b,))
essa conservera un segno costante in (ky,, , k,,). Sia

y’ (b ’)\) < 0 peI‘ hl,-p‘ < )\ < hl.l .
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Si avra:
¥y, .
—>0 per A, <<k
(b, 0 P e <<
e
e Yo, .y,
lim — =10 lim £ Y
i=hy y(b,)) Y= y (b)) + >,

esisteranno dunque certamente in (ky,, ,%’) dei valori di A soddi-
sfacenti alla (16).

Se &
Y(b,0)>0 per hy, <A< hoa
si avra
y®,N )
¥ (b,)\)>0 per k¥ <a<lhay,

lim (6, )\ lim %' (b,))

TN AR TR

e se ne dedurrd ’esistenza in (k®, A, ,) di valori di A soddisfacenti
alla (16).

Concludiamo dunque che esisteranno certamente nel tratto
(Pay, y By,y) valori di ) soddisfacenti alla (16). Analogamente si vedra
che in ogni tratto (hn,v,,v hpt11) 5 (h—n-1, h_,,,,,_n) esistono cer-
tamente valori eccezionali.

Diciamo Xg,1 4 20,2 ye-e 2o, gli ©ventuali valori eccezionali esistenti
in (h“l,tl,hlm). Diciamo k,,'l,)\n‘z,...,)\n,v.n i valori eccezionali

esistenti in (fn, s Antrp, ) € dplyhen2 gy hony_, quelli esi-

hap_,)-

n—1" n

stenti in (h—p—1,0_

Por un teorema del n. 10 si potra dire che il numero N degli
zeri della soluzione ¥ (x,)+n,:) non potra superare n+2 e, per
n=>1, non potra essere inferiore a n !). Si avra dunque che il nu-

) La diseguaglianza N==n discende dal teorema finale del n. 10,
suppostovi che il punto £ siainb e y(x)=y(r, Ay ), wix) =y(v ’h—'t”r"-i»n ).

Ann. 8. N. 4
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mero N degli zeri in (@, b) della ¥ (z , Atr,i) soddisfa alla limitazione
n<N<n-42,

e questo solo possiamo dire nell’attuale caso.

15. — In ogni caso, dunque, supposto che A (x) cambii segno
in (a,b), troviamo che esistono infiniti valori eccezionali positivi
ed infiniti negativi, relativi alle condizioni (14). Nei casi considerati
nel numero precedente, nulla abbiamo potuto dire sul numero v4,
dei valori eccezionali i+,; e nell’ultimo caso non abbiamo potuto
determinare che dei limiti fra cui & compreso il numero degli zeri
in (a,b) della funzione eccezionale ¥ (x,l4n,q).

Risultati pit precisi si possono raggiungere, anche nei casi in-
dicati, se la funzione A (x) vi serba di segno costante in (a,b).

Supponiamo, per es., A(x) =0 in (a, b). Non esistono allora,
n. 2, valori eccezionali negativi relativi alle condizioni (14) nell’ipo-
tesi che sia @, a, << 0, b, b, = 0. Riprendiamo ’analisi del numero
precedente.

Sia a,0,<<0 e b b, << 0. Supposto b, 0, radici positive del-

?/’ (b> >‘)

, . b, . o .
I’equazione o 5, esistono solo nei tratti (k,, k,4,). Ed in

ogni tratto (k,, k..., ne esiste effettivamente una. Di piu, essendo,
in (@, b), A (#) = 0, si avra:

dy®,ny_ 1 % N , d _
(17),5?/(17,)\) - y‘z(b’)\) y<ba") az?/(bal)—y(ba)\)a?/(b,)\) -

b
1
~ o | AwrE <o,

e quindi nel tratto (%, 2,4.) non potra esistere che un valore ecce-
zionale.

Esistono valori eccezionali negativi? Poiche & y (a,)) 3/ (a,2) =0,

sard, per A<<0, ¥ (6,2) ¢ (b,)) >0 e quindi, per A<<0, /‘;((5’ k)))>0
K} A

Per cui potra anche esistere un valore eccezionale negativo, ma evi-
dentemente per la (17), non potra esisterne che uno.
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Analoghe considerazioni varranno per il caso @,a,=0, b,0,=0.

Sia @, a; =0 e b, b, << 0. Diciamo ¥, e &', i valori eccezionali
relativi alle condizioni (14) rispettivamente nei casi: ¢, 2, >0 o
b,=0,a,a,>0 e b, = 0. La prima delle (14) sia soddisfatta dal-
l'integrale ¥ (x, ) e sia esso positivo e decrescente in a. Fra ', e k',
esiste uno zero %' di ¥ (b,%) e, per la (11) del § 1, uno solo. La
Y (x, k), nulla in b, ha per il 2.° teorema di confronto del n. 5, un
solo zero nell’interno di (a, b), pertanto &’ & il valore eccezionale ¥',.

11 segno di 4 (b, %) in (%', ,,) sara dunque il positivo e ne segue
che Z”_((Z: ;; & sempre positivg in (k,,#,) e quindi che in (k';,4',)
esiste un valore eccezionale relativo alle condizioni (14) con a, a; >0
b, b, << 6. La relazione (17) ci dimostrera poi che questo valore ec-
cezionale & unico in (¥, #\).

Analogamente si vedra che in ogni tratto (%', , #,,) esiste uno
ed un unico valore eccezionale e che, detto ), questo valore, si
avra:

h’n < k,n < h/n+l 9 k’n < )\n < h’n+1'

Ne segue, pel teorema di confronto del n. 5 testeé citato, che la
soluzione y(, ,) s’annulla precisamente n--1 volte in (a,b). Ecc.



§ 4.

I valori eccezionali ., e /i, come funzioni del tratto
e lo studio degli integrali

16. — Sia & un punto variabile nell’interno di (a, b) e diciamo
k; (€), k; (§) 1 valori eccezionali %, e h; del perametro )\ nell’equazione
W =0+ 0a+my=0
relativi al tratto (@,£); vogliamo studiare le funzioni di &: &, (§),%,(8)Y).

Diciamo @ quel punto di (a,b), @ = a, tale che per valori di ¢
maggiori di @ si possa affermare l’esistenza in (@, §) di tratti in cui
A (x) si mantiene positiva (negativa).

Le funzioni %, (&) , 2y (8) 1h_r (§) , Ay (§)} esistono nel tratto
(@,d) ed ivi soltanto.

Le funxioni k,, (§) {k_, (£)} sono ¢n (@40, b) funxions di & sempre
positive (negative), finite e continue, ovunque decrescents (crescenti),
che per E — a infinitesimo crescono verso-+o (decrescono verso—w ).

Non si ha evidentemente altro da dimostrare che le funzioni
continue %k, (§) sono crescenti all’infinito positivo per ¢=0, de
crescenti all’infinito negativo per ¢<<— 0, con §—a infinitesimo.

1) Detti k; (§), ks (£) i valori eccezionali k;, 2; relativi al tratto (£,b),
si potrebbe, con considerazioni identiche a quelle che verranno fatte nel
testo, studiare le funzioni k; (8), ki (£).
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Limitiamoci, per brevita, a considerare la funzione %, (). Indi-
chiamo una dimostrazione della continuitd di %,(§) che scaturisce
immediatamente dal n. 10.- Segue subito dai teoremi di quel nu-
mero che k, () & funzione sempre decrescente di §& Per cui se § &
un punto nell’interno di (@, b) e £ un punto, per es., a sinistra di §,
esiste il limite 7, di %, per & tendente a & e sard [, >k, (¢,). Ma
dovra essere I, =F, (£), difatti ove fosse I,>>F, (&), esisterebbero,
n. 10, n 1 zeri della funzione y(x,?,) nell’interno di (a, ¢,), di-
ciamo £ 17 (n4-1)"° di questi zeri, pei valori di § fra §"+V e §, si
avrebbe 1’assurdo %, (¢) <<I,. La funzione %, (§) & dunque continua.

Si avra, cfr. n. 6, lim %, (§) = oo . Difatti £, (§) cresce continua-

f=a
mente con £ — @ infinitesimo e, ove avesse il limite finito L, se-
guirebbe ¥y (@, L,) = 0, il che (n. 3) & assurdo se non & contem-
poraneamente a,=0 e @=a, e se & a,=0 e @=a si perviene
parimente all’assurdo ¥ (e, L,) =¥ (a, L) = 0.

Il teorema ora dimostrato & suscettibile di un’ altra dimostra-
zione che non esponiamo perché essa & analoga a quella che ora
faremo per stabilire la continuitd delle funzioni %, (§) e che & in
fondo contenuta nei primi numeri del § precedente.

Le funxioni h, () th_, &), n=1, e la funxione h, &) {h_,(é)}
per a,+0, sono in (@+0,b) funxione di & sempre positive (nega-
tive) finste e continue. '

Sia ¢, un punto nell’interno di (@, b), 1’ equazione

?/' &N =0
& soddisfatta da tutti e soli i valori della successione
P Y (3) P 2N (3) PO
soddisfacenti alle diseguaglianze

@) ey < by (&) <O < Ry (&)< ... .

Ma 8, formula (12) del n. 2:

d
_— (¢
Li/\ v (¢, ).)1121”(51) ¥
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per cui, in un interno s di ¢, risultano definite lo funzioni
ey BEO(E), BV (),

di £ finite e continue, che, per ogni punto § in o, rappresentano
tutte e sole le radici dell’equazione

3) y(EnN=0,

e per le quali si ha A (&)= h, (&). Le funzioni A (§), essendo
radici di (3), non s’annullano mai (n. 2), per cui le funzioni A (§),
B (2),... che sono positive in & saranno sempre positive in ¢ e le
funzioni A% (&), A (§),... che sono negative in § saranno sempre

d -

negative in 5. Di pil & sempre, in o, [‘ﬁ Y (&,).)} @ 0 e quindi
=h " (¢)

non potra ivi mai verificarsi, per ¢ %7, &%) (&) = K9 (¢). Ne deriva,

poich® inizialmente valgono le (2) che sara in o:
B () <0< R () <...,

ciod che A® (&) rappresenta il primo valore eccezionale positivo k;
relativo al tratto (@,£), A~ (£) il primo valore eccezionale negativo h;
relativo al tratto (@, §),... ecc.

Si avra pertanto in o: A9 (8) =k, (£). Risulta con cid provata
la continuitad delle %, (§) in tutto s e quindi, poiché £ & un punto
arbitrario di (@ 0,5b), in tutto (@4 0,d).

Ne segue che le funzioni h+, (§), n =1, e le funzioni A+ (§)
per a; %0 sono derivabili e che si avra:

FE T ICINCES ICT LN C
dh, A =n, i BT ) T
ﬁ =—r azy = ® Y =
m‘&]h:h NG [m]l=hi @
1RO A+ R OB@L. o716, 2 ()

&

h; (&)fA ()}, h; (6)} do
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Ma per la (10) del n. 1 &
&
m [ At @0,
a

per cui le funzioni A+, (§)!) sono in (@+ 0, d) funzioni decrescenti
di £ nei punti in cui & A%, (§) A (¢)+ h+a (§) B(§)> 0, funzioni cre-
scenti nei punti in cui & A’+x (§) A (3) + A+ (€) B(§) < 0. '

Le funzioni %,(£), nei tratti in cui & A (§) <0, sono dunque
crescenti e le funzioni h_, (€), nei tratti in cui & A (§) >0, sono
decrescenti. Se & in (a,0) B (§) =0, si potra dire che le funzioni
h+, (§), crescono nei tratti in cui A (¢) si mantiene non positiva,
decrescono nei tratti in cui A (£) si mantiene non negativa ?). Le
funzioni %, (§) sono pertanto funzioni continue e derivabili e, nel
caso B (§) =0, infinitamente oscillanti nei punti limiti dei punti di
zero di A (z) in cui essa cambia segno.

Per essere

[t (np1)| > [l

le funzioni &, (8) {h_, (§)},2 =1, crescono verso + oo (decrescono
verso — oo ) per §—a infinitesimo.

Qual’s il comportamento delle funzioni /4o (§) per & — @ infi-
nitesimo? 8). Limitiamoci a considerare la funzione £, (¢). Osserviamo.
subito che A, (¢) non pud avere un limite finito H per §{ —a infi-
nitesimo. Difatti, nell’ ipotesi che un tale limite esistesse, si avrebbe
¥ (@, H) = 0, conclusione assurda, n. 3, essendo @,+ 0 e a,a,<<0.
Ne segue che %, (§), per §¢— @ infinitesimo, o non ha limite o cresce
all'infinito. Nel caso che in un intorno destro ¢ di @ sia B (z) =0
e Ax)=0, la h,(€) non decresce mai per § — @ infinitesimo e
minore di 5, e quindi essa tendera all’infinito.

In ogni caso la A, (§) prende, nell’intorno destro di @, anche

1) Sottintendiamo 1’ ipotesi a@,30 per n=0.

’) Seéin (a,b)A(§)=0, B(§)=0, le &, sono dunque funzioni sem-
pre decrescenti, cfr. (T) pp. 44-53.

%) Sottintendiamo 1’ipotesi «, $0,
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valori grandi quanto si vuole. Difatti, qualunque sia il numero po-
sitivo K(>>%,(d)), esiste un primo punto &, a destra di @, per cui
8 ko (&) =K, allora la soluzione y(x, K), non negativa e crescente in
e & nulla in & ed & positiva nell’interno di (a,¢). La y(x,K)
risultera pertanto decrescente in & ed esistera quindi un punto §,
fraa e ¢, incui & 4'(§,K)=0. Un tale punto non potendo esi-
stere, n. 3, in (@, @) cadrad nell’interno di (@, ¢). Ne segue lesi-
stenza di un punto &, fra @ e £, per cui & ¥'(6,K)=0; ed es-
sendo y(x, K) sempre positiva in (a,&) si avra hy(8) = K.

Ci resta da esaminare le funzioni /(&) e k_y(¢) nell’ipotesi a,=0.
Tale ipotesi facciamo fino alla fine di questo numero.

Come precedentemente si dimostrera che queste funzioni sono,
nell’interno dei rispettivi tratti d’esistenza, funzioni finite e con
tinue della §, la prima sempre positiva, la seconda sempre negativa,
decrescenti nei punti in cui le funzioni A%,(§)A () + hy, &) B(®

sono positive, crescenti nei punti in cui le medesime funzioni sono
negative e che stabilita ’esistenza di un valore eccezionale k&), k_(§)
in un punto particolare &, per il quale nel tratto (a@,&) non sia
identicamente A(x)==0, ne segue l'esistenza in tutto un intorno di &.

Diciamo ¢, quel punto di (e,b),a<t, < b, tale che per valori
§>>1, esistono in (a,£§) punti in cui non & B(z)=0. Consideriamo,
per fissare le idee, la funzione A,(§). Distinguiamo tre casi.

1.2 caso: Sia t,< a@. Nel tratto (@+0,d) esiste la funzione &, (¢)
ed & ivi positiva finita e continua. Per - & infinitesimo, 4, (§) o
non ha un limite o cresce all’infinito, difatti ove un limite finito H
esistesse, esso sarebbe =0 e se ne dedurrebbe l’esistenza di una
soluzione dell’equazione
0% + a4 y=o,
di derivata nulla in @ e in @, il che (n. 3) & assurdo, poichs, non
essendo, in (a,@),B(xr) =0 risulterd ivi HA4+B<<0 e non
HA4B=0.

In (¢,+0,a), la k(&) non esiste, Sia £, quel punto in (a,a),
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a<t,< @, tale che per £§>>1, esistono in (@, §) punti in cui non
d A(x)=0. Se & £,<t, la ky() non esisterd nemmeno in (f;40,1,).
In ogni caso, nel minore dei tratti (a,t,), (@,?,) la k(&) & affatto
indeterminata.

2. caso: Sia t,=a. Nel tratto (@ -} 0,0) esiste la funzione
hy (&) ed & ivi positiva, finita e continua. Se & ¢, <@, per é—a
infinitesimo, o non esiste il limite di A, (§) ovvero essa cresce verso
+ @ o decresce verso zero. La &, (§) non esiste in (4,40, &) mentre
nel tratto (a,?,) essa & affatto indeterminata. Se & t,=a o a=a,
la hy(§) & indeterminata in (@,d@) e il limite di %,(¢), per £é—a
infinitesimo pud essere anche determinato e finito.

3. caso: Sia t, >>a, potra essere ¢, <<b. Per ¢ in (¢, -+ 0,h),
la funzione &, (£) esiste ed & positiva, finita e continua. Poniamo
(v. n. 11):

£

PE)=— /A(&x) d§, .

a

Ovunque sia § in (@ 0, t,) risulti P (§) > 0. La funzione &, (§)
esistera allora in tutto (@ 0,0) e sard quindi ivi positiva, finita
e continua. Supponiamo che esista un intorno ¢ di @ in cui si man-
tenga A (x)==0; allora, poich® in o & A3(§) A ()4 he(§) B(§) =
(A (E) =0, k() non decrescerd mai con ¢— & infinitesimo, per
cui 0 avrd un limite finito >0 o crescera all’infinito. La prima
circostanza potra solo verificarsi quando ¢, coincida con @ o @ con a.
Ove Dintorno s non esista, la funzione A, (&) subira infinite oscil-
lazioni nell’intorno destro di @ e quindi essa, per £—a infinite-
simo, potrd non avere un limite o essere infinita o infinitesima, e se
di pit 8 @=1, o @ = a, potrd anche avere un limite finito.

Esistano punti in (@40, ¢,) in cui la funzione P (¢) & negativa
o nulla. Si osservi che se in & esiste A, (), si avrda P (§>0 e
Pintorno s di & in cui continua ad esitere A, (§) sard ben deter-
minato, esso sard quello in cui si mantiene P (&) > 0.

O P(¢) risulta negativa o nulla in un qualunque punto di
(@4 0,¢) (il che ha di conseguenza necessariamente 0 @ =a o
t,=a) e allora la funzione A, (§) non esistera in tutto (@--0,¢,);
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o il tratto (@} 0,¢,) si dividera in intervalli (in numero finito o
infinito) in ciascuno dei quali si mantiene P (§) positivo. Tali in-
tervalli sono limitati da puntiin cui P (€) & nullo e potranno avere
un estremo comune, in cui si annullera P (§), o potranno essere
separati da intervalli in cui sard P (§) <<0.

Sia (@, @") un intervallo di (@0, ¢) per il quale 8 P (¢)=
P(a)=0 e P(§ >0 per o' < £<a'". P (§) sara non decrescente
in ¢’ e non crescente in a”, dovranno quindi esistere un intorno
destro di @ in cui & A (x) =0 e un intorno sinistro di ¢" in cui
& A (x) << 0. La funzione #, (¢) esistera nell’interno di (¢',a") e sard
quindi ivi positiva, finita e continua e, per ¢é—a’ o per &'—¥§ in-
finitesimo, &, (§) crescera all’infinito,

17. — Vogliamo ora mostrare come la conoscenza delle funzioni
k, (%), h, (§) possa servire allo studio delle soluzioni della (1) non
negative e non decrescenti in @ o ivi non positive e non crescenti.

Si consideri, per es., un integrale y(x, ) della (1) non nega-
tivo e non decrescente in . Il valore di A che consideriamo sod-
disfi alle diseguaglianze

by () <N<F, () -
L’integrale y (x,)) s’annullera n volte in (@, b) e n volte soltanto.

I punti &, &,...,&, in cui s’annulla y (z,)) possono ben determi-
narsi, essi sono i punti in cui si ha:

ko) =X, k&)=, b y(E) =\

I punti di zero di #'(x, ) possono altresi determinarsi: i punti
di zero di ' (x,%) fra a e & sono quelli in cui & A, (§) =X, i punti
di zero di ¥'(x,)) fra & e & sono quelli in cui & & (§)=h,..., i
punti di zero di y'(z,)) fra §,e b sono quelli in cui & &, (§) =).

Le relazioni
x
dy dy| _
[e@] —[Gﬁ]__—[()\A+B)ydx
x X x

d d 0
[ed“ﬂ_*[eﬁx}x:~/()’AJFB)ydx’

x

@)
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mostrano che in un punto di zero z di %' {(x,)) si ha un massimo
o un minimo secondoch&, in un intorno di Z in cui ¥ si mantiene
positiva (negativa) si ha AA+B =0 0o A\A+B =<0 (AA+B <0
0o A +B=>=0), si ha un flesso orizzontale se in un intorno destro
diZsiha AA+B =0 0<=-0 e in un intorno sinistro \A + B<0
0 =>0. Per cui, nei tratti di (@,b) in cui si mantiene A (x) << 0,
i punti di zero di #'(x, %) son punti di minimo o di massimo se-
condoch® y & in quel punto positiva o negativa, ne segue, come
del resto gia sapevamo (v. n. 3), che nei tratti di (@, ) in cui &
A (x) << 0 non pud cadere pit di uno zero di ¥'(x,>) e che un tal
zero non vi cadrd se vi cade uno zero di y (z, ).
Sia ¢ un punto fra &, e &4, si ha

kv—l (&) < A L] k’v (&) > A
e quindi, secondoch® & &, (§) > X1 o <\, si avra
kv——l ({;) < A < hv (é) ) hv (;_) < A < kv (&) .

Pertanto, se, per es., supponiamo che la y (x,}) si mantenga
positiva fra &, e &1, essa sard (v. n. 12) crescente nei punti in
cui & A, (§) =), decrescente nei punti in cui & &, (§) <<h.

Ne segue che ¥ (x,)) nei punti Z pei quali & h, (Z) =X avrd un
massimo o un minimo secondoché A, (§) & ivi decrescente o cre-
scente; nei punti & in cui A & un minimo o un massimo di &, (§),
la y (x,)) avra un flesso orizzontale. Se infine nell’intorno di un
punto Z, h, (}) & infinitamente oscillante ripassando infinite volte
pel valore ), la y(x,)), essendo crescente nei punti in cui &
h, () >\ e decrescente nei punti in cui & A, (¢) <), sara anche
infinitamente oscillante in quell’intorno di Z.

Queste considerazioni permettono, nei singoli casi, d’avere una
idea molto approssimata della forma della curva y=vy (x,)).

Prendiamo a considerare un caso particolare. Sia, in (a,b),
B(@x)=0,6(r)=1. Le (3) dicono allora che la curva y =y (z,)),
in un punto di (@,b) presentera all’asse delle x la sua convessita
0 concavita secondochd, in un intorno di quel punto, & A (x)<<0 o
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A (x) > 0. Si supponga, per fissare le idee, che, ¢ e d essendo due
punti nell’ interno di (e, b), si abbia:

A@x)=0 per a<<zx<c,
A@)<<0 per c<<zx<d,
A@) =0 per d<<ax<bh.

Sara k, (¢) < h, (d) > h, (b), per cui potranno presentarsi i se-
guenti tre casi

by (b) < Ry (e) < ho(d) s ho(b) = ho (¢) < ho(d) , hy (€) < ho () < hy (d).

Corrispondentemente a questi tre casi la curva y =y |z, h, (b)}
rappresentativa della funzione eccezionale y |« , h,(b)| avra tre forme
differenti.

Insieme alle precedenti diseguaglianze valgono le altre, in ogni
caso,

ho (B) <Ko (B) <Ko (d) <o () -

Nel primo caso, qualunque sia il punto & di (a,d), si avrd
0 < ho(b) < hy (§) e quindi, n. 12, la soluzione yjx, ky(d)} ha de-
rivata nulla solo in & e supposta positiva e crescente in @ & sem-
pre positiva e crescente in (a, b). Si sara in questo caso se, per es.,

b
per ¢ in (c,d), si ha -—] A(x)dr <0, v. n. 11.
£

Nel secondo caso, qualunque sia il punto § di (a, ), escluso il
punto ¢ per cui & h(c) =h (D), si avra 0<Thy(d) < h, (&) e quindi
la y {x, by (b)} non & mai decrescente in (@, b), ma ha derivata nulla
in ¢ e in b. La curva y =y {x, hy(b)} avra un flesso orizzontale nel
punto e.

Nel terzo caso si avra ky(c) < ko (b) < ko (c) , 0 < k(D) <ho(d).
Per la prima diseguaghanza la soluzione y {x, h, (b)] sard sempre
positiva in (@, c) e decrescente in ¢, per la seconda essa sara cre-
scente in d. Ne segue l'esistenza di uno zero ¢, della derivata
y'lz, hy (b)} nell’ interno di (a,c) e di uno zero d, nell’interno di
(¢,d). I punti ¢, e d, sono quei punti di («, b) in cui k,(§) prende
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il valore h,(b) e quindi, poiche, in (a,c), h, (§) & sempre decre-
scente e in (¢, d) & sempre crescente, vi & un sol puuto ¢, in (a, c)
e un sol punto d, in (c¢,d). La y{x, h, (b)} avrda un massimo in
¢,  un minimo in d,. Infine,.poiché &, in (d, ), 0<hy () <ho(£),
y 1%, hy (b)} sara sempre crescente in (d,b).

Le forme della curva y = y {x, k, (b)}, nei tre casi, sono qui presso
raffigurate. ‘

y -

foo (8)< ho e/ ()

I I S

o8 Aotz /)

-
-
w
=
-]
N—

1

]

i N '

a 4 a /]

. ) | ; i

T T~ autenfaredi,
1 . : - :

a e, ¢ de & é

Cosi la soluzione y(x,7), anche per un valore di A che non
sia fra i valori eccezionali, potra essere studiata. Supponiamo, ad
es., che sia ‘

ho (€) <Z ko (B) < ho (d) < Ty (B)

e che X sia compreso fra k, (b) e h, (d). Si avra ky(b) <k <k (b)
e percid, n. 12, la y(xr,%) avra uno ed un solo punto di zero in
(@,b) e in b risulterd negativa e decrescente. Poiché A & minore
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di ko (d) sara y (x,)) positiva in tutto (@,d) e in d crescente ed
essendo X>>h,(c) la y (z,)) sara decrescente in ¢. Lo zero di
y (x,)) sard dunque nell’interno di (d,d) e la curva y=vy (x,))
avra la forma qui presso riprodotta

2

7

" e - - el -

4o /c/z bofb)e A < bofd )by )8/ . k

I punti ¢,,d,,b, di zero di % (x,)) sono quelli in cui la fun-
zione h,(§) prende il valore X ed il punto b, di zero di y(x,)) ®
quello in cui la funzione %, (§) prende il valore A.

Ece.

18. — I1 teorema d’oscillazione. Indichi %, il valore ec-
cezionale k; relativo al tratto (a,b), per a,=0. La funzione ecce-
zionale y (v, k;) s’annullerd in @, in b e ulteriormente |¢| volte
nell’interno di (@, d). Un teorema di SturM, dimostrato al n. 4,
secondo il quale fra due consecutivi zeri di un integrale di una
equazione differenziale, lineare, omogenea, ordinaria del 2° ordine
cade uno ed un solo zero dell’integrale generale della stessa equa-
zione ci permette di dedurre che per =¥k, l’integrale generale
della (1) ha precisamente |¢| 41 zeri nell’interno di (@, b).

Indichi y; l'integrale generale della (1) fattovi A=%,;. Al ten-
dere di ¢ a +o, i punti di zero di ¥, invadono qualunque seg-
mento (@, d) in cui A (x) prende anche valori positivi mentre nei
tratti in cui. A(x) si mantiene nen positiva la v, s’annullera al piu

una volta. Difatti, se nel segmento (',d') la A (z) prende anche va-
~ lori positivi, esisterda un valore k>0 di A per cui un integrale
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dell’equazione

d
#058) + ea+By—0

nullo in @' & nullo anche in &. Comunque sia % esisterd un nu-
mero intiero e positivo v tale che per ¢ >>v si abbia k;, > %, ne
segue, v. n. 10, che per ¢>>v la soluzione ¥, s’annullerad almeno
una volta nell’interno di (a', ).

Analogamente si provera che al tendere di ¢ a —oo i punti di
zero di y; invadono qualunque segmento (@', b') in cui A (z) prende
anche valori negativi, mentre nei tratti in cui A () si mantiene
non negativa la y,; s’annullera al pitt una volta.

Possiamo dunque enunciare il teorema d’oscillazione

Data un’ equaxione (1), esiste una successione

U S R I
e Loy e g O < iy < e i

infinita, costantemente crescente, crescente da — o a oo se A (x)
cambia segno in (a,b), da ky, a+ o se A(x) é non negativa in
(@,b),da —0 a k_, se A(x) é non positiva in (a, b), tale che per
h=k; Uintegrale generale y,; della (1) abbia |i 1 xeri nell’ interno
di (@,b), subisca cioé in (a,d) |i| + 1 oscillaxioni. Per ¢ crescente
verso oo (decrescente verso — ) I ampiexxa di ciascuna oscil-
laxione di y;, non contenuta, nemmeno in parte, in un tratto in
cut ¢ A(x) << 0(=0), decresce verso xero.



§ 5.

Sopra una questione di calcolo delle variazioni

19. — Possiamo molto semplicemente trattare una questione di
calcolo delle variazioni in cui si presentano, come massimi o mi-
nimi di una certa espressione composta di integrali, i valori ecce-
zionali reali ); del parametro )\ nell’equazione

) %(6%)+()\A+B)y=0

relativi al tratto (a,d) e alle condizioni

ay(@,)) +ay (@,)) =0
biy(,)) + by (b,2)=0M.
Poniamo

bi-a)z+a,b-ba
z—a)(@—b0) + (by—ay) x+a, b—bya”

r(x)=(

La funzione 7 (x) & identicamente nulla se & a,=b,=0, se &
@y =0 (b,=0) essa ha un infinito del prim’ordine in « (in b), sup-
posto a, +0 (b,+ 0), si ha:

a,

a; (T €)= %) ’

1) Cfr. il lavoro del MasoN citato nell’introduzione.

T (@)=
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L’espressione di cui i valori X; sono i massimi o minimi & la

seguente
b Y du\?
2 2
[rﬁ w L—}-[ ;6 (—dw) —Bu E dx
R .

/Auzdx

a

b

1
'

IT(u

Diciamo ¥, la funzione eccezionale corrispondente al valore ec-
cezionale 2;.

Teorema fondamentale. — Designamo con {ju}; I’aggregato
di funxioni realy w (), la cui funzione qualunque éin (a,b) fi-
nita ¢ continua con la sua derivata prima e che & nulla nei punti
di (a,b) in cui si annulla y,. Supposta u(x) dell’aggregato lu};
varra la disequaglianza :

7 bdu2 b
) t0u?| + 0((%)dx~- MA+B)ude=>0.

Difatti, osserviamo che, avendo w (x) la derivata prima sempre
finita e continua, essa sara, nei suoi punti di zero, infinitesima al-
meno del prim’ordine. Pertanto le funzioni

w u
e
Yi Y

saranno finite e continue in (a,b), le costanti [re?],, [r%?], sa-
ranno finite e si potrd porre:

d o udu uFdy,

dey,  y.dx o dx

Poiché la y; soddisfa alla (1), per A =),, si avra

b b

, *d (. dy,

— T 2 do — Z\. _y’
’/u( sA+B)uw? dx a?/i g (6 dx)dw

Ann, 8. N, 5



66 M. Picone

e integrando per parti:

b 3
u? W d w dudy; u dy;\*®
—-f()\,-A-l—B)@fdx y — 2f — ~——y—d +f9(@: dw)dx'
Q a

Il primo membro della (2) potrd quindi scriversi
dy u dy,
[e(m . +/ de y; dw

dy. dy:] _
[““fy%] =% [“u dx]

Ora &

Invero, se & a;+0 (b,%0), si ha

2 ?fdyi u? ( )
[tu-l-y,-dx] ()oc2 )

80 & a,=0 (b,=0), v, si annulla in @ (in d) e quindi vi si annulla

2] fdyi _
=0 <[ru]b-.0, [yi dx]b_())'

Ne segue la (2) e, di pin, che in essa varra il segno = per
u=1y,; e soltanto per u=y,.
20. — La (2) pud scriversi

(3) {rﬁuzll;—l— f b19<%>2~—Bu2%dx2ki f I;xuzdx.

Ne seguono evidentemente i teoremi
L. — Se per la funxione eccexionale y; si ha

, per cui si avra

W dy;
°1 __ “ i
=0, |1

b

fAy dxe >0,

a
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il valore eccexionale ); é tl minimo di I (w) per le funxioni di
ful; che soddisfano alla diseguaglianxa

b

jAu'dx>0.

a

La funxione eccexionale y, & la funxione minimizxante.
II. — Se per la funxione eccexionale y; st ha

b

fAy% dz <0,

a
tl valore eccexionale \; é tl massimo di 1 (u) per le funxions di
{u}; che soddisfano alla disegquaglianxa

b

fAu’daz<0.
a

La funxione eccexionale y; é la funxione massimixxante.
Se per la funzione eccezionale y; si ha
b

@) fAy%dx=0,

a

b
b 2
2 (o (s 2
[rﬁy,-]a+ f ie((h) —By,.}dx_o,

e lespressione I («), per u =1, si presentera sotto la formag. Per

cui, quando valga la (4), dalla (3) ci sara solo permesso di dedurre

che I(u) si manterra maggiore di A; per le funzioni di {u}; per le
b

quali & / Aw*dx™>0 e minore di X, per le funzioni di {u}; per

a

sard anche

b
le quali & f Aw?dr < 0. Ma noi vogliamo dimostrare il teorema:

a
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III. — Se per la funxione eccexionale y; si ha

b

f Ayidr=0,
a -
il valore ); é il limite inferiore dei valor? che prende I (u) per
b :
le funxioni di {ul; per cui é f Aw?dr > 0 e il limite superiore
a

b
per le funxioni dv {ul; per cui é f Awrdx <<0.

a

Se la funzione v & di ju{; ed ¢ & una costante, la funzione
u=1y;+ev sard anche di jul{;, determiniamo » per modo che, per
es., risulti

b b

jAyivdw>0 , fszdw>0,

a a

cio che, evidentemente, si potra fare ed in infiniti modit). Allora
per e >0, si avra
B
/A(yi Fev)*dx >0,
a
b

ciod y; +ev sard fra le funzioni di {u}, per le quali & [Au"das>0.

a

~b
1) Poiché & / A y? de =0, A(x) dovrd cambiar segno in (a,b). Esi-
v a

sterd pertanto un tratto («',b') di (@,b) in cui si manterra A () > 0; impicco-
lendo convenientemente (d',b') si potra fare in modo che in esso non cadano
zeri di y;. Dopo cid sara, in (@', ), A(x)>0 e Ay; di segno costante.
Una funzione v(x) finita e continua con la sua derivata che in (¢, b)
‘mantenga il segno di Ay; e che sia identicamente nulla in (a,d) e
(¥, b) apparterra a {w}; e per essa sard

b b’ b b
LA'yi vdaczj Ay;,vdx>0 ,fAv2dac=fAv?da:>0.
a' a a’
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Consideriamo valori di ¢ >0, se dimostrerd che
]im I (y, + E'U) = )\i)
e=+0

avrd dimostrato che %; & il limite inferiore dei valori di I () per
b

le funzioni di ju}; per le quali & f Aldx>0.
a

Si ha:
b / du. d b ‘b do:?
Y AV 2l 0,2 4.2 v
2 ; 2¢ — ) 0 s 29 R
e{r@y, vL—} f(ﬂ do do By,v)dx+e [‘C v L+ f}e(dx) Bv ;dx
(yitev)= = b ) .
Zszyivdw-i-ezfszdm
b a
e quindi
b
T dy; dv
o [
lim I(y; +ev) = d S =)\; .
e=-+0
fAz,-vdm
a
Difatti &
o "1 dy, d y
. @Yi SV By - vdr =
[tﬂy,v]a+f (O iz do By, v)dx ),] Ay, vdx
. a a

b b
b dy,; dv d (,dy; dy.
= . LR —_ AP = Y 0 —_— 20.
__[t(iyt vL+./9 in dxdx +/dx (6 dx)vdx [rﬁyﬂ){» x|,
a a

E risulta cosl dimostrato quanto si voleva.
Non esiste il massimo di 1(u) per le funzioni di {u}; per le
quals ¢ / Awrdx>>0 ¢ non esiste il minimo di 1 (w) per le fun-
a 'b
xioms di {ul; per le quali e“/Au"2 dr << 0.

23
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Difatti, supponiamo, per es., che la u, (x) abbia gli zeri di y,
b

e di ¥, e che per essa sia f Al de >0, la (3) dara I (u,)=1,.
a

Le funzioni u, (x), al variare di n, daranno tante funzioni di ju};
b

soddisfacenti alla / Awrdr >0 e, poichd & lim &A=+ o0, sard

n=w
a

lim T (u,) =+ oo,

n=0w

cid che dimostra l’asserto.

21. — Abbiamo introdotto la funzione < (x) solo per comoditd
di esposizione, per trattare contemporaneamente tutti i casi che of-
frirebbero le varie ipotesi che si possono fare sui valori delle co-

stanti a,, a,, b,, b,. Supposto che tutte e quattro le indicate costanti
siano diverse da zero, si avra:

%[euz]b—%;[ﬂu2]a+f{ (‘é“) Buidx

) >

/ AP dx

a

supposto che sia nulla la @, ola a, (la b, 0 la by), si avra:

%[ﬁuz]b+f% (‘Z) Bu,‘dx

T(u)= £

fAuzdm
aQ
a ’ du)\?
_E;[eug]ﬁf ge(d—x) —Buﬁzdx
ba
fAuzdw

Q

supposto che, sempre colla condizione o} +a; >0 e b+ b} > 0, due
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delle costanti a,, @,, by, b, siano nulle, si avra

b, ,
] 36(3—3)—Bu2;dw
I(u)=-"2 5 .
fAuzdx
a

Se si verificano le relazioni @, 0, << 0 e b, b,=0, per le fun-
zioni eccezionali ¥, corrispondenti ai valori eccezionali positivi A,,,
b
8 f Ay® dr>>0 e per quelle y_, corrispondenti ai valori eccezio-

]
b

nali negativi x_, & f Ay?, dr< 0. Per cui, in questo caso, i va-
a

lori eccezionali positivi A, sono tutti minimi di I () per le funzioni di
b

ful, per cui & f Aw?dzr > 0 e i valori eccezionali negativi x_, sono

a
b

tutti massimi di I(x) per le funzioni di ju}_, per cui & f Aw? de<0.
a

Se non & contemporaneamente B () = 0 e @, = b, = 0, esistono,
nell’ ipotesi @, @, << 0, b, b, =0, in cui intendiamo di restare fino
alla fine del presente numero, due valori eccezionali 2, (> 0) e
Ao (< 0) per i quali le funzioni eccezionali corrispondenti non
hanno zeri nell’ interno di (@, b). Se & di pit @,+0 e b,+0, le
funzioni ¥, e ¥_, non hanno zeri in nessun punto di (@ ,d).

I teoremi da noi ottenuti danno, quindi, in particolare:

Se & ayb, 0, il minimo (massimo) di I (x) nel campo delle
funzioni finite e continue in (a,b) colla loro derivata, soddisfa-

b b
centi alla f Awtdr >0 ( / A’ dx<0> 8 Ay (A_o)-

a Ya

In altri termini: I valori che prende 1 (uw), nel caso che sia
b, £ 0, per un’arbitraria funxione finita e continua in (a,b)
colla sua derivata, che non gli faccia perdere di significato, non

sono interni al tratto (h_y, ho).
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Se & a,=0 (b,=0), il teorema ora enunciato varra aggiungendo
che la funzione sia nulla in @ (in ).
Supponiamo infine che sia B () =0 e @, =b, = 0. L’espressione

I(u) diventa
b
du\®
/ 6 (d—x) dz

o

b
Awtdr
a
Abbiamo visto che: Se esiste il valore eccezionale &, (k_,) il mi-
nimo (massimo) di I(x«) nell’aggregato {u} la cui funzione qualunque
8, in (@, d), finita e continua colla sua derivata prima e soddisfa

b b
allafAuzdx>O(/Auzdx<0), & Ry (k_y).

a a

Per cui il valore eccezionale h,(k_;) non esistera se il limite

inferiore (superiore) di I(x) in {u} & lo zero.
b b
Se & / A (w)dx20( / A(z)de<< 0) il limite inferiore (supe-
a a

riore) di I(«) in ju} & lo zero. Infatti, nel caso attuale in cui &
‘B (x)=0 e a,=b,=0, fra i valori eccezionali v’& lo zero e la corri-
spondente soluzione eccezionale sara una costante reale ¢. Se dun-

b b
que, per es., é[A(x)dx>0, si avra [] A (z) zﬂde >0 e
U==C

“a a

b
quindi lo zero sara il minimo di I () in ju}; se éfA(x) dr=0,

2
b

f A (x)uw? dm} =0 e quindi (n. 20, ITT) lo zero sara il li-
WUm=C

a

sara

mite inferiore di I () in f{u}.

b / b
Ritroviamo, pertanto, che se & f A(x)da:zOk f A(x)dxg())
a a

non esiste il valore eccezionale h,(h.,). Cfr. la fine del n, 11,



§ 6.
Del metodo delle approssimazioni successive

22. — In questo paragrafo finale mostreremo come col metodo
delle approssimazioni successive ScEwarz-PicarD, convenientemente
modificato, si possa effettuare il calcolo dei valori eccezionali del
parametro )\ nell’equazione

d [, d
W =02 +0a+By=0Y

relativi a condizioni lineari che ammettono come casi particolari
quelle considerate precedentemente e il calcolo delle funzioni ecce-
zionali corrispondenti. Di piti vedremo che il detto metodo puo an-
che servire a dimostrare 1'effettiva esistenza di valori eccezionali.

Premettiamo percio una trattazione completa della cosiddetta
funxione di Green nelle equazioni differenziali lineari ordinarie del
2.0 ordine, trattazione che ci permettera altresi di dare un calcolo
per approssimazioni successive della funzione y(x, ), meromorfa
in ), integrale della

@) w0 D+ ny=r@m,

soddisfacente alle pilt generali condizioni lineari, supposte q (z, )

!) La funzione B(x) pud ora supporsi solo finita e continua in (@, b).
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e f(x,)), per ogni valore di ), funzioni finite e continue della x
nel tratto (a,d) e, per ogni valore di « in (a, b), funzioni intiere
di A; calcolo valido per ogni valore di A in un conveniente intorno
del punto 1 =0.

23. — Noi imponiamo ad un integrale della (2) una delle se-
guenti coppie di condizioni

b
k=2

(3 Liy= 2 @ @y (R de =1, (f=1,2),
k=1
o

k=g I=m_

tk

(32) Li?/EE 2 Wiy YO (Tin) = 1 (=1,2),
k=1 l=1

e potremo, in generale, nella nostra analisi considerare indifferente-

mente una o I'altra di tali coppie. Per le condizioni (3,) le @y (r) sono

funzioni di ¢ finite e integrabili nel tratto (a, b), assegnate insieme alle

quantita 7, e per le condizioni (3,) i punti 1,5, sono di (@, b) in nu-

mero finito << 2 m;, assegnati insieme alle quantita a;, e ;. Sup-
1k

poniamo reals le funzioni a;(c) e le quantitd a,,, I; ?).
Definiamo come funxione di Green relativa all’espressione dif-
ferenxiale

_a [ dy\ .

e alle condiztont

(4) Liy=0, Ly=0,

una funxione G(x, &) delle due variabili x e &, finita e integrabile
rispetto a &, finita e continua rispetto a x, tale che, supposta % (x)
un’arbitraria funxione finita e continua in (@, b) st abbia, per ogni
integrale dell’equaxione

d(,d
B 0%+ B +e@ =0,

1) Si sottintende 1’ipotesi che le due condizioni (3,) o le (3,) non siano
I’una conseguenza dell’altra,
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soddisfacente alle condizionty (4), Ueguaglianxa

b

®) y (@) =fG(x,e) 7 6) dt,
a
e viceversa, quest’equaglianza abbia di consequenza la (5) e le (4).

Dimostriamo il teorema:

Condizione necessaria e sufficiente perché Uespressione differen-
ztale Dy ammetta una funxione di Green relativa alle condixions
(4), ¢ che esista uno ed un solo integrale dell’equaxione Dy= 0
soddisfacente alle (3) qualunque siano le 1;, o cioé, che I’ integrale
delle Dy=20 soddisfacente alle (4), sia necessariamente nullo.

La condizione & evidentemente necessaria, difatti, supposte va-
lide le (4), (5) e (6), qualunque sia ¢(x), si avrd y(x)=0 per
v(r)=0. Dimostriamo dunque che la condizione & sufficiente. Per-
verremo a cid costruendo effettivamente la funzione di Green re-
lativa all’espressione Dy e alle condizioni (4), nell’ipotesi che esista
uno ed un solo integrale dall’equazione Dy = 0 soddisfacente alle
(3), qualunque siano le ;.

Diamo anzitutto una nuova espressione dell’integrale generale
della (5).

Designamo con y(x) ’integrale generale della (5), posto

a: 3
d¢ _ dn _
01—/;%‘!'02—“%), ,/m\e("l)_t(x,&)’

dove ¢, e ¢, sono due costanti arbitrarie, si avrd, n. 11:

0 y@)=t(@ +ft(w,&)B(ﬁ)y(5)d€ +/t(x,5)¢(&)d£,

e viceversa, da quest’eguaglianza, qualunque siano ¢, e ¢;, segue
la (5).
Ponijamo

—t@,)BE) =7, , t@) +ft(w,€)¢($)dé=d’(ﬂv),
- o
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la (7) si scrivera

X

(7)) Y (@) +/f(x,&)y(&) s = P (v)

a

Poniamo
&
fo@,8) =[,§) , fi(x,§) =ffi_,-(w,s)fj_1(s,&) ds

I'indice j pud avere indifferentemente uno dei valori 1, 2,...,7e
la f;(z£) non dipende dall’indice j. La serie

R
P, §=Xf@,9

& convergente in egual grado nel quadrato di vertici a,a; a,b; b,a;
b, b. In virtt del teorema sull’inversione degli integrali definiti, dato
dal Vorrerra !), dalla (7,) discende

®) y@) = (@) ——fF(w,&)‘b(é) dg,

e viceversa, da questa discende la (7,) e quindi la (5). Nel secondo
membro della (8) sono contenute linearmente le due costanti arbi-
trarie ¢, e ¢,. La (8) da:

. z - 90 3
y(@)=t(x)— / Pz, (E)ds+ / HyE)p () — f dg f F(2,8)t(E,s)p(s) ds

Ora applicando il principio di DiricarEr sull’inversione dell’or-
dine di integrazione degli integrali doppi, si ha

_.] d&/ x &)t (s)ds—fﬂ& ds [F(x s)t(s,§) ds,

1) VouTERRA. Sull’ inversione degli i;ztegrali definiti. Rend. della
R. Acc. dei Lincei, vol. V (1896), pp. 177-184,
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ne segue

x @ &
y(w)=t(w)-fF(x,€) t(e)d&+f¢(5){t(w,ﬁ)'l-fF(x,S)t(S,é)dszde.

Ponendo
&

t(w,&)+/F(w,8)t(s,€)dS=H(x,$), t(@) —fF(w,&)t(é)dé=g(x),

2

si avra

9 ?/(x)=9(93)+/H(w,&)'p(&)d{:.-

che & I'espressione che volevamo dare all’integrale generale della (5).
Si osservi che le costanti arbitrarie ¢, e ¢, sono contenute solo in g(x),
linearmente e omogeneamente. Per ¢(x)=0, la (9) da y(x)=¢(x), g(x)
quindi rappresenta 1’integrale generale della Dy=0. Ne segue

che
X

/H(x,&)ﬂ&) dt
a

& un integregrale particolare della Dy + ¢ (x) =0; precisamente,
poiché & H(x,z)=0, esso & l'integrale nullo in a@_con la sua de-
rivata.

La funzione H (z,§), sia considerata rispetto a z che rispetto
a £, soddisfa alla Dy = 0. Difatti (v. il citato teorema del VoLTERRA) &

& &z
e, 9=H (e f Fle, ) (5,8) ds = Tz, &) f 4(,9) BE) Hs,£)ds.
§

3

Deriviamo rispetto a z, avremo

1 oH 1

moltiplichiamo per 6(x) e deriviamo ancora rispetto a z, avremo

%(s%)+3(x)ﬂ(x,a)=o.
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Derivando rispetto a & la
£
H,§)=t,%) +fF(w',S)t(s,€)ds,

avremo

o _
%k

1 F(x,s)ds,
x

da cui

505 =Feo—re, e)+2ff, (@9 f(s,) ds =

=—B@

et +ft<s,e>§jf,- @, 9d5| = —BOTHE,9 ),

o oH .
Gioverd osservare che da cio segue che -éz,conmderata come

funzione di z, e %% considerata come funzione di &, soddisfano al-
Pequazione Dy = 0.

Definiamo la funzione g(x,£) col porre:

gz, =0 perz < §
=H(z, §) perx =¢§.

La g(x,§) considerata come funzione di «(di€) & finita e con-
tinua, la sua derivata ¢ finita e continua in (¢,£§—0) e in (§+0,0)
fin (@,z-0) e in (x-+0,d) }, mentre nel punto ¢ (nel punto x) ha
una discontinuita, &

[g%] e—t0 [g% a0 917) ( [g_g] S [g%] om0 %@)

Con la nuova posizione, I’integrale generale ¥ (x) della (5) sard

1) Si noti la rc,alazione F(a,§)+B¢E) H(x, £)=0, esistente fra F(x,£)
¢ H(x,£).
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espresso da

b
y@) =g@) -I-/‘!I(fc 1§ p(E) dE.

Imponiamo all’integrale y (x) le condizioni L; y = 0. Si osservi
che si ha

b b
E]W%M©%=¢®WMmmﬁ

a

Poniamo L,g(z, &) = I;(§). La funzione Z;(§) risultera, quando
Poperazione L; & quella espressa dal primo membro della (3,), fun-
zione finita e continua della § quando invece questa operazione &
quella espressa dal primo membro della (3;), la ; (§) risulterd una
funzione finita della & e continua in tutti i punti di (@ ,b), eccezion
fatta dei punti 7,5, in cui si ha:

[L2TT]

h@LwM—MmLW4=%W.

Indichino +,(%) , ¥, (x) due integrali indipendenti della Dy =0 o
poniamo L,y ={;,, le condizioni (4) daranno luogo alle seguenti
equazioni nelle ¢, e ¢;:

b
aly+ b +[?(&)ll(é) At =0

(10) “
Cllzl+02l22+f?(&)lz(&)dé=0-

L’ipotesi fatta dell’esistenza e dell’ unicitd di un integrale della
Dy = 0 soddisfacente alle (3), porta all’esistenza e all’unicita di
un sistema di valori delle ¢, e ¢, soddisfacenti alle (10). Posto

. l12 l2 (g) - l22 ll (&) EIM)
5 (&) = 7 _—_71.1. bl — hyly

) 92(&) =

bply—laly
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si ricavera dal sistema (10):

b b
G =_/‘P(£)91(£) d¢ , ¢ =/?(8)92(5) dt.

Per.cui 'integrale y(x) della (5) soddisfacente alle (4) sara de-
finito dall’eguaglianza.
b

b Wb
y(@) = () f ¢ () 91(6) dé4-1a() f ©(€).g2(8) dE+ j ¢()g(x,&)dt.

a

Poniamo

G, =m0l +ng¢+g@,f,

ne segue che, qualunque sia ¢ (x), la funzione y (), definita dal-

I’ eguaglianza
b
Y (@) =fe<w,e> o®) dt

& D'integrale della (5) soddisfacente alle (4). La funzione G (z,§),
finita e continua in x, finita e integrabile in & & dunque la fun-
zione di Green relativa all’espressione differenziale Dy e alle con-
dizioni (4). E il teorema enunciato & dimostrato.

La funzione di Green da noi costruita gode delle seguenti pro-
prieta.

La G(z,§), considerata come funzione di x, & finita e con-
tinua, la sua derivata & finita e continua in (¢ ,£-0) e in (§4+0,5),
mentre nel punto & ha una discontinuita, &

I T
0T | gt o0 o | 6(§°

La G(z,£), considerata sempre come funzione di «, soddisfa
per ogni valore di ¢ i valori di ¢ di discontinuita delle g,(§), g.(§)
tutt’al pit eccettuati '), alle L,y =0, come pud verificarsi imme-

1) I valori di £ di discontinuita delle g, (£), g,(E) potranno solo pre-
sentarsi nel caso che le operazioni L;y siano quelle espresse dai primi
membri delle (3,) e solo nei punti tie;.
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diatamente; soddisfa alla Dy =0, difatti &

Gz, 8 =1 @) g:(8) + 12 (@) 9:(6) per r<§,
=0@ 0@ + 1@ 50 +H@,9 per x=>¢.

Le G(x,£) e %G(x,é) considerate come funzioni di &, sono,

per ogni valore di «, finite e continue in (@, d), tranne tutt’al pin
in un numero tinito di punti non dipendenti da x, in cui, restando
sempre finite, presentano delle discontinuitd di prima specie ?).
Nell’ipotesi che esista la funzione di Green relativa all’espres-
sione differenziale Dy e alle condizioni (4), esistera uno ed un solo
integrale della (5) soddisfacente alle (3), esso sara definito dall’egua-

) L’ HILBERT, nel luogo citato nell’introduzione, pone queste pro-
prietd a definizione della funzione di Green e la costruisce in alcuni
esempi particolari. Osserviamo, d’altronde, che se esiste una funzione

G (x, &) godente delle indicate proprieta, la funzione y (x) definita dalla
eguaglianza

b
@ y @) =fG<w,e> o)t

soddisfa alla Dy -+ ¢ (x)=0 e alle L;y=0. Difatti, si potrd evidentemente
scrivere

b b
1) % = [0@) o o @ Liy-——f(L,-G)@(s)de———o

ZZE (0%) d‘ic(fe(w)a ‘?(E)dg"f‘/:;(ac)ggp(g)de)z_(?(gc)_*_
f %e(o%w ‘P(E>d5=—<p(w) —B(®@)y.

Ne segue che, qualunque sia ¢ (x), esiste un integrale della
Dy-+4¢(x)=0 soddisfacente alle L;y=0 e quindi che ogni integrale della
Dy-+¢(x)=0 soddisfacente alle L;y==0, sard dato dalla (z). Troviamo
dunque che una tale funzione G (x, &) rxsponde alla definizione da noi
data di funzione di Green. I ovvio del resto che se esiste una funzione
di Green, essa & unica.

Ann, S, N, 6
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glianza:

b
Yy (x) = G () +fG(w € 9 (6) dE,

dove G(x) esprime 1’integrale della Dy =0 soddisfacente alle (3).
24, — Se le condizioni L;y=0 son tali che per due funzioni
u(z) e v(x) che vi soddisfano, si ha

du dv\ P
(11) {e(p%—ud—x)}a_o,
si avra G (x,, @) = G(x,, x,), supposto che x, e x, non siano fra
i punti t,,,. Difatti, G(x,x,) e G(x,;),x e x, non essendo fra

i punti ;5,, soddisfano alle L;y=0, ponendo G (x ,z,) = G(2),
G(z, x,) = G, (), si avra percid ‘

(12) [ (G5 g d—GZ)]';=o.

Nella relazione

du dv\|
f(vDu———uDv [ ( p i %—)L,

cfr. HisErr loc. cit., poniamo =G, (x) , v=G,(x) e supponiamo,
per es., ;< &,, Si avra

G G, Jr—e dc, G o
[B(G; ! G,E%)} —]—[G(sz Gldx)} +

) +e
dG, ., dG\]b
+ [" (0% — %)Lﬁs

e quindi, passando al limite per ¢ infinitesimo e tenendo conto
della (12),
Gz, ,x) = G (2, 2).
Sia z, un punto t,,, e o un suo intorno nel quale non caidano

altri punti 7,5, . Supposto sempre che z, non sia un punto-t;, e
che z sia in ¢ ma sia diverso da z,, si avra G(x, z,) = G (&, %),
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e quindi
lim G@,z)= lim G(z,,%) =G ,x),
z=a,4+0 r=x,—0

ciod la G(x, &) risultera continua anche rispetto a & in tutto (a,bd).
Ne segue che, nell’ipotesi in cui siamo per le condizioni L;y =0,
o le operazioni L;y sono quelle espresse dai primi membri delle
(3,), o, nell’altro caso, i punti t;s; sono solo agli estremi del tratto
(z,b). E possiamo enunciare il teorema:

Se le condizions L,y =0 son tali che per due funzioni u (x)
e v (x) che ve soddisfano si verifica la (11), la funxione dv Green
corrispondente ¢ una funxione simmetrica delle due variabili x e §.

B percio che, nel seguito, quando le condizioni L,y = 0 godono
della proprieta ora indicata, le diremo, brevemente, simmetriche.

Applichiamo il nostro metodo a costruire, in alcuni casi par-
ticolari, la funzione di Green, anche allo scopo di verificare le no-
stre conclusioni.

Si voglia costruire la funzione di Green relativa all’espressione
differenziale Py

2

(13) %<e d_;)
e alle condizioni y (@) =0, ¥ (b)) = 0. La condizione d’esistenza della
funzione di Green & soddisfatta. Per essere B ()= 0, sara anche
F(z,)=0 e quindi H(xz,§=1¢(r,§). Ne segue, con un facile
calcolo

t@,a)t(®,¢
G(m,&)=~(xt?2,;) 9

t@,8t(x,b
ﬂrg),;f—)perx2&.

per x << ¢

Dalla forma della G (x, &) appare manifesta la sua simmetria,
come vuole un teorema testé dimostrato. Per 6 (z) =1, si ha la
funzione di BurkmARDT:

G(x,&):——-(x—_g)_—(fr_i) per x <<§
=_ﬁ(é—a) (—2) per x =§.

b-a
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Cosi, esistono le funzioni di Green relative alla (13) e, rispet-
tivamente, alle condizioni ¥ (a) =0, [@} =0 [dﬁ] =0, y()=0
a

dx b_ ’ ldx
e, rispettivamente, si ha

G(w7&)=_t(xaa‘) ) G(x,&)‘_'t(a;&)
\per rx<<§, %per x=E,

:-—t(b,&) :t(xab)

Non esiste la funzione di Green relativa alla (13) e alle con-
dizioni [d_y} =0 [@] =0.

dxl|, O |dxls
Esistono le funzioni di Green relative all’espressione differenziale
d*y
—=—1
az Y

e, rispettivamente, alle condizioni y (a)=0, y(®)=0; ¥ (a)=0,

d dy dy dy . .
{%}bzo; [ I{CLZO’ y(b)=0; {d—ﬂa:() , [d_ﬂb:(), e, rispettivamente,

si ha

G (,6) = senh (z —a) senh (b—§&)

senh (b - a)
_ senh (z—a) cosh (b—§)
B cosh (b —a)
per z<<¢,
_ cosh (x—a) senh (b—§)
B cosh (b —a)
_ cosh (z - @) cosh (b-£) |
B senh (b -a }
« _ senh (§ - a) senh (b — )
G, 8= senh (b —a)
__senh (§ —a) cosh (b - 2)
- cosh (b —a)
per x =>§.
__cosh (§ - a) senh (b — )
cosh(b—a)

__cosh (§—a) cosh (h—x)
o senh (b —a)




Sui valori eccexionali di un parametro da cut dipende un’equax. ecc. 85

Si trova, infatti
_ 1 & 2 41
fi(w,§ = m(t-w)
e quindi
F (x,¢)=senh (- 2),

e, per essere B(x)=—1, H (x,§)=F (z, )= senh ((£-2), come
segue anche da

~& &

[(I,E)=t(x,&)+]F(x,s)t(s,.&) ds=5,-—x+/(é~s)senh(.s'—:c)ds=-senh(ﬁ—w).

T &

E manifesta la simmetria della G (z,£). Per la prima non esi-
stono, nelle condizioni corrispondenti, punti 75, e G (x,§), dovun-
que sia §, soddisfera a queste condizioni. Mentre per es., per la
seconda, v’8 il punto b fra i punti 7,3, e la G (x, d) non soddisfa
alle condizioni corrispondenti.

25. — Se lespressione differenziale Dy non ammette una fun-
zione di Green relativa alle condizioni L, y = 0, non esistera un in-
tegrale della (5) soddisfacente alle (3), quando la ¢ (x) sia affatto
generica. Facciamo in questo numero 1'ipotesi che la Dy non am-
metta una funzione di Green relativa alle condizioni L;y =0. Vo-
gliamo ricercare a quali condizioni deve soddisfare ¢ (x), affinchs,
nell’attuale ipotesi, esista un integrale della (5) soddisfacente alle
(3) e trovare, ove esista, ’espressione di tale integrale.

All’integrale generale ¥ (v) della (5) abbiamo dato (n. 23) la

espressione
b

Y () = (@) + cpye (2) —|‘f9' (@, 8) ¢ () dE,
a
71(¥) e ¥, (x) essendo due integrali indipendenti della Dy = 0. Con-
servando le notazioni usate, I'ipotesi della non esistenza della fun-

zione di Green relativa alla Dy e alle condizioni L;y =0, porta
all’eguaglianza
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e viceversa. Per cui, con una 7 (x) generica non si potranno de-
terminare le ¢, e ¢, in modo che siano soddisfatte le equazioni

b
en s el / L©) 5@ di=1,
(14) ‘ "

b
el e by ‘l‘flz @ ¢ @ di=

10 caso: Il determinante [1;,] ¢ di caratteristica 1. Esistera al-
lora un integrale della Dy =0, solo indeterminato per una costante
moltiplicativa, soddisfacente alle L,y =0. Sia v, questo integrale
e 7, un altro integrale da esso indipendente, sara l,,=1, =0 e, po-

nendo ly=~h, b=k, h*+1%* > 0. Perché le equazioni (14) siano
compatibili & necessario e sufficiente che ¢ () soddisfi alla relazione

b
(15) ] 0, (€) — hlo(@) | € di=kl,—hl,.

Soddisfatta questa relazione, le (14) lascieranno la ¢, affatto ar-
bitraria e daranno per la c,

02:—:

hl,+ ki, Ry (&) + K1 (6)

hz_l_; 2 f 1 hz'T,;z‘z #(§)de
Concluderemo che: Condixione necessaria e sufficiente perche

esista un integrale della (5) soddisfacente alle (3) é che la ¢ (z)

verificht la (15), dopo di che questo integrale conterra linearmente

una costante arbitraria c¢ e sara definito dall’ equaglionza

R
L9+,
v =en@ it o )+/ by @9 -" 0 )0

Ponendo:

hh+LE ki, (
e+t B @) =T ), g0, PO EEE, ) r e,
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si avra )
(16) y@ =T (@) +jr<w,e>'.c<s)de

2.9 caso: Il delerminante [1;,] € di caratieristica 0. Gli inte-
grali ¥, () e 7; (x) soddisfarranno allora alle L,y =0 e condixione
necessaria e sufficiente perché le \14) siano compatibili ¢ che la
¢ (v) soddisfi alle due relaxiont

b b

(17) /lx(&)so(é)d§=l1 ) flz() ©dé=1l,.

a a

Soddisfatte le (17), esistera U integrale y (x) della (5) soddi-
sfacente alle (3), esso conterrd linearmente due costants arbitrarie
c e cy e sara definito dall equaglianxa

b
(18) y (@) =T () +fI‘(w,&)'9(é) dg,
dove ¢é *
Fr@)=ean@+ean@, ' f)=g@,9f.

Per I, =1,=0, la (16) dara

b
Yy @) =cn@) +ff @, 8 9@ at,

se o verificata la relazione

b

f{klx @ — Rl @Ol de=0,

a

e la (18) i
Yy @) =1 () +fr(x,é)¢(5)di,

se son verificate le relazioni
3 b

flx(é)'f(é)d5=0, [lz(i)?(é)d§=0.

q a



88 M. Picone

Cosl, ad es., si trova che condiziono necessaria e sufficiente per-
ché esista un integrale della

@y
@ =0
soddisfacente alle condizioni

yo)—y@=14L, ¥y —y @=L,
¢ che sia

f:o (@)de+1,=01).

a

Soddisfatta questa relazione, tale integrale sara dato dalla (16)
dove &

P@)=e+h 2% T@,b=-T-00=9

b—a b-a por @ =¢
=&—x—-(x—~%:£—) per =>¢.
26. — Consideriamo 1’equazione
@ D)+ ny=ren

e sia

1@ =B @)+ A, @1 =B@+1A@) | [ N=2f @
Le funzioni intiere in \: 4, (x,N), 72 (x, 2) rappresentino due in-

b

1) Che la relazione f o () de-+1,=0 sia necessaria per 1'esistenza di
a

2
un integrale y (x) della gwﬁz + o (x) =0 soddisfacente alla condizione

y' (b)—y’ (a)=1, lo si deduce subito anche cosi: supposto che y (x) sia un
. £
tale integrale, dall’'eguaglianza gzyz—} 9 (x)=0, moltiplicandola per dr

b
e integrando fra a e b, si ha/go (o) de+-1,=0,
22
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tegrali indipendenti dell’equazione omogenea

d

d
(19) -&E(ﬂjg)+q(x,7~)?/=0,

¢ la funzione intiera v (x,)) un integrale particolare della (2). Per

ogni fissato valore di A, 1’ integrale generale y (x,}) della (2) sard
dato da

(20) Yy, )=x@,N+ean,)+enpk,d),
¢, e ¢, essendo due costanti arbitrarie. Poniamo
Lin, ) =L, () , Lin(,V=Lix () (@,k=1,2).

Condizione necessaria e sufficiente perché, per il considerato
valore di ), esista un integrale della (2) soddisfacente alle (3) & che
le seguenti equazioni nelle incognite ¢, e ¢,

oLy (V) +el,N)=1—LQ®
e Ln () 4 L ) =1, — L, () )

siano compatibili.

Supponiamo, in primo luogo, che la funzione intiera in A:
Lo Le®)
Ly ) LupQ)

L ()=

non sia identicamente nulla. In tale ipotesi, per ogni valore di A
per cui sia L())+ 0, esistera uno ed un solo integrale della (2)
soddisfacente alle (3) e sara rappresentato dalla (20) dove sia

L) 1L 09 }—Lig 0) 1 l—La(0)}

“ Lo ’
o — I ) {&—La() {—Tin () {4—Ta )}
£ L () )

Per qualunque valore di X, eccezion fatta per quelli apparte-
nenti all’insieme numerabile degli zeri di L (), esistera pertanto
Iintegrale % (x, 1) della (2) soddisfacente alle (3), qualunque siano
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le 7;. Esso sara una funzione meromorfa in X\ i cui poli potranno
evidentemente solo trovarsi fra gli zeri di L ().

Supposte le I; e la z affatto generiche, la y (, %) avrd un polo
in uno zero di L (), il cui ordine non dipendera dalla /; e dalla .
Difatti, se X, & uno zero d’ordine v, di L (), non potranno, tutte
le L., avere in X, uno zero d’ordine =>v,, fra le L., ne esi-
sterd ciod una che ha in ), uno zero d’ordine <v,. Sia questa,
per es., la L,,, allora supposte le I, affatto generiche e che la «
non sia fra gli zeri di 1, (x,),), la

LLy ()= Ly (X
- (I)J()\) ( )”12(95,)‘)

e quindi la y (x,)) avra certamente un polo in },, il cui ordine
non dipenderd dalle I; e dalla z. Questo ordine, per valori par-
ticolari delle /; e della x, potra solo abbassarsi.

Per ogni zero %, di L (1) e solo per questi valori di », non esiste
un integrale della (2) soddisfacente alle (3), con le I, affatto ge-
neriche. I valori %, si dicono ¢ walore eccexionali di ). Per ogni
valore eccezionale A, di A esiste un integrale, non identicamente
nullo, dell’equazione omogenea

ad d
(21) 0D +a@ =0

soddisfacente alle L,y =0; e viceversa, un valore X, di . per cui
esista un integrale della (21), non identicamente nullo, soddisfa-
cente alle L,y==0, & un valore eccezionale. Una soluzione della
(21) soddisfacente alle L;y==0, si dice una soluzione eccezionale
corrispondente al valore eccezionale \,.

Un valore eccezionale si dice semplice o doppto secondoché
ad esso corrispondono una o due soluzioni eccezionali linearmente
indipendenti.

In un valore eccezionale doppio la L ()) deve avere un infini-
tesimo del second’ordine almeno, infatti in un tale valore eccezio-
nale devono annullarsi tutte le L, (A).

Si sara nell’ipotesi teste fatta della L (A) non identicamente
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nulla, tutte le volte che esiste la funzione di Green relativa al-
Vespressione differenziale

DyE%(O%)—}—B(w)y

e alle condizioni L,y = 0. Difatti, se esiste la indicata funzione
di Green, sara L (0) + 0, diversamente esisterebbe una soluzione,
non identicamente nulla, della Dy = 0, soddisfacente alle L,y = 0.

Se non esiste la funzione di Green relativa alla Dy e alle con-
dizioni L;y =0, e la L(}) non & identicamente nulla, la y (x,))
avrd un polo nel punto A = 0.

Supponiamo, in secondo luogo, che sia L (\) = 0. Allora per
qualunque valore di %, non esisterd, supposte le I; affatto gene-
riche, un integrale della (2) soddisfacente alle (3). Ogni valore di
\ sard cioé un valore eccexionale.

Se non tutte le L, (A) sono identicamente nulle, esistera una
funzione intiera in ), non identicamente nulla, integrale della (19),
soddisfacente alle Li; ¥ = 0, solo indeterminata per un fattore in-
dipendente dalla . Difatti le funzioni intiere in A

L (1) T (@yN) = Liny () (2, ) Ly (A) e (2, 3) = Liye (M) n(®, N,

sono integrali della (19) soddisfacenti alle L; ¥ =0 e non sono
entrambe identicamente nulle; se sono entrambe diverse da zero,
differiscono per un fattore dipendente solo da A.

Se tutte le L;, () sono identicamente nulle, I’equazione (19),
qualunque sia A, avrd di conseguenza le L,y =0.

27. — Supponiamo che esista la funzione di Green relativa
all’espressione differenziale Dy e alle condizioni L; y = 0, allora,
come segue del n. 23, la funzione ¥ (x,}), meromorfa in 2, sod-
disfacente all’equazione (2) e alle condizioni (3), pei valori di A
che non sono suoi poli, soddisfa all’equazione integrale lineare

b

b
(22) ¥ (x, %)—l‘/G(ﬂf,&)A(&,)\)?/(E,l)d€=G(w)*fG(x, ) & de

G (z) designando I’integrale della Dy =0 soddisfacente alle 3). E
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viceversa, ogni soluzione dell’equazione (22) & integrale della (2)
soddisfacente alle (3). Per una soluzione eccezionale y, (x), corri-
spondente al valore eccezionale )\,, si ha

b

(23) Yo (@) — o f G (@, 8) A (6 h) Ya(®) dE— 0.

Viceversa, se una funzione y, (x) soddisfa alla (23) essa & una
soluzione eccezionale corrispondente al valore eccezionale X,.

L’equazione integrale (22) traduce, pertanto, il problema della
determinazione di un integrale della (2) soddisfacente alle (3). Di- -
remo che un’equazione integrale lineare & del tipo di FrepsoLM
quando il suo determinante & wno per A = 0: L’equazione inte-
grale (22) & del tipo di FrepmoLm.

Nell’attuale ipotesi la y (x, %) avra un punto ordinario nel punto
A =0, pertanto, in un intorno di questo punto, essa ammettera

uno sviluppo procedente secondo le potenze intiere positive e cre-
scenti di A. Sia

/8

(24) Y@y h) =2 u, (@) 1",

=

si avranno, per le u, (), le relazioni?)

Duy=1f, , Liuy=1;
T==1

Dun*{“Z{Aiun_i:fn, L,u,=0 n=1,2,..)).

Ne segue il calcolo ricorrente per le w,:

b
Uy (%) = G (¥) — [G(xaé) fo (§) dt,

(25) , e -
( %n(x)=/G(96,§) 3_3‘1Ai (&) tn—i §) —fu ()} &5 .

1) Cfr. la mia Nota: Del legame fra Uequazione di Fredholm e le equa-
zioni differenziali lineari ordinurie. Rend. della R. Acc. dei Lincei, vol,
XVII (1908), pp. 468-464.
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Troviamo dunque, nell’ipotesi che esista la funzione di Green
relativa all’espressione Dy e alle condizioni L;y = 0, un metodo
di calcolo per approssimazioni successive dell’integrale della (2)
soddisfacente alle (3), calcolo valido in un intorno del punto % =01),

Supponiamo ora che non esista 1’indicata funzione di Green-
Potranno presentarsi due casi: il determinante [/,,] & di caratte-
ristica 1 o di caratteristica zero. Condizione necessaria e sufficiente
perché esista la funzione, meromorfa in A, y (x,%), con le I, af-
fatto generiche, & che la L (3), nulla, nell’attuale ipotesi, nell’ ori-
gine, non sia identicamente nulla. Sottintenderemo sempre, percio,
I'ipotesi L (\) non ddenticamente nulla. La y (x,)) esistera e avra
nell’origine un polo d’ordine finito.

Ci proponiamo di calcolare lo sviluppo di ¥ (x, %) nell’intorno
dell’origine. Noi esporremo questo calcolo nel caso particolare che
sia XA (x,\) =X A (z); cid perche, nel caso generale, esso cal-
colo & alquanto pit complicato e, d’altra parte, noi, nel seguito
lo applicheremo solo in quel caso particolare, mentre nell’esten-
sione al caso génerale non si devono superare che difficolta pu-
ramente di calcolo.

Consideriamo dapprima il caso in cui il determinante [7,] &
di caratteristica 1. Sussistera allora un metodo di calcolo per ap-
prossimazioni successive della funzione meromorfa y (x, \) molto
analogo al precedente.

Diciamo 4 (z) un integrale della Dy =0 soddisfacente alle
Ly=0 e ¢ (x) un integrale della stessa equazione indipendente
da 7 (x), si abbia Lyy=Ah, Lyy=", sard h*-4 k?*>>0. Sia v 'ordine
del polo di ¥ (x,)) nell’origine ), si avra, nell’intorno di questo
punto, lo sviluppo di y (x,)):

J=x

Y (@) = 3 u; (@)N.

==

1) Cosi dicendo intendiamo sempre le I; e la a affatto generiche.

?) Lo sviluppo cosi ottenuto per y (¢, %) non & altro che lo sviluppo
di NEuMANN della soluzione della (22) nell’intorno del punto A==0. Si
osservi invero che introducendo lo sviluppo (24) nella (22), si ottengono,
per le u, (x), le relazioni (25).
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Per le w; (x) varranno quindi le relazioni 1):
Du_,=0 , Liu_,=0
g Du; + Au; =0 , Lau; =0 (j=—v+1,...,—1),
Duy+ Au_y, =f , Ly, =1,
Du,+ Aw, ,=f,, Lu, =0 (n=1,2,...).

(26)

Si ponga (n. 25):
hl, 411,

kll(é)—hlz(&)=l(g) 3 kll—hl2=l, WW=B'

Indichino ¢_y, €_yp1yeery€ry Co, Cry-.. delle costanti. Dalle (26)
seguono (n. 25) le relazioni

Uy (1) = ey 7 (@)
b
u; (w)=0ﬂ(w)+/r @ O A@u©Od  G=—vtl.,-)

b ~b
@) { uy (@) = o1 (2) +67 @)+ / T8 A Q) s @) dt — j T, O

b b
Uy (¥) =y () + / T (@) A €) upa () d€ — f F(w,8) f. (€) dd

‘ ‘ (n=1,2,...).
Il calcolo delle w (x) sara percio effettuato se verranno deter-

minate le costanti ¢. A cid si perverra tenendo conto delle seguenti
relazioni che devono valere (n. 25) insieme alle (27):

b
fZ(e)A(a) u; &) de =0 (=—y..., = 2)

a
b

b
(28) jl(&A@ Yus () di=1+ [ 1€ fo(6)

b b
fl(&A(E)ltn~1(&)d& =[Z(£)fn(&)dé (n=1,2,...).

va

1) Cfr. la citata mia Nota: Del legame ... ecc.
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Poniamo

b
r<'>=[l(é)A(€)7(&)dé,---,

b
w _f 5 & ) A (&l) d;l f ‘ (&n—h &n—l) -A-(&n—l) T (én*l) d&n—l )

T“’—f EAE) 7 () d,.

.m)_fl(& d-fI‘(& E)A (&) ds,.. /I‘ (En—oyEnmr) A&y (&,,_l)d_n_l,

I)_fl(é) fm
b

By = | 1) A d¢ / L&) A)ds,.. / T Gz ) Fin Ga 1) Ay

Le prime v—2 equazioni (28) daranno le equazioni nelle

Coyy Copgryese Cog’
c_, TV =10
Cy iy I‘(l)-*-c.,, =0

6‘_2 r(l)+0_3 I‘(2)+- .o + C—y I‘(‘V-—-l) == O .
Abbiarmo supposto nell’ origine un polo d’ordine vy, non potra
dunque essere ¢_, =0, ne seguira

[V=T¥=,. =Tt-1) =0,

Le relazioni (28) daranno dunque luogo alle seguenti equazioni
nelle costanti c: .
e, TW) =1+ FY

Cp—y I‘M+cn———v-—1 1“(V+l) + .ot Cy I‘(v+1z) = = @ F(ﬂ) + 2 F(y::l:‘l)
=0

C (n=1,2...).
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Che dovranno potere esssre soddisfatte qualunque siano le quan-
tita 1,,7,. Ne seguira I'® £+ 0 e un calcolo ricorrente per le c.

Abbiamo cosi effettuato il menzionato calcolo della y(x, }), valido
nell’intorno del punto =0, e abbiamo anche ottenuto il teorema:

Condixione necessaria e sufficiente affinché il polo di y (v,
nell’origine sia d’ordine v é che si abbia

(29) MW=T®=,, =Tt-1=0, T¢)+0.

Costruite le quantitda '™ si ha un criterio per decidere se la

L () & o non & identicamente nulla. Si puo infatti facilmente di-
mostrare che:

-

Condixione necessaria e sufficiente affinché la L (\) sia identica-
mente nulla é che si abbia I'™ = 0, qualunque sia n. Invero, se
L (M) non & identicamente nulla, esisterd la ¥ (x,)) ed essa avrd
un polo d’ordine finito nel punto % =0, vi sard quindi un tal
valore v di n per il quale varranno le (29). Se & L (») == 0, esiste
(n. 26) una funzione ¢ (x, ), intiera in ), non identicamente nulla,
soddisfacente all’equazione (19) e alle condizioni L,y =0. Si abbia

0
¢ (@, N =2un () A"y
seguira
Du0=0 3 Lin—-—'—O ; Dltn“'Aun_l:O ) Liun=0 (n=1’ 2,.-.),

e quindi, dette ¢,,¢,,... delle costanti,

b
(&) =207 () , 2 (2) =7 (2) +- f Do, 8 A0 o () dé

(n=1,2,...) 3
con le relazioni
G TW=20
o TW4e, T =10

e, TO+C, , T4 e, TN =0,
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e poiché abbiamo supposto la ¢ (x, 1) non identicamente nulla, ne
seguira necessariamente I'™ = 0, qualunque sia 7.

Supposte verificate le (29), cid che & necessario e sufficiente
per lesistenza della funzione meromorfa y (x, %), possiamo costruire
un’equazione integrale lineare del tipo di Frepmory a cui soddisfa
y(x,%) e che mette in vista D’esistenza nell’origine del polo d’or-
dine v di ¥ (x, 1)

Dalle equazioni

(30)  Dyle,)FrAyle,)=F(2,)) , Liy @=L,

si trae (n. 25):
b b
(?/(%Mﬂ?(@-l-@?(w)—l-)\/ N C E)A(ﬁ)y(éﬂx)d&—ff(x,&) FEN) &,

b b
X[Z(E)A(ﬁ)y(ﬁ,l)di:l+fl(&)f(&,)\)d&.

Per determinare ¥ (z,)\) si avra cosi un sistema di equazioni
integrali lineari, nella costante incognita ¢ e nella y (z,?). Ma
'ipotesi (29) ci permettera di eliminare la costante ¢ e di dedurre
una risultante equazione integrale lineare a cui soddisfa la y (x, 2).
Dalla seconda delle (31), introducendovi l’espressione di ¥ (x,})
com’d data dalla prima, si ha infatti

b b
(82) eATW4-BAIW- 32 / LE)AE)de / I'E &) A )y G dh =

v a

b b b
=1+ /l(&) fENdE + xfz(g)A(&)d;:/F(&,&l)f(éx,%)d&x-

a a

Poniamo

b b b
x =j‘ IOAEE / LEE)AG)E,... f T (Enmsybumt) A Y (Eamrs N AEamy

b b b
P f LE)A () de f TE,6)A®E)dE,. .. f Gy bnos) [Guy)) déucy -

a

w

Ann, 8. N.
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Ripetendo nella (32) la sostituzione di ¥ (x,)) come & espressa
dalla prima delle (31), si otterra:

eNTW4e)2 DO+ (N TW 422 T0) 433 YO = 4 FO {3 FO1 52 FO,

Ripetendo quest’operazione altre v—2 volte e tenendo conto delle
(29) si otterra 1’equazione:
i=r-41
et ”)—I—Bz AN TOf e Yo =] 4 RS

i=1 i=1

che, per essere I'®) £ 0, si potra risolvere rispetto a c¢. Ponendo

=41 =
I‘(v) (l _l_l 2‘ )1—-1 F) — pz )\l ]‘(z)) i:: an A =U.0\) ,

1 . . .
Wf . ./l(Cl)F(éx,&ﬂ) év, A(él) ev) d~1 d§v,

b
0= “)9) [ T, (€ y G0 di.

si avra

Sostituendo questo valore di ¢ nella prima delle (31), si avri
I’equazione integrale lineare nella y (z,2):

W)+

(33) ¥(a, x)—%fmx,

+ 87 (@) — / T(x,8) £ dt

- che & un’equazione del tipo di Frepmory.

Ogni funzione ¥ (x,)) soddisfacente alle (30) & soluzione del-
lequazione (33), e viceversa, ogni soluzione della (33) soddisfa
alle (30). Per ogni soluzione eccezionale v, () corrispondente al
" valore eccezionale 1, si ha ’uguaglianza

b
N L CILCIACL )
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Viceversa, se una funzione ¥, () soddisfa alla (34), essa & una
soluzione eccezionale corrispondente al valore eccezionale },. Ci
si pud convincere di cio con un’ effettiva verifica od anche osser-
vando che il secondo membro della (33) pud identicamente an-
nullarsi, solo quando & /,=10,=0 e f(x,)) ==0.

Nell’equazione (33) troviamo, pertanto, 1’equazione integrale
lineare del tipo di FreomoLm che ¢raduce il problema della deter-
minazione di un integrale della Dy 4 A Ay = f(x, 1), soddisfa-
cente alle (3).

Il termine noto dell’equazione (33) & una funzione meromorfa
in A che ha un polo nell’origine e ivi soltanto. I’ordine di questo
polo, per valori generici della 2 e delle /; & v; cio riconferma,
secondo la formola di Frepmorm, che la % (z,)) ha nell’origine un
polo d’ordine v per valori generici della « e delle 7, 1).

Consideriamo infine il caso in cui il determinante [/;,] & di
caratteristica zero.

Dicendo allora 7, (), . (%), due integrali indipendenti della
Dy=0, si avra L;y,= 0.

Supponendo sempre che la L (X) non sia identicamente nulla,
esistera una funzione ¥ (z,}), meromorfa in X, che per valori di A
diversi dai suoi poli, soddisfarra alle (30).

Il calcolo dello sviluppo di ¥ (z,}), nell’intorno dell’ origine,
non & in questo caso facilmente accessibile direttamente, ma lo si

) Per valori particolari della e delle !; quest’ordine pud abbas-
sarsi, cosl, per es., se & soddisfatta la relazione

b
l+fl(E)fo(E)dE=0,

'ordine del polo di y(x, \) nell’origine sard <<v—1. Costruita 1’'equazione

integrale (33) se ne trarrd immediatamente il metodo di calcolo per

approssimazioni successive della y (a, 1), per valori di » nell’intorno del
J=o

punto A=0. Se, infatti, 2 u; ()M & lo sviluppo di y (¢, \) nell’intorno
J=—v

dell’origine, introducendo questo sviluppo nella (33) ed eguagliando i

coefficienti, nei due membri, delle medesime potenze di A,.si otterra il

calcolo ricorrente per le u; ().

2%
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dedurra agevolmente (come anche avveniva nei casi precedenti)
dall’equazione integrale lineare del tipo di Frepmory a cui soddisfa
la y (x, »). Per il calcolo dello sviluppo di ¥ (x, ), nell’intorno
dell’origine, si potrebbe, e cid vale in generale, calcolare gli svi-
luppi di due integrali indipendenti =, (x,2), 1, (z, )) della Dy+) Ay =0
e di un integrale particolare 7 (x,2) della Dy Ay ={f(x,)), indi
calcolare le funzioni intiere L, (a), Li;(\), L(}), e dalla

L22l 1) — H12 2_L2
ya ) =y ) e G )

Ly (lb—1Ls) — Ly (3 —L
+ u (L—Ly) - (b 1)_’12(:6,)\)

seguirebbe lo svMuppo voluto della g (z, )), nell’intorno dell’origine.
Noi non condurremo a termine il calcolo di ¥ (x,%) per questa
via, ci accontenteremo solo di dedurne l'ordine del polo di ¥ (x,))
nel punto A=0 e lo sviluppo di L (%), nozioni necessarie per co-
struire la indicata equazione intégrale a cui soddisfa y (x,2).
Per il calcolo delle funzioni v, (x,)),7(z,»), intiere in X, si potra
seguire un metodo di calcolo per approssimazioni successive. Sia

h: (@, ) =1:(a) , [%L:fl%}a (=1,2) ,

7y
n(“))\)=0 3 [@%L:a=0 )

R@N) = 1, @\, 1., 2, Nin @\ (=1, 2).
n=0

Poiche nell’ipotesi attuale & I (x,8) =g (x,§), si avra il calcolo
ricorrente per le 7, e ;¢

b
Mo (€)= —fI‘ (xy ) o (§) d&
, mb a .
y N (X) = / F (2, 8) A?) N (6) dé — / L (x,8) f.(&) d2

b
Nio () =¥; (@) , Ni.nl) ==ff (x, &) A (§) Nim-1(§) dé (£=1,2).
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Ne seguira subito il calcolo delle L, (), L; (A), L (X). Ponendo -

b b b
W= f LE)AE)dE [ L&) AE)d .. f F (€nzy o) A (G 1a (6ar) A0y
a va a )

(¢, k=1,2),

imn— | TEFD TG0
Iw(n)__: N
i=0 1‘(21;+1) F({é‘”
si avra:

N=00 n==00

L () =21 e, L =2l o pntt |

Condixione necessaria e sufficiente perche la L)) non sia iden-
ticamente nulla é che non st abbia T'"™=0, qualunque sia n.
Si abbia
(35) M=TP=,, =I""=0, I™+0.

Non potranno allora, qualunque siano ¢ e %, se » & pari, valere
le eguaglianze

'y =0,r%=0,.., I‘gf) =0,
e se » & dispari, valere le altre
~ (=)
My=0,F%=0,.,I},*/=0.
Si abbia, insieme alle (35), qualunque siano ¢ e k:

1

A
A

S I3

J
(36) Th=0,1%=0,.,T%2=0 , Y|V >0 -
i,k

1<y 2

A
A

allora la y(x,%) avra nel punto =0 un polo d’ordine n+1 -y,
supposte le I; e la x affatto generiche. In ogni caso, verificate le
(35), si avra per !’ordine v di #(xr,)) nell’origine, la limitazione

nzvz[g]—{—-l.
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Cid posto, andiamo a costruire l’equazione integrale del tipo di
FreproLm che ¢raduce il problema della determinazione di un in-
tegrale della Dy 42 Ay = f(x,)), soddisfacente alle (3).

Supposte verificate le (35), la funzione ¥ (z, 1), meromorfa in X,
esiste e dalle (30) seguiranno (n. 25) le relazioni

b b
Y @) =ty @)+t (2) 1 f F o) A @y, dim f T, ),
b b
COIREY f LOAQYE)d: =t / LEITE L,
b /,b
/ LOAD UG =1+ [ LOMENE

“a

Poniamo

b b b
W= f 1:(8) A(§) di ] T(E,6)AG)dE, ... f ¢ 2y80r) Al y(Eama N dbin

b
B — f L FE N,
b b e b
T — f LEAE ] T8 A .. / T s o) frsy ) o
(i=1,2).

Introducendo la prima delle (37) nelle seconde, avremo
ATY 4 T+ A YD =1, +FO 40 FP  (i=1,2)
introducendo di nuovo la prima delle (37) in queste relazioni e
ripetendo altre 72 —2 volte questa operazione, avremo le equazioni
nelle ¢, e ¢,:

(40) clji”)\frmc? \‘ 2 TG4 WY = 1+ Z ISy

j=1 J=1

(i=1,2).
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)
Queste equazioni, per valori di % in un intorno del punto % =0
sono risolubili rispetto alle ¢, , ¢,, invero, il determinante dei coef-
ficienti delle ¢, , ¢, &

oyt TR TR
(41) )‘n+l I‘(n) + 2 N 2 .y 1,
. = = I gl+J) I‘{;;—J)

ed 8, in un intorno del punto A =0, diverso da zero, per essere
I'™ 4 0. Risolvendo le (40) rispetto alle ¢, , ¢, e introducendo i va-
Jori cosi ottenuti delle ¢, , ¢, nella prima delle (37) si otterra un’equa-
zione integrale lineare del tipo di Frepmorm, nella y(x,?). Il termine
noto di quest’equazione, supposto che con le (35) si verifichino le
(36), & una funzione meromorfa in A che nel punto A=0 avrd un
polo d’ordine n-+1—j, seé la x e le 7; sono affatto generiche.
Dobbiamo perd osservare che ’equazione integrale cosi ottenuta
non sussiste per qualunque valore di A non nullo ma solo pei valori
di A diversi dagli »—~1 (non nulli) che annullano il determinante
(41). Ma a noi basta che quest’equazione, come appunto avviene,
sussista in un intorno del punto A =0, che, essendo essa del tipo
di FrepmoLM, ci permettera immediatamente un calcolo ricorrente

=%

delle u, (x), posto che lo sviuppo ¥ u,(x)).' rappresenti la

i=j—n—1
y(¢,2) nell’intorno dell’origine.

28, — In tutti i casi, dunque, siamo in grado, con un effettivo
calcolo, di vedere se esiste la funzione y(z ,).), meromorfa in X,
integrale della (2) soddisfacente alle (3), e, ove esista, di calcolarne
lo sviluppo nell’intorno del punto » =0. Sia v(v==0) l'ordine del
polo di y(x,%) nel punto » =0. Si abbia

N=00

(42) Pyle,h) = ¥ u,(@)\".

n=0

Condizione necessaria e sufficiente per l’esistenza di un valore
eccezionale non nullo & che il raggio di convergenza della serie (42)
sia finito. Riuscendo dunque a dimostrare, come accade nei casi
che prenderemo in esame, che la serie (42) ha un raggio di conver-
genza finito 7,, sara dimostrata ’esistenza di valori eccezionali di
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A aventi per modulo »,. Di tali valori eccezionali ve ne sara un
numero finito, siano essi 2o, hogy.eey hongy © SIANO Vo4 Voo yeery Yo,y
gli ordini di questi poli di y(x, ).
Come si deduce, per es. dal n. 26, ciascuna delle espressioni
M (A0:) % Y (@, 0) , W (k) gz/(oo 1), W ()\—)\0~)7°"£2— Y@, N
t bl bl J ax- b ) 1 awz LA ]
avra un limite determinato e finito per k=2, a cui tendera in
egual grado per = in (a,bd). Poniamo
im 2 (h—hi) " y (@, 0) = 90: (@)
A=k
si avra

2, 2,
lim o> (n - )w)”‘”g;yc— — Wi i (= gy Y, — T

2 2 °
—io; dx PRI ox dx

Dalle eguaglianze
Dy(x?)‘)"l')‘A (x7)‘)y(x’)‘) = f(x1)‘) ) Lly(xv)‘) =l , Lzy(‘”v)‘) =1y,

moltiplicando ambo i membri di ciascuna per A (: —)y;)* e pas-
" sando al limite per ) =), si ricavera

Dyo: + 20 A@, 200)Y%0: =0, Lyyoy =0, Lyyy; =0.

Ne segue che il limite ¥, (x) & la funzione eccezionale corrispon-
dente al valore eccezionale ),;. La y,;(x) potra dipendere al pil
da due costanti arbitrarie, dipendera da una o da due secondochs
2o: © valore eccezionale semplice o doppio.

Si ponga

P Mo
Aoy = JT,0:=200™,
1

o

Ao (k) sard un polinomio di grado v,= zi vo; - La funzione
1

2 Ao\ y(x,)) sard, in ), monodroma, finita e continua in un cer-

chio di raggio maggiore di 7,. Ora nell’interno del cerchio di raggio

7, si ha

7.8

WAQ) y (e, N) = Ay(0) Y, u,, () N

n
0
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suppongasi che ordinando rispetto a A si ottenga
3 3

(43) Ao() D tha @)W =D, v, (@)N".
0 0

La serie Y, v,(x)\* che rappresenta la funzione )~ Ao(k)y(m,i)

nell’interno del cerchio di raggio 7,, continuerd a rappresentarla
nell’interno del cerchio di centro nell’origine e passante per un
polo di quella funzione pit prossimo all’origine, che & un valore
eccezionale di modulo maggiore di », e pia prossimo a 7,.

Si avra

)\5:‘()‘0:'—101)701 ()w—)\o..-_x)vo'i"l ()\Oz‘_')‘o.i+l)vo'i+l ()\05—7\0.”0 oo Yoi ()

$ .
=2Mr U, (x)l‘gi )
0

ciod che la serie (43), per A=),;, rappresenta la soluzione ecce-
zionale corrispondente al valore eccezionale ;.

Ove la serie (43) convergesse per qualunque valore di %, non
esisterebbero ulteriori valori eccezionali; condizione necessaria e
sufficiente affinch® esistano altri valori eccezionali di modulo > 7,
8 che il raggio di convergenza della serie (43) sia finito, se questa
circostanza si presenta, detto r, questo raggio, sara provata 1’esi-
stenza di valori eccezionali A, hay...y Ain,, iN NUMero necessaria~
mente finito »,, aventi per modulo r,. E operando sulla serie (43)
come si & operato sulla (42), si potra procedere alla ricerca di ulte-
riori valori eccezionali.

29. — Applichiamo la teoria precedente alla ricerca dei valori
eccezionali del parametro )\ nell’equazione

(1) Dy -+ 1A ()y =01
o relativi alle condizioni
4) L;iy=0 (¢=1,2),

che supporremo, d’ora in avanti, simmetriche (v. n. 24).

) I valori eccezionali di X nella (1) sono (n. 26 o 27) quelli nella
Dy+-rAy = f(x, \).

-—
=
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Se esiste la funzione di Green G (x,¢&) relativa all’espressione
differenziale Dy e alle condizioni (4), essa (n. 24) sara simmetrica
nei suoi due argomenti. I valori eccezionali di X nell’equazione (1)
e relativi alle condizioni (4), coincideranno (n. 27) coi valori ec-
cezionali di A nell’equazione integrale del tipo di FrepmoLM

b

(44) y(x)—fo@,e)A(e)y(e) K=y ),

il cui nucleo & costituito dal prodotto di una funzione simmetrica
G (z, & per una funzione A (§) della variabile d’integrazione.

I risultati di Hmserr sulle equazioni integrali polars assicurano
pertanto, ’esistenza di infiniti valori eccezionali reali, tutte le volte
che la funzione A (z), finita e continua in («, b), abbia ivi un nu-
mero finito di cambiamenti di segno?).

Se le condizioni (4) sono le seguenti

Y (@) + &y (0) + oy (@) + ay (0) =0
by (@) + by (b) + by (@) + b,y () =0,
ed & soddisfatta la relazione
(45,) 0 (@) (@0, —a,b;) = 0(b) (@, b5 — a3d) ,
ciod, per essere O(a)=1, la
b, — by =0 (b) (@,b; — a3 b)),

esse condizioni sono simmetriche, v. a pag. 349 del lavoro del Mason
citato nell’introduzione ).

(45).

1) HILBERT. Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Inte-
gralgleichungen (3.t Mitteilung), Gottinger Nechrichten (1906), p. 435-480.
Se la funzione A(x) & in (a,bd) di segno costante, 1’esistenza di almeno
un valore eccezionale di A\ nell’equazione (44) & molto semplicemente
dimostrata nella Memoria di E.ScuMipT. Zur Thearie der linearen und
nieht linearen Integralgleichungen (I. Teil). Math. Annalen, Bd. 63 (1907).
pPp. 433-476. .

?) Indicheremo in seguito con (M) questo lavoro. Le condizioni che
impone HILBERT ad un integrale della (1), nelle sue ricerche sull’argo-
mento che ci sta occupando (loc. cit. nell’Introduzione), sono un caso
particolare delle (45) nell'ipotesi (45,); cosi pure le condizioni da noi
considerate nei §§ precedenti.
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Notiamo due relazioni che avranno frequente applicazione in
seguito. Siano y,, ¥, due soluzioni eccezionali corrispondenti, ri-
spettivamente, ai valori eccezionali );,),. Si avra :

b

dy.]p d
fAy Jkdx——[eyk dy} / 6=t @ﬁdw fo'yndx
a

b
d
M /Ayfykdm—[@y. y”] +f9%y—‘%dw foeyhdx
a r d
a a

e quindi, se & h; F2y,

(46)

b
(47) /Ay,-yk dr =0 .

‘a

30. — Facciamo in questo numero 1’ipotesi che la funxione
A () serbu segno costante in (a,b), per fissare le idee supponiamo
in (a,b):
A@x)=0.

Comunque sia B (x) in (a,b), purché finita e continua, dimo-
streremo 1'esistenza della funzione y (x,)), meromorfa in A, inte-
grale della (1) soddisfacente alle condizioni

(3) Liy=1L (=1,2),

e, col metodo del n. 28, V'esistenza di infiniti poli di y (z,)).
Non esistono valori eccexionale complessi. Cid si deduce, nel
modo solito, dalla considerazione che se esistesse un valore ecce-
zionale complesso ' +¢1", per la realita supposta nelle quantita e
nelle funzioni comparenti in L,y, il valore coniugato »'—2)" sa-
rebbe anche un valore eccezionale. Se %'+ ¢y" fosse una funzione
eccezionale corrispondente a )'+ 44",y —<¢y" sarebbe una funzione
eccezionale corrispondente a N —2A" e dalla (47) seguirebbe

b

[Atwrwride=o.

a
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Ne segue che la L () (n. 26) non & mai nulla per valori com-
plessi di » e quindi che esiste la funzione y (x,?), meromorfa in
A, integrale della (1) soddisfacente alle (3).

La y(x,)) non ha dunque poli complesst, dico di pii che @
pold di y (x,)) saranno semplici. Difatti, in un intorno di un polo

)\,-()\,«50) Yy d’ordine v, si avra
N=x n=%x>dy

R
Y@, )= 2 yu(@) (X=2,) ,a—z-= o

N=—»

" 821 N=0 J2 o .
O 5h= 2 G-

N=—»

con y_,(x) non identicamente nulla. Poniamo

_ 9 (o
Dey—z: (05)+ 0L+ By,

la (1) potrd scriversi
(49) Diy+(—2r)Ay=0

Introduciamo gli sviluppi (48) nella (49) e nelle L;y=1;, ne
seguiranno le relazioni

Diy—=0, Ly, =0,Ly, =0"
Diy_,,+-1+A’t _,,=0 , Lly_,,+1=0 , Ijgy_y+1#0

Diyo+ Ay=0 , Lyy, =1, Ly, =1
Diyn"l"A?/n—l:O ) Lx?/n =Oa Lz?/n =0 (7221)

Se fosse v>2, le due prime relazioni ora scritte darebbero

1) Fra i poli di y (2, ) vi sara lo zero quando non esiste la funzione
di Green relativa alle Dy e alle condizioni L;y=0 e solo allora. Se
esiste la indicata funzione di Green, la realitd e la semplicita dei poli
di y (%, 1), essendo y (x, 1) soluzione dell’equazione integrale (44) a nucleo
costituito dal prodotto di una funzione simmetrica per una funzione della
variabile d’integrazione e di segno costante, risultano dimostrate nella
Nota di Boce1o. Un théoréme sur les équations integrales. Comptes Rendus,
tome CXLVI, octobre 1907,
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d dy_,,, .
@(e%‘)—l_()\iA_*_B)y—"_O y Liy—, =0,

4 o
dx

° [+ 0 A+ By at Ay =0 | Liyya=0,

e quindi
d dy—"l’—*-l d dy—v 2
Y az(" —dm—)_ Yt g (" _di_) +AYL=0,
Liy—v =0 ) Li Y1 = 0 )

dalle quali eguaglianze, moltiplicando la prima per dx e integrando
fra @ e b e tenendo conto delle ultime, si avrebbe

b b .
dy 11 T N 2 —
{ﬁ(y_,—cir—y_ﬂ_l 4= )ﬁ/ Ayt,do= [ Ay, de=0,
[17 a

il che & assurdo.
Costruiamo (n. 28) la serie (42). Si avra

N==00

(42) @)= D Uy @)
Nma(
Du0=0 y L,-u0=0,’)
Dul"l‘A'u/():O [) Liul=li’
Du,+ Avw, , =0 , L;u,=0 (u=2).

Dimostriamo che M serie (42,) ha un raggio di convergenza
finito. Poniamo

b
Unpr ='/Au,,u1 dx n=1),
.
o consideriamo la serie
0.
(50) ST,
0

il cul raggio di convergenza non sard inferiore a quello della (42)).

1) Se esiste la funzione di GrEEN relativa alla Dy e alle L;y=—0
sard u,()=0.
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Se si dimostrera che la serie (50) ha un raggio di convergenza fi-

nito, altrettanto potra dirsi della serie (42,). E:

b

b b
du,
U, fAu w, dx = fu,,Duzdx——f " T (6 7 2)d ——/Buzu,,dxz

a

b
. du, du, du,, .
= [O”d]—{—f dxdd—/Buguﬂdx~
a

a

b b
du,, du,\] d (.du, [ _
= [G(uzj—(zx— — U, %)L~fu2 p (6 %) dx - / Buy,u, dx =
a a
b b
= f u, (Bu, + Au, ) de — | Buyu,de= ] Auu, ;der (n=2).
a a

a

Ne segue

U = [Aum u, dz (m4n=2, mnt0),
“a
e quindi

. b
U,, = /Au,,_lu,,_,_ldx n=2) , U= /Auidw >0 (n=1).
Ya

“a

Il raggio di convergenza della serie
D

(51) 2 Uz N2
1

non & minore di quello della serie (50), ma le quantita U,, son
tutte positive e la relazione di Scmwarz apphcata alle funzioni
vAun—H \v Aun—i—l’ da

per cui il lim
=30 U2n—-2

della serie (51) & finito.

non & lo zero, ciod il raggio di convergenza
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Risulta con cid provato che il raggio di convergenza della serie
(42)) & finito, diciamo 7, questo raggio. Esistono, pertanto, valori
eccezionali di modulo 7, e non ne esistendo di complessi, essi do-
vranno ricercarsi fra r,e — 7,.

La funzione

PR
(1—7—%)1?/(@,%),

sard, in X, monodroma, finita e continua in un cerchio di raggio
maggiore di #,. Poniamo

Uy (%) = vy (@) , wy (@) = v, ()

U, _.
Uy, 7%2: ”(Z') (n22)1
si avra
D, 2\ o
(43) S v, @) ar = (1 —1—2) S, @),
[ 0o/ 0

La serie (43,) converge in un cerchio di raggio maggiore di 7,
e, per A =7,, rappresenta la soluzione eccezionale ¥, (x) corrispon-
dente a 7,, per h = —r,, rappresenta la soluzione eccezionale y_,(x)
corrispondente a —7,. Se non tutti e due i valori 7, € —7, sono
eccezionali, una delle due funzioni ¥, (z), ¥_, (¢) sard identicamente
nulla. B

4wy

3 v, @) =13 w47ty

3 =0

fe=n

.2:5”" (@) (= 70) = (= 7o) th - (= 70)"" U

si avrd quindi

lim (79, + 75 ) = lim (r3" w,, + 73 14y, 1) = Yo (2)
N=0 Nn=x

lim { ( - 700).1 u'n + ( - 7‘0)”_1 un—l% = hm (rg”umz - rgn—lu2n—l) == ?/—o(x)-
=0 N=0

Ne segue
. 1
lim 73" vz, = {90 (2) 90 @)} -

NnN=0
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Le funzioni y,(x) e ¥_,(x) non sono entrambe identicamente
nulle e quindi non potra essere — y,(xr) =y, (r), poiché in tale
ipotesi dalle

Dyo+rAyo=0 Dy y—1rAy =0

seguirebbe Ay,=0, ciod le funzioni y, e y_, identicamente nulle.

I lim g, (@) 75" sara dunque, per un generico valore di , di-

N=00

o i1 T U R
verso da zero. Ne segue che: Esiste il lim —2*-, ed &
n=x Ugn—2

. Up, (@) 1
52) lim 22— —
(52 n—oUsy_(T) 15
La (52) fornisce il calcolo del valore assoluto del valore ecce-
zionale di minimo valore assoluto. Calcolato 7,, si calcoleranno i
limiti lim {(476)" %, + (£ 70)" " u,_,} e si otterranno cosi le solu-

NnN=m0
zioni eccezionali ¥,(x) e y_, (x) corrispondenti a r, e — r,. Sesi
trova y_, (€) =0 (¥, () =0) esisterd un solo valore eccezionale di
valore assoluto », e sard positivo (negativo). Se si trovano en-
trambe le funzioni y,(x) e y_, () non identicamente nulle esiste-
ranno i due valori eccezionali 7, e —#, di valore assoluto 7,.

Oss. « La u,, (x) 75" tende, per n crescente all’ infinito, in egual
grado in (a,b), al suo limite. Per cui, essendo

1 2n—2
hm (7'(2," u?n - 7'0” u2n—2) = 0 L)

segue -
b b
lim ("3” f Ay, Uy dic — 122 f Aty dx) =lim (Up, 78" = Upnr3"™?) =0
=00 o @ N==0
e quindi
52 lim =242 — |
( l) N=00 U2n r(a)

Oi si potrebbe, dunque, anche valere della (52,) per il calcolo
di 7,. Dalla (52,) segue che il raggio di convergenza della serie

N==0

(51,) wz;O(Uzn N 4|V, Upnge

)\21»-}-1 + U2n+2 )\2n+2)
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8 7,. Ora &
2
U2n+l < Us, U2n+2 )

per cui il raggio di convergenza della serie (50) non & maggiore
di quello della serie (51,), ciod anche il raggio di convergenza della
serie (50) & 751)».

Dimostrando che la serie (43;) ha un raggio di convergenza
finito, sard dimostrata 1’ esistenza di un secondo valore eccezio-
nale di valore assoluto maggiore di 7.

E
Dv,+Av,, =0, Liv,=0 (n=>4).

Per cui, ponendo

b
Vs :fAvn vsdr
a

si avrd
b
Vm+n = /Avm Vn dz (m7 n23) )
(12
e quindi
b ~b
Vo = /Avn_l Vopdz (n=4) , Va =/ A de>0 (n=3).
Ya va

Si potra pertanto dimostrare, come precedentemente, che il raggio
[@¢]

di convergenza della serie En V,. 2** & finito. Ne seguira altrettanto
0

per la serie (43,), diciamo 7, il raggio di convergenza di questa
serie. Ponendo

vy (@) = w, (x) , v, (@) = w0, (%)

n— 2w @) (1=2),

1

si avrd

z? 2 e "
(1——7%> (1 —-;g))\y(x,)\)zgn wy () N,

1) Cfr. PrcArD. Traité d’A., t. III, pp. 108-115 e pp. 125-129, e (T),
Cap. IV e IX. Ivi, gli stessi risultati, in coudizioni molto pii particolari,
sono ottenuti in modo molto meno semplice.

Ann. 8. N, 6 AN
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e quindi che la serie 2 w, \" converge in un cerchio di raggio
maggiore di ;. Ne segue, come precedentemente

N 1 . v
lim 221 ) _ - = lim "
new Voo (X) 73 neeo Von_g

e quindi il calcolo di 7, e che la serie 2 V.. A" ha 7, per raggio di
convergenza. Calcolato 7, si calcoleranno i limiti lim {(%7))" vt

N=00

+(£7)"v,_1}, e si otterranno in questi limiti le funzioni ecce-
zionali corrispondenti ai valori eccezionali », e —#,. Dopo di che
si sard, come precedentemente, in grado di determinare il segno
del valore eccezionale di valore assoluto #,. Si ha

Dw, 4+ Aw, , =0, Liw,=0 (n=6),

ne segue, analogamente, l’esistenza di valori eccezionali di valore
assoluto 7,>#, e il calcolo di 7,:
lim (@) = 1 . Ece.
n— Won 3 (@) 173
Troviamo dunque, nel caso presente, che, costruita, secondo i
metodi del n. 27, la serie (42,), si potra poi procedere, col metodo
del n. 28, a dimostrare 'esistenza dei valori eccezionali e a calco-
larli insieme alle corrispondenti soluzioni eccezionali. Questi valori
sono in numero infinito ed avranno, pertanto, il punto oo per unico
punto limite.
31. — Facciamo in questo numero le seguenti ipotesi:
Le funzioni A (x) e B(x) sono in (@, bd) finite e continue, ¢
m (a,b):
B(x)<0

e le condixiont L,y =0, oltre ad essere simmetriche son tali che,
per una funxione y (x) che vt soddisfi, si ha:

dylp
{ dx]a>

Le condizioni L,y =0 godranno di questa proprieta, per es., se
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esse coincidono colle (45) nell’ipotesi (45,) e se, posto
a;by—a b, =d; ,

tutti i determinanti d,,, dyq, dys, dss che non sono nulli hanne egual
segno (v. (M) pag. 344-345).

Le condizioni (45) nell’ipotesi (45,) con tutti quei determinanti,
fra 1 dys, di4, des, dgz, che non sono nulli, di egual segno, le chiame-
remo le condixiony di Mason 1).

Non esistono valori eccexionali complessi. Difatti, se esiste un
valore eccezionale complesso A'+¢1", esistera il coniungato X' —z 4"
ese y+iy" & una soluzione eccezionale corrispondente a A'+7)",
y —1y" sard una soluzione eccezionale corrispondente a X' —#)".
Si avra

Ly =0, Liy'=0
6 quindi
At "b g b

Poniamo, nella prima delle (46), A, =A+2N", hy=N—-2)\",
Y=y +iy', yp =y —1y", poichd & X'+ 0, sara N+IN" £ N -2\, si
avrd quindi

o e L]+ f ; (L) + () 2o — f B4+ dm 0.

Se non 8, in (a,d), B (x) =0, ne seguira y'=y"= 0, contro l'ipo-
tesi che \'4-2)" sia un valore eccezionale, se 8 B (z)=0, ne seguira
che ¢+ 7y" & una costante e quindi X' =2"= 0, contro I'ipotesi "% 0.

Ne segue che L()) non & mai nulla per valori complessi di 2,
e quindi che esiste la funzione ¥ (x, ), meromorfa in A, integrale
della (1) soddisfacente alle L,y =1;.

Sia A; un valore eccezionale (necessariamente reale) e y, una

1) Le condizioni a,y(a)+a,y’ (a)=0, b,y (d)+b,y’' (0)=0 con a,a,<<0
e b,b,>=0, da noi considerate nei primi numeri del § 3 sono un caso
particolare delle condizioni di MAsoN, mentre non & cosi per le condizioni
considerate nei nn. 14 e 15.
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soluzione eccezionale ad esso corrispondente. Si avra, dalle (46)

b
(53) /Ay’,dx— - Oy,— —|—f fo%dac.
a a

Ne segue che, se non 8, in (@, b), B(r)=0, si ha

b

(54) )\,-fAy% dz>>0.

Se non & B(z)=0, lo zero non & dunque un valore eccezionale,
Se non & B(x)=0, esistera pertanto la funzione di Green relativa
alla Dy e alle L;y=0 e la y (x,%) ha un punto ordinario nel
punto X =0.

Sia B (x)=0. Perché lo zero sia un valore eccezionale, sari
necessario, come si deduce dalla (53), che una costante non nulla
sia una soluzione eccezionale ad esso corrispondente. Ora una co-
stante soddisfa alla Dy = 4 (9 d_y) =0. Per cui, condizione neces-

de \ dx ’
saria e sufficiente affinch®, nell’ipotesi B (x)=0, lo zero sia un valore
eccezionale & che, ¢ indicando una costante non nulla, si abbia
L;,c=0.

Possiamo cioe dire che, condizione necessaria e sufficiente af-
finche lo zero sia un valore eccezionale ciod non esista la funzione
di Green relativa alla Dy e alle L,y=0, & che sia B (x)=0 ¢
L;1=0.

Si osservi d’altra parte, che una soluzione 7(z) della —— < d?/ ) 0

dx
soddisfacente alle L;y=0, non pu(‘) essere, nelle lpOteSI attuali, che
una costante. Difatti, dalla - (6 il =0 si ricava

dx dzx) .
b b
dy dn\®
a @
1
e quindi, per essere — [Gn %] =0, % =0,
a
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Ne segue che se lo zero & un valore eccezionale, esso & un
valore eccezionale semplice. Questa considerazione, nel caso che
non esista la funzione di Green relativa alla Dy e alle L,y=0, ci
permette, nel calcolare l'ordine del polo di % (x,2) in k=0 e nel
calcolarne lo sviluppo nell’intorno di quel punto, di seguire il
metodo dato al n. 27 nel caso che, non esistendo la detta funzione
di Green, il determinante [/,;,] & di caratteristica wuno.

Dalla (54) si trae che se &, in (@, b), A () =0 (<< 0) non esistono
valori eccezionali negativi (positivi).

Un valore eccexionale non nullo é polo semplice di vy (x, \).
Difatti se y (¢, %) ha un polo d’ordine v nel valore eccezionale A;,
il coefficiente y_, («) della potenza (A—X;)— nello sviluppo di y(z, ))
nell’intorno di X; & una funzione eccezionale corrispondente al
valore eccezionale ), percid, supponendo X; % 0, si avra, per la (54),

b

f Ay, dr+0. Ora DPipotesi v=>2 porterebbe, collo stesso ra-
a

gionamento fatto al numero precedente in analoga occasione, alla
b

f Ay, dw=0.
a

Supponiamo che ¥ (x, 1) abbia un polo nel punto A =0, cioé che
sia B(x)=0 e L;1=0, vogliamo determinare l’ordine di questo
polo. Se % (x) & una funzione che soddisfa alle L;y =0, poiché vi
soddisfa anche la costante wno, si avra

b b
[e (1 % —y %)L: {e Z_ZL: 0.
b
Ne segue subito che se & [ A (x)dr £ 0, Pordine del polo di
y(@,2) in A=0 & uno. Difajttoil, detto v quest’ordine, si ha nello
intorno dello zero, ¥y (x, 2) =ch=* 4 oﬁm Uy (x) \*, dove ¢ & una

—v+41
costante non nulla. Se fosse v=2, si avrebbe per la w_,,,(®):

d du_v
da (ﬁ _7lw+l) +eA@=0, Liu,,=0,
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e quindi, moltiplicando per dz e integrando fra a e b

b
o &z +cj" %) de =0,

b b
ciog f A (z) de =0, in contradizione coll’ipotesi f A@)dz+0.
a a

Per il calcolo dell’ordine del polo di ¥ (x,2) in x=0, bisogna,
n. 27, calcolare le quantita

b b b
= f LEAG @), TP= [ 1E)A@E)d / L&) A EG)yE)de

a

se v & l'apice della prima di queste quantitd che & diversa da zero,
v sard lordine di detto polo. Ora, nell’attuale caso, 7 («) & una co-
stante che si pud supporre =1.

Dico che anche /() & una costante, naturalmente non nulla ).

b
Difatti, abbiamo or ora visto che se & f A@)dx £0, sara v=1,
a
b b
ne segue che, se éfA(oc) dx + 0, sara anchef l(x) A (%) do % 0.
a a
Si presenta dunque la circostanza che se la funzione finita e con-
b b
tinua A (x) rende f A () dx £ 0, rendera anche f l(x) A (@) do+0.
a a

Ora se I (x) non & una costante io dico che esistera una funzione A ()
finita e continua per la quale si ha

b b
fl(x) (@)de =10 ,/A(x)dx:l:O.

Invero, qualunque sia la funzione finita e continua ¢ (x), posto

b
A@ =730 —— D 1) p@)do,
B (@) de “

a

1) Se fosse ! (x)=0, sarebbe I'"=0, qualunque sia n e la y(x, 1)
non esisterebbe (n. 27).
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b
si ha f l(x) A(x)dx=0, e se, qualunque fosse ¢ (x), si avesse

b b I (x) dr
fA(x)dx=f 1—1@) “——— |4 (@) de =0,

@ a f P (x)dx

ne seguirebbe?)

ciod I (x) costante.
Indichiamo con ¢ la costante 7 (x). Si avra

b b 3
F“’=0/A(x)dx, f‘2’=c/A(x)dfo(w,$)A(€) ag, ...

~

Poiché, nel caso presente, & y(x) =1, I (xr) = ¢, ne deduciamo
(n. 25) che condizione necessaria e sufficiente perché esista un in-
tegrale della

0D +e@=o,

b
soddisfacente alle L;y =0 & che sia f ¢ (x) dx =0, soddisfatta que- .
a
sta condizione, la funzione y (x) definita dall’eguaglianza
b
vo) = [T 9r @k
a

8 un tale integrale.
Ne segue che ¥ (z, ) non potra avere, nel punto » = 0, un polo
d’ordine maggiore di 2. Difatti, perché y(z,)) abbia, in A=0, un

1) Le condizioni L;y =0 essendo simmetriche, la I (x) & finita e con-
tinua in (a,d) (n. 24).
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polo d’ordine >>1, & necessario e sufficiente che sia I'V=0, cios
fbA(x) dr=0, ma se éfbA(x) dr=0, io dico che sara I'® 0,
I:vero, nell’ipotesi l“”:O:z la funzione y (x) definita da
b
?/(x)=ff (@,8) A ) ds,
a

soddisfa alle

20Y+r@=0, Ly—o,
per cui &
’ dylP r? dy\?
[A(m)y(x)dx:—[&y%L—{— / e(%) de>0.

. :
Ma abbiamo T®=¢ f A (%) y (x) dx . Troviamo dunque che:
2
Nelle ipotesi B(x)=0 , L,1=0, e solo in queste ipotess, y(x,))

b
ha un polo mel punto L =0, che sara semplice se ¢é f Ax)dr 0,
a

b
doppio se ¢ f A@)yde=0".

Andiamo ora pit particolarmente a considerare le condizioni di
Mason e a dimostrare, col metodo del n. 28, Veffettiva esistenza di
infiniti valori eccezionali di A nella (1) relativi a queste condizioni,
nonchd a darne un calcolo insieme alle corrispondenti soluzioni
eccezionali.

Premettiamo il seguente lemma :

Se u e v son due funxions che soddisfano alle condixioni di
Mason, st ha

dvlb)? dul?
}[Ou %L = ;[Ov E]a

1) Cfr. la fine del n. 11 (§ 3).

2 dv? dulb du)b dv)?
= [Ou %L .[Ov %L < {0@1 %L .{61’ %L.
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Supponiamo dapprima dy 0. Se una funzione y(x) soddisfa alle
(45), si ha

(55) y(b idu?/(a) +dyy' (@)}, ¥ 0)= 242d12y(a)+d32 Y (@)}

Nella differenza

dv]? dul? du dv
A—[Ozba;}a.[eq)%}a—[ﬁud ] [Ov dx]

du

sostituiamo ai valori delle u, 5 i’ Yin b, quelli dati dalle (55),

d
si trova, con un facile calcolo:

A=06)dsydylu(@) v (@) — v (a)f,

¢ quindi, per essere dy.d, << 0, A<Z0.

Se & dy =0 sara anche d,; =0 e quindi non potra essere d,; =0,
dyy=0,dy=0,d; =0, poichs, nell’ipotesi dy=dy3=d=d) =dy=
=dy =0, le condizioni (45) sarebbero 1’una conseguenza dell’altra.
Sia dy £ 0, per una funzione y () che soddisfa alle (45) si avra

/ d : dy:
(56) y@=_y@, yO=7y0).
43 34
. . . .. du o dv . . .
Sostituendo in A ai valori di——, - in @ e in b quelli dati
dx’ dx
dalle (56) si trovera
A=—6() dg;g“{ (@) v(b) —u(®) v(a)?,
34

o quindi, per essere d,d,=0,A<0. Ecc.
Cid premesso, costruiamo (n. 27) lo sviluppo di My (z, )) nel-
I'intorno dell’origine. Si ottenga

(42,) 2y (x, ) =§: u,, () A" 1),

=0

1) Sara uy=0 se y(x, \) ha un polo semplice in A=03 sara uy=u,=0
se y (x, 1) ha un punto ordinario in =0, per es., se non & B(x)=0.
Condizione necessaria e sufficiente affinché y (a, 1) abbia un polo in A=0
é che sia B(x)=0, @)+ a,=0, b,}b,=0.
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Sussisteranno le relazioni

Duy=0, Du; +Auy, =0, L;uy=0, Ly, =0
Dug—l“Aul =0 y Lzu2=l"
Du,+ Au,_, =0, L,u,=0 (n=3).

b
Uppe= f Awu, u,dx
a

o consideriamo la serie

(50,) SRIRG

Poniamo

il cui raggio di convergenza non & inferiore a quello della (42).
Si ha

U = f Au,,u, dr (myn=2),
a

e quindi, ponendo — B (x)=P (z),

b
(57) Um+n= —[eu dl;’;-i-l} +/e(zb;;1‘ di“;ﬂ'ﬁ_ld +fPU,n um-l-ldx‘
a

a

a

Per cui, fatto in questa relazione m=n-1, si ha

b
UZn—lz_[e n‘fiu ] +f (du ) dx+ / Puwide (n=3).
a a

Ne segue
Uzpa >0 (n=3).

Poniamo, nella (57), n e n—1 al posto di m e di 2, poi n-2
e n—1 al posto di m e di n e infine » e n+1 al posto di m e di
n, ci0 sara lecito purcheé sia n>4. Si avra

b
U,,,_l=_[eu,,_1 ‘%’;ﬂ] + f 8 d;;- B gy f Pty et

a
a o




Sui valort eccexionali di un parametro da cut dipende un’equax. ecc. 123

b b
. dun—l b dun—l 2 9
Ugn_3-—[eun_1 —Jx—]; f o) o f Puldv, (1=4)
a a
du, b [ (d >
Uzn+1=—[0uw %‘;‘—‘LJr f 6( ”;”‘) da+ f Pudy, de .
(27 a

Consideriamo valori di 2=4, poiché, per tali valori di n,u,_, e
41 Soddisfano alle condizioni di Mason, si ha, in virtu del lemma
premesso

b b
il ] o]
a a

Per la relazione di Scmwarz, applicata, una volta, alle funzioni
dun_ du,,
Vo= V=

e, un’altra, alle funzioniyPu,_,, \/I?u,,,H, si ha
dutp_, d d " (g ys)?
Up—1 un-{-l Uy, —1 un-l-l

(/edx o ></ dxfﬁ(—dm)dx,

Y

< /. Puyv,qn dsc) < f Pl _ dx / Pl do.

Ne segue

Ugn—l < U, U2u,+1 (n = 4) 1)-
La serie

3 2n—1
2” U2n—l )\ "
1

ha, pertanto, un raggio di convergenza finito e altrettanto potra
dirsi della serie (50,) e quindi della (42,).

1y Se le 21 quantitd au, aiz,..., din 3 G2, d22,..., G2, SONO pOSitive
e per le n quantitd an, ae,..., aon, valgono le relazioni

. .
Qi << Qy; Ay (¢=1,2,...,n),

£ =n i=n i=“n
(B < BB

=1

si avrd
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Risulta cosi provata l’esistenza di un valore eccezionale non
nulle. Sia #, il raggio di convergenza della serie (42;), 7, 0 — 7,
0 7, e — 7, saranno i valori eccezionali di minimo valore assoluto.
Per il calcolo di 7, e per determinare il segno del valore eccezio-
nale di valore assoluto r, (data la semplicita dei poli di ¥y (z,2))
si procederd in modo affatto identico a quello tenuto nel n. pre-
cedente. Si otterra

| lisz:L:limrjz—”“.
n=0 Uzn_1 (w) 7‘3 n—=n Ugu_1

Dopo di che sard anche dimostrato che la serie (50,) ha lo stesso
raggio di convergenza della serie (42,). Il valore eccezionale di
valore assoluto r, sard 7, o — 7, secondoch® & lim {(— r))"u, -+

N=w

4 (=7, 1} = 0 o0 lim (r§o, 415w, ) = 0. I valori r, e —r,

N=x
saranno entrambi valori eccezionali se entrambi quei limiti sono non
identicamente nulli. In ogni caso, quei limiti daranno le funzioni
eccezionali corrispondenti, rispettivamente, a — 7, e 7.
Posto

U @) = v @) , w@=nv/(),

w—CE =0, @) (=?),
0 )
si avra -
43,) (1 _ :—2) Ny (@, 0) =, (@)1
0, 0
Sussistono le relazioni
Dv, 4+ Av,_, =0, L,v,=0 (n=5).

Per cui, ponendo

b
Vo= f Av,vdx,
a

b
Vm+n=fA1;mvndx m,n=>4).
- n

si avra
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Ne segue
b
V, . =— |6y, + (d” do+ | P2 da
dx d
@ a
e quindi
Ve >0 (n=5).
Come precedentemente si dimostrera
Vgn—l S V2n+1 V?n—?: (’)’L 2 6)

da cui seguira che il raggio di convergenza della serie (43,) & fi-
nito e quindi l'esistenza di valori eccezionali di valore assoluto
>7,. Ecc.

Il fatto che le condizioni L,y =0 sono quelle di Masox ci ha
solo servito per dimostrare l'effettiva esistenza di infiniti valori ec-
cezionali; per il calcolo di questi valori e delle corrispondenti so-
luzioni eccezionali non abbiamo invocato che la realitd e la sem-
plicita dei poli di X'y (z, A).

Quest’osservazione ci permette di dire, nelle sole ipotesi poste
al principio di questo numero (in queste ipotesi infatti si verificano
la realitd o la semplicitd dei poli di #*y (x,))), che, una volta nota
Pesistenza di valori eccezionali, il calcolo di ciascuno di essi e delle
corrispondenti soluzioni eccezionali potra effettuarsi, appena sia co-
struita la serie (42), nel modo testd esposto.

Un caso in cui, senza essere nelle condizioni di Masow, si pud
dimostrare ’esistenza di infiniti valori eccezionali & il seguente. Sus-
sistono le ipotesi in principio del numero e di pit per due deverse
funxioni w e v che soddisfano alle Li;y=0, si ha

dv o dul?
[Qu da:] l@v a5
In questa ipotesi, infatti, costruite le quantita U,, si avra

b
d
U2n-1 = f 6 Z;z:l dun—H dac - j Pun-—l Upp1 dx )

a
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b b
du,_,1° du,_,\?
Usps=— [Ou,,_l o ‘L—{— f ] ( 7 ’) dx -+ f Pu:_ dx,
a a
b

b
b 2
U, w=—[0un " @d—ﬂﬁ / 0 (@;%1) dz+ / Pl , dz,
Ya

a

e quindi U%,_, << U, 5 U,uqy. Ne segue che il raggio di conver-
genza della serie (42) & finito.



NOTA

Sulle equazioni differenziali lineari ordinarie
d’ordine superiore al secondo.

I metodi esposti nell’ultimo paragrafo possono essere genera-
lizzati per trattare problemi, analoghi a quelli ivi trattati, per una
classe numerosissima di equazioni differenziali lineari ordinarie di
ordine snperiore al secondo.

Noi crediamo di giustificare questa affermazione trattando, solo
brevemente, dei valori eccezionali del parametro A nell’equazione
del 4.° ordine

) =3 ‘e(x dy

5+ MA@+ By =0,

sotto certe ipotesi pei coefficienti e relativi a certe condizioni li-
neari; reputando che, colla scorta delle nostre due Note sull’argo-
mento che ci occupa?), sard, per es., facilissimo estendere i ragio-
namenti e i calcoli che stiamo per esporre allo studio dei valori
eccezionali del parametro ) nelle equazioni d’ordine 2mn:

ke=n dk

S @ T+ p AW +BEy =0,

sotto analoghe ipotesi pei coefficienti e relativi ad analoghe condi-
zioni lineari.

1) I teoremi d’esistenza per gl integrali ... ecc. Del legame fra Uequa-
zione di Fredholm e le equazioni differenziali ... ecc. Rend. Acec. dei
Lincei, vol. XVII (1908).
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La funzione di Green.

Consideriamo ’espressione differenziale

& [ dy
Dy =gz 2( dm)+B

a6 d:0
( )’ d d 2
variabile reale x nel tratto finito (a,d) e l'equazione

@) Dy + ¢ (@) =0

dove ¢ (x) & anch’essa funzione finita e continua in (@, ). Suppo-
niamo naturalmente che la funzione 6 () non s’annulli mai in (a,d)

nella quale B (), 6 (x sono funzioni finite e continue della

e, per fissare le idee, che, M e m indicando due numeri positivi fi-
niti, sia in (@, d):

M=6@=m>0.

Possiamo dare all’integrale generale dell’equazione (2) un’espres-
sione analoga alla espressione (9) del § 6 data all’ integrale gene-
rale dell’equazione del second’ordine (5) di quel paragrafo. Notiamo,
a tale scopo, che, se y(x) designa l’integrale generale dell’equazione

6) dx(d2>+ (@) =0

e ¢y, C1, Cp, €3 designano quattro costanti arbitrarie, si ha succes-
sivamente

@ g
0d—xyg=cz+c3w+] E-2) 0 (@) dt,

y(w)=co+clx+czf dé+ /56(&) dt -+

/ (ﬁ)d;f(s-—&'p(s
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“

Ma &

X 5 )
fdéf@—fi&)(g_@‘?(s)dhﬂ(e)def (_w_—;_)(s()&_—i)ds’
a a . ;

ponendo dunque

eo+clm+02L %d&+c3legw(;€)d§=t(x),

i e ten,

o

ne seguird

(4) Yy @)=1@) +ft(w,i)<P(€) dz.

Viceversa dalla (4) seguira la (3), qualunque siano le costanti c.

n. 23,
—t@,H)BE=/((,§ , t@ +f:(x,&)'?(5) = (a),

si avra 'eguaglianza

y(w)—’r—ff(x,é)y(&)dﬁ’:‘l’(ﬂﬁ)-

Viceversa da questa eguaglianza segue la (2). Ma allora ponendo

&
fo(xae)=f(x1&) ) fz‘ (xa‘i):ffi—j(wys)fj—-l(sae)ds’(.7.2112""37‘.)7

S i@, =P8,

0
3

t(w,5)+/F($,S) t(s,§)ds=H(z,f) , t(x)—fF(m,&)t(ﬁ)di=g(m),

a a

Ann, 8. N. 9

Indichi ora y (x) 1’integrale generale della (2). Poniamo, ctr.

i
}

#
3
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si avra per 1’integrale generale della (2) l'espressione

(5) | y(x)=g(x)+fH(w,&)cp<e)de

che & quella che si cercava. Si ha
o _ (s, ¥t gew P 1 t-wdo
sz ) 0 SO T 0@ 0 @ 0@ O@da’

e quindi, per es. dalla relazione
€X
H (@, &) =1 (x, é) +/t(il‘,8)B(S) H(S,&) ds:
&

si ottiene, considerando, per ogni valore di &, H (z,£) come fun-

zione di x,
DH (CC ) 5) =0 )
oH o*H o°'H 1
meo=[5] =l =0 [l

Neli’espressione (5) dell’ integrale generale della (2), ¢ (x) & lin-
X

tegrale generale della Dy =0 e / H(x, &) ¢ (€) di & I'integrale della
Ja

(2) che & nullo in ¢ insieme alle sue derivate dei primi tre ordini.
Definiamo la funzione ¢ (x,§) col porre

g@,§)=0 per x=§,

=H(@x,£{ per z=2:&.
La g (x,€), per ogni valore di & considerata come funzione di
x, & una soluzione dell’equazione Dy =0, finita e continua colle
sue derivate dei due primi ordini, la sua derivata terza & finitae

continua in (#,§—-0) e in (¢+0,0), mentre nel punto ¢ ha una
discontinuitd di prima specie, &

¥l [P __ 1
39‘)3 2= a’bg I_;g__()_ - 0 (5) ’
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Colla nuova posizione I’ integrale generale y (z) della (2) sara
definito dall’eguaglianza

b
©) Y @) =g @) +fg<w,e)<p(e)da.

Imponiamo all’integrale y (x) le condizioni lineari

k=t l=m gy, b
(1) L.y —=—k%.1 ZE @iy Y* (Ti0) +f(;aik () y* 7 (x) dfg =1
(i=1, 27 3, 4)

Le a;x (x) sono funzioni reali di t finite e integrabili in (a, ),
assegnate insieme alle quantita reali a;,, e I, e ai punti, di (a,b),

T in numero finito é%mm- Supponiamo, naturalmento, che le
i

quattro condizioni (7) sian tali che nessuna di esse sia conseguenza
delle altre.

Definiamo come funxione di Green relativa all’ espressione dif-
ferenziale Dy e alle condizioni L,y =0, una funzione G (x, §) delle
due variabili x e §, fintta e integrabile rispetto a &, finita e con-
tinua rispetto a x, tale che, qualunque sia ¢ (x), si abbia, per ogni
integrale y (z) della (2) soddisfacente alle condixioni L,y=0, la
equaglianxa

b
y(x) =fG‘((l:,£)(p(&)d&,

e viceversa quest equaglianxa abbia di consequenxa la (2) e le Li;y=0.

Dopo quanto abbiamo test® premesso apparra ben chiaro che,
procedendo con metodo del tutto analogo a quello seguito al n. 23,
si potra dimostrare il teorema:

Condixione necessaria e sufficiente affinché esista la funxione
di Green relativa all’espressione differenxiale Dy e alle condixiont
Liy=0, ¢ che esista uno ed un solo integrale dell’ equazione Dy =0
soddisfacente alle (1) qualunque siano le l;, o cioé, che I integrale
della Dy =0 soddisfacente alle L,y =0 sia necessariamente nullo.



132 M. Picone

La funzione di Green G (x,£) che si perverra a costrulre godra
delle seguenti proprieta:

La G (z,£), considerata come funzione di z, & finita e continna
colle sue derivate dei due primi ordini, la sua derivata terza & fi-
nita e continua in (¢,£-0) e in (¢ + 0, b), mentre nel punto £ ha
una discontinuita di prima specie, &

B
0% u—gro 02—z  0() "

La G (x,£), considerata sempre come funzione di x, soddisfa,
per ogni valore di &, alla Dy=0e, i punti t;,; tutt’al piu eccet-
tuati, alle L;y = O

Le funzmm G(x £) (¢=0,1,2,3), considerate come funzioni

di &, sono, per ogni valore di x, finite e continue in (e, b), tranne
tutt’al pit in numero finito di punti non dipendenti da x, in cui,
restando finite, presentano delle discontinuita di prima specie.

Nell’ipotesi dell’esistenza della funzione di Green G (x,§), re
lativa alla Dy e alle L;y =0, esisterda uno ed un solo integrale della
(2) soddisfacente alle (7), esso sara definito dall’eguaglianza

b
6@ +/G(w,8)<p(€)dé,

dove G (x) esprime !’integrale della Dy =0 soddisfacente alle (7).
Se le condizioni L,y =0 son tali che per due funzioni u (x)e
v (x) che vi soddisfano si abbia

8) ' [A (u,2)]2 =
d edzu d (ed% b 6(d'v du  du d b-—O
vz (05 O ) — Y T T )=

si avrd G (z,,2,) = G (., «,), supposto che z,,x, non siano frai
punti t,,,. Difatti, poniamo G (z,z,) = G, (%), G (x, ;) = G, (¥) e

IH
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q

nella relazione

-

. j (vDu — uDv) de = [A (u, v)r,

aQ
a

valevole qualunque siano u (x) e » (x) purché finite e continue in
(a,b) colle loro derivate dei primi quattro ordini, poniamo u = G,
v=G,. Supposto, per es., x, < @,, si avra

=0,

[A (G4, Gg)L“ + [A (G, Gz)L:

&

-}~ [A (Gl,Gz)}

b
22
ualunque sia 1’ infinitesimo ¢, e passando al limite
q q € p

G (@, %) = G (2, @)).

Ne seguira che:

Se le condizioni L,y =0 son tali che per due funxioni w e v
che vi soddisfano si verifica la (8), sono cioé, come le diremo, stm-
metriche, la funxione di Green corrispondente ¢ una funxione sim-
metrica dei suor due argoments.

Cosi, ad es., ciascuna delle quaterne di condizioni

| . dyl . dyl ..
{y(a)’—Ov[Jx —“O’?/(b)"— a[@]b—ov

dy % d*
y(a) =0, [jﬂa: ) [(—i?qb: 0, [Jx%]bz 0;

dy] &yl dy|l @yl ..
e 2o o e

]
e, nell’ipotesi 6 (b) =0 (a), g—ﬂ :[Z_xJ , laltra quaterna
b a

d? d’ .
(91) [dxg{]b_ {ﬁ]“z‘ 0 (7’=Oa 1,2,3),

sono simmetriche,
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I’ esistenza di valori eccezionali e il calcolo di essi
e delle corrispondenti soluzioni eccezionali.

Partendo dall’espressione (6) dell’integrale generale della (2)
si perverra, proprio come nel § 6, a dare un criterio per I'esistenza
della funzione y (x, ), meromorfa in X, integrale della

@) Dy (A +B)y =0,

soddisfacente alle (7). Di pili, supposta la y (x, ) esistente, se ne
trarra 1’ordine del suo polo nell’origine per le I, affatto generiche,
un suo sviluppo, per potenze di ), valevole nell’intorno dell’ori-
gine e un’equazione integrale lineare del tipo di FrepmoLm a cui
soddisfa. '

Se esiste la funzione di Green G (v, £), relativa alla Dy e alle
L,y =0, esistera I'indicata funzione meromorfa y (x,)) e sara so-
luzione dell’equazione integrale del tipo di Frepmoru

b
y(x,)\)—)\/ (, ) Ay, N d=GC(x),
a
equazione che traduce il problema della determinazione di un in-
tegrale della (1) soddisfacente alle (7).
Condizione necessaria e sufficiente perché la  (x,)) abbia in

A=0 un punto ordinario & che esista la funzione di Green relativa

alla Dy ealle L;y=0. In questa ipotesi si avra lo sviluppo di
y(x,)):
:l/ (x )\) ‘/_‘n /Mn (x) )\W

valido nell’intorno dell’origine e sara
b
wy () = G(x) , u, (x) :/G (, &) A (§) u,_, (8) d5.
a

In tutti i casi, esista 0 no la funzione di Green, supposta la
y (x,)) esistente, detto v I'ordine del suo polo nell’origine e avuto
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lo sviluppo

(11) Mt (@) N =0y (x,))
0

della 2* y (x,)) nell’ intorno dell’origine, si procedera, come al n. 28,
alla ricerca dei valori eccezionali del parametro X nella (1) e re-
lativi alle condizioni (7).

Per le u, (x) varranno le relazioni

Duy=10, L;u, =0,
Du, + Au, , =0, L;u,=0 (n=1,2,..,9—1),

(12)
Du, + Au,1 =0, Lyu, =1,

Du, 4+ Au,, =0, Lyiu, =0 (n=v+1).

Noi faremo applicaz.one del metodo indicato allo studio dei va-
lori eccezionali del parametro X nella (1) e relativi alle condizioni
(7) nella seguente ipotesi che sottintenderemo mantenuta sino alla
fine:

Le condiziont L,y =0 sono simmetriche.

In tale ipotesi, se esiste la funxione di Green relative alla Dy
e alle 1;y=0, i valori eccezionali di A coincidono con quelli nel-
I'equazione integrale (10) il cui nucleo & costituito dal prodotto di
una funzione simmetrica per una funzione della variabile d’inte-
grazione. Per cui, in grazia delle citate ricerche dell’ Hiuserr e dello
Scevinr, se di pive la funxione A (x) subisce in (@, b) solo un nu-
mero fintto di cambiamenti di segno, risulta provata l'esistenza di

infiniti!) valori eccezionali, aventi quindi il punto co per unico
punto limite 2).

1) Anche qui infatti, come al n. 29, la funzione G (x, &) & chiusa
(abgeschlossen).

?) Cfr. la memoria di M. DavivocrLou: Etude de Uéquation differen-

2 2 .
tielle c;lac3 (9 %w%) =k o(x)y. Annales de 1’Ecole Normale Superieure de
Paris, t. 22 (1905), pp. 539-565. Ivi il D. stabilisce 1'esistenza dei valori
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Non facendo alcuna ipotesi sulla funzione di Green, andiamo
a fare la menzionata applicazione.

Stabiliamo dapprima alcune relazioni. Siano ); e ), due valori
eccezionali distinti e y; (x) ,y. (x) le funzioni eccezionali ad essi
corrispondenti, ciascuna di queste potrd al pilt dipendere da quattro
costanti arbitrarie. Dalle

Dy; +MAy; =0, Dy, + M Ay, =0,

eccezionali del parametro A nell’equazione (1) e relativi alle condizioni

v@=0, [ 0, yor—o, [F]~o,

nelle ulteriori ipotesi: A (x)=<<0 in (a,b) e B(x)=0. Il D., che non si
serve dello strumento delle equazioni integrali, perviene, oltre a stabilire
I'esistenza dei valori eccezionali, ai teoremi d’oscillazione per le corri-
spondenti soluzioni eccezionali. Notiamo che la menzionata esistenza
dei valori eccezionali discende, come caso particolare, dalle considera-
zioni del testo ora svolte e, pitt particolarmente ancora, da quelle che
seguono. Esiste infatti la funzione di Green relativa all’espressione dif-
? 2
ferenziale D,g/zc—g—2 (0 gﬁ) e alla prima quaterna delle condizioni (9).

Invero, ¢(x) & l'integrale generale della Dy =0 nell’attuale ipotesi

B (x)=0: le condizioni ¢(a)= [Z—i] =0 danno ¢y=c, =0 e le condi-
[
zioni £(b) = [Z_i?]b=0 le equazioni nelle c,, cy:

bb-—-E i b
N R ey [ S0 g
CH\/C; 0(:) C+ 3 u O(E) E 0’

"1 (M
Czj; O—(E—)dq—{—cs./a: WE) dg=0.

Il determinante di questa equazione &

b b b
g2 f 1 /‘ & 2
== dE | o dE— 775 O
Jiea%), im%—\), 00 %)
e quindi, per la relazione di ScHwWARz applicata alle funzioni VT}(_E_) ,
\/GLTE)’ esso & positivo, ne segue pertanto anche c¢,=c;=0 e quindi

t(x)=0,
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si ricava

d (o @y, dy, Ty dyidyk
{J“dx(e dz* )} [e% da? .fr [ i de Tt 0 A +B)y, y, do=0,

d (P _[pdy: & " By, @ '
[1/'—(&_?[’;‘)]“_[6 Yi ?/k]—l— 0 d:c; d?a/:;d +‘/-0~kA+B)y,y,¢dx 0,

e quindi, per la (8),
b

(13) fA%- Yrdr =0,

a

b

d [, d%; dy, &y, d”y,dyk
4) [y%(edz )] [6 P dx]-l_v/edx dz+j By;y,de=0.
a

Se <} >‘i=)k ey';=yk Si ha,

2 " "b
_)]Af,dr [yj(d )L [e‘fiyw"f;i/*]Jrfe(d )dx+/By’,~d:c.

Facciamo la nostra applicazione ai seguenti due casi:

1.° caso: La funxione finita e continua A (x) é di segno costante
n (a,b).

2.0 caso: La funxione finita e continua B (x) non prende va-
lore megative in (a,b) e le condixions simmetriche L,y =0 son tals
che, per due funxioni u (r) e v (x) che vi soddisfano, st ha

b [ d [ dn [, dud
[Al(u,v)]az[u%(eal—;)]a—[ﬂ e dm]——m)

1.° Caso. Supponiamo, per fissare le idee, che sia, in (a,bd),
A@x)=0. Segue subito dalla (13) che: Non eststono valor: ecce-

1) Tutte le quaterne di condizioni (9) e, nel caso 6 (b) =0/(a),

(],

[ch] , la quaterna (9,) godono, per es., di questa proprieta.
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xionali complessi. Esiste quindi la funzione y (z,2), meromorfa in
A, integrale delle (1) soddisfacente alle L,y=1,.

1 wvalory eccexionali sono poli semplici di y (x,))1). La dimo-
strazione & completamente analoga a quella data al n. 30 in analoga
occasione. Ne segue v<C1. Sara

(11) in Uy (X) N"=hy (x,}) , con u, (x) =0 per v=20.
[

Il raggio di convergenza delle serie (11) & finito. Difatti, posto

b
U= f Au,u, dr
a

si ha, in virta delle (12) fattovi v=1,

b b b
2 2,
U= —fztnDzozdx = —f a;ix? (B%)u” dx—fBugu,ndx =
a [/ a
b ’ d*u,, d*u ?
= [Al(u,,,uz)}a——f %21” %:dx—/Bugun dr=
a a
b b
b az (. du, 4
= [A (uz,un)ﬂa— f ) (O W)dx—— / Bu,u, dr =
a Ya
b b b
= f uy (Aw,,_, -+ Bu,) dx — / Bu,u,, de= / Au, u, do .
a Ya “a
Ne segue
b
U, =fAu,,, w, dx (m4+n=2", mnt0),
[12
e quindi

b b
U, = f Avy upnde (n=2) , U, = j Al dx  (n=>1).
aQ a

!) Nel caso che esista la funzione di Green, cfr. Boaa1o, loc. cit,
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Il raggio di convergenza della serie

& pertanto finito e altrettanto potra dirsi di quello della serie (11).
Diciamo 7, il raggio di convergenza della serie (11), si avra

lim —~ Uan (Q?) = —1— U’”

n=e0 Ugy—g (x) 75 Upuos’
e quindi il calcolo del valore assoluto del valore eccezionale non
nullo di minimo valore assoluto. Il valore eccezionale di valore asso-
luto 7, sard 7, 0 —7,, secondoch® & lim §(—7)"2,+(—7)" 'ty }=0
-
o lim {r§u, + 737 u,_,}=0. In ogni caso questi limiti forniscono il
n=00
calcolo delle soluzioni eccezionali corrispondenti, rispettivamente,
a —r, e r,. Hee.

Appare ormai manifesto che il metodo dei nn. 28 e 30 si potra
applicare, quasi inalterato, all’attuale ricerca e che si otterra la di-
mostrazione dell’esistenza di infiniti valori eccezionali e insieme il
calcolo di essi e delle soluzioni eccezionali corrispondenti.

2.2 Caso. Non esistono valori eccexional complesst. Difatti, se
N4\ (M4 0) & un valore eccezionale complesso e ¥'+2y" la so-
luzione eccezionale corrispondente, si potra porre nella (14)

=N =N —, yi=y -+, =y —y
e si avra

[P+ 5 3o+ e,

Se non 8, in (a,b) , B(x)=0, ne seguird y'=y"=0, contro
I'ipotesi che X'+ ¢)” sia un valore eccezionale, se & B(z)=0, ne
seguird che y'+¢y" & una funzione lineare della = e quindi N'=»"=0,
contro I’ipotesi \"40.

Ne deriva che esiste la funzione y(x,)\), meromorfa in %, inte-
grale della (1) soddisfacente alle (7).

Sia y; la soluzione eccezionale (reale) corrispondente al valore
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eccezionale *;, la (15) da

iy

. b 2 b Py b
— Ay,-dx:/ e(dxz) +fo%dx,
a ‘a a

e quindi che, se non &, in (a,b), B(x)=0,

b

(16) . f Ayt do < 0.

a

Se non & B(x) =0 lo zero non & dunque un valore eccezio-
nale ed esistera pertanto la funzione di Green relativa alla Dy e
alle Lyy=0.

Se & B (x) =0, perché lo zero sia un valore eccezionale, sara
necessario e sufficiente che una funzione lineare sia la soluzione
eccezionale ad esso corrispondente, cioé che si possano determinare
due costanti ¢, e ¢, non entrambe nulle soddisfacenti alle equazioni

al;l1+c¢Lz=0 (¢=1,2,3,4).

Dalla (16) si trae che se &, in (@,b), A () =0 (<< 0) non esi-
stono valori eccezionali positivi (negativi). Segue dalla stessa (16):

Un valore eccexionale non nullo é polo semplice di y (x,)).

Determinato 1’ordine v del polo di y (¢,)) nell’origine e costruito
lo sviluppo (11) di » y (x,»), si ponga

b
Upgy =— f Auw, u, do .
«a
Si ha
b
U,,,_Mz——/-Aumu,1 dx (m,n=v),
a
e quindi

" &
Uppr = [ 6 . dz“x"'“d o ] Boty thy it .

a




Suz valors eccexionali di un paramelro da cut dipende un’equazx. ece. 141

Ne segue
> d*u,,\? ’
Uy = /6 (W) dx +fBuidx> 0 (n.2v+ 1),
.a o

e, supposto n=>=v -+ 2,

du,,_, d*
Uppr = f Yn-t un.“d + f Bu,,_ 1 Uppy d:c

Uy s— / d“"—‘ da + f Bui_, dz

Ty = / d“"+‘ do 4 / But,, .
a

Si avra dunque, per 7 =>v - 2,

Usn1 < Uz Ugpa

da cui siricava che il raggio di convergenza della serie ¥ U,,_ 31,
e quindi anche quello della serie (11), & finito. Ecc.

Si otterra, anche in questo caso, con metodo del tutto analogo
a quello tenuto nei nn. 28 e 31, la dimostrazione dell’esistenza di
infiniti valori eccezionali e il calcolo di essi e delle corrispondenti
soluzioni eccezionali.

Pisa, aprile 1909.
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