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DOTT. SIRO MEDICI

SUI

GRUPPI DI ROTAZIONI

————






In questa memoria mi propongo di trovare tutti i possibili tipi
di gruppi di rotazioni. La ricerca mi sembra che presenti dell’in-
teresse, sia perch® i gruppi stessi son fra i pitt importanti sottogruppi
del gruppo lineare, sia perche si trovano frequentemente anche in
altre questioni, come ad esempio in quella della ricerca degli spazii,
che ammettono un gruppo di movimenti od un gruppo conforme.

Debbo qui ringraziare pubblicamente il Prof. Fubini della
R. Universita di Genova, il quale con cousigli davvero preziosi e

con osservazioni giustissime mi fu di grande aiuto in questo lavoro.







§ 1.

Definizioni e proprieta generali

1. Consideriamo in un S, (euclideo) delle coordinate z, ..., x,
ortogonali; chiameremo rotaxione infinttestma una trasformazione
infinitesima del tipo

n
zik Cin (T; Py — X P:) (Con=—0in),
1

dove conforme alle notazioni di Monge abbiamo posto

9 ,
pz=a7f_ (=1,..,m).

Ci proponiamo ora di trovare i varii gruppi, le cui trasforma-

zioni hanno tutte la forma detta, ossia di trovare tutti i sottogruppi
del gruppo G-y
2

T, Pr— Tp P, (@, k=1,..,m;2%k).

Tali gruppi li diremo brevemente gruppi di rotarions.
Notiamo poi che il gruppo Gaw—y & il gruppo delle trasforma-
2

zioni lineari, che lascian ferma la quadrica tutta di punti immaginari
2 2 2 .
2t as ...+ 2, =0;

percid Dessere trasformazioni lineari e il lasciar ferma questa qua-
drica sono le proprietd caratteristiche delle rotazioni 1).
prop

1) Il gruppo G, (,_;) si pud considerare anche come il gruppo dei mo-
?

vimenti ammessi da uno spazio S,_; a curvatura costante positiva.
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Nelle cose che seguono noi abbiamo sempre in vista gruppi reali,
onde le costanti, che compariranno nei calcoli, salvo avvertenza in
contrario, le supporremo sempre reali.

2. Introduciamo ora alcuni simboli, che ci abbrevieranno i cal-
coli seguenti. Intanto per semplicitd poniamo
(1) Siv=2, Pr— T, P; (@, k=1,..,m),
per modo che sard S,, = —S,;

(2) (Szh qu) = —&im Skq + ezq Skm+£km qu'—_akq Stm
@ kymyq=1,...,n;i%k;mtq) ).

Dopo cio introduciamo anche le altre notazioni seguenti:

s Xyp =S, 2+ Sy 1,201 Yoy =S2-1,2,+ 52, 1,2
Wip =8 9, —So_1,90—1, Zoy=S2_1,9,— S 1,9.

Ne vengon di conseguenza le formole

Xop=—X» Y=Yy, Wiu=-Wy, Zyy=-Zy
(Ko Xo)=—2y Xyrtae Xyt Kooy Xy,
(X Yod=r Ype—sie Voo Yictope Yo
(Kop Wy ==, Wy otey s Wy e, Wie—2, e W,
Koy Zo)=—5y Zyzte s Aw"’ﬂw L=y 1y,
(Vi Yorl==21 Xz X =2 Xio—2: Xy
* (Viu W=tz 2y Zw+'w Zys—2y< Ty o=l )
(Y sz)=—€;vaz+EL:Ww spy Wite, e Way

Ty Xou

1) Con =,x qui, come faremo sempre anche in seguito, abbiamo indi-
cata 1'unitd o lo zero secondoch¢ i e & sono uguali o diversi: & una
notazione, che seguiremo costantemente senza piu avvertirlo,
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In particolare si ha
(VXK =2 (5 Vi 5 (Y, V) = 2(—a1) Xy
o (Y, Wi = 2 (,450) Zoy (Y Zp) =2 (epyten) Wy

Introdotti questi simboli una rotazione qualunque Rf potra
porsi o sotto la forma

(6) Rf= 2‘“" % S)\p, (akp. == a‘p.‘)\)
o sotto Daltra
w1
2
(M) Rf= 2)\9 (a’)\p, le.“‘b?\p WML"' Chy. ZML'{'dML Y)\p)

(a)ug. =0 b)\pt == bp)\ y Chu™ ~ Cyd d)\}). = dp.?\.) .

3. Abbiamo gid avvertito come le rotazioni sieno caratterizzate
dall’essere trasformazioni lineari che lasciano invariata la quadrica

4242 =0.

Ora se facciamo sulle variabili una sostituzione ortogonale qua-
lunque, questa lascia invariata 1’equazione di questa quadrica, e
percio lascia invariata anche la forma tipica delle rotazioni; dunque
la definizione di rotazione & affatto indipendente dal particolare
sistema di coordinate ortogonali adoperato. Puo darsi perd, che par-
ticolari rotazioni conservino la loro forma tipica anche facendo delle
sostituzioni ortogonali, come avviene per es. nel caso, che le rota-
zioni considerate non contengano alcune delle variabili !). Ma noi
faremo solo sostituxioni ortogonali, perchs c’interessa conservare
sempre coordinate ortogonali, e poi perché il nostro scopo essendo
la ricerca dei sottogruppi di rotazioni, quelli appartenenti ad uno
stesso tipo devono essere tali che si possa trasformare I’uno nel-

Ialtro con trasformazioni del gruppo. Queste come facilmente si vede

1) 8i potrebbe facilmente dimostrare, che solo quando si possono con
sostituzioni ortogonali ridurre le rotazioni a questo caso, c¢i sono rota-
zloni non ortogonali, che ne lasciano invariata la forma.
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si riducono a sostituzioni ortogonali a determinante +1, perd noi
consideriamo anche sostituzioni ortogonali a determinante —1, per
non dover stare sempre a distinguere i vari casi. Vuol dire, che per
ottenere poi tutti i tipi di sottogruppi si dovra a quelli trovati ag-
giungere quelli che si ottengono da essi con una particolare sosti-
tuzione ortogonale a determinante — 1, per es. con quella che & data
dalle formule «',= —2, ', =z, (¢=2,...,n): ogni sostituzione or-
togonale a determinante — 1, essendo composta di quella e di una
sostituzione ortogonale a determinante +1.

A questo proposito aggiungiamo, che come & evidente geome-
tricamente, si puo sempre con una sostituzione ortogonale portare
un S, qualunque tn quello che ha per equaxioni

o =Ty p=..=x,=01).

4. Cominciamo dal dare alcune altre definizioni e dal dimostrare
alcune proprieta generali delle rotazioni.
Un punto
Ly=0) , Ta=0y, .., L= a,

sara lasciato fermo dalla rotazione Rf allora ed allora soltanto, che
in forza delle precedenti equazioni sia

Ray =0 r=1,..,n),

cioé per la (6)

n

(8) ?:P oy T = 0 A=1,..,m).

I valori a,,a,, ..., a, devon dunque soddisfare queste equazioni;
onde i punti lasciati fermi dalla rotazione, devono colle loro coor-
dinate soddisfare le (8), e poiché viceversa se questo avviene, il
punto rimane fermo per la rotazione, le (8) sono le equazioni del

1) Cfr. ad es. BEMPORAD, Sui gruppi di movimenti e similitudini nello
spazio a 8, 4, 5 dimensioni. (Ann. della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa,
vol. VIII, 1899), dove trovasi una dimostrazione analitica della proprieta
enunciata (lemma 2.°).




Sui gruppi dv rotaxions 9

luogo di quei punti. Tal luogo & dunque uno spazio lineare per
l'origine, che noi chiameremo spaxio assiale; e che ha la dimensione

n—v, se v & la caralteristica del determinante la)ﬂ (r,u=1,..,m).
5. Con una sostituzione ortogonale portiamo lo spazio assiale
nello spazio

o =r=..=x,=10

con che non si altera la forma della Rf (n. 3), che potremo quindi

supporre data ancora dalla (6). Le (8) devono allora essere soddi-
sfatte quando vi si ponga

Ty =Ty = ...

I

x, =0,

qualunque valore abbiano del resto le altre variabili. Deve dunque
essere identicamente

Iy =0 =1, p=v+1,...,m),

e nella (6) non figurano allora che le variabili z,, z,, ..., %, .

Notiamo subito, che deve essere |a,,|+0 (7, k=1,...,v), perche
altrimenti le (8) divenute ora

Zpa)\}xx‘L:O h=1,..,v),

ammetterebbero ancora delle soluzioni con valori non tutti nulli
delle variabili, e percid vi sarebbero dei punti invarianti per Rf,
anche fuori dello spazio assiale, cid che & assurdo; in particolare
essendo |o,,| emisimmetrico deve essere v pari. Orbene, se v=2s,
noi diremo che la rotazione infinitesima & di grado s.

Il numero 2s da il minimo numero di variabili su cui si pud
ridurre ad operare una rotazione di grado s, che se si potesse ridurre
ad operare su un minor numero di variabili non potrebbe essere
'9,,]%£0. Abbiamo dunque

Lo spaxio assiale di una rotaxione di grado s su n variabili
¢ di dimensione n—2s, e la rotaxione stessa st pio allora ridurre
ad operare su 2s variabili soltanto, ma non su un minor nmunero.

Dalle cose dette deriva anche, poich® v & pari, che



10 S. Medici

Una rotaxione infinitesima su n variabili é al massimo di

7|l

grado {5] .

Il doppio del grado ¢ la caratteristica del determinante
loap| (=1, .0, m).

6. Supponiamo, che la rotazione Rf lasci fermo un certo S,,

e con una sostituzione ortogonale prendiamo tale S, per quello

Zpp1 = Tpyz = ... =2, =0 (n. 3) dopo di che potremo supporre ancora la

Rf data dalla (6). Dovra allora essere in forza di queste equazioni

Re,=0 (=k+1,...,n), ciod Z‘L 09 %y =0 (h=k+1,...,%) : ne viene,
1

che son nulle tutte le oy, con un indice <% e l'altro invece > £.
Ma allora la Rf lascia invariato anche lo spazio x, =, =...=2, =0,
che & ortogonale al precedente: dunque se una rotaxione lascia fermo
uno spaxio qualunque S, lascia fermo anche 'S, _, per Uorigine
ortogonale a quello.

7. Se ora consideriamo un iperpiano qualunque

9) baoy+byx,+ ...+ b,z,=0

la condizione necessaria e sufficiente, perche esso sia lasciato fermo
n

da una rotazione Rf= Y, am SM“ & che sia identicamente
1 v

a S
. . (by. x)\—bl. wp.) =-2p ;L b,

1

essendo p una costante qualunque. Deve dunque essere
(10) D g by=—pb, (h=1,..,7n).

Se supponiamo di aver gia fatta la trasformazione di cui nel

-

numero 5, queste equazioni son certo soddisfatte, quando si ponga

by=lby=..=b,, =0 =0

ml . o : .
1) Con [—i—] indichiamo, come si suole, la parte intera del quo-

ziente m : 1,
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e byjry.y b, sien qualunque: sicché rimane invariato ogni iper-
piano passante per lo spazio

Lasp1 == Lgsp2= 0. = X, = 0 )

spazio che & ortogonale allo spazio assiale. Ma questi sono anche
i soli iperpiani reali invarianti per la Rf: giacche affinche le (10)
sien risolubili con valori non tutti nulli delle incognite b, occorre
¢ basta, che sia

(11) D= "~" 7o

Ora questa equazione non ha altre radici reali fuorch® eventual-
mente lo zero !); sicché gl’iperpiani invarianti reali si ottengono
dalle (10) quando vi si faccia p= 0. L’equazioni, che cosi si otten-
gono ricavandosi dalle (8) colla sola sostituzione delle & alle x,
saran soddisfatte solo quando si ponga

by=1>b,=..=0b,;,=0.

Sicche: Una rotaxione infinitesimma lascia ferms tutti gl iper-
piant passanti per IS, (s essendo il grado della rotaxione) orto-
gonule allo spaxio assiale; e di reali lascia fermi solo quelli.

8. Visto cio supponiamo di aver ridotto la Rf, supposta di
grado s, ad operare soltanto su 2s variabili «,, ..., ,,, e ragioniamo
senz'altro nell’S,, = (x,,...,%,). La Rf dovra avere la forma

2s
— \l
Rf - ;‘)_P_ a’lp. Slp.
e di pit dovrad essere 1a7\‘1| +0 (A\p=1,..,25). Per questa se-
conda condizione non ci potra essere nessun S,,_, reale ed inva-

riante per la Rf. Ma siccome le o son reali, la (11) scritta per la

1) Cfr. ad es. CesARrO, Analisi algebrica, pag. 35,
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rotazione che consideriamo, insieme ad ogni radice (puramente)
immaginaria ammette anche la coniugata: corrispondentemente a
due radici coniugate si potran poi prendere due S,,_, invarianti per
la Rf ed immaginari coniugati. Due tali S,,_; s’incontreranno in
un S,,_, reale, che sard lasciato fermo dalla Rf: se con una sosti-
tuzione ortogonale lo prendiamo per I'S,,_, di equazioni

Los_ == Lys =— 0 3

la Rf conserverd la sua forma (n. 3) onde potra supporsi data an-
cora dall’equazione scritta; ma di pit dovra essere

%), 25—1 =0')\,23=0 r=1,...,25-2)

(cfr. n. 6). Sara dunque

2s—2

Rf= 2:{)\[1. Fhp Slp + My Spn,as

Se s>1 ragionando analogamente sulla prima parte. con una
nuova sostituzione ortogonale, che non tocca x,,_, ed w,,, potra
ridursi

25 —4

Rf= Elp a’-,\” S)\p + M Spes asme - Mg Sy as-
T

Cosi seguitando si trova, che
Una rotaxione infinitesima di grado s st puo sempre ridurre
alla forma (canonica)

@ Rf= 21 my, Sg)—1, 21 -

Naturalmente le 2z devono essere tutte + 0, ché altrimenti la Rf
non sarebbe di grado s: si posson poi supporre tutte positive, chs,
se fosse per es. m, <0, cambiando di segno ad ., si cambierebbe
segno anche ad a2,, che cosi diverrebbe positiva. Infine le i si
posson supporre non mai decrescenti, per modo ciog, che sia

0<my < my < ... <y
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Coi simboli introdotti al n. 2 la forma canonica &

S

1
(I Rf=5 2 m. Yu-
1

9. La riduzione operata nel numero precedente si pud eviden-
temente fare partendo da un qualunque S,,_, invariante per la rota-
zione: anzi si pud dire pit in generale, che di quegli S,,_, se ne
posson prendere, per fare la riduzione, quanti se ne vuole, ad ar-
bitrio, purché sieno a due a due ortogonali tra loro. Siccome poi

come appare dalla (I), fatta la riduzione, ci sono gli s S,,_, di
equazioni

x1=$220 ; m3=x4=0;--.;x23_1:x25:0,

che sono a due ortogonali ed invarianti per la Rf, cosi ne viene che:

Seelti arbitrariamente k (< s) tra gli S,,_, invarianti per una
rotaxione di grado s di un S,,, a due a due ortogonali tra loro,
se ne posson trovare altry s—k pure tnvariants per la Rf, ortogonali
a tutts © precedents e a due a due tra loro.

10. Evidentemente le m sono i soli invarianti della Rf, ma
possiamo facilmente far vedere, che esse sono effettivamente inva-
rianti per sostituzioni ortogonali delle variabili, che poi sono le
uniche sostituzioni, che noi consideriamo. Infatti una rotazione qua-

lunque
2s

s
Rf= 21,‘7\},. . S)\p )

finchd si considerano solo sostituzioni ortogonali a determinante +1,
in quanto sulle p viene allora a farsi la stessa sostituzione che
sulle z, si pud considerare come una forma a variabili cogredienti
nei due sistemi di variabili @,,...,2, 5 Py .oy Pos -

Gl'invarianti della Rf per queste sostituzioni son dunque i di-
visori elementari del determinante caratteristico della forma, ciod
del determinante D (p), e sono questi soltanto '). Ora quando la Rf

') Cfr. ad es. MuTH, Theorie und Anwendung der Elementartheiler.
(Leipzig, Teubner, 1899).
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& ridotta a forma canonica, si vede subito, che tali divisori sono
P=TMy y p—T Mgy ey b2 M,
pteimy, , ptetmy, ..,ptem;.

Le m son dunque invarianti per sostituzioni ortogonali a deter-
minante +1, perd a meno del segno potendosi qualcuno di quei
divisori scambiare col coniugato; le altre sostituzioni ortogonali otte-
nendosi col comporne una a determinante +1, con una per es. del tipo

1= —Ty,

si vede, che le m sempre a meno del segno sono invarianti per tutte
le sostituzioni ortogonali.

Dunque: Ridotta la Rf a forma canonica ¢ valori assoluti
delle m risultano gli unicy invarianty per sostituxioni ortogonali
della Rf.

Perd siccome la Rf si pud, senza alterarne affatto la natura,
dividere per una costante arbitraria, cosl ne viene che per la R f
gl’invarianti essenziali sono solo i valori assoluti dei rapporti di s—1
di quelle m all’altra.

Dalle cose dette si trae anche un modo per avere subito i valori
delle m appena data la rotazione: poiché y—7m, deve esser un
divisore elementare di D (p), ne viene la seguente regola per quella
ricerca.

St considerino tutte le radiri (puramente) immaginarie della
equaxione D (p) =0, e st dividano per i: ¢ valori positivi tra quelli
ottenuti sono le m relative alla rotaxione considerata.

11. Possiamo veder subito anche il significato geometrico delle
m,: l'equazioni finite del &, generato dalla rotazione infinitesima
data, quando questa sia ridotta a forma canonica sono nell’S,, solito

Ly 1= @5,y COS M, t —x,, senm,t
, . (e=1,...,9,
L'y = Xq,_y SN M T+ Xy, COS My L

dove ¢ & il parametro da cui dipendono le o' rotazioni del G,. Se
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consideriamo effetto prodotto nel piano (x,,_,,23,), troviamo dunque,

che & una rotazione dell’angolo m,?. Sicché il rapporto % g il

14
rapporto degli angoli di cui ruotano per una rotazione qualunque
del Gy i piani (%e,_,,2y,) ed (Ta1_1, L)

12. Abbiamo gia visto quali sono gli iperpiani invarianti reali
per una rotazione infinitesima Rf di un S,: facciamo ora la mede-
sima ricerca per gli S, , pure reali. Consideratone uno si potra
prendere per quello di equazioni (n. 3)

xn—l == xn == 0 b]
dopo di che la*Rf avra la forma

n—2

Rf= 2:4)\9 P Skp. + mSy g0

Ora potran darsi due casi, 0o m=0 o m%0. Se m=0 sono
invarianti anche i due iperpiani x,, ;=0 e x,, = 0: dunque il nostro
S. s, essendo intersezione di due tali iperpiani, passa per 'S, ,,
ortogonale allo spazio assiale (n. 7). L’inversa & evidente, perché
ogni iperpiano per un tale S,_, & certo invariante. Se m + 0 sa-
ranno invarianti per la Rf i due iperpiani immaginari coniugati

Lon-1—— ix?n =0 ed Lan—1 + ix?n =0 9

sicche la ricerca degli S,_, invarianti, di questa seconda specie, si
riduce alla ricerca degli iperpiani immaginari invarianti. Questa
ultima si compie subito, quando alla rotazione si sia data la forma
canonica: supponiamo infatti, che allora tra le m ce ne sieno solo ¢
di diverse, e che sia in conseguenza

My =My = ... =My, = Qy § Meg1=Mg2= ... = Mg, = Qg ...}
mqt_l_{.l = I’)’th_l_*_z = ... = mqt =0,
I<n<<gp<g..<q:;q:=9)

essendo le ¢, dei numeri interi. La R essendo aliora data dalla
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equazione
t 25

) Rf=, & 2o So_1,9 (q=0),
! q;t+1

le (10) divengono
a, bg)\ =-0 b2)\_1 1P b27\—1 = [ bg)\ ()»=q1_1+1 yeey Qs =1 gouny t)

Poichd le b non sieno tutte nulle occorre dare a ; uno dei valori
+2a, (I=1,...,t): dopo di che viene

boy_1=—1tby (A=q.+1,..,q,),

mentre tutte le altre b devono esser nulle: percio ‘distinguendo nei
coefficienti la parte reale dell’immaginaria, ogni iperpiano inva-
riante immaginario ha per equazione

42

) : (by. 9,11 ¢) Za) + ¢(by, 29 —c) T 1) 2 =0(0<9).
2+

Viceversa ogni iperpiano, che abbia una tale equazione & inva-
riante per la Rf.

Un 8, _; invariante della 2.» specie essendo intersezione di un
iperpiano quale il precedente col suo coniugato avrd dunque per
equazioni:

q9; 9
Yo by zg_q1+o 2n)=0 D b, xg—e) 29 _1)=0 (1<)
q_1+1 q;_1+1

Dunque: Un 8,_, ‘nvariante per la Rf o passa per 'S, _s,
ortogonale allo spaxio assiale, oppure, data alla Rf la forma (1),
ha due equaziont del tipo delle precedenti: viceversa un S, _,, che
seddisfi ad una di queste condizioni, ¢ invariante per la Rf.

Tutti gli S, , invarianti della seconda specie si dividono corri-
spondentemente ai vari valori di ! in ¢ sistemi: quelli dell’ ", per
es., passano per lo spazio

@aqy 1= v = 2, = 0.
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Supponiamo ora che sia 7 =2s per fare il caso piu semplice:
allora si possono determinare dei gruppi di s S,_, invarianti ed a
due a due ortogonali, che ora vogliamo vedere come si distribuiscono
in quei sistemi. Se noi consideriamo £ qualunque degli S,_, di uno
di quei gruppi essi devono avere a comune un S,_,, ma non uno
spazio maggiore, ché altrimenti non potrebbero essere a due a due
ortogonali. Ne viene, che per lo spazio

T/qu_l_l_l .= 1;2(111 =0 y

che & un 8,949,194, , , Non ne posson passare pitt di q, —q,_,; ossia
tra gli s S, . non ce ne possono essere pitt di q,—q,_, dell’"° sistema.
Ma allora se indichiamo con 7, il numero degli S,_, di uno dei
"nostri gruppi, che appartengono al sistema 2, abbiamo

t

algql_ql,I (l——:l’...,t) }.:L ULZS,
1

e perché quest’ultima equazione sia verificata occorre che sia
! q

oy, =q,—q1—1-

Sicch® tutti i gruppi di s S,_; invarianti per la R/ son formati
di ¢, 8,_; del primo sistema, di g, — g, del secondo,..., di ¢, —q,_
del 0 sistema.

Nel caso, che sia n>2s, valgono ancora le stesse cose, solo che
allora bisogna ragionare sempre dell’S, ,, per l’origine ortogonale
allo spazio assiale.

13. Premesso questo possiamo risolvere facilmente una questione
fondamentale, quella di trovare tutte le sostituzioni ortogonali, che
lasciano inalterata la forma canonica di una rotazione, ciog le sosti-
tuzioni ortogonali tali che, indicando con .’ le nuove coordinate, sia

t q;
U |l
D @ 2 By Po—29 pop_1) =
1 9,3+
z'1 q 1l
—_ 1 7’ / 4 ’ 1
=20 X @1 Va—2y Pa_1) (u=q¢0=0).
1 q' L—1+1
Ann. 8. N.
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Intanto per il n. 10 le @', a meno dell’ordine coincidono colle a,,
e cosl le differenze ¢', —¢’;_, coincidono pure a meno dell’ordine
colle altre ¢, —q,_,, sicché ¢',- = ¢, . La sostituzione poi lascia fermo
lo spazio assiale, e quindi, essendo essa ortogonale, anche lo spazio
per lorigine ortogonale a quello. La sostituzione si puo dunque
considerare come il prodotto di due, una che non tocca affatto le va-
riabili x,,...,%,,, 'altra che non tocca invece le variabili @1, ..., 2.
La prima puo essere evidentemente qualunque: occupiamoci invece
della seconda, ossia del caso, che sia n=2s. Allora gli S,_, di
equazioni

! 3 . W A . oA LA
x1=x2=0, xg x4—-0,...,x23_1——-x23——0

sono invarianti per la Rf e a due a due ortogonali: dunque g, — ¢,
di essi devono avere equazioni del tipo (n. 12)

q; 9
1
Yo by w14 2n) =0 D (b wy—ey 1) =0,
g+ g4+

e cio per ogni valore di /. Ne deriva dunque, che alterando se mai
Pordine delle «/y,...,x/, deve essere

93 9
11
1= Dy (hipau_1+01,%9)) T = Dy (b, 29, — 01,9, 1)
7,4+ 7,1+

()\=ql—1+1)"‘)ql ) l=1,....t),

e le b e ¢ possono esser qualunque compatibilmente coll’ortogonalita
della sostituzione. Viceversa se son soddisfatte queste condizioni
gli S, di equazioni @, =2,=0; 25=2,=0;...;0,,_,=2,, =0 es-
sendo invarianti per la Rf, questa ha ancora la forma canonica.
Nel caso generale che sia 72>>2s bisogna aggiungere una sostitu-
zione qualunque sulle variabili x,,,,,...,z,. Dunque:

La piw generale sostituxione ortogonale sulle variabiles, che lascia
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inalterata la forma (1") di una rotaxione Rf ¢ del tipo

q; 9
’ N ’ !
Pop_1= Dp (b, T, 1+¢,%9,) Lo = Dy (b,,79,—€), o, _1)
gty e p T2, it O g2y

Oo=qat1,gqis l=1,..,0)

QU N
Ty = Jp Gp @y (=G, n)
q

le belec dovendo soddisfare soltanto alle condixions imposte dal
dover essere la sostituzione ortogonale.

Notiamo che da una sostituzione di questo tipo non viene alterato
neanche lordine delle .

14. Un’ultima osservazione vogliamo ora fare: se supponiamo
di avere un S,_, invariante di equazioni

q; 9
?u (bl Ly, 171+C, T3 y=0 Eu (bu Ly, —¢C T2u.—1) =0 [}
ql:t_l_l | - WAy gl—ll—l_l . L W

si potrd sempre prenderlo per lo spazio
Loq, 1 = X2q, _+2 = 0

senza alterare la forma (I”) della Rf. Infatti (n. 9) se n=2ssi posson
trovare altri s—1 S,_, invarianti ortogonali a quello, e a due a due
tra loro: ognuno di questi avra dunque due equazioni dello stesso
tipo delle precedenti, e dividendole se mai per fattori convenienti
si potra far si che il determinante dei coefficienti sia quello di una
sostituzione ortogonale. Allora bastera prendere per nuove variabili
i primi membri di tutte queste equazioni, in ordine conveniente,
ché le condizioni del numero precedente saran certo soddisfatte.
Se n>2s basta lasciare inalterate le x,.y,,...,%,, per ridurci al
caso di ora.

Piu in generale se abbiamo un S,_,, di equazioni

43 9
! q
Z‘.L (bip. x?g——l +ci\x x2\1) =0 \ . (bz'p. x2y. - Ci{L x?\x——l) 3
91 1 9,1 1

@E=1,..,k)
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diciamo che si puo prendere per lo spazio Zag, 41=... =22, 121 =0
senza alterare la forma (I”): avendolo dimostrato per £ =1, potremo
supporlo dimostrato per k—1, e dimostrarlo per £ Per questa
ipotesi I’S, g, che si ottiene tralasciando le due ultime delle
precedenti equazioni, si pud prendere per lo spazio

@ag, +1 = . = Tg, 2n—2=10

senza alterare la forma (I”) della Rf: le altre due equazioni con-
servano la loro forma, poiché esse sono le equazioni di un S,
invariante per la Rf; ma in esse potremo ora tralasciare le varia-
bili &g, 41,..., %2, 4or—2 in forza delle precedenti equazioni;

sicché si potran ridurre alla forma

5

&

211 (b, x9, 1+¢, T9,)=0 : b Ty — €y T —1)=0,
(]L_1+7v'—1 * ¢ s 2 9 1 i—- * b=

con che pur di lasciare inalterate le variabili z2q, |41,...,%2g, yor—2

la cosa & ricondotta al caso precedente. Dunque:
Data una rotaxione Rf della forma (1”) st puo senxa alterare

. 7
questa forma prendere per lo spaxio x'sq, 41=...=Z9g, tor=0
lo spazio
q 2y

Z’i (bm x?p—-—l“'czp x2g) =0 24}* qu m?y. 62}1 xQP— ) =0
-1

(z=1 ,...,lc).

15. Diamo un’altra definizione. Diremo grado di un gruppo di
rotaxiond il minimo grado delle rotazioni infinitesime del gruppo.

Il grado di un G, sard dunque quello della sua rotazione ge-
neratrice.

16. Date due rotazioni

‘ Rf—'z Dy X?u"‘"blu.“)u“l_chu /p""_dlqup)
o
Rf =2 @) Xy 01 Wit € Lo+ 42 Vo)
Ay
si dice, che la R'f & una parte di Rf se tutte le @', &', ¢, d’ che non
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sono nulle sono uguali rispettivamente alle a, b, ¢, d cogli stessi
indiei.

Se considerando in un gruppo G, una rotazione Rf esiste una
sua parte R'f, che sia anch’essa una rotazione (non 1’identita) del
gruppo, anche Rf— R’f & una parte di Rf ed insieme una rotazione
del gruppo: in questo caso la Rf si dice reducibile, mentre nel caso
contrario la Rf si dird erriducibile ?).

Evidentemente poi ogni rotazione riducibile sara composta di
parti irriducibili: percio se con R,f, R,f, ..., R, f indichiamo le rota-
zioni generatrici di G, avremo

Rifzthlk (e=1,..,7),

dove le », son numeri interi _> 1, e le R, sono rotazioni irriducibili
del gruppo. Ora tra le R,,f non ce ne possono essere piu di » indi-
pendenti essendo esse rotazioni di G, , e quindi combinazioni lineari
delle R, f: ma ce ne saranno proprio # d’indipendenti, se no le R, f,
che son combinazioni lineari di esse, non sarebbero tutte indipendenti.
Allora potremo prendere come rotazioni generatrici del gruppo »
rotazioni indipendenti scelte tra le R, f: quindi

Si puo sempre supporre, che le rotaxioni generatric di un
gruppo di rotaxions sieno irriducibili.

Se poi si prendono % rotazioni indipendenti del gruppo, tra le
R..f se ne potranno sempre trovare » — d’indipendenti tra loro
e dalle precedenti; che qualora ce ne fosse solo » —k—1 (£>>0) in
tale condizione vorrebbe dirc, che tutte le R,,f sarebbero combi-
nazioni lineari di quelle »—% —¢, e delle £ considerate, e percio
tra esse non ce ne potrebbe essere  indipendenti. Dunque:

Date k rotavioni indipendenti di un gruppo G, di rotaxioni si
posson prendere come generatrici del G, quelle I rotaxiont ed altre
r—k rriducibaile.

) Notisi che il concetto di riducibilitd ed irriducibilitd di una rota-
zione dipende essenzialmente dalla forma data al gruppo, ché facendo
un cambiamento di variabili una rotazione riducibile pud divenire irri-
ducibile, o viceversa.
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I gruppi Abeliani di rotazioni

17. Supponiamo di avere due rotazioni qualunque di un gruppo,
R,f ed R,f, e ad una di esse diamo la forma canonica: poniamo

dunque
n1
£
v 77’2;,, Yw 3
1

Rif=

o]

ora supponiamo perd che le mm, sien qualunque, anche nulle per non
dover stare a distinguere i varii casi. L’altra rotazione sard allora
n41

‘ 2
(12) R.f= ,;\;741- (a).p le._i_ blp. ‘V).p._}— chp Zlu—*— d}xp Ylp) .

Dopo cio se poniamo
(R, R,) = Ry,
avremo per le (5)
n41

2
18)  Rof = S |m - my) (@, Yoty X3,) +

+ (”7A +mp.) (b A le."— Ol.lll. W?\p) .

Di qui deduciamo subito, che
I G, di rotaxioni son tutti abeliani?).

1) Cfr. Levi, Sui gruppi di movimenti (Rend. della R. Acc. dei Lincei,
vol. XIV, serie 52, 1905, n. 3). Come abbiamo gia detto noi intendiamo
sempre di parlare di gruppi reali, onde tutto quello che diremo si riferira
sempre a gruppi reali,
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Infatti se ci fosse un Go= (R,, R,) non abeliano, si potrebbe
ridurre ad avere la composizione (R,R,)=p R,f: sicché potendosi
fare la riduzione precedente dovrebbe essere identicamente

Rsf =p R.f,
ciog
pany = —Om —my) dy, , pdy, = (M —-m,) o,

¢ blp. = —(m+ mg) Oy POp = (i + mp,) blp.

(x, p=1,... [’%l}) .

E queste equazioni non sono certo risolubili con un valore reale
e diverso da zero di ¢, a meno di supporre nulle tutte le a, b, ¢, d,
cosa evidentemente da escludersi. Rimane cosi dimostrato il nostro

teorema: ne viene poi

Ogni gruppo di rotazioni é di genere xero.

18. Supponiamo ora che la R,f sia di grado s, e che gli si sia
data la forma (I”): allora la Ryf sard data ancora dalla (13), solo
che vi si supponga
My=My= ... =My, = 5 My 11 = My 2= ... =Mg, =035 . §

7nqt__1—|-1 =Mq, +2= ... =7’}lqt =0 5 Mg, 1= .. =M =0

]

((I1<‘Z2<---<Qt y Qe =8< [ngl]) 3

dove le @ son tutte positive.
Perchd la R,;f sia nulla occorre sia

(my—my) = (my—m,,) dy, = (m»,\+mp) by = (m,+my,) Ay = 0

(x,g=1,..., ['3“;—1])

Se poniamo in queste equazioni » e p. ambedue =>s, esse son
verificate certamente qualunque sieno O b1y O € poiché

my, =m, = 0: se invece poniamo i < s,u. >>s, essendo m) >0,
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m, =0 deve essere
v

n+1
@ = bl‘p =C = dl\lx =0 ()‘ =1,.,850=8+1,.., [ 2 ]) .
Infine se X e p. son ambedue <s, siccome m;_ ed M, son po-
sitivi non pud essere my+m, =0, onde deve essere

b/\chm‘L:O hyp=1,..,9;

delle My d)\p. possono poi essere diverse da zero, solo quelle i cui

indici son tali, che m, e m, sieno uguali. Ne viene che, perché sia

lJ.
(R; R,) =0, insieme a

13 L
Rif=5 21 a, Ev Y,
24 0, S+

si deve avere

¢ 9q
R, f= 21 27\9 (a‘)q; X}\‘L + bhp. Ylp) +
1 q, 11+
dove la parte tralasciata opera solo sulle variabili @4, ...,2,. A
questa parte si pu¢ dare la forma canonica
g
§ Zv 7, Yw’

s-1
e quindi di essa & inutile occuparsi ulteriormente.

19. Supponiamo per semplicitd ¢=1, ché il caso gencrale si
deduce ben facilmente da questo premettendo una semplice somma-
toria: di pitt supponiamo 7 =2s. In tal caso potendosi supporre
a, =1, si ha

Rif— 1

= 9 v YW R2f = ,?:,lp (alp. X'L‘JL + dl\p. Y'IJ‘L)’

._I /-

Ora la R,f, come sappiamo (n. 12) lascia fermi tutti gli S,,_,
di equazioni

A=¥.L (73, o+ ) 291 1) =0, B= 21:7\ (~oy, Loy 1+ Py, 29)=0
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e perchd R,f lasci fermo uno di questi S,,_, occorre e basta che
sia identicamente

RoA=pA+pB  RB=p A+ .,B.

Scrivendo le equazioni, che ne risultano, si trovan le seguenti

Zp. (Bp dl‘p.'_a'p 0/)\”) = it no s
(14) . r=1,..,9

2‘” @By arp—op ) = =By F- P20 5

\

son queste 2s equazioni lineari omogenee nelle 2s quantita o , B :
perche sien risolubili occorre e basta, che sia

d“—pz d12 o dls‘ - {/1 - am vee = als

dy dppy... dy = Gy —pr e T Ay

g Ao di-ls —0Qp =G .. —p

— 0 .

f Gy e Gy dyp,  dyy e dy

Qa1 (1 e Qg dyy Aoy ooy

1 Asg oo. [ dsl ds2 e das_p2
| . . C o
Se noi rammentiamo che a, = — s dyy = +d,, , se visi fa

p =0, questa equazione & lequazione secolare, che come si sa ha
tutte le radici reali.

L’equazione precedente si pud dunque risolvere dando a r, il
valore 0,e a7, un valore reale: corrispondentemente a questi le (14)
¢l danno almeno un sistema di valori delle » e 8, e quindi almeno
un S,,_, che & lasciato fermo tanto da R,f, che da R,f. Questo
S, lo possiamo prendere per I'S,, ,

m1=x2=0

senza alterare la forma della R,f (n. 14): allora la R,f acquista la
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forma
1 s ! ,
R2f= 5 Yy, —+ 2‘,\},‘ (a,-,‘}x X)\l-l—l_d)\p Ylp.) .
2

Ragionando ora in modo analogo sulla seconda parte, con una
sostituzione ortogonale sulle xs,...,2z,, solamente si pud ridurre

1 . " ]
R.f = 5 (m Y+n,Yy) + 2)\1‘1 (@ n X‘Lp +d A Y)\p)

senza alterare R,f.
Cosi seguitando si arriva evidentemente a dare ad R,f la forma

s’

1
sz == 9 IZV n, Yw .

Nel caso generale basta premettere una sommatoria, ed agginn-
gere in R,f una parte simile a quella scritta. Sicché anche la R,f,
come la R,f, assume la forma canonica: se ne trae cosi il teorema:

Ogni G, di rotaxioni si puo ridurre alla forma (canonica)

5]
zv Oy Yw .

1

n
2

1
le=§ 2:4., oy Y,y 5 Ref=

RO =

20. Veniamo ora alla ricerca dei G, abeliani: a due delle ro-
tazioni R,f ed R,f del G, potremo dare la forma ora vista, ed allora
se supponiamo che la terza rotazione R;f generatrice del gruppo
sia data dall’equazione

'Ltl

2
Rsf = IZTL}L (a}~1L le. + bl\p. WY)\\L + Chy. ZML"— d)xp. Ylp) )

poiche (R, Ry) =0, potranno esser +0 solo quelle ay, e by, , tali
che sia 7yy =71, (0. 18) e delle b,\,‘l e ¢, solo quelle per cui sia
ayy, = oq, =0. Se indichiamo con s il grado di R,f e disponiamo le
variabili in modo che sieno s, vy, ..., ), tutti £0, o) y=..=

=0, [n]=0, ed anzi pit precisamente (come al solito)
dF

O = =0 =} Uy g 1= e =00, =}, 1= =0 =0
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con le a tutte diverse tra loro dovremo avere

t

q9;
sz = 2@ 21&1 (a)\p. X)\p.—l" d)\p. Y)\p.) +

g

ntl
2
+ 2_:417\9 (a)\p. XML + blp. W)\p + Crp. Z)\}L + dkp Ylp) .

Per la seconda parte osserviamo, che pur di lasciare inalterate
le variabili @, ..., x,,, si rientra nel caso precedente poiche R,f
non agisce affatto sulle variabili @ysy,,...,%,: a questa parte po-
tremo dunque dare la forma

Percid bastera considerare il caso di =1, n=2s che Daltro se

ne deduce subito: allora potremo prendere in tale ordine le x che
risulti

U910 = e = O a5 = 01y O 0y b1 = oo = Ul 0y = bp5 e g1, 1= e = Oy = b,

con le b tutte diverse tra loro. Fatto cid poiché per essere (R, Ry) =0
non possono in R,/ essere diverse da zero, che quelle Wy © dyy
per cui & og) =79, , ne viene, che R;f avra ancor piu particolar-
mente la forma

3t w,

Rsf = Ei 22*\_‘1 (a)‘p X)\P‘ —|—- dM” Y)\P) .

1 w, )

Potremo dunque supporre ¢ = 1, ché I’altro caso se ne deduce col
premettere una sommatoria: ma allora R,f ed R,/ differiscono solo
per una costante, e quindi si rientra nel caso precedente e ad Rsf
si pud dare la forma

s

R3f: 2 73, YW

N

senza alterare quella di R,f ed R,f.



28 S. Medics

Le due sommatorie, che bisognerebbe premettere per passare
prima al caso che ¢ sia qualunque, e poi a quello, che sia qua-
lunque ¢ non alterano questa forma, e cosi non la altera neanche la
parte da aggiungere quando n>2s. Potendosi poi il ragionamento
estendere nel medesimo modo ad un G, abeliano qualunque di ro-
tazioni, abbiamo il teorema:

Un G,=(R,,R,,...,R,) abeliano di rotaxions si puo sempre
redurre alla forma (canonica)

g B |
}1'“ a, Y, = iy %y Sgy_l,g\, (e=1,..,7).

DO| =

I R f=

21. Ne seguono alcune conseguenze, che vogliamo notare.
Prendendo una conveniente combinazione lineare delle R,f,..., R, f

si possono eliminare certo »—1 delle Y,,: la rotazione, che si

w*
ottiene & allora al pit di grado [Zﬂ — 7+ 1. Percio rammentando la

definizione di grado di un gruppo (n. 15) abbiamo
Un G, abeliano de rotaxioni su n variabili puo avere al mas-

stmo il grado FZZ_} —r+1

Di qui si trae che
Non ci possono essere det &, di rotaxionz, con r>1, abeliani

e di grado [?)-], che operino solo su m rariabili.

Per conseguenza, avendo un sottogruppo di un gruppo di rota-
zioni almeno di grado uguale a questo per la definizione stessa:

In un gruppo di rotaxioni su n variabili di grado [g] non ¢t

possono essere mai due rotaxions permutabils.
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Alcuni teoremi sulla composizione dei gruppi

di rotazioni

22. Abbiamo gia visto al n. 17 che posto

-1
1 [72}
R1f=§ 2‘) m, Y,,
(13) ‘

[+

( sz = V};ML (akp XML + bl\p. Wlp + C)\p. ZA{L + dML Ky

si ha
n—l—l
21
(16) B R 21"\ (m) — p. (alp. Y)\l.k "*dkp X?\p.) +

4= (mymy) (byy Zoy— e, W) % .
Nello stesso modo si ha pure

n+l]

(Rl R, Rz)) = ZML z () —m ) (a/\p X/\p."l-d)\p Y'I\p) +
+ (my +m ) (bML WML—I_ Chp "L)

Son queste delle formule molto importanti da cui trarremo con-
seguenze notevoli.

Prima di tutto osserviamo, che ogni termine di R,/ da origine
ad un solo term'ne di (R, (R,Ry)) e che su questo non influiscono
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affatto gli altri termini di R,f. Percio se data ad R,f la forma canonica
¢ R'.f una parte di R, f, (R, (R, R)) ¢ una parte di (R, (R,R,)) .
Osserviamo ancora che dalla (17) vien subito che
Se ¢ (R (RiRy)) =k R,f, deve essere k mnegativo o nullo.
Infatti potremo dare ad R,f la forma cunonica, dopo di che var-
ranno le formule precedenti: se consideriamo uno qualunque dei
coefficienti, che figurano in R,/ e son diversi da zero, per es. Wy
dovra essere per l’ipotesi

k ayy =— (my—m,)* Wy

ed essendo @, ¥ 0 ne verra k=—(my—m,)’, ciod k negativo o nullo.

)
‘J.
23. Visto questo introduciamo per semplicita di linguaggio una
altra denominazione: se & (Rl (R, RZ)) =k R,f, essendo k negativo o
nullo potremo porre k= —¢* Diremo allora che R,f 7ispetto ad R,f
appartiene al fattore 1 : ci sarebbe veramente per p un’ambiguita
di segno, che noi elimineremo prendendo per p sempre il valore
positivo.
Ma quali sono le condizioni perch® questo avvenga? La (17) ci
dice subito che deve essere
(m’l\ - 7"11)2 ai\p. = pz a)\p. ('nk - 7"9)2 dl\l‘L = (’2 dlp
(0 + 7"9)2 be = {’2 b 18 (my + mp.)2 O = o Oy -

Quindi devono essere nulle tutte le a, e d,, tali, che non sia
my —m, = +petutte le ), e ¢, tali che invece non sia 7, +m, = +p.

Viceversa se queste condizioni son soddisfatte, la R, f rispetto ad R,f
appartiene al fattore ;. Ne viene subito, che

Se una rotaxione R,f rispetto ad R,f appartiene ad wun certo
fattore, ogni parte di R.f, sempre rispetto ad R,f, appartiene allo
stesso fattore.

24. Supponiamo ora ;= 0: allora devono essere nulle tutte le
@y, e d,‘}JL tali, che agli indici X e p. non corrispondano due valori
uguali delle 7, e son nulle pure tutte le b,, e ¢, tali che agli in-

dici A e y non corrispondano due valori uguali e di segno contrario
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delle m. Ma queste, per la (16), son le condizioni, perché sia
(R, R;) =0: dunque

Se una rotaxione rispetto ad un’alira appartiene al valore 0,
le due rotaxioni son permutabili.

25. Consideriamo ora piu a fondo il caso di p$ 0: poniamo allora

(RiR,) =p Rsf-
Dalla ipotesi fatta, che sia (R,(R,R,))= —p2R,f viene allora
(Ri Ry)=—p Ryf

e quindi anche
(Rl (R, Rs)) =—p" Rsf

ciod anche la R,/ appartiene al fattore ;. Dalla (16) vien subito,
come si ottiene la Ryf da R,f: rammentando quali condizioni deri-

vano dall’ipotesi fatta (n. 23) si vede subito, che i coefficienti "y =y,

0 myAmy,, che figurano allora effettivamente nella (16), son tutti

=+ e che percid basta in R,/ sostituire ad X, oo Yoo Wy e 7y,
ordinatamente Y;,, , XML , le e Wy, , e poi cambiare di segno ad
alcuni termini. Se con R';f indichiamo il complesso dei termini di
R,f che in questo passaggio conservano il loro segno, con R'yf il

complesso di quelli che invece lo cambiamo avremo evidentemente

Ryf =RLf + RYSf

e posto
R, Rlz) = Rsf (R, R = -p Ry f

sard,

R:sf: R,Sf'_ R”:if

e tanto R'3f da R’;f, come R';f da R'yf si deducono col semplice
scambio di cui sopra: & un’osservazione questa, che dovremo richia-
mare in seguito.

Un’altra osservazione su quest’argomento ¢ la seguente: se RY'f
& una parte di R,f, per il modo con cui R,f si ottiene da R,f, sara
(R, RY) una parte di R;f. Ne viene, che se R,f & irriducibile lo &
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anche Rs‘f, e viceversa poiché scambiando R,f ed R,f non si fa altro
che cambiare p in -, Percid riassumendo:
Se prese due rotaxion: R,f ed R,f, la R,f appartiene al fai-

, 1 .
tore p, a questo stesso fattore appartiene anche — (R, R,); ed anxi

‘)

se data ad R,f la forma canonica R,f é erriducibile, é pure vrri-

ducibile rl (B, R,).
¢

Inoltre R, f si puo nelle ipotesi fatte scomporre in due parti R,f

ed R'yf tali che —;— B, R, e — ;— (R, R")) st ottengano rispettiva-

mente da R,f e R'yf scambiando X, con Yy, e Wy, con Zy, .

26. Prendiamo ora in esame la (17) nel caso pit generale possi-
bile: da essa risulta, che la (Rl (Rle)) si ottiene dalla R,f molti-
plicando ciascuno dei coefficienti che figurano in questa per un
fattore negativo che pud variare da termine a termine. Tra questi
fattori ce ne sard un certo numero p di diversi, che essendo negativi
potremo indicare con —pj, —p3,..., — 5. Consideriamo ora tutti i ter-
mini di R,f, i cui coefficienti vengono moltiplicati per -}, quando
si passa alla (R, (R, R,)): il complesso di essi formera una parte Ry f

di R,f. La rotazione (R, (R,R,)) si ottiene da R,/ moltiplicandone
semplicemente intti i coefficienti per —i: sara dunque

(R] Ry Rm)) = —pRaf,

ed R, f apparterrd rispetto ad R,f, al fattore p,. Analogamente se
consideriamo tutti i termini, i cui coefficienti nel passaggio da R,f
ad (Rl (R, R))) vengon moltiplicati per —p, essi formano una parte
Ry,f di R,f, che rispetto ad R,/ appartiene al fattore p,. Cosi
proseguendo si trovano p parti Ry f, R, f, ..., By f di R,f, che esan-
riscono completamente la R,f, in quanto ogni termine di questa
deve appartenere all’una o all’altra di quelle parti, e che rispetto
ad R,f appartengono ordinatamente ai fattori pi, p,, ..., p,. Sicchd
si avra
sz: R21f+ R22f+ + Rpr
(Rl (RlRiz)) 2”93 Rzif (i: L. 7}') .
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Se ora R,f ed R,f son due rotazioni di un gruppo, a questo deve
appartenere anche la rotazione —(Rl (RiR;)), che per le formule
ultime & data da

P? R21f+ P,Z; R22f+ B Pi R2pf

E nello stesso modo, che questa si deduce dalla R,f, da essa
si dedurran successivamente

P?Rzlf‘}‘ PéRzzf”l“---"l’quRzpf

PL T Ra fH03 " Rnf 4o 532V Rey f -

Le p essendo diverse tra loro, la R,f e le altre p--1 rotazioni
del gruppo, che ne abbiamo ricavato, son combinazioni lineari indi-
pendenti di Ruf, ..., Ry, [y e percid queste son tutte combinazioni
lineari di quelle e per conseguenza rotazioni del gruppo. Ma allora
se p>1, la R,f & riducibile, se p=1 invece, per definizione, la
R.f rispetto ad R,f appartiene ad un certo fattore. Dunque

Data ad una rotaxione qualunque R,f di un G, di rotaxioni
la forma canonica, ogni rotaxione drriducibile del G, rispetto ad
R.f appartiene ad un certo fattore.

27. Ne possiamo trarre subito un teorema, che completato ci
portera al teorema, che ora vogliamo stabilire.

Consideriamo un gruppo G, di rotazioni, qualunque, e suppo-
niamo, che in esso esista un G, = (R,, R,, ..., R,) abeliano: la condi-
zione sard certo soddisfatta almeno per ¢=1. Poi data a G, la forma
canonica prendiamo, come rotazioni generatrici del G, , le precedenti
ed altre » — ¢ irriducibili R, 1 f, ..., R, f (n. 16). Per il teorema pre-
cedente avremo allora

(Ri(RlRt_H)): —a RS (@=1,.,8k=1,..,7r-1).
Dunque: Fissato wn un gruppo &, di rotaxion: qualunque un
G,=(R,,R,,...,R,) abeliano, e data a questo G, la forma canonica,

st posson prendere irriducibili le altre rotaxioni R, f, .., R.f
generatrici del gruppo ed allora si avrd

(18) (RiR.Riyw))= =g Regnf (=1,.,ts5h=1,..,7—1).

Ann. 8. N. 3
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Da questo teorema si capisce subito quale importanza abbia per
la nostra ricerca lo studio delle rotazioni, che rispetto ad una data
appartengono ad un certo fattore.

28. Dimostriamo ora una proprietd, che ci permettera di com-
pletare il teorema precedente. Supponiamo di considerare due rota-
zioni di un @&, di rotazioni, R,f ed R,f, permutabili e di aver data
ad esse la forma canonica: poi consideriamo una terza rotazione Rsf
del gruppo, irriducibile: sard allora pel teorema precedente

(Rl (R1R3)) = —n Rsf (Rz (R, Rs)) = = Pg Rsf.
Vogliamo dimostrare, che si avra di pin

Pe (Rl R3) =4+p (Rz R3) .

~

Se p; e p, son nulli ambedue la relazione & certo soddisfatta:
se ;=0 e p,+ 0 osserviamo, che per il n. 25 R;f & permutabile
con R,f, e questo dimostra la relazione scritta: cosi se fosse p,= 0,
(1% 0. Resta dunque da esaminare il caso, che p, e g, sieno am-
bedue # 0. La R;f si comporra allora di due parti R;f ed R"sf,
tali che posto

R RY) =p RYf , RiR)=—p RS,
R';fed R',f si ottengono da R,f ed R’ f rispettivamente soltanto
scambiando X, con Yy, e Wy, con Z,, (n. 25). Ora Riyf rispetto
ad R,f apparterra al fattore p, (n. 23), e cosi anche R”f: analo-

gamente a quello, che abbiamo ora detto R';f «i comporra di due
parti Raf ed Ry, f tali, che posto

(Rz Rm) = R41f ; (R2 Rsz) = R42f7

R, f ed Ryf si ottengono rispettivamente da Ry f ed Ry f collo
scambio suddetto. Ma ora se poniamo

(R1 RSI) =M Rnf 3 (Rl Raz ="l Eu

Raf ed R,f, che son parti di R/,f, si ottengono pure esse collo
stesso scambio da Ry / ed Ryf rispettivamente, sicché sara

E«nf:Ruf 9 E42f=R42f'
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Analogamente potremo decomporre R’;f in due parti Ryf ed
R, f tali che posto

(Rl Ras) =-MN R43f ) (Rl Ra) = - [ R44f7

sia anche

(ReRag) = e Rysf 5 (ReRu) = —p Ruf.
Ma date tutte queste formule, poiche &

R3f= R31f+ Razf"}— Rssf+ R34f7

ne viene

(R, R3) =M (Rnf‘l' R42f"R43f‘ R44f)
(R Rs) = p; (Rutf — Reof + Risf — Rusf) -

Ed ora nel gruppo ci saranno le due rotazioni

i (R, Ry — % (Rs Ry) = 2 (Rof ~ Ras )

“ (R RsH— (R Rs) = 2 (Raf - Raf).

Dunque se una di queste due non & identicamente nulla la
(R, Ry) & riducibile, ciéo che non & possibile avendo noi supposto R,f
irriducibile (n. 25).

Sicche deve esser nulla una di quelle rotazioni, cioé deve essere
verificata una dell’equazioni da noi scritte in principio. Si ha cosi
il teorema:

Se date a due rotaxioni R,f ed Ref di un gruppo di rotaxioni
la forma canonica, st considera una terxia rotaxione irriducibile Ry f
oltre ad aversi (R, (R, Ry)) = =gt Rof 5 (Re(ReRy)) = — g3 Rof i avrar
anche 0 py (R, Ry) =1 (R2 Rs) 0 p2 (By Rg) = —py (Ry Ry).

29. Possiamo ora dimostrare il teorema che ci proponevamo.

Supponiamo, di considerare un gruppo qualunque di rotazioni G,
e che in esso ci sia un G,==(R,, R,, ..., R;) abeliano il quale pero
ora non sia contenuto in nessun G,;; abeliano di G,. Supponiamo
poi di aver trovato le rotazioni R, pify vy Regosf ((425 <155 >0)
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indipendenti tra loro e da quelle del G, in modo, che sia

(20) (RiR’t-i-?k—l) = Pix Rt+2hf 3 (Rz’Rt+2k)= —Pir Rt-}-zk—lf
(k=1,..,s56=1,..

To dico, che, se »>%+2s, si possono trovare nel gruppo altre
due rotazioni, che soddisfino ad equazioni analoghe alle precedenti,
e che sieno indipendenti tra loro e dalle altre gia considerate. In-
fatti prendiamo le altre » —¢—2s rotazioni R, if, ..., R.f ge
neratrici del gruppo irriducibili (n. 16): avremo allora (n. 27)

21) (BiR: Riga))= —ph R f (b=2s4+1,.,7=t50=1,...,%)

Potremo poi applicare il teorema precedente prendendo per le
rotazioni R,f ed R,f che vi figurano, due qualunque rotazioni del
G, e per Ryf una qualunque R, .f (k=2s+1,..,r~1): ne viene
che deve essere

22) pux R R =Fp0n B R,y (¢, 1=1,. 85 k=1,...,7=1).

Premesso tutto cid prendiamo a considerare la R, s /¢ essa
non pud essere permutabile contemporaneamente con R,f,...,R.f,
perchd se no con queste formerebbe un G, abeliano e contenente
il G,, contro 'ipotesi. Possiamo dunque supporre sia

BiRiyosq) £ 0

senza alterare la generalitd della questione. Ma (R, R;yss41), che &
irriducibile (n. 25), & anche indipendente da R,f, ..., R, esaf; perche

se fosse
t42s41

(RI Rt+2$+l 2‘; oy R, f)

dalle (20), siccome deve essere (Rl R Rii2601) ) = - pf 2s+1 Beqzenify
e d’altra parte per ipotesi & anche (R; R;)=0 (z, I=1, ..., ), verrebbe

S
- P%‘2s+1 Rt+2$+lf= 2; il (’7-t+2z—1 R!+21f— D421 Rz+2l--1f) -
T

t4-2541

‘]L Ot 42541 2; %y le
T
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cosicche, essendo il coefficiente (17 o5yt 73 0.41) di Royopyf certo
differente da zero, R, ,, 1./, stessa non sarebbe indipendente da
Rify .oy Biges f; contro le ipotesi fatte. Dunque (R, R y2541) & certo in-
. . - R
dipendente da R, f,...,R, .1/, e si pud quindi prendere (B Resorp)

. . [1,2541
per nuova R, ;...f; dopo di che si avra

(R1 Rt-|—2s-|—1) == [1,2541 Rt+2s+2fa

e per conseguenza per le (21) anche

(R Rejesge) = = Prasi Regeen -
Ma allora dalle (22) ricaviamo
RiRegost) =Fps oo Rigospof (6=2,.,0).
Basta includere in p; ¢4, il segno per avere

(R, Rt+2s+1) = Di2s4) Rt+2s+2f R; Rt+2s+2) = —Pies41 Rt+2s+1f
i=1,..,1

conforme al nostro asserto.

Applicando quanto sopra col supporre s =0, ne viene, che se il
gruppo non & abeliano, se ciod » >t deve essere » >1+2, e che
possiamo prendere le #+2 prime rotazioni generatrici in modo da
soddisfare le (20): allora facendo s=1, ne viene, che se r>#+2
deve essere » >t +4, e che possiarrio prendere in simil guisa le
prime ¢+4 rotazioni generatrici del gruppo, dimodoch® si potrebbe
applicare la dimostrazione precedente per s=2. Cosi proseguendo
si dovra alla fine arrivare ad ottenere tutte le » rotazioni generatrici
del gruppo in modo da soddisfare le (20), e siccome ad ogni passo,
che si fa se ne aggiunge due vuol dire che deve essere 7 —¢ un nu-
mero pari. Abbiamo cosi il teorema:

In un G, non abeliano di rotaxioni considerato un G,=(R,,
Ry, ..., R) abeliano e non contenuto in nessun Gy, abeliano di G, ,
st ha r—1t=2s (s intero), e le altre 2s rotaxioni generatrici del
gruppo Ropify .oy Roqos f 8¢ possono prendere in modo, che sieno
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wrriducibily, e di piv si abbia:

(23)  (Ri Riyan) =pan Regarf (R Regar) = = pun Rt-l—%—lf
(=1,...,t;k=1,..,s).

La prima parte del teorema ci da come caso particolare:

Il massimo gruppo abeliano contenuto tn un G, di rotaxiont
é un G._ (s intero). .

30. L’importanza del teorema ora dimostrato risulterda imme-
diatamente dalle conseguenze, che ora ne trarremo.

Cerchiamo dapprima la composizione dei G; non abeliani: per
il teorema precedente in questi G; non ci posson essere dei G,
(abeliani) e le tre rotazioni generatrici del (; se questo non & abe-
liano, R,f, R,f ed R,f si posson prendere in modo che sia

(RBiRy) =pRsf , (RiRy)=—pR,f con p+0.
Dall’identita Jacobiana tra R,f, R,f ed R;f si ottiene
((Rz Ry) Rl) =0,

quindi
(R, Ry) = a R, f

con o+ 0, altrimenti ci sarebbe nel G5 un G, (abeliano). Anzi poiché
si ha
(R2 (R2R1)) =-paRif

p ed o devon avere lo stesso segno (n. 22). Allora dividendo R,f

ed R;f per\/ g~ si rénde 2=p. Poichd inoltre dividendo R,f, R,f, Rsf

per una costante, anche p vien diviso per questa costante, si ha cosi:
Ogni Gy==(R,, R,, Rs) s¢ puo ridurre alla composizione

(23%) (RiR)=7pRsf; R.Ry) = pRif 5 (BsR) =p RS

dove p, se + 0, ha un valore arbitrario.

31. Un’altra applicazione se nc ha nella ricerca dei G,, che
contengono un G,_, abeliano: escludendo il caso di quelli abeliani,
il G, non pud contenere dei G,_; abeliani, e percié si possono pren-



Swi gruppi di rolaxions 39
dere le rotazioni generatrici in modo, che sia
(Ri Rl) =0 (Ri Rr‘—l) =p: er (RtR '_Pt r—2f ?’ =1 37'_2)3

e tutte le p; non posson esser nulle, altrimenti, per esempio, il
G,_,= (R,,...,R,_)) sarebbe abeliano. Ma allora non pud essere
(R,_1 R,) =0, altrimenti, supposto p; £ 0, R, f, R,_,f, R, f formereb-
bero un G, di composizione diversa da quelle che abbiamo or ora
visto, solo essere possibili. D’altra parte, siccome per le identita
Jacobiane deve essere

(R: R, R,) =0,

ne viene, che (R,_; R,) & una combinazione lineare non identica-

mente nulla di R,f,R,f,...,R,f; onde tale combinazione poten- .
dosi prendere per p R, f senza alterare nelle formule precedenti altro

che le p;, potremo supporre

(Rr—l Rr) = P le (AO :l: 0) .

Ora deve essere p, + 0, altrimenti R, f, R,_,f, R, f formerebbero
un Gy di composizione diversa da quelle possibili, ed anzi come
sopra si pud rendere r,=p. Sostituendo poi a R,f, pR;f-p; Rif
¢=2,..,7—2) le nuove R, f saran permutabili con R,_,fed R, f.
Dunque

Se un G, di rotaxioni non abeliano contiene un G,_, abeliano,
si possono prendere per trasformaxioni generatrice del G, quelle
di un G; non abeliano e quelle di un G,_; abeliano di rotaxions
tutte permatabili con quelle del Gs.

Si ha percio:

Se un G, di rotaxiont non abeliano contiene un G._, abelzano,
st posson prendere le rotaxioni R, f, ..., R, [ generatrici del gruppo,

m modo che sia
(Rl Rr~l) = P er) (Rl Rr) == P Rr—lf ) (Rr-—l Rr) - P le
(Rl Ri) = (Ri Rz) = (Rr—l Ri) = (R,. Ri) =0
@, 1=2,..,7-2).
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32. Un caso particolare ci da la composizione dei G, non abe-
liani: infatti ogni G, contiene un G, abeliano (n. 29), onde si ricade
nel caso del teorema precedente, da cui si ricava cosi:

Ogni Gy=(R,, R,, Rs, R)) sz puo ridurre alla composizione

RiRy) =pRsf, R:Re)=pRif, (R:R)= p RS
R, R) =R:R) =R, R,) = 0.

33. Se ora riprendiamo le ipotesi e le notazioni del teorema del
n. 29, scrivendo le identita Jacobiane tra R, f, R, jo 1/ ed Ryjanf
=1,...,t;k=1,...,5) ne viene

(Ri (Rt—l-?k-—lRt-]-?k)) =0 (¢=1,...,t;k=1,...,9,

onde (R,yon 1 R, 0x) essendo permutabile con R,f,..,R,f & una
combinazione lineare di R,f,...,R, [ stesse: cosicché il G,, R, o f
ed R, o f formano un G, non abeliano per 1’ipotesi fatta, che il G,
non sia contenuto in nessun G,,, abeliano di G,. Dunque:

In un G, qualunque non abeliano di rotaxiont, se ¢’é un G,
abeliano non contenuto in nessun G, abeliano, ¢’ & anche un G,
non abeliano, che contiene il G,.

Combinando questo col teorema del n. 31 e con yuello del n. 29,
abbiamo

In un G, . qualunque mon abeliano di rotaxioni, se ¢’ é un
G,= Ry, ..., R,) abeliano non contenuto in nessun G, abeliano,
st posson prendere le altre rotaxioni B, i f, Rojofy oy Roys. f gene-
ratrici del gruppo, in modo che sia

R;R) =0, R,R, o )=tpirBigerf s RiRipar)=—pinRiymnrf

R, R;)=0, (RxRt-H) =PRt+'2f1 (R1R1+2) = _F‘Rt—i—lfa

(Rz+l Rip) =pRif, (RlRt+2k—l) =Pr Rt+2k f

RiReyan) = ~pu Rejyonaf, BiRep))=0, R;R;45) =0
(z,l=2,..,t; k=2,..,5).

(23*%)

In particolare da questo si trae

Ogni G, mon abeliano di rotaxiony contiene un G; pure non
abeliano.
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34. Stabiliamo alcune formule, che ci occorreranno subito dopo.
Supponiamo di considerare cinque rotazioni R,f,..., Rsf, che
soddisfino alle condizioni:

24 (R1R2)=P1R3f7 (B, Ry) = —p RS
: (R1R4)=92R5f, (R1R5)= — P2 R4f

con p, e p, diverse da zero.
Le identita Jacobiane ha R,f, R,f o Rsf ed R,f o R;f ci danno

((Rz R, Rl) + o (BeRy) +p: (R Ry) =0

((R?, Rs) Rl) —p2 (RsRy) — p (RyRy) = 0

((Rs R4) Rl) "I“ P2 (Rs R5) —nh (Rz R4) =0

((Rz Ry) Rl) + o1 (ReRy) —p; (R Ry) = 0.
Da queste derivano le altre
% g ((RzR 1)— ’11 + 92 (Rs R4) F R, Rs)g
(26)

[ (BR)F BBy Rl) — (nF ) {(RRY = (RRy) .

Se dunque poniamo
o (BB RR) =287 5 (ReR) — (BB = - 28
B L RR) — (ReR) =287 5 (RyR) 4 (ReRy) = 28,/
ne viene
RiS) = (p =) Sof 5 BiS)) = = (p2—p1) 15
(RiSs) = (b +pe) Suf 5 (RiS) = — (e +po) Sof
e alle (27) si posson sostituire le altre
R R) = S,/ 4+ S;f ;5 ReRe) =8,/ +8,f;
(BsRy) = =S, f+8,f 5 (RyRy) =S,/ —S,f

mentre dalle (28) si deduce che S,f ed S,f rispetto ad R,f appar-
tengono al fattore |p, —p,|, ed S;f, S,f al fattore |p,+p,|. Siccome
R.f ed R,f sono due rotazioni qualunque, che rispetto ad R,/ ap-

(29)
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partengono rispettivamente ai fattori |p,| e [p,|, parte delle formole
precedenti si possono enunciare nel teorema:

Prese tre rotaxioni R,f, Rof ed R.f, se Ryf ed R,f rispetto
ad R,f appartengono I'una al fattore |p,|, Uallra al fattore |n,!,
ed y, gy son F£ 0, Palternata (R,Ry) é somma di due rotaxioni, che
rispetto ad Rif appartengono U'una al fattore |p+p,, Paltra al
fattore |p, —r,].

35. Consideriamo ora il caso, che prese quattro rotazioni
Ryf, ..., R, sia

(245 (RiR) =y Rsf , RiBy)=-pR.f, (RR)=0.
Come sopra si ha
(25%  ((ReRy) Ri) +-p(RyR) =0 ((RsR)R,) —p(R.R) =0,

siech® posto

(29*) (Rz R4) - Slf (R3 R4) = Szf
si ha
(28*) (Rl Sl) =p Saf (Rl Sp) = ~ o Slf'

In parte queste formole vengon tradotte dal teorema:

Se rispetto ad R,f la rotaxione R,f appartiene al fattore |p|
(£0) e Ryf ¢ permutabrle con R,f, Ualternata (R,Rs) appartiene
rispetto alla R,f ancora ol fattore |p|.

Notiamo, che questo vale anche nel caso di p=0.

36. Preso ora un gruppo G, qualunque di rotazioni, se in esso
¢’® un G, abeliano, che non & contenuto in nessun G,y, abeliano
del G,, si pud trovare nei &, un G,,s,  le rotazioni del gruppo
si posson prendere in modo da soddisfare le relazioni del teorema
del n. 33, che per chiarezza riscriviamo, supponendo » =t+2se =2

(RyR.p) =2R,of , RiRipy)= —2Rpnf , RepBep) =2R,f
(Ri Rl):O ) (Ri Rt+2k—l) = fin Rt-l—?k.f) (R’i RL-}-Eh) = —[ir Rt+2k—lf
@, 0=1,. t; k=2,...,5)

(RiRt—l-l):O ) (RiRH-z):O (E=2,..,1).
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Potremo di piu fare evidentemente in modo, che le py, (k=2,...,s)
sieno tutte positive: di pit supporremo s>>1, essendo ormai nota
la composizione del gruppo nel caso di s=1. Infine supponiamo,
che tra i numeri pis,..., 15, €& ne sieno uno o pit =p (=>0), ma
nessuno =p+2, con p, che non & un numero intero. Date queste
ipotesi indichiamo con 8, f ed S,f due rotazioni irriducibili del gruppo
tali che sia

RBiS) =pSf 5 (RiS)=—pS,f.

Poiche non ci sono nel gruppo per ipotesi rotazioni, che rispetto
ad R,f appartengono al fattore p+2, la parte di (R,.,3,) che ap-
partiene a quel fattore deve essere nulla: sicche per le (29) e (28)
potremo porre

(Rt+l Sl) = S3f1 (Rl+2 Sz)=s4f:
(30) Rig28) = =8sf , (Ri128) =S,f

(Ri8y) =(-2) 5/, (RiS)=—(p-2)5f.
Dall’identitd Jacobiana tra R, f, R, of ed S,f od S,f si ricava
(Rt—l-l Sy — (Rz+2 8)= - ZPSlf 5 (Rt+1 Sy 4+ (Rz+2sa) = - 298,f,

e non pud essere nulla né S;f, né S,f, perchs se fosse nulla 1’una
di esse per Pultime delle (30), essendo p—2 certamente # 0, lo
sarebbe anche ’altra, ci6 che ¢ impossibile per le ultime equazioni
seritte. In forza di queste poi si puo, per le formole del n. 34, porre

(Ripa Sy)=-pSif+2 S:f (Rt+1 Sy) = —p S 4281,
(RigeSs) = —pS,f—2 Sef (Ri428)) = pSif428f
RiS) = (-4, RiS)=-(p-4) 8.
Poiché —4 non pud essere =0 per I’ipotesi fatta, che p non
sia intero, ne viene, che se una delle rotazioni S;f ed S;f & nulla,

lo & anche Valtra: ma tutte due non lo possono essere, perche dalla
identita Jacobiana ha R,y f, R,.sf ed S;f si ricava

(RH—I S;) —- (Rt+2 Se)=—2(p—-1) 8f,

percio le rotazioni S;f, S¢f saranno ambedue diverse da zero.
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Cosi continuando si stabilirda una catena di relazioni del tipo:

[ Rip1Spip) = = (=04 1) e[+ (+1) Seiga [
Rigpr Spiqe) = = (p=24+1) S f 4 (641) Spiuf

(31) RigeSaipn) = —(p=2+1) Sy [ — (@+1) Spsuf 5
RegeSeipe) = (@—2+1) Sy i f + (E+1) Syipsf 5

R, Szi+1) (p—2%) b2z+2f (R, Szz+2) = —(p-29) Sz:‘-}-xf
(¢=1,2,..),

e tale catena seguitera senza mai poter finire, poich® non potendo
essere le quantitd p— 27 e p —7 mai nulle, si potrd sempre ripetere
il ragionamento di sopra, e quindi si avranno ad ogni passo sempre
due rotazioni, nessuna delle quali puo essere nulla, e per cui si puo
proseguire il ragionamento. Le rotazioni S,f, S;f, ... Sy, ... son
certo tutte indipendenti, perché esse rispetto ad R,f appartengono
ordinatamente ai fattori p, |p—2],|p- 4], ..., |p—22], ... certo tutti
diversi tra loro. Ne viene, che se fossero possibili le ipotesi fatte
nel gruppo ci sarebbero infinite rotazioni indipendenti, cio che evi-
dententente & assurdo.

Notiamo di piu, che in quanto precede non entra altro, che il
fatto della composizione del Gy;==(R,, R,;,, R,y,), e che se non ¢’8
nessun valore ; non intero, tale che tra le p,, ..., pis, ce ne sia qual-

cuna =y, ma nessuna =p+2, vuol dire, che py, ..., [ son tutte

O
intere. Abbiamo dunque il teorema:
Preso in un G, di rotaxiont un Gy,=R,,R,,, R, ;) non abe-

liano di composixione
RiB,)=2R,.f, BiR)=-2R.nf, R,uR,0)=2R\f

le rotaxioni del gruppo rispetto alla R,f mon possono appartenere
che a fattory interi o nulli.

37. Supponiamo ora, che ferme restando tutte le altre ipotesi,
sia invece p un numero intero dispari, sia quindi p=2k+1, con &
intero o nullo. Allora si pud ottenere, nel modo stesso del numero
precedente, una catena di relazioni, che potra terminare solo quando
si arriva ad ¢=2h+1, poiché pei valori precedenti di # tanto - ¢,
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che - 2% son diversi da zero, e percid si pud ripetere il ragiona-
mento di dianzi. Si ha dunque in tal caso oltre le (30):

R S:Zi—l—l) = - (2h+2-19) Sy, 14 (¢4+1) Szi+3f y
(Rt—|~l Szi+2) == (2h+2-14) Sy f -+ (241 SZi-Hf )
RigeSeipe) = RR+2-9)Se;yf 4 (241) Serysf
(32) Ry Sei ) = (2—2+1) S, 4, (R Spipe)=(2h—21+1) S,, 1, f

(=1,2,...,2h)

(Rz-(-l S4h—|—3) = - S4h+x f ) (Rz+1 S4h+4) = - S4h+2f )
(Rz+2 S4h+3) = - S4h+2f ) (Rz+2 S4h+2) = S4h+1f ’

(R Sgys) = = CR4+1) S/ s (RiSgps) = 2R+ 1) Sy puf.

Supponiamo dapprima k= 0: abbiamo allora

R S)=8f, BpiD) =8, Rep28)="5,f, (R, 1.8;) =8,f,

Rt S)==S51f, RuipnS)==S,f", R S)==8,f , (R 2S) =87,

(R, 1=Szfa RiSy)=—S,f, RSy =S, (RIS4)_‘S3][;
vogliamo dimostrare, che le quattro rotazioni, S,f, S,f, S;f, S,f
sono indipendenti tra loro.

Se le rotazioni dette non sono indipendenti deve esistere una
relazione

aSif+bSof 4 cSyf +dS,f=0.

Facendo l'alternate con R.f, R,,,f ed R,/ se ne ottengono
le altre relazioni
aSyf — bS8, —eS,f+dS;f=0
aS;f -+ bS8, f—eS,f—dS,f=0
—a S+ b8 f —ceSf +dS,f=0.
Ora queste quattro relazioni se non sono identiche, perche il

determinante dei coefficienti & allora certo % 0, portano di necessita
che sieno S,f, S,f, Ssf, S,f tutte nulle; questo essendo assurdo
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deve essere a=b=c=d=0, quindi le quattro rotazioni sono indi-
pendenti.

Nel caso di >0 sono indipendenti le rotazioni S,f, Sof, Synisf
ed S,,4f, che se tra esse esistesse una relazione, facendo 1’alternate
* con R,/ se ne dedurrebbe una ancora tra Sy, S,f, Sgpaf, Spyef,
e cosi seguitando ne verrebbe per le formule superiori una anche
tra Synfy Soaf) Senasf, Sangaf; ma questo caso si esclude subito
nel modo stesso di sopra. Ne viene cosi che S,f, Sof, Sy sf ed
S4ntaf sono indipendenti: da questo e dal fatto che Sy fy .o Senguf
che rispetto ad R,f appartengono al fattore 1, non sono nulle, ed
anzi sono indipendenti, si ricava il teorema:

Se preso un G, di rotazioni ed in esso un G;==(R,f,R.1.f, Ri1=f)
di composizione

(Rl Rt—|—l) =2 Rz+3f ) (Rl Rc+2) = -2 Rz+1f ) (Rz_|_1 Rt—l—?) = 2 le

nel gruppo ¢’ é qualche rotaxione, che rispetto ad R, appartiene
ad un valore dispari, ce ne sono almeno 4 indipendenti, che ap-
partengono al massimo valore dispars, e almeno 4, che apparten-
gono al fattore 1.

38. Infine consideriamo il caso, che sempre conservate le altre
ipotesi sia p=2Ak con & intero positivo. Allora la catena del n. 36
si potra proseguire fino ad ¢=~h, perché per questo valore si arriva
a due rotazioni S,/ ed S,y.f permutabili con R,f, cui percio
non si possono applicare le formule del n. 34: prima pero la catena
non si potrd arrestare, per il ragionamento stesso fatto nei due casi
precedenti. Si avra dunque

/ (Rt+lsl) = szv (Rt-l—lSZ) =S4f ( L+2S —S fv ( !+2S2) = S3f7

RipiSeip)) = = 2k -2+ 1) Sy f+ (¢+1) Seiqsl

RipaSeig) = —(2h =4+ 1) Sy, f + (G+1) Spiuf
(33) ¢ (R, ~@h—i+1)S,, f — (i+1) Sppaf
R (2h —341) Sy, f 4 ( i+1) ) Seiqsf s
G=1,..,h=1)

\ (R1Sw+1)=(2k“2i) Szi+2f7 (R182i+2):_(2h‘2i) Sz;‘-;-lf (@.20,“-7}2)-

e o) =
e Saigs) =
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Dalle identita Jacobiane tra R, f, R, jof ed Sy _1f 0d Sy, f viene

(Rz+2 Szh+1) + (Rt+1 S?h—l—?) = -2 (h+1) Sen s

(2) o .
R Sonp) — (RBepe Saae) = — 2 (h+1) Sthf,

percid non possono essere contemporaneamente Sanfe Sanef nulle.
D’altra parte poiche 8,7 ed S,f sono irriducibili, si avra (n. 28)

(R;8) =0; Sf (R; Sy) = —p; S f (=2,..,10;

poiche R,/ ed R, ,f sono permutabili con le R; f (¢=2,...,1) del
n. 35 ne risulta anche

R, Szl+1) = s Szz-l-zf (R, Szz+2) = —[i Su+1f
l=1,..,h;e=2,..,1).

Ne viene, che le p; non possono essere tutte nulle: che altri-
menti Sy, ed S,,4, sarebbero permutabili con R,f, ..., R,, e quindi
combinazioni lineari delle medesime. Ma allora per le () S,,_,f ed
8,.f dovrebbero essere se mai combinazioni lineari di R, ,fe R, ,f,
e questo non pud darsi se 2 =1, perchd S,f ed S;f son prese indi-
pendenti dal G4, e non puo darsi neanche se 2>>1, perche in
tal caso dalle formule (33) si avrebbe 8,,_;f=S_/=0, contro
quanto dicemmo sopra. Possiamo dunque supporre ¢,% 0: in questa
ipotesi le ultime equazioni scritte ci dicono, che se & nulla una delle
due rotazioni S, 11 f, Suyaf, 10 @ anche I’altra, cio che sopra abbiamo
visto non potersi dare. Di piut ne viene, che S, ,f ed 8,,,,f son
certo indipendenti, che se no R,f ed S,,,,f formerebbero un G, non
abeliano. In forza delle () e delle formule del n. 35 abbiamo ora,
che le (33) valgono anche per 7=~h. Dopo cio si pud seguitare il
ragionamento fatto nei numeri precedenti, poiché non si trovano pitt
rotazioni permutabili con R,f, e la catena si dovra prolungare fino
ad 7= 2h. Avremo allora oltre le formule scritte in principio, e in
cui bisogna far variare ¢ da 1 a 2h—1, le altre

(Rc+1 S4n+1) = - S4h—1f ) (Rt-{-—l S4h+2) = - Smf )
(R S4h+1) = —Su [ ) (Rt+2 S4h+2) = Spaf.
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Aggiungiamo un’osservazione, che ci occorrerad in seguito. Se
noi supponiamo, che S,f, S,f, Sy f ed Su4ef non sieno indipen-
denti, esisterd almeno una relazione del tipo

aSlf—{—ngf—l— CS4h+1f+ dS4h+2f= 0.

Ma in tal caso, facendo l’alternata con R, [ del primo membro,
si ha
a S3f+ bS4f— CS4h_1f —_ dS4hf= O,
e da questa nello stesso modo se ne ricaverebbe una tra S;f, S,f,
Sinsfy Su_sf- Cosi continuando si perverrebbe ad una relazione

a Senn [+ v Sonf + c S2h—|—3f 4+ d Szh-HfZ 0,

e da questa facendo le alternate con R,,,f ed R, 2/ se ne ricavano
le due

(@ =€) Sana [+ = &) Sppgef =0 (0'+d) Sy f— (@' +¢) Sype = 0.

Una di queste non & certo identica, onde se S,f, Sy, S, .f,
S4nqe non fossero indipendenti tra loro, non sarebbero indipendenti
neppure S,/ ed S,,.,, contro quanto dicemmo. Dunque:

Se preso un G, di rotaxioni ed in essoun G, .= (R,f, ..., Ry )
della composizione vista al n. 33, fuort del Gy, €’ & qualche rota-
ztone, che rispetto ad R,f appartiene ad un fattore pari, ci sono
almeno 4 rotaxioni che rispetto ad R,f appartengono al massimo
valore pari, e di piw ce ne sono almeno due permutabili con R,f.

39. Infine consideriamo il caso di #=1, il caso ciod in cui presa
una rotazione R, f del G, in questo non ce ne sono altre permutabili
con R,f: dico che allora non pud essere, che »=1 o r=3. Infatti
r=2 non pud essere perche i &, son tutti abeliani (n. 17), e neanche
pud essere » >>3. In questa ultima ipotesi si potrebbero prendere
le rotazioni del gruppo in modo, che fosse (n. 29)

(BiRoy) =t Bannf 3 RiBap) = —pu Ranf (k=1,...,5),
ed anzi cambiando se mai l'ordine di quest’altre rotazioni potremo
supporre p, < p, (k=2,..,s): dividendo ora R,f per % si rende
n=2ep.>2 (k=2,..,5s).
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Ora dall’identita Jacobiana tra R,f, R,f ed R;f risulta
(ReR)R)) =0

quindi per le ipotesi fatte (R,R;)=aR,f: ma per le precedenti
questa divenendo (R2 (Rle))=—21 R,f, o deve essere positivo (n. 22).

Si pud dunque dividere R,f ed R;f ambedue per ‘\/ g- , dopo di
che si ottiene o.=2.

Ora le altre rotazioni R,f, ..., R,;f apparterranno tutte a fattori
interi > 2, mentre per i teoremi dei due numeri precedenti ci¢ 8
impossibile, perché ce ne dovrebbe essere qualcuna che rispetto
ad R,f appartenesse o al fattore 1 o al fattore 0: dunque non pud
darsi, se » >3, il caso di ¢=1, si ha cioé

Ogni rotaxione di un &, (r >>3) ¢ contenuta almeno in un G,
(abeliano) del G,.

o anche

Ogni G, di rotaxionz, se r >3, contiene sempre almeno un G,
(abeliano).

Alcuni corollari semplicissimi sono i seguenti:

. L. n L :
I gruppr di rotaxioni di grado [5} su n variabile possono
essere solamente G, o G,.

Infatti essi non possono contenere dei G, (abeliani) (n. 21).
Ogni Gy= (R, ..., R;) non abeliano si puo sempre ridurre alla
composizione
(RiR)=2Rsf , (ReR)=2R.f, RsR)=2R.f, (R, R:)=0
(¢=1,2,3,4,5;k=4,5).
Infatti dovendo il G; contenere almeno un G, abeliano, dovra

contenere anche un Gy (n. 29), dopo di che questa proprietd & un
caso particolare del teorema del n. 31.

Ann, S. N,



§ 4.

Alcuni casi particolari ed un teorema fondamentale

40. In questo e nei numeri seguenti vogliamo considerare due
casi particolari, la cui importanza risultera dal seguito, in quanto
che vedremo essere questi i soli casi possibili.

Supponiamo di avere un gruppo, e di averne prese le rotazioni
infinitesime nel modo indicato nel n. 33: il caso particolare. che ora
considereremo & quello in cui, colle notazioni gia adottate altra volta,
R.jsfy s Rige, f rispetto ad R,f appartengono tutte al fattore 0
o al fattore 2. Noi supporremo anzi dapprima, che non sieno tutte
permutabili con R,f, nella quale ipotesi potremo dunque supporre,
che R, ;f rispetto ad R, f appartenga al fattore 2. Nelle formule del
n. 38 potremo allora porre S,f=R, 5/, dopo di che le formule stesse
divengono

(Rt+1 Ri+3) = St+5f 3 (Rt+l Rt—H) = Sz+6f 3

(Rt+2 R,+3) = - St+6f 3 (Rc+2 RL-H) = Sz+5f )

(RepiSeps) = = 2Ry +280paf , (R Siy9) = - 2R 428,46,
(RetzSe4s) = =2R 28, 45f, (RigeSiqe) =2R15f+28,,f,
Repr S = =Sipsf, Riga Seqs) = = Siyef s

(Rite8pp) = — Sitel s (RigaSepe) = Sipsf,

(Rl Rt+3) =2 Rt-Hf’ (Rl Rz+4) =-2 Rl+3f7

(B Sije) = (RiS140) =0, (RiSepn) = =2804sf, (RiS1p) =28, 11f.
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Se si pone

Ruf = Rt+3f— St+7f’ Ruf= R:+4f—'!* St+8fa Ruf= - St+sfa
R25f: Rc+4f_ SH-sfy R15}r= —Rt+3f" St+"if7 R35f= - St—l—ﬁf)
si avrd dunque

(R Rz4) = 14f [} (Rl st): 2R15f ) (RL+1 R24) = - 2R34fa

(Rz+1 B) = — 2 Rasf ) (Rz+-2R24) =0 ) (Rt+2 R25) = O,

(RlR ) == 2Rz4f ) (Rles) = ‘2R25f, (RL—-I—IRM) =0 3

(R )=0 ) (Rt+2R14) == 2R34fa (Rt+2R15) =~ QRasf,

(R1 R34) =0 ) (R1Rss) =0 ) (Rt+1 Rs;) =2 R24f,

(Rc+1 Rss) =2 R25f ) (R,+2R34) =2 Ruf ) (Rt+2R35) =2 Rxsf.

D’altra parte si ha

(RiRiypg) = a; Ropuf, RiRip)=—~a;Ropuf  (0=2,..,0);
ne viene per le formule del n. 35 (essendo R, ,fed R, ,f permu-
tabili con le R;f)

(Ri Sz+5) = Sc+ef ) (Ri Sz-|-6) = -y Sc+5f,
(R; St-]-’7) =0y Sn+sf y (Ri SH—S) =-a, S:+7f (t=2,..,1).

Ora 8,5 non puod, per le formule seritte sopra, essere una combi-
nazione lineare di R,f,...,R./f: non pud dunque essere permutabile
con queste ¢ rotazioni per l’ipotesi solita che il G, non sia conte-
nuto in nessun G.,, abeliano; essendo d’altra parte permutabile
con R,f, ne viene, che non possono tutte le @, (¢=2,...,t) essere

nulle. Potremo dunque supporre a@,+ 0: ma allora prendendo al
posto di R;f (¢=3,...,1), &R, f—a, R,f si riduce a,=...=a, =0.

Poi prendendo al posto di R,f, az R,f si riduce anche a,=2.
2
Sicché colle altre notazioni introdotte si avra
(Ri R24)=(RL R“)=(Ri R34)=(Rz‘ R25)=(Ri R15)=(Ri Rss) =0 (i=3 10 t)v

(Rz R24) =2 R?Sf ) (Rz RM) =2 Rxsf ) (Rz R34) =2 Rss fa
(Rszs) =-2 R%f ) (Rlea) =-2 Ruf ) (R2R35) =-2 Ruf
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Scrivendo ora le identita Jacobiane tra R, f (#=1, ..., 1), Rasf, Rasf,
si trova che (Ry Ry) deve essere permutabile con R,/ Rof, ..., R.f;
quindi per la solita ragione

t
(R4 Rys) = 2«: o; R f.
1

Ma poiché R, f ed Ry f rispetto ad R, f appartengono ambedue
al fattore 2, l'alternata non pud contenere, che rotazioni permuta-
bili con R,/ e rotazioni, che rispetto a quest’ultima appartengono
al fattore 4 (n. 34), mentre R,f appartiene al fattore 2. Deve dunque
essere o, =0. Invece non pud essere o,=0, perché in questo caso
sarebbe

(RM (R34 R35)) == 0,
e quindi (n. 24)
(Res Ry) = 0,

ciod (Ry (Rs Ry))=0 ed (RyR;)==0 contro quanto abbiamo detto
sopra. Si pud dunque prendere, a meno di un fattore, per nuova R, f
la (Rs Rg;), e cio non altera affatto le formule superiori: possiamo

dunque porre
(Ras Ry) =2 R, f.

Questa per le formule precedenti potendosi scrivere (R;,\‘1 (R, Rg)) =

== —% R,f, ne viene (n. 22) che >0, onde prendendo al posto

— R;.f, senza alterare
a.

di R;wf (¢=1,2,3; k=4,5) la rotazione \/ 2
le altre formule si ottiene

(R34 Rss) =2 Rz f .

Osserviamo ora, che le rotazioni permutabili con R,f, Rsf,
R,f,..., R, f formano un gruppo, di cui fa parte il G, .= R, ..., B¢,
Rs,, Ry;) 5 in questo gruppo non c¢’é fuori del &, nessuna rotazione
permutabile con R,f, per la solita ragione, quindi non ci saranno
neanche rotazioni, che appartengano rispetto ad R,f a fattori pari
all’infuori di R, f, Rssf (n. 38). Ne viene che deve essere

t
(B Roy) = : B: RS

1
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Infatti R/ ed Ryf son permutabili con R,f, ..., R,f, quindi
tale deve essere anche (R, R,): di piu deve essere permutabile
anche con R,f, come risulta dall’identitd Jacobiana tra R,f, Ruf,
Ryf. Infine Ryf, Raf rispetto ad R,f appartengono al fattore 2
ambedue, quindi non essendoci rotazioni permutabili con R,f,
R,f, ..., R¢f, e che rispetto ad R,f appartengano al fattore 4, ne
viene, che (Ri R,) deve essere permutabile anche con R,f, dopo
di che & evidente, che si pud scrivere 1'ultima equazione.

Ma Ry f rispetto ad R,,, appartiene al fattore 2, R,/ al fat-

tore 0: dunque (R, R,,) rispetto ad R,,,f deve appartenere al
fattore 2, onde

By= . =B, =0
ed
’ (R14 Ru) == B Rxf-

Analogamente si trova
RisRys) =1 Rif , RuBRy)=2R,,

solo che per quest’ultima biS(.)gna osservare, che & permutabile con
R,f non essendoci nel gruppo, per ipotesi, rotazioni che rispetto
ad R, f appartengano al fattore 4, ed R, f, Ry f, appartenendo d’altra
parte, sempre rispetto ad R,f, ambedue al fattore 2.

Ed ora basta scrivere altre identita Jacobiane per trovare,
f=7v=-2,3=0, onde ponendo

R12f=R1f7 R45f= - Raf R23f:Rt+lfa RlszRt+2fa

< RiRu)) =0 (i=8,.,t3k1=1,...5; k%),

(34) (RimRkl) =2 3 — &in lef+€ilR’n1kf+emh szf’- Emi Rikf%
( @,m,k=1,...,55¢eFm; kF]).

Se si osserva che non pud esistere una relazione tra rotazioni,
che rispetto ad una stessa appartengano a fattori diversi, senza che
sieno nulle separatamente le parti costituite da quelle rotazioni, che
rispetto alla considerata appartengono allo stesso fattore, dalla com-
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posizione risnlta immediatamente, che le 48 rotazioni, che figurano
nelle (34) sono certo indipendenti.

Ne viene il teorema:

Se in un gruppo G, , che contiene un G, abeliano non contenuto
in nessun Gy, pure abeliano del gruppo, st prendon le rotazions
infinitesime conforme al teorema del n. 33, ed Roysf,y ... , R, o f
rispetto ad R,f appartengono tutte al fattore 0 o al fattore 2, ¢
non tutte al primo di questi due fattori, é s> 4 ed il gruppo
contiene un G,4s della composizione (34).

41. Consideriamo ora il caso, che R;5f,..., R 12, f (colle solite
notazioni) sien tutte permutabili con R,f. Allora le uniche rotazioni,
che non sono permutabili con R,f sono R,/ ed R, .f, quindi le
alternate tra R,/ od R,/ ed una qualunque delle rotazioni
Riysf, ...y Ripaes [ dovendo rispetto ad R,f appartenere al fattore 2
(n. 35), ne viene per es.

(Rt+3 Rip) =2 Rz+1f+ BR.f.

Ma ora osserviamo, che, per la solita ragione, R, 3/ non pud
essere permutabile con Ryf, ..., R,f: se noi quindi supponiamo, che
rispetto ad R,f appartenga al fattore p & 0, come possiamo sempre,
anche lalternata (R, R,;), se non & nulla, deve rispetto ad R.f
appartenere al fattore p, essendo R,;, permutabile con R,f. Ma
questo caso non & possibile, perché, come abbiamo ora detto, R, .,
e cosl R, ,f, son permutabili con R,/. Deve dunque essere

(Rt+3 Rt+1) =0.

In generale si avra dunque (R.y Riyn) =R, R,,)=0
(k=3, ..., 2s). Ma allora le rotazioni Ryf, ..., R, f, Riysf, .., Rijesf
formano un gruppo, poich&, essendo esse tutte permutabili tanto
con R,f, che con R, f e con R,,>f, anche le loro alternate devono
essere permutabili con quelle tre rotazioni, e percio in esse tali tre
rotazioni non possono figurare. Dunque:

Se nelle ipotest stesse del teorema precedente, R, sf, ..., Riyasf
son tutte permutabili con R,f, lo sono ancora con R, f ed Ripof
ed @l gruppo ha per rotaxioni infinitesime quelle di un G, non
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abeliano, e quelle di un G, y,,_; (contenente un G,_, abeliano) di
rotaxiont tutte permutabili con quelle del G,.

Se in particolare s> 1, il G, 5, 5 conterra un G;_s, che in-
sieme al G, dard un G,,, contenuto nel gruppo dato: dunque

Se nelle ipotesi tutle del teorema precedente, & s™>1 1l gruppo
contiene un G, (contenente a sua volla il G,).

42. Veniamo ora all’altro caso, che cios le R, sf, <y Riyesf
rispetto ad R,f appartengano tutte al fattore 1. Allora conforme a
quanto vedemmo nel n. 37 si pud supporre

RipaRigs) = Ripsfy Ropa Rige) = —Rigsef,
(Rt+2 Rz+3) == Rt+6f ) (Rz+z Rt—H) = Rt+5f7
(Rt+l Rt+5) = "Rz+3f 9 (Rz+1 R:+s) = Rt+4f’
(Rt+2 Rt+s) = - Rt+4f ) (Rs+2 Rt+6) = - Rt+3f,
(Rl Rt-i-:s) = Rt+4f ) (Rl Rt+4) = - Rt-l»afa
(Rl Rt+5) = Rt-Hsf ) (Rl Rt+6) = - Rt+5f-
Siccome poi pitt in generale &
R Rt+3) =4a; Rt+4f , Ry Rt+4) = - Rt+3f (2=2,..,19),

da aitre identita Jacobiane si ricava subito, che prendendo delle
convenienti combinazioni lineari delle Ryf; ..., R,f per nuove Ryf, Ref,
si puo porre:

RipsRip) =oR f+uRf, RipsRie) =0 Rif+aRef

(Rt+3Rt+5) =0 Rt-l—lf"'ﬁ sz"'pl R3f7
(Rt+3Rc+s) = “Rt.l_zf'i'”{sz'*"h Rsf, (R:+4 Rt-I-S) = O‘Rt+zf“‘( sz—’fx R3f7
RipyRiyg) = —a R f4B Ref48 Rof.

Tali formule valgono ancora nel caso di ¢ =2, purchd vi si sup-

ponga B, =7, =0.

Ed ora dalle identita del tipo di quelle tra Rof, R.pnf ed Riysf
si ottiene

(Rg Rt—|-5) B a, Rt'l’ﬁf , (Rg Rt )= —a2 Rt+5f 3
(Rs Rz+s) = a3 Rz+ef , BsRiye)=—0s Rt+5f
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dopo di che altre identita come quella tra R, sf, R, yuf, Risf c
danno

30_:71(1,2 e 0 a2:a3:o 0 S:Blz"[:'h:

Ma non pud essere a,=—0, perché venendone ancne o.=0, se
fosse o, % 0, Ref, Rijsf, R, 1uf, formerebbero un Gy di composizione
diversa da quelle che abbiamo visto essere le sole possibili (n. 30),
e se fosse o,==0 sarebbero nelle stesse condizioni le rotazioni
Rif, Riysf, Bersf. Dunque si potrd supporre @, + 0, quindi
R==B=7=1,= 0. Dall’equazione

(Rt+3 Rz+a) 0 R:+2f

viene in forza delle precedenti

(Rz+3 Ry Rt+2)) = o Rt+2f§
percid >0 (n. 22). Ponendo al posto di R, /, R,/ rispettivamente
—;—2 R.f, —1—; R.ysf pur di modificare convenientemente le altre ro-
tazioni si riduce «=1, a,=1; quindi anche ¢«,=3. Infine sosti-
tuendo ad R,;f (¢=3,..,%, R,f-a;Ryf si ottiene che le R,f
(¢=3,...,%) diventino permutabili anche con R, 5f, R,14f; essen-
dolo gia con R, .f ed R, .f ne viene, che allora saran permutabili
anche con R, s/ ed R, 4f. Sicche le £+6 rotazioni Rif, ..., R,/
formano un gruppo che diciamo essere un G4, ossia le 46 rota-
zioni considerate son tutte tra loro indipendenti. Infatti se esistesse
una relazione tra esse, tale relazione non potrebbe essere, che tra
quelle rotazioni, che rispetto ad R, f appartengono allo stesso fattore.
Ma ora quelle permutabili con R,/ son quelle del G,, che abbiamo
supposte indipendenti; quelle che appartengono al fattore 2 sono
solo R,,,f ed R,,,f e queste pure son indipendenti tra loro.
Dunque se ¢’® una relazione tra le £+ 6 rotazioni questa deve essere

del tipo
aRiuf+O0R uf=cRisf+dR 6f

e nessuno dei due membri pud essere nullo separatamente, perché
se R,/ non differisse, che di una costante da R, sf, questa ed



Sui grupp: di rotaxioni 57

R.f, formando un G,, dovrebbero esser permutabili contro I'ipotesi.
Ma d’altra parte rispetto ad R, ,f il secondo membro da una rota-
zione che appartiene al fattore 1, lo stesso deve dunque avvenire
del primo membro, cid che porta a=>5=0, come subito si vede
serivendo quella condizione: si ricade percio nel caso ora escluso.

Percio le ¢+6 rotazioni sono indipendenti e formano un G, :

per dare alla composizione di questo una forma pitt comoda e piu
simmetrica, poniamo

Sif=Ripef (=1,...,8-2) , Rpof=R,f , Rusf=R.f, Risf—Repf,
lef:Rt%fa ,13f:Rt+2f1 Rlzsf:RtJrSfa
Raf=5 (Ref+3Ref) , Ruf= ¢ Rif—3Ref) , Ripf=Ref
Tra le -7 rotazioni passa la relazione
Rl f= R — R,
ed il G.4s acquista la composizione
| "(S:Ru)=(S, R )=(8: R"1,)=(8: S;)=0 (¢, j=1, ..., t-2; 1,k=1,2,35 L + )
| BB )=2 R f, (R R ) =2 R f, (RUia Rin)=2 R i [, (R”5 R"1)=0
) o) = =50 R B+ 1R = s B
RaRu) = —¢,, Rynf+emRuf - R+ o R,
RaR )= e R f—2im B f =20 Rinf —eum Ria
\)\ Rin R ) =21 =2 m—enatenm) Ran [ (R R )=(—21F2imrteni—enm) Rinf

(@, k,l,m=1,2,352%k;1F+m).
Dunque

Supposte verificate le condizioni del teorema del n. 35, se
Ritsfy ooy Rogos f wispetto ad R,f appartengono tutte al fattore 1
¢ certo 823, ed il Gopss (t222) contiene almeno un Gy della
composizione (35).

43. Da quanto abbiamo visto si trae facilmente anche la com-
posizione dei G,,, e dei G4, che contengono un G, abeliano, ma
nessun G, ., abeliano. Cominciamo dai G,;4: colle solite notazioni
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R, s/ ed R.f non possono rispetto ad R,/ appartenere a un fat-
tore diverso da zero, poichg in tal caso a quel fattore ne dovrebbero
appartenere 4, fuori del solito G,,» (n. 37 e 38). Ma allora essendo
verificate le ipotesi del n. 41 il gruppo ha per rotazioni infinitesime
quelle di un G; e quelle di un G, di rotazioni tutte permutabili
con quelle del G;. Siccome questo G, contiene un G,_; abeliano,
cosl abbiamo (n. 31):

Per ogni G, 4, che contiene un &, abeliano, ma non un G, ,
pure abeliano, é t 2> 2 e s¢ posson prendere per rotaxioni infinitesime
del gruppo quelle di un G, _, abeliano e quelle di due G; non
abeliant tali, che ognt rotaxione di uno qualunque di quel tre sot-
logruppe sia permnutabile con tutte quelle degli altri due.

Per i G, si arriva pure facilmente al risultato. Intanto si potra
supporre ¢ >2, non potendo, come sappiamo, darsi il caso di =1
(n. 39). Tra le rotazioni R, 37, ..., B, 47, ce ne deve essere qualcuna
che rispetto ad R,/ appartiene al fattore 0 o al fattore 1 (n. 37
e 38). Se ce n’é una che appartiene al fattore 1, ce ne devono
essere 4 (n. 37), ciod tutte devono appartenere a quel fattore, ed
il gruppo ha la composizione (35) (n. 42). Nel caso, che nessuna
appartenga al fattore 1 devono appartenere tutte a fattori pari o
nulli: ma a fattori diversi da zero non potrebbero allora appartenere,
se no nel gruppo fuori del G,,,, ci dovrebbero essere 4 rota-
zioni, che appartenessero a quel fattore e due permutabili. Dunque
Riisf, ..., Bigef in questo caso son tutte permutabili con R,f; ma
allora il gruppo ha per rotazioni infinitesime quelle di un G5 e
quelle di un G, 5, che contiene un G,_, abeliano. Per il teorema
precedente si ha dunque:

1 G, s (1.22) dv rotaxioni che contengono dei G, abeliani, ma
non dei Gy, abelianz, possono essere di due specie; cioé

1.9 Avere per rolaxioni infinitesime quelle di un G ,_; abeliano,
e quelle di tre Gg non abeliani, tali che le rotaxioni di ciascuno di
quer sottogruppi sien permutabili con tuite quelle degli altri tre; o
2.° Awere la composizione (35).
1l primo caso peré puo darsi solo se t > 3.
44. Come casi particolari di questi teoremi e di quello del n. 32
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si avrebbero le composizioni dei G, G, , Gy, Gy, rammentando solo
che per essi non pud essere t=1. Diamo solo il risultato per i
G, poiche dovremo richiamarlo in seguito: si ha per essi:

I Gg di rotaxioni hanno per rotazions infinitesime quelle di due
Gy, tali che le rotaxions dell’uno son permutabili con quelle dell’ altro.

Se nessuno dei due Gy & abeliano, il G¢ contiene solo dei G,
abeliani, se lo & uno, contiene anche dei G, se infine lo son tutte
e due & abeliano.

Consideriamo il caso, che nessuno dei due sia abeliano: gli si
potra dare la composizione

(RiR)=2Ryf, (R,Ry)=2R,7, (RyR)=2R,f, (R,Rs)=2R7,
(RRe)= 2R,/ , (RsR) = 2Ry 7, (R; Ry) =0 (¢=1,2,3:%=4,5.6) ;

I

ma gli si puo dare un’altra composizione che ¢’ importa notare:
ponendo

36) % Ruf=FRaf +Rof , Buf=Raf+ Ref , Riof=Rof +Ref ,
| Ruf=Rsf - Ref Ruf=R.f+R;f, Rof=—Rif+R,f,

il G, acquista la composizione

(%6*)3 (Rilem)ZQ% —Eileﬂzf'+emekLf+ek,lRimf—5ka” f%
o Gk, l,m=1,2,3i%k;l4+m).

45. Ed ora premessi questi casi particolari ci possiamo avviare
alla dimostrazione di un teorema fondamentale per il seguito. Per
questo occorre premettere innanzi tutto un’osservazione importante :
dai teoremi dei n. 34 e 35, segue, che ritenendo lo zero come mul-
tiplo di qualunque numero, se noi consideriamo due rotazioni, che
rispetto ad una data appartengono a fattori multipli di un numero
fisso, Palternata delle prime due & somma di due rotazioni, che
rispetto a quella stessa appartengono a fattori multipli di quel mede-
simo numero fisso. Percid se noi consideriamo le rotazioni permu-
tabili con una fissa, e quelle che rispetto a quest’ ultima appartengono
a fattori multipli di un numero dato esse forman gruppo.

In particolare: /

Preso in un gruppo G, una rotaxione R, f, le rotaxioni del gruppo
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permutabili con R, f, e quelle che rispetto ad R, [, appartengono al
fattore pive grande generano un sottogruppo del gruppo dato.

46. Dimostriamo ora il seguente lemma.

Ognz G, di rotaxioni, che contenga un G, abeliano ma nessun
G,y pure abeliano, se r >t -2, contiene 0o un G, 0 un G,y
contenente alla sua volta il G,.

Sappiamo, che deve essere r=1¢-}2s (n. 29). Il teorema & certo
vero per s=2,3: potremo dunque supporlo dimostrato per i
Giyay Giyey ooy Gogosyy © dimostrarlo per i G,i,. Allora preso
nel gruppo un G, , nel modo solito indicato nel n. 33, potra darsi
che rispetto ad R,/ le rotazioni R, sf,..., Rijes / appartengano
tutte a fattori <2, o no. In questo secondo caso consideriamo le
rotazioni permutabili con R;f, e quelle che rispetto ad R,/ appar-
tengono al massimo fattore, e che sono almeno 4: siccome tra quelle
permutabili si hanno anche quelle del G, abeliano si ha cosi un
sottogruppo G, del G, ed & ' >¢-+4: Di piu <, perché se
non altro R,;,/ ed R, ,f vengono escluse dal G,: per quanto ab-
biamo ammesso il G, contiene almeno un G, o un G4, ed il
lemma in questo caso & completamente dimostrato.

Resta dunque da esaminare il caso, che R, s, ...,Riqs [ ap-
partengano rispetto ad R,f tutte a fattori < 2: se supponiamo, che
R,z 1f, B.1ef appartengano al fattore p,(¢=2, ..., s), potremo poi
supporre anche py = ... =05 =0, pgp1=...=ps5, =2, P41 =... =ps =1
(5:<s;<s). Consideriamo dapprima il caso di s,<s,. Le rotazioni
R.f, ..., Riyos, [ per il numero precedente formano allora un gruppo,
che soddisfa alle condizioni del n. 40 e che quindi contiene un
G4s della composizione (34); ma se di questo G,y trascuriamo
Ryf, Ruf, Ruf, Ry f le altre generano un G,,, nelle condizioni
volute. Se poi 1<Cs,=s,, R, f, ..., Riyas f generano pure un gruppo,
che per il n. 41 contiene certo un G, ,. Infine se s,=s,=1, siamo
nelle ipotesi del n. 42 ed il gruppo contiene un G,,s della com-
posizione (35). Il lemma & cosl completamente dimostrato.

47. Veniamo ora al teorema, cui volevamo arrivare e che & il

seguente :
Ogni gruppo G, di rotaxionz, che contenga un G, abeliano, ma
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nessun Gy, pure abeliano, onde r=1~t-2s, contiene anche un G,y
della composixione (35) o un G,ys della composixione (34) amme-
noché sia t > s ed il gruppo abbia per rotaxioni infinitesime quelle
di un G,_, abeliano e quelle di s G; mon abelian?, e tals, che le
rotaxiont di uno qualunque di quei sottogruppi sien permutabily
con tutte quelle degli altri.

Prendiamo nel gruppo nel solito modo un G, ,,=(R,,R,,...,R,3),
poi consideriamo nel gruppo stesso quelle rotazioni, che supporremo
essere R, ys/ ..., Reqoo, f oltre Ryf,..., R, f, che son permutabili con
Rif, Ritif, Rijef. Tali rotazioni formano un gruppo, poiche 1'alter-
nata di due di esse & ancora permutabile con R,f, R, \1f, R.paf;
e quindi per la composizione di questo G; non possono in tale
alternata figurare quelle tre rotazioni. Se $,>>1, questo G;ias_3
contenendo un G,_; abeliano, ma non un G, abeliano, conterra un
G n==(R,,...,R¢, Riys, R, 1) analogo al G, di dianzi. Prendiamo
ora nel Gyios,—3 le rotazioni Ry f, ... ,\R, [, Riysf, ..., Riyos,, che son
permutabili con R,f, R, 5f, R,/ esse formeranno un Gyyos 6,
che se s,>>2 conterra un G,=(Rs, ..., R, ,R,;5, R, ) analogo al
Groyo. Proseguiamo ora in maniera analoga fino ad arrivare ad un
gruppo abeliano: se il processo si sara ripetuto ¢ volte (¢ <C7)
troveremo cosi un G4z, == Ry, ... ;Rqsq) (<) di composizione

(RiRl+2i—1):2Rt+2i f, (RiRt+2i):_’9Rt+2i~1f7 (Rl+2i—lRt+2i):9Rif)
(RxR;)=0, R Rijeiz) = R Riyei) =0,

(Rt-l-?i—lRt+2m—-l)=(Rt+2i—lRt+2m):0 (¢,m=1,...,q; k,1=1,...,1; 1¥k;itm).

Naturalmente potra darsi, che nel gruppo si trovino diversi gruppi
di composizione uguale alla precedente e contenenti il G,, ma noi
supporremo, che quello, che consideriamo, corrisponda per il dato
¢, al massimo valore di ¢, cid che non limita la natura del G,,
ma solo la scelta di quel sottogruppo.

Se g=1 il teorema si dimostra subito: poiche il G, non pud
contenere un G, 4 (che corrisponderebbe a ¢ =2), esso 0 & un G4
0 contiene un G4 della composizione (35) (n. precedente): ram-
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mentando dunque la composizione dei G,4, con un G, abeliano si
vede cosi, che il teorema in questo caso vale.

Potremo dunque supporre di aver dimostrato il teorema per
g=1,2,...,p—1 e dimostrarlo per ¢=p. Per s=p il teorema &
evidente; il G,y,,, che coincide allora col G, avendo la composi-
zione voluta dalla terza ipotesi del teorema. Possiamo dimostrare
subito che non pud essere s=p-1: infatti allora essendoci
due sole rotazioni, oltre il G,,,, esse devono essere permutabili
con R,f (n. 87,38), onde il gruppo ha per rotazioni quelle del
G;=(R, R, R,;s) e quelle di un G,,,, , di rotazioni tutte per-
mutabili con quelle del G;. Ora questo non pud avere la com-
posizione sopra indicata, se no esso insieme al Gy darebbe un gruppo
per cui risulterebbe ¢q=p -1, contro l'ipotesi. Il G, 5, , corri-
sponderebbe dunque al valore p — 1 di ¢, e percio dovrebbe verificare
il teorema, cido che evidentemente & assurdo.

Visto cio potremo supporre di aver dimostrato che per s=p,
p+1,p+2, ..., p+u—1,il teorema vale, tutte le volte, che esistono
dei gruppi corrispondenti, ¢ dimostrare la stessa cosa per s=p+u.

Non c’¢ da far altro, che ripetere il ragionamento stesso del n.
precedente. Se R, o411, .-, Ry po f rispetto ad R, fnon appartengono
tutte a fattori < 2, prendiamo Quelle (almeno 4), che appartengono
al massimo di quei fattori e quelle permutabili con R,f. Esse for-
meranno un gruppo, e tra esse ci saran di certo R,f, .., R.f,
Riysf, ..., Riyep ed altre 4 onde il gruppo avra almeno ¢-2p--2
rotazioni. Per tale gruppo, che esiste certamente, se si danno le
ipotesi fatte, ¢ ha al massimo il valore p, onde avendo esso al mas-
simo ¢ -+ 2 s—2 parametri, poiche non vi figurano R,/ e R, f,
per le ipotesi fatte deve valere il teorema ed il gruppo, e quindi
anche il G, dato, deve contenere un G,;s 0 un Gy delle compo-
sizioni volute, non potendo darsi la terza ipotesi, poiché per questo
occorrerebbe esso fosse un (., soltanto.

Veniamo all’altro caso: indicando con p, il fdttore cui rispetto
ad R,f appartengono R, s, ,f ed R, 5;f (¢=p+1, ..., ) supponiamo

o1 = o = Pptn = 0y Pttt = oo = Ppty = 25 Pputl = o = prup =1
(tr <y <),
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Se u;>wu, le rotazioni R,f, ..., Reyopioy,f formano un gruppo
di quelli considerati al n. 40, ciod un gruppo che contiene un G,4s
della composizione (34).

Se up=u, >1 | Rif,...,Riyopyon f formano ancora un gruppo
che avra per rotazioni infinitesime quelle di un G; e quelle di un
Gitoprou,—s di rotazioni permutabili tutte con quelle del Gj. Per
questo gruppo ¢ avra un valore > p—1; ma possiamo escludere
subito il segno di >>, ché se avesse il valore p, il G;—149,, che si
potrebbe trovare in esso, insieme al G genererebbe un G, ,,,, della
composizione indicata, contro quanto abbiamo supposto: ma allora
tal Gij2piou—3, che esiste certamente se son verificate le ipotesi da
noi fatte, deve verificare il teorema e contenere o un G,43 0 un
G4 delle composizioni indicate, ed il teorema anche in questo caso
vale certamente.

Infine se u, =u,=0 il gruppo dato & nelle condizioni del n. 42
e percid contiene un (,,, della composizione (35).

Il teorema & cosi completamente dimostrato.

48. Un corollario immediato di questo teorema & il seguente:

Ogni gruppo di rotaxions contiene un Gy della composizione (35)
o un Gy, della composizione (34), oppure ha per rotaxions infinitesime
quelle dv un gruppo abeliano e quelle di vari Gy, tali che le rola-
xione di clascuno di quests sottogruppe somo permutabili con tutie
quelle degly altre.

49. Ma possiamo precisare ancora di pil il teorema precedente
dimostrando che

Ogni gruppo de rotaxioni contiene un Gg della composizione (35),
0 ha per rotaxioni infinitesime quelle di un gruppo abeliano, e
quelle di varii Gy e Gy, della composizione (34), tali che le rotaxiony
dv ctascuno di questi sottogruppi sono permutabili con tutie quelle
degli altre.

Per il numero precedente bastera che noi dimostriamo, che i
gruppi, che contengono almeno un G, ma nessun Gy sono nelle
condizioni della seconda ipotesi. Ora il teorema & vero certamente
per i Gy e per i Gy, : per questi ultimi basta osservare, che preso nel
Gy il Gy, che supponiamo esistere, e datagli la solita composizione,
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se la rimanente rotazione Sf non fosse permutabile con tutte quelle
del Gy, e fosse per es. (R);S) F 0 si potrebbe supporre, che S f rispetto
ad Ryf appartenesse ad un certo fattore @, dopo di che sarebbe

(RizS)=a8,f, (RpS)=—aSf,

ed S,f per la seconda di queste relazioni sarebbe certamente indi-
pendente e da Sf e dal Gy, per cui il gruppo non potrebbe essere
un Gy;. Ed ora se la Sf & permutabile con tutte quelle del Gy,
siamo appunto nel caso detto.

Potremo dunque supporre di aver dimostrato il teorema per i
gruppi con meno di 7 parametri, e dimostrarlo per quelli con #
parametri.

Sia G, uno di questi gruppi e supponiamo, come potremo sempre
fare, di poter prendere nel gruppo p, Gy, della solita composizione
(per Vipotesi sara sempre p,>>1), p, G ed un G,, abeliano tali,
che le rotazioni di ciascuno di questi p, -+ p,+ 1 sottogruppi sien
permutabili con tutte quelle degli altri: potremo poi supporre, che
nel G, non ci sia nessun gruppo con pitt di 10p,—+ 3 p, + p; pa-
rametri nelle condizioni del precedente. Tutto questo non limita
evidentemente la generalitd del problema: orbene noi ora dovremo
dimostrare, che & r=10p, + 3P, p;.

Supponiamo, che posto n.=10p, + 3p,+ ps, sia r=>up, ed in-
dichiamo con 8, f, ..., S,—y.f le rotazioni fuori del G.. Prendiamo poi
uno dei G, e diamogli la composizione (34), chiamandone al so-
lito R;wf (¢, k=1, ..,5;4%k) le rotazioni. Noi dimostreremo ora
che le S;f devono essere permutabili con quelle del Gy, altrimenti
nel &, esisterebbe un G, con <7, <#, che non contenendo G
sarebbe nelle condizioni del Gy contro le ipotesi fatte. Ma allora il
G, ha per rotazioni quelle del Gy, e quelle di un G,_y, le cui ro-
tazioni son permutabili con quelle del G, : ma questo G,_, & nelle
condizioni del Gy, onde in tali condizioni sara anche tutto il G,,
e quindi r=y..

Resta dunque da dimostrare solo, che se le S;f (i=1,..,7-y)
non son tutte permutabili con le R,;,f esiste nel G, un G, con
p.< 7 < 7. Consideriamo per questo i due Gy, che indicheremo
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' 1
con G e Gf, e le cui rotazioni sono per I’uno o (Rusf+ R..f),
1 1 . , 1 ’
g(Rmf‘Rz«af) ) (Rysf+ Ruf) , per Daltro 5 (Rief — Rasf)

1 1
5 (Risf+ Rausf) » 5 (Resf = Ruf) .

Le S, f, che possiamo supporre irriducibili apparterranno tutte a
certi fattori rispetto ad% (Ri2f+Raf) (e cosi rispetto ad %(wa—RMf )):

supponiamo dapprima, che tra le S, f, ce ne sieno di quelle, che
appartengono a fattori pari o nulli, e consideriamo il G, formato

dalle rotazioni del G, , che rispetto ad %(R12 7+Rs f) appartengono a
fattori pari o nulli. Sara », <7, perche almeno le R;,f (¢ =1,...,4) ven-
gon tralasciate appartenendo esse al fattore 1 rispetto a %« (R f4Rasf);

il G, conterra poi il G, il G¥, gli altri G, e G; del Gy. non consi- -
derati ed il Gp,: contiene dunque un Gyu—4 del Gy. Inoltre se le S,f,

che entrano nel G, non son tutte permutabili con % (Riof+ Raif),

ce ne saranno tra esse almeno 4 che appartengono al fattore mas-
simo (n. 38): ci sard poi nel &, almeno una rotazione permutabile

con %(R12 f+Raif), ma non con le altre due del G (sempre per il

n. 38), e indipendente dal G{, e quindi anche dal Gy e questa appar-
terra ancora al G,,. Ne viene, che nel G, oltre il Gy—4ci sono anche
almeno 5 delle S, f, onde »,>p., c.d. d.

Se invece le S, f, che entrano nel G, , son tutte permutabili con
1
5 (Rizf + Ry, f) lo devono essere anche con le altre due rotazioni
del GY, altrimenti le loro alternate con queste apparterrebbero al

. 1 ,
fattore 2 rispetto ad 5 Ry f+ Rsif). Ma ora se tra esse ce n’é una

. 1 ,
non permutabile con 5 (Rigf— Raf), se essa appartiene ad un fat-

tore pari si pud ripetere quanto sopra scambiando solo G’ con G,
Ann, 8. N. 5
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se appartiene ad un fattore dispari >1, ce ne saranno 4 appar-
-tenenti al valore massimo di quel fattore, e 4 appartenenti al fattore
1; le S;f, che entrano nel G, , essendo almeno 8, sarebbe ancora
7 >>u. Se poi ce ne fosse una appartenente al fattore 1, ce ne sa-
rebbero almeno quattro, e quindi perché non fosse 7, >y, dovrebbero
le S, f che entrano nel G, , essere solo 4, ed appartenere tutte al

fattore 1 rispetto ad é (Ryef — Ryyf). Ma allora si potrebbe con poche

modificazioni ripetere il ragionamento del n. 42, che porterebbe
all’esistenza di un Gy nel G, contro I’ipotesi. Resta dunque solo

. . 1
il caso, che le S, f del G,, sien permutabili anche con 5 Ry~ Rasf),

e quindi, per una ragione gia detta sopra, sien permutabili con tutte
le rotazioni del GY: caso che si trattera per ultimo.
Supponiamo ora, che tra le S;f non ce ne sia nessuna che ri-

spetto ad % (Risf+Raif) appartenga a fattori pari o nulli. Se ce n’s

una Sf, che appartiene ad un fattore >> 3, non pud essere (R,;S) =0
(¢=1,..,4), altrimenti la Sf dovrebbe esser permutabile anche
colle alternate delle R;s7, e quindi con Ry, f ed Rs, f; contro I'ipotesi
ora fatta. Ma allora, se supponiamo (R)sS) £ 0, la (Ri;S) si compone

di due parti ciascuna delle quali rispetto ad ;— (Rief+ Rsif) appar-

tiene ad un fattore pari 2, contro I’ipotesi. Se S f appartenesse al fat-
tore 3 si potrebbe ripetere ancora il ragionamento: solo bisognerebbe
aggiungere, che non potrebbero le (R;5S) essere tutte nulle o com-

binazioni lineari delle rotazioni del GY’, altrimenti la 5 (Riz+ Ry, 8)
sarebbe una combinazione lineare delle rotazioni del G, ¢ non po-
trebbe percio la S f appartenere al fattore 3 rispetto ad ;— (Rie f+ Ry f):

ci sarebbe quindi analogamente al caso precedente almeno una
rotazione delle S,f appartenente ad un fattore pari rispetto ad

3 Ruf+Ruf).
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. 1
Se ora la S f appartenesse al fattore 1 rispetto ad & (Rie/+ Raqf)

e ad un fattore +1 rispetto ad %— (Rizf— Rsyf) basterebbe scam-

biare il G’ col G§ per rientrare in uno dei casi trattati.
Dunque le rotazioni S,f (?=1,...,7-p) o son permutabili con

le rotazioni del G§’ e del GY, o rispetto ad = R12 f+Raf) e

%— (Ryof — Rasf) appartengono al fattore 1. Se S/ & una rotazione irri-

ducibile che si trova in questo secondo caso, si avra

1 , 1 /
g(R12+R34 §) = §f, g(Rlz‘I—Ru S)=—8f,

1 1
5 Buo— Ry 8) =87, 5 (Rp—Ra §)=FS7,

dunque nei due casi

(szs)=2s'7ﬂa (RmS')—:—-ZSf, (R:MS):(RMS'):O,

(BpS) = Biu®) =0 , (RyuS) =27, (RuS)=—287.

Percio rispetto alla rotazione Ry, f, le altre del gruppo devono
appartenere o al fattore 0 o al fattore 2, e quest’ultime devono

essere permutabili con Rgf. Se ce n’¢ una S;f non permutabile
con Ry, f, avremo (cfr. n. 40)

)=28,f, RpS,)=—28,,

(ResS) =851, (R23SZ)=S4]”, (RizS) =—58,f, (RygS,) =8, f

)=—28,14+28;f, (R S,) =—28,f+28;f,

RisSg) =— 28, f—25;f, R S)=28,f}-28;7,

Ry Ss) =—85f , RuSe)=—28,, RisS)=—8., RizS) =8yf
)=0, RieS)=0, (Ry8;)=—28,f, RS =28;f.

Di pitt S,/ (e cosi 8,f) dovra essere permutabile con Ryf, e
cosi pure con Ry/ se no scambiando Rg,f con Ryf si ricadrebbe
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in uno dei casi gia esclusi. Si avra allora
(RaeS1)=(RaiS0)=(RsS5)=(RaiSe)=0 , (Rs:S1)=(ResSz)=(ResS5)=(ResS)=0.
Se si pone ora
Ruf=Sf=8:f, Ref=Sf+85f, Rusf= —8:f

(Rxe R26) =2 Rl6f ) (R12 Rw) =—2 R26 f 3 (Rlz Rss) =0

(Rls Rm) =0 ’ (R13R16) =—2 Rsef ) (Rla Rse) =2 Rw fa

(st Rze) == ZR%f ) (R%Rm) =0 ) (st RSG) =2 R?ﬁfv

(R34 R?G) = (R34 RIG) == (Rss R?G) - (Rss Rla) =0.

si ha

Percio 1a (Ry Rys) deve essere permutabile con Ry, /', Ras /'y Rasf,
ma non con Ry, Ry, € quindi neanche con Ry f, Rosf, Rusf', Rifs
se dunque la (RyRy) non fosse del Gy, essa appartenendo al fat-
tore 2 rispetto ad R,sf, R,,f; si ricadrebbe in uno dei casi precedenti:
percio deve essere

(Reg Ris) =aRyf.

Visto questo @ potendosi ridurre =2, se si pone anche
RuBRi) = = 2R f, RsRi)= —2Ryf, leRyuf (¢, k=1, ...,65¢%F)
formano un Gy; della composizione

(RikRzm)=2 %—eukaf‘i— Eim szf—i— €k Rimf'_ekailf; .

Ma allora le rotazioni

Spf= E Ruaf+Rof) ; S'uf = E Rif—Ruf) 5 Shof= RSAf Ruf),
1

DO

1

Sisf =& Rlsf +Ref) 5 S'af = 5 Risf~Rusf) , 8=+ Rs»sf _Rl2f
1
5 (Baf~Rausf) , 8"sf= = (Rsef—Raif),

Suf = Bl (R35f +R4cf ) S,esf =

Do

formano un Gy della solita composizione. Dunque neanche questo
caso si puo dare e le rotazioni S;f devono essere tutte permutabili
con R,f, e quindi anche con le altre del G, c.v.d.
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50. Veniamo ora a cercare la forma canonica, che si pud dare
ai G, cominciando dal caso che il Gy sia di grado s ed operi solo
su 2s variabili: osserviamo intanto, che cosi avremo trovato tutti
i gruppi di rotazioni di grado s su 2s variabili, perché questi, come
sappiamo (n. 39), si riducono ai G, ed ai Gs.

Facciamo perd prima un’osservazione generale. Indicando con
Rif, Ref, Bsf le rotazioni generatrici del G;, cui supporremo data la
composizione (n. 30) (R, R;)=2Rsf, R,Rs)=2R,f, R: R))=2R,f
potremo anche supporre, che ad R,f si sia data la forma canonica,
di avere quindi

R, f -——% Zy m, Y,

dove le m son tutte positive (n. 8). Prendiamo allora la piu pic-
cola delle m ed indicatala con b,, consideriamo tuite le altre m
che hanno la forma b,+2¢ o 2¢—b, con ¢ intero qualunque. Se b,
& un numero intero non vi ha luogo a distinguere le due forme,
poiché in quel modo si hanno tutte le m2 le quali son = b, (mod 2),
e queste 7 si posson mettere tutte sotto la forma b,+2¢, con ¢ in-
tero e positivo o nullo poiché son maggiori o uguali tutte di b,.
Se supponiamo, che queste m sieno m, ..., m,, potremo disporle
in modo che al crescere dell’indice non decrescano mai. Allora
si avra

’L 41

q;
R f %‘ (b +27’ +l W_i_uzl—‘{-l 7nv »y 0 Qo<91< (Iz = gqprl—l:ul)
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dove si capisce bene il significato dei numeri ¢,: di pilt nessuna
delle m, che figurano nella seconda parte si potra mettere sotto
la forma b,— 27, o 2/4+b,, perche la forma b,—2¢ & esclusa
dal fatto, che la b, & la pit piccola delle m, e le m delle altre due
forme son solo quelle considerate nella prima parte. Notisi che
b, >0, essendo b, un valore delle m, per ipotesi appunto tutte > 0.

Un po’ diverso & il caso, che b, non sia intero: supponiamo
allora, che tutte le m, che hanno la forma b, 427 sieno m,, ... , My,
quelle che hanno la forma 27—, sieno My 41, ..., 1, . Allora cam-
biando di segno alle variabili @o, 41, @ou4s, ..., L2—1 si cambia
di segno anche alle 2,41, ..., My, che assumono cosi la forma
by— 27 fatto cio prendiamo la pitt piccola in valore algebrico delle
nuove quantiti 7, ..., M, e indichiamola con a,. Quei coefficienti
assumeranno tutti la forma @, 2% con ¢ nullo o intero e positivo.
Ed ora si arriva ad una forma simile a quella del caso precedente,
solo che ora a,, & bensi F0, essendo a meno del segno uno dei
valori delle m, ma pud essere anche negativo.

Sulla seconda parte si pud ora operare in modo analogo, onde
similmente proseguendo si arriva a dare alla R,/ la forma

‘1 Py ) ql.1i+1
RJ:}” 21 (@, 4+ 27) 2‘1, Y,,
1 0 q,,;+1

0=q1<<qgnu<gre<...< Qy, pi+1 = Q2 g < . _é‘It,pt—l-l:S),

dove le @, son tali, che la differenza o la somma tra due qualunque
di esse non pud mai essere un numero intero pari, e quelle a;,
che sono intere, son positive.

51. Supponiamo ora {=1: avremo allora

P\ . ‘Ii-|‘-1
ijzzi (a+-2¢) \,, Y,, (0290<Q1£Q2i---£‘h+1=3)’
0 q~4(+1

e se o & intero sara da supporsi positivo. Dobbiamo distinguere
ora due casi =1 od a4 1. In questo sccondo caso, che sard quello
che tratteremo ora, la somma di due coefficienti non pud mai essere
=12, poiché ne verrebbe 2a -} 2 (¢+k) =4 2, ciod a ==+ 1— (¢-+k),
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e questo non si pud dare, perché venendone a intero, dovrebbe es-
sere positivo; quindi varrebbe se mai il segno +, e sarebbe i+% =0,
e a=1 contro Iipotesi. Ora poiché R,f rispetto ad R,/ appartiene
al fattore 2, in esso posson comparire solo quelle Z;, e W,, tali
che my; +m, =42, e quelle X;, ed Y;, tali, che m,—m,=+2
(n. 23). Dall’osservazione fatta or ora viene che nella R, f non pos-
sono figurare le Z e le W, e che la R,f stessa ha la forma

P 95 91.-}-1
g

R.f = Z 2( 2# (@1 Xap+ o i)
Tog, 1 g 41

Corrispondentemente si avra

9 qzl

24 Zl ZM (@ Xpp— iy Yi,)

Uogy g

ed
9; 1+1 P
R Rs z 2!}» H/W (al‘u alv‘*‘d},u d}w) Y;W —l— ((l),, d;‘u—(l;_ﬂ d;w) X[m, +
1 Q;. 1+1 ql ( \
q; q1 1 ' \
n Z ) S 2 Zl 102 B, 00) X — (@1 0014, ) Y,w% .
g+

Siccome deve essere (R,R;)=2R,f, cosi ne viene

% 9p
(37) Zl ((l),,‘ ah’—l— dlﬂ dl") =0 ) 21 (a’lv dl,u—al,u dlv) =0 3
Qp-1+1 qp—1+1

(L, v=g,+1, vy Qo P F V) 5

q; 95 42
/ 2;, (al,u alv+ dly dlv z;, ,u}. Qy), "I_ wh dvl) =0 )
q; +1 2t
(38) . @po
21 (a},y d}.,u (2799 dlv + 2‘1 a’y}. d,u,l 17 dvl) O
q; 1+ 9 +1+1

(=1, p=15p,v=q;+1,.,0,05 03FY);

Qo Qo
39 N (@t dudy) =0, ¥, (@ du—auda)=0,
Qo+l o+l

sv=1, 50 %)
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Ma consideriamo ora piu da vicino la R,f, cercando di semplifi-
carne la forma: vediamo che la parte in cui figurano =, o z, & la
seguente, che scriviamo per disteso

92
2_‘_;{ 1 () Pou—1 — T2—1 P1+2 P2 — Ty P2) +
N

+ di (@, P2y — Tou P1 — Tz Pou—1+L2u—1 D))

Ora lasciando inalterate le variabili @y, ..., %2, s 2g415 oy T2g, 15
facciamo una sostituzione ortogonale sulle variabili @gq.y1, ..., %2,
prendendo per nuovo spazio

Lagp1 = T2qt2 =0

lo spazio
4 3
z,u (al,u 372/4—1"" dl,u x‘Zy) = ZIL (dly Xou—1"— 0y x?,u) =0 >
¢+l o+l

questo potremo farlo poichd le @y, di, non possono essere tutte
nulle, che altrimenti nella R,f, e quindi neanche nella R;f, non
figurerebbero x, ed x,, che percid non comparirebbero neanche
nella (R,Rs), mentre questa deve essere =2R,f: anzi lo potremo
fare senza alterare affatto la forma di R,f (n. 13).

Con cio ci riduciamo al caso, che sia

a1,q1+2 = .= a1,q2 — dlvgl—l'l = .. = dl,q2= 0.

Ed ora similmente se non son nulii tutti i coefficienti @g.y1,,,
dgit1,u (=724 1,...,q5) con una sostituzione ortogonale sulle sole
variabili @og,11,...,%2,, che non altera la forma di R,f, possiamo
ottenere, che sia anche
g1+, e+ 2=+, gt 3= =041, =01, 02+1=dql+l, G2+ .=(lql_|_1Y = 0.

Cosi seguitando otterremo in generale, senza variare affatto ne
le variabili @, ... ,x9q,, né la forma di R,f
aqi_1+1,qi+2 == aqf_1+1»qi+1 = dQ5_1+lyqi+1 == d.‘li_ 1+1y91'.|_1 =0

(i=1,..,p).
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In questo caso & evidentemente compreso anche quello in cui
vengano a mancare per qualche valore di 7 tutte le aq, 41,1,
dg, 41,2 (A\=¢;+1,..., gsya): Doi supporremo che questo caso
avvenga la prima volta per i=u 41 (x#<p), ed u per un’ osser-
vazione fatta poco sopra dovra anzi essere —>0. Le (39) in cui si
faccia p.=1, poichd ay,¢41F 0, ci danno

g, gl == oo == gy g1 =2, g 1= . =g, 11 =10.

Dopo di cid se u>1, e quindi @g41,¢41F 0, le (38) per ¢ =1,

u=¢, 4 1 ci danno pure
Bt 2, gl = v == Qg b1 =g} 2, g1 = +oe =gy .11 =0,
e cosi seguitando nella stessa maniera dalle formule scritte sopra
ricaviamo
g, _42,q,41 == = O, 0,11 =g, 42,41 = . =0y, 4,41 =0
(e=1,..,u).

Sicché rammentando, che se u<p &

(g1, gy 11 = e = g,y = dqu-l—], Gy t1 = e = dqu+1, Tuye = 0,
la R,f viene ad assumere la forma
W

Ref = Xy, 1,041 Xg; 1,041 + oy

1

dove la parte tralasciata contiene solo variabili tutte diverse da
quelle, che figurano nella parte scritta. Avendosi ora

w

(R2 R3) = 21‘ azqi_1+17q1:+l (Yqi'i‘ly g;+1 _Yqi_1+17qi __1+1) —!— R

dove al solito nella parte tralasciata non compaiono @ag, 41, %2y, 42

(i=1,...,u-+1), e dovendo il primo membro essere =2 R,f, ne
viene

2 2 . .
0", g1 =20, @, 41,9,41— @ ;g =2 (a+29) (=1, ..., u—1),

@q, g, 1= 2 (@4 2u).
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Sommando membro a membro si ottiene

(1) (@tu)=0,

e poiché >0, a-}+u=0, cioé @ intero e negativo, contro quanto
abbiamo visto in principio. Questo assurdo deriva dall’aver supposto
a+1: quindi nel caso di £=1, se mai deve essere a=1.

Ma questo ci dice che non si pud presentare neanche il caso
di £>>1: infatti in tal caso la somma e la differenza di due coef-
ficienti @, +27¢, @, +2k (I'+ 1) non pud mai essere =+ 2: quindi le
sole X, Y, Z, W, che posson figurare nella R,f, son quelle ai cui
indici corrispondono nella R,f due coefficienti della forma a,+27,
a,+2k (n. 23): ne viene, che la R,f si otterrd come una sommatoria
di parti corrispondenti ciascuna al caso di £=1: ma questo non
potendosi dare altro che quando a =1, vuol dire, che di queste parti
non ce ne possono essere pit di una, che ciog deve essere ¢ =1.

52. Ci resta ora da trattare il caso di t=1, ai=1, il caso cioé
in cui si ha

1
Rif =~

9
i (1 + 22.) 27 Yw ((10 = 01 (]0<(]1 g Q2 : :\: Qo1 = S);
q;+1

3

c[\/»g

ma noi prima considereremo il caso di p=0 per maggior sempli-
cita. In tal caso particolare, si avra

1 s
R f= 5 2‘” Y,,.

Siccome la R,f appartiene rispetto ad R, f al fattore 2, in essa
non potran comparire, che le W e le Z (n. 23), e dovrd quindi aver
la forma

Rf= EAH (bm Wi —+ Cip Z),,u)-
1

Procederemo ora alla semplificazione della forma della R,f in
modo analogo a quello tenuto nel n. 19: se noi consideriamo un
S, di equazioni

s

s §
2,4 (7 T2+ P X2—1) =0, 2# (2t @21 — B X20) =0,
T 1

perche esso sia lasciato fermo da R,f, occorre e basta, che sieno
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verificate le equazioni

S
2# (a2 Cape ) == pr 72— 2
. (h=1,..,s).
2,,; (cl,u Oy — bl,u B,u) =271 “{_ g1 lei.
T

Son queste 2s equazioni omogenee in 2s incognite », £, onde
perche esse sien risolubili con valori non tutti nulli delle 2, §, bi-
sogna sia nullo il determinante dei coefficienti. Questo & una fun-
zione di grado 2s nelle incognite p, e p,; ma ora si potran dare
due casi: che ci sia qualche coppia di valori reali di ¢ e (,, che
lo annulla, o che non ci sia nessuna di tali coppie. Nel primo caso
¢’ & almeno un S,,_, reale ed avente due equazioni, come quelle
ultimamente scritte, che & lasciato fermo contemporaneamente da
R,f ed R,f: tale S,,_, si pud con una sostituzione ortogonale, che
non cambia la forma di R,f (n. 13), prendere per quello x, =2, = 0;
la sostituzione ortogonale che occorre, come qualunque altra, che
lasci immutata la forma di R,f, lascia immutata anche quella di
R.f, la forma data di questa dipendendo solo dal fatto, che la R, [
rispetto ad R,f appartiene al fattore 2. Ma allora la R,f dovendo
avere la forma detta e d’altra parte dovendo lasciar fermo I'S,,_,
x,=ux,=0, non puod operare sulle variabili z,,x,: queste non fi-
gurano allora neanche in Ryf, e percio non puo essere (R, R;) = 2R, /.
Escluso cosi il primo caso consideriamo ['altro. Diamo allora a g,
un valore reale qualunque, per es. 0: ne risulta in p, un’equa-
zione a coefficienti reali, che non pud avere radici reali. Ad ogni
radice complessa ne corrisponderd un’altra complessa coniugata,
e corrispondentemente a due radici complesse coniugate, ci saran
due 8,,_,, immaginarii coniugati, le cui equazioni son del tipo
detto, e che son lasciati fermi dalla R,f. Percivo la R,f lasciera
fermo anche 1’S,,_, loro intersezione, il quale ha per equazioni due
coppie del tipo di quella scritta sopra, e che percio (n. 13) si pud
prendere con una sostituzione ortogonale, che non altera la forma di
Rif, per qaello

$1=C62=x3=$4:0.
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La R,f, che per losservazione fatta sopra ha conservata la sua
forma, dovra allora pit in particolare, aver la forma

S
3
Ref=er Wi+ b, 2y, z;.y (02 Wi +C2 Ziys) -
3
Ed ora se poniamo
, p b,
x/s3=coso X;—seno x, , ¥y,=seno x,-}coso x; tga:;
1

la R,f resta ancora invariata, mentre nella R,/ si ottiene b, =0.
Proseguendo ora ad operare nello stesso modo sulla sommatoria, che
ancora figura in R, f, si trova che s deve essere pari e che a R, [ si
pud dare la forma

R s
2

Rof = D &2 Wory,21.
1

Avendosi

s

2
3
Rof = Y &1 Zosy,m
1

e dovendo d’altra parte essere (R, Ry)=2 R,fsi trova ¢,* = 1().:1 9)

PR ’é
Ma ora si posson supporre le ¢ tutte =1, che se fosse per es.
¢,= —1, basterebbe per ridurlo positivo cambiar di segno contem-
poraneamente ad x; e x,. Sicché si pud supporre nel caso fatto:

s s

s % 5
R f= 2;,1 Y., sz=‘?:z Wo1,2 R3f=za Zigs—1, 2.

53. E facile ora trattare anche il caso di p=>0: allora, sempre per
il n. 23, si ha, poiche la R, f rispetto ad R, f appartiene al fattore 2,

3} P q; 9+
Rgf:' 2: (bll‘ W}./c+ Con Z).,u) _I" Ez 2A 2# (alﬂ X)n“_l_ b/l.l‘ Y}n“) ‘
1 1 ¢, ¢+

Per la prima parte si puo fare una semplificazione analoga a
quella fatta nel n. precedente, solo che ora non si puo escludere su-
bito il caso, che l’equazione, in cui ci siamo in quel numero im-
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battuti abbia soluzioni reali, percid con quella riduzione pud darsi
che qualche variabile scompaia dalla prima parte della R,f: pero tal
cosa non pud avvenire per tutte le variabili @1,...,%s4,, ché altrimenti
si ricadrebbe nel caso del n. 50. Dunque la prima parte prende la
forma ‘

/51
C, ng —|— 21# (17,1[4 W&u + Cru Zl,u) .
3

Per la seconda parte si pud ora fare una riduzione del tutto
analoga a quella fatta nel n. 50 e poiche, essa, come allora notammo
espressamente, non toccava le variabili @y, ..., Zaq,, Si otterra cosi

Uy
R3f: 9} W12+ 21; aqi_ﬁ‘lyqi‘l'l Xqi_1+1,q@-+1 +
1

Uy .
+;z aqi-1+2!qi+2 Xqi—1+2=’1i+2 + (0 _<__u1, uggt),

dove la parte tralasciata non contiene le variabili che figurano in
quella scritta: e cid sempre senza alterare la forma di R,f. Perchs
poi sia (R, Rs)=2R,f, si trova

2 2 _ 2 2 oy <
= 19,41 1 y @ qiv1+l7q7;+1—_a qi+1791+1+1w2?’+1 (2*17 ) ul—l)’
2 - .
@q, 1 41,q,+1= 2+ 13
2 2 — 2 2 s .
00"t g 42e=1, @q,_ 120,42 Cg42,q, r2= 20+ 1 (=1, ..., 1),
2 —_
a 9u2—1+2’ 9u2+2 =2 u.ﬁ— 1.
Da queste equazioni si ricava facilmente

— 2 (4 LI — — 2 g2
W=ty = (+1)", @, 1.g,41 = @q_42,q,42= (0F1)—20

(e=1,..,u).

Come nel caso precedente cambiando se mai il segno di qualche
variabile si pud nell’estrarre i radicali prendere il valore positivo,
e si avra cosi

Rof = (1) Wﬁ}} Vet P2 (X, 10,01+ Ko, 12,0,402) ooy

dove le radici van prese nel senso aritmetico.
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Ora sulla parte tralasciata si potra operare in modo analogo, e
cosi poi seguitando si otterranno per la R,/ ¢ parti tutte simili alla
precedente. Queste devono esaurire tutta la R,f; e non potra dopo
tale riduzione mancare nella R,f nessuna variabile; sara dunque
g =2q.

Cambiando ora il nome delle variabili che vi figurano, la parte
scritta sopra si potra scrivere invece

w—1
(26,4+1) Wi, - 2‘ \/ ul‘i‘l l+1) (Xzi+1.2i+3+X2i+2,2i+4)a

mentre la parte di R,f, che si riferisce alle stesse variabili &

1 )
£} (:7, (1+22) (Yosqn00t Yosgoige) -

Sicche se distinguiamo le variabili dei varii gruppi, in cui ven-
gono divise cosl le 2s variabili, con un indice in alto, e con X
Y, Z, W indichiamo le X, Y, Z, W che operano sulle ™) po-
tremo scrivere

uy

q
le-': Bl %11 2 (1+29) (Y21+1 21+1+Y2z-|—2 21+2) 3

ju—

wuy—1

Ryf =Y, %(u;—l—l W1 Z Vet 1) =1 (X0 a0t X oo H)%

wy—1

(uy+1) Z(l%) z \/(u;&l H'l) (Y21)+1 21—[—3+Y21+2 21-\4)‘

q
R3f = 2111

\\ (2 et tug+q) =s;5 ;> 0,i=1,...,q).

——e.

Si vede subito che queste formano un gruppo, onde abbiamo che

Ogni G, di grado s su 2s variabili si pud sempre ridurre alla
forma (III).

54. Evidentemente gl’invarianti del gruppo si riducono se mai
semplicemente ai numeri u,, %,,...,%,: ma possiamo vedere subito
che essi sono effettivamente invarianti del gruppo. Infatti essi lo sono

per la R,f, perche il doppio del numero di queste « non & altro,
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che il numero dei coefficienti di R,f, che sono =1 il doppio del
numero delle %, maggiori di zero & il numero dei coefficienti di
R,f,=3; il doppio del numero di quelle >>1 & il numero dei coef-
ficienti di R,;f,=25: e cosi via.

55. Ed ora passiamo a trattare il caso generale, in cui la R,f
contiene ancora variabili diverse da quelle, che figurano in R,f.

Siccome queste variabili si pud immaginare, che compaiano an-
che in R,f, pur di attribuire alla Y relativa un coefficiente zero,
cos, al solito per il n. 23, dovendo la R,f rispetto ad R,/ apparte-
nere al fattore 2, esse non possono comparire altro, che in X, Y,
W, Z, tali, che contengano anche variabili, che figurano effettivamente
in R,f ed alle quali in questa corrisponde un coefficiente = 2. Sicché
nella R,/ ci devono essere delle 1, = 2: percid nel modo indicato
al n. 49 otterremo

le_ 221 Z YW+227m Yo,

qz,1+
0=q<<q: << ... §QP < $)

dove le g son numeri interi, e tra le m, non ce n’ & nessuna, che sia
un numero intero, pari e positivo.

Consideriamo ora per primo il caso di p=1, s==¢,: il caso cios
in cui si abbia

1
Sara allora

S S1
! !
Rif= ;.l lzﬂ (@ S21,2511 - bage Sor—1,2544) 3

avendosi in conseguenza

f l z,u al,u S21,—] 22840 bl,u SZ? 28—!-/4)
perche sia (R, R;)==2R,f occorre che intanto sia

(40) S

i (@2 bsy, — by, a,) = 0 (myv=1,..,8).
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Pud darsi, che la R,f lasci fermo un iperpiano avente un’equa-

zione della forma
81

Q
Z;A T X264 = 0?
1

Per questo occorre e basta, che sia

8 e
};ﬂaaﬂﬂ:O, Ellﬂbaﬂ-;ﬂzo =1, ..,9:

dunque cid avviene tutte le volte che la matrice delle @ e delle b ha
una caratteristica < s;, in particolare quando s,>>2s. Se si da il
caso detto prendiamo uno di quegli iperpiani per 1’iperpiano

Tasts =0,

cid che si pud fare con una sostituzione ortogonale sulle sole
Zog 41 5 - 5 X264, , che quindi non altera certo la R,f. Fatto questo
la @515 scompare dalla R,f, cioé si passa dal caso di s, a quello
di s,—1. Proseguendo analogamente si arrivera ad un momento in
cui loperazione non & piut possibile: potremo dunque supporre di
essere gia in questo caso, e che percio la matrice delle ay,, b;, abbia
per caratteristica s,. Allora non si possono fare scomparire altre varia-
bili dalla R, f, perché se per es. si potesse far scomparire la a4 con
un cambiamento di variabili, ’iperpiano assunto per nuovo iperpiano
Zos+5,=0 sarebbe lasciato fermo dalla R,f contro quanto abbiamo detto.
Consideriamo ora uno spazio, che abbia per equazioni

s 8§
(41) Yo (ammat+Ban) =0, D, 1.2, =0;
1 1

perché sia lasciato fermo dalla R, f occorre sien verificate le equazioni

a (@ P+ b5 02) = 01 =1,..,8)

.-E\/Jca

8 8

\ PR o) \ o S =

Z” Wy (e = (200 Zb@ fw=ps01 (h=1,..,5).
1 1

Queste son 2s-+s, equazioni lineari omogenee in altrettante in-
cognite, le o, {3, 7: esse saran risolubili tutte le volte, che il deter-
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minante dei coefficienti sia nullo. Ora questo uguagliato a zero pur
di farvi p, =p, da in g, Pequazione secolare: ne viene, che quel de-
terminante si pud annullare con valori reali di p, e py, e percio le
equazioni superiori sostituitivi questi valori reali di p, e g, danno per
le =, B, v valori reali non tutti nulli; per conseguenza esistono degli
spazii, come quello (41), reali, che son lasciati fermi dalla Ryf. Sup-
poniamo, che lo spazio (41) sia uno di questi: noi potremo ora pren-
dere con una sostituzione ortogonale, che non cambia la R,f (n. 14),
gli spazii

s EN

$
21 (02 a1 +Br @) =0, ¥, (72— Paar—) =0 , 2,, YuT2squ=0
1

1 1
rispettivamente per gli spazii
=0, ,=0, x,,,=0.

Quanto alla R,f, non cambia neanch’essa di forma: solo ora do-
vendo essa lasciare invariato lo spazio x, =0, @4, =0, dovra essere

a12=-"=al,sl=a21=“'=as.l=b11="'=bsl=0-

Siccome non pud essere a; =0, cheé altrimenti dalla R, f scom-
parirebbe la x,,., contro le ipotesi fatte, dalle (40) viene

=1b, =0,

big = by = ..

dimodoche la R,f diviene
s 8§
le= an S2.25+1 + 2;‘]. ;,u (al,u S?i,2s+,u+bl,u S%—l,Zs-{—p) .

Proseguendo in modo analogo sulla seconda parte si otterra evi-
dentemente, che deve essere s,< s, o

Sy

Y
R.f= %a @1 Sgp, 2544 -
Per conseguenza
. 31
— W
Ref = 21‘1 @1 Sgi—1,2644

ed 5
(R:Rs) = ?‘;. a*1 Sai—1,9

Ann. 8. N.
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onde . perch® sia (R, R;)=2R,f deve essere s;—=s ed a¥;,=1
A=1,...,9).

Estraendo la radice, si pnd prendere a@;;=2, ché se fosse per
es. a; = — 2 basterebbe cambiare di segno alla variabile x,,,, per
ottenere invece a,;=— 2.

Si ha cosi il Gy

s 8 s
IV) Ryf=2Y, 801,21, Rof=2 2‘,1 Son,2514 5 Ref=2 ;89 1,9011.
T T

Onde dare forma pitt simmetrica al G; in questo caso cambie-
remo il nome delle variabili chiamando x,, ..., x, le prime s varia-
bili con indici dispari, .., ..., Z;, le prime s variabili con indice
pari: con cio il gruppo prende la forma

s s s
(IV*) le: 22;, S}., s+4 R2f: 221 S}..2s+). ) R3f= 221 Ss+l,2s—|—l~
1 1 1

56. Il caso generale si puo ora trattare con molta facilita. Se
dunque &

:—;— ﬁi 22 2‘ le + 27 m, Yw (Q(-: O) s

9; o+ Qp"l‘l

(n: 54), per il solito n. 23 dovra essere

1 51
Rof = ?A 2;'” (@ Soz, 2840+ b1u Soi—1.2644) +

p—1 9 qi+l
3
+ Zl 2(/1 ,_;,u (']l,u Xiﬂ“hely Yz,lu) —I— N
qz 1+1 qz+1

dove la parte tralasciata contiene solo le variabili Lg A1y ey Vs
Avendosi poi

41 81
Raf =D D (@ Soa1,2640 — bre Soa204) +
T 1

9 qzl

+ 214 21 2;¢ (Brae X = 720 Yau) + e

q; 1l g+
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perché sia (R;Rs)=2R, [, occorre sien verificate ’equazioni
9p;1 qp
(42) 2‘], (al‘u, al’v""B,’.‘u glv) = O 3 21 (Ulv igi.!z - J-;.;t }o‘lw) - O 3
Qo1 9ot

(v =qpatl, e, qpsndv);

! qu 942
Zl ('7-144 T + ﬁly ﬁlv) — 21 (7‘10. 2% + ﬁ,ul B'M) = 0 1
q9; H qi+1+1
43 G e
D (i Bre— 930 Br) + D (2 Bua— 0 Bur) =0,
;1 gt

Vo @=lnp2u, v =gt g nF V)
& 3

2,11 (a,ul g-vl"l' [3‘1/,). B'p}.) - 2‘}, (a‘ulbvl - b,ui a’v}») == 0 9
-t 1

G 1
o (902 Bua = B 0) -+ Dy (@2 @+ b b) =0,
n+1 1

—_
N
'
R

o ——— e

yv=1,,q;50Fv);

/21

(45) 21:,1 (@ biy—bsy @) =0 (n,v=1,..,8).

Le (45) essendo perfettamente analoghe alle (40), si pud sulla
prima parte di R,/ operare la riduzione stessa fatta nel numero pre-
cedente, si pud ridurla ciod al tipo

81
3

Y @1 Sz, 2642+
T

Le (42), (43), (44) si riducono allora ad equazioni del tutto ana-
loghe alle (37), (38) e (39) del n. 51, onde si potra eseguire sulla
seconda parte una riduzione del tutto analoga a quella fatta allora,
e questa riduzione non altera la forma della prima parte, poiché non
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vengon toccate le variabili @, ...,z . Si ottiene cosi

w—1

91
sz: 21 a, 822,23-}-}. —I—- 21 yqi—l+17qi+1 Xqi—l+1’qi+1 + (ul Sp),
1 1

dove la parte tralasciata non opera sulle variabili xog 11, ®2¢,+2
(¢=0,1,..,%) ed zg4s (A=1,...,s). Facendo la Ryf e la (R;Ry)
si trova subito

1
2 2 —_— 2 2 J—
5 01 e =2 5 o' g1 = gt gl = 4y e

o 1 1—of 1 1=2u-2 , of 1,4, 1= 2u.
* Qu—3t1 9, ot Gy —2t1,9, 1t ) [/ o VX

Poichd al solito estraendo la radice si pud sempre prendere il
valore positivo, se ne ricava

a1 =VY2u 1) | g, 11,q 1=Vt~ (@+1) (@=1,...,0-1).

Si ha cosi

- w—1
R,f= \/2ul(ul+1) So.26+1 + 2@‘ \/ul(ul+1)—z'(i+1) Xg, g4
T

w—1

Rof = V2uy(u+1) Sy 0011 — %“ivm(uln)éz (@+1) Yq, 41, g1

E evidente ora, che la parte scritta sopra della R,f si comporra
di ¢, parti come quella ora scritta: ma a questa, cambiando di nome
ad alcune variabili, si pud dare la forma

w—1

R, f= \/2u1(u14T) S2, 2041 1 22 \/2!1 (wr+1) — 2 (2+1) X,-,H_l—}— ey
1

mentre la parte di R,f corrispondente diviene

w0
le=% 22‘ 20 Y+ ...

Nella R,f, e quindi nelle R,f, Rqf;, ora compaiono, come abbiam
detto, ¢, parti come la precedente, e che noi distingueremo come
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al n. 53 con un indice in alto: prese queste, le parti rimanenti
di R,f, R.f, Rsf contenendo variabili tutte diverse da quelle che
figurano in quelle ¢, parti, e tutte e tre le stesse, formano un Gy
come quelli considerati nel n. 52.

Ne viene evidentemente che al Gy si pud dare la forma

wy 9 uy
Rif=5 z 2&- Z 2’LY +q% ? (1+22) ( l+l 21+1+Y21+2 2z+2)t
w;—1

Rof= Zz 3\/2%1 (1) S¢h )1] V()= (i+1) X, +J +

)
w;—1

M) ’|‘V g(u;;l—l Wg}é)“f‘z V(ul+1)2 (+1)*(X z+1 22+3+Xg;)+2.2i—|—4)%7
Q1+1

U 1—1

Rof= 2‘1 (VZ“’ (uat1) S — Ei Vol D)—i 1) Y?.’i+1% +

U 1——-1

72 - S
- 3 1) 28 — B VG (W assot Vheserd],
ot

\ @:>1,i=1, gy u; > 0,0=q+1,..,q).

Questa & la forma pit generale dei Gj, e comprende eviden-.
temente tanto il caso (III), che il caso (IV). Evidentemente poi
(cfr. n. 53) gl’invarianti del G; son dati soltanto dalle u; (=1, ...,q,),
e questi sono effettivamente invarianti.

Dunque: Ognz Gy di rotazions non abeliono si puo sempre ri-
durre alla forma (V).

57. Diamo un altro aspetto alle rotazioni del G; cambiando
alcune notazioni; troveremo cosi una forma pilt comoda per le ri-
cerche ulteriori. Raccogliamo in uno stesso gruppo quelli dei primi g,
cui corrisponde uno stesso valore delle u;: sieno

Uy y Usgy eeey Up,
tutte le « diverse tra loro, e

kyy kyy oy by

1
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il numero di volte, che si presenta ciascuna di quelle u ordinata-
mente. Notazioni analoghe valgano anche per le ultime g,—q, u. Sara
allora

o+ ks + o+ Epy = g1y
k]’1+l + kl’1+2+ otk ,— Q41+

Disponendo in altro ordine le variabili di ciascun gruppo si
vede, che alle rotazioni del G; si pud dare la forma

7 ky 2k,

Rif=5 2 27’24/4 Y it z—l)kmfr Z; Z (1+24) Zm Y82

V2w (i +1) S§) oy +

& <
Rf =Zl 2#
T T
’Lt).-—-l Ps
i )
+ z \/W(l‘ﬁl) —i(i+1) X, 1—1 Ve, iy + Z Z”
wy—1
+ 20} \/(uﬁ"l)g—(iﬂ)e (Xgi)kl—l-zu—l, 2(i+1)k1+2;¢——1+X(21i)kl—}—2,u,2(i+1)kl+2,4) ;

!

u,ﬁ-l W2[4—1 %

k
21 A (
R3f= zl 2” 2\/2?’{’1 (ul“_l) Sg,;z—l,?ulk}j—y -
u}v*l - )
- 2;‘2 \/ul (”ﬁv—l—l)—”’ (Z+1) Y}g)—-l)kl-f—u,zkl—}—,u‘ + i Z,u ul-l_l) Z2,u——1 %
zal—l

\/(”’” ~H 1 (Y S, 2tk 21 Y Sy 2 200042 -
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I gruppi di rotazioni, che non contengono G; e G,

58. Vogliamo ora ricercare la forma normale che si pud dare
ai G che non contengono Gy abeliani: a questi G, si pud dare la com-
posizione
(46) (Rik RLm)=2 ( — 251 Rhmf+ €im Biyi f‘|‘ €r1 Rimf‘ Erm Ruf)

@k l,m=1,2,3,4;0%k;1+m),
Rif s Bisfy Bufy Basf, Rauf, Ry, f essendo le rotazioni del gruppo
(n. 44). :
Comincieremo da alcuni casi particolari, dopo di che ne trar-

remo con facilitd il caso generale: per primo faremo il caso in cui il
G;= Rz, Rus, Ri5) ha la forma del n. 55, per cui si pud porre

Rf=2: Sisti, Raf=22, Sei 000, Rsf=2), Sy 0042
1 1 1

Siecome la R,f rispetto alla Ry,f appartiene al fattore 2, deve
avere la forma (n. 23)

s 4
Ruf= 2/1 z‘m (“lu Sl,3s+/4 + blu Ss+1y38—l—u) +
1 1

+ Wou @ S0 + di Sspa,25+4) -
1

Dovendo poi essere permutabile con Ry,f, devono essere nulle tutte
le @ e tutte le d; di pitt deve essere ¢, =rc,;: si ha dunque

s 11 s
Rof= Do Dy bre Sotnssrn + D G Snzetu (0 =001).
3 1 1 N
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Osserviamo ora che se si fa sulle variabili z,, ..., z, una sosti-
tuzione qualunque, pur di fare la stessa sostituzione sulle variabili
Zgpyy ey T © sulle Xy54y, ..., 3, nON si altera la forma del G;. Ora
con una sostituzione ortogenale sulle variabili @3y, ..., Z3,4, pos-
siamo supporre di esserci ridotti al caso, che esse sieno nel minor
numero possibile, per cui, deve la matrice |y, | avere la caratteristica
t (cfr. n. 55). Analogamente poicheé sulle z,,,..., 7, si pud fare una
sostituzione qualunque ortogonale senza alterare il G;, cosi con una
conveniente di tali sostituzioni potremo ridurci al caso che delle s
variabili @4, ... , Zy; ne figuri il minor numero possibile, e questo
numero sard ancora la caratteristica della matrice delle &, cios ¢.
Abbiamo cosi

t s
Ruf= 12’1” bau Ssta, 3640 -+ 2,,, i S, 2040 (C2=Cu 5 T 8).

Per conseguenza
Ruf= 2/1” i S, 3541 — 21/; Chu i, 24 5
onde perché sia (Ry Ry) = 2R,/ occorre sia anche
2:1» Biy by - Zﬂ Gt =10 (\v=1,... ¢ %4v)

2:‘# CruCp=0 (A=1,..,8; v=t+1,...85hFv);

t
};41 blﬂcbzo (p:l,...,t;v:l,...,s) .

Da queste ultime equazioni essendo |b,,,| + 0, per quanto abbiamo
detto scpra viene senz’altro che tutte le ¢;, col primo indice < ¢ son
nulle; essendo poi ¢, = ¢,z potranno essere 7 0 solo quelle ¢ con am-
bedue gl’indici > ¢, e per conseguenza tanto nella R,,f, che nella
R..f, la seconda sommatoria potremo farla variare solo da ¢+ 1 ad s.
Le prime equazioni, divenute ora

13
2” binby,=0 (,v=1,..,1; %),
1
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ci dicono che la sostituzione

& ortogonale: ora facendo tale sostituzione la prima parte di R,f di-
viene

t

A
Yo @ Seyi,3542-
1

Quanto alla seconda parte di Ry f, perché essa lasci fermo lo
spazio
51 31
2&1 b;JI);_:O y Zl b;,x23+,1=0,
tF1 i1
occorre sia

2;' b;,c;,‘u:pby (pa=t+1,...,8).
[

-Ora il determinante di queste equazioni uguagliato a zero dando
in p 'equazione secolare, si pud sempre annullarlo (solo) con valori
reali di p. Ci sono percid di quegli spazii che son lasciati fermi dalla
R, f. Prendendo ora con una sostituzione ortogonale sulle 1 ,..., %,
che non cambia percid la prima parte di Ry f, lo spazio

s

El bl ac”=0
41

per lo spazio ,,, =0, e la stessa sostituzione facendo sulle
TpiqryeoyTas @ SUlle @y, 0y, 25, , onde non alterare la forma di
Rif, Rif, ed Ryf, la Ry f deve lasciare fermo lo spazio x,4, =
= ;1.1 = 0 e deve percid avere la forma

t s
Reef =D @i Ssqn 3642 + 6 Seqa 254041 + Eaﬂ Cop S, 254 -
T T2

Operando analogamente su quest’ultima parte, e seguitando poi
allo stesso modo si arriva ad avere, sempre senza mutare Ry, f, Risf,

R23 f’

11 s
Roef = D 01 Sepissir + Dp €4 Seqs, 25p42-
T T
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Essendo poi
t s
Ryuf= 2,1 @ S0 3540 — Dp O Setida, 2st44 5
T it

erché sia
P (Rz4 R14) =2 Rlzf

basta sia
ah =4 (h=1,...,%, =4 ((A=t+1,..,s).
Estraendo le radici per a; si pud prendere il valore positivo,
che altrimenti basterebbe cambiar segno ad alcune delle variabili
Xys gy Laopy 3 quanto alle ¢; cambiando se mai 'ordine delle varia-
bili si pud supporre che le prime ¢, — ¢ sien positive, le altre negative.
Si ha allora il Gy

s s ’
Rl?f: 221 Si.,s—',—/l 3 R23f= 221 Ss—|—ﬂ.,23—|—l 3 13f'— Z. Sl 254
1 1

t th—t s—t
Roif=2) Ssya,042 22 Sepa 2ot — 2 X Sttd, 2644
(VI) 1 1 1
t th—t s—t

Ruf= 221 Sy, 3640 — 2 2,1 Se-tt44, 25141 2 2,1 Settyr, 2844

t—t s—t

Rayf= 22,1 S2s-4-1, 3544 —22,1 Sta,stt+1 + 2 3‘1 Stida, st

Notiamo poi che se ¢ = 0, affinché le rotazioni sieno indipendenti,
deve essere 0 <t < s.

59. Supponiamo ora, che data al G; = (R,;, Ry, Ry5) la forma (V*)
risulti p,=p,=1 ma u, >1, che si possa porre ciod

1
Ruf=4 Z 20 Z,L (i=1) By (1) e 5

Ref= 2:‘" 3\/%@ Sou, 2uktu +
w—1

-+ 2‘ \/u u+1) —z(2+1) X (i—1) Tdpe, iRt ( 3

E
Ryf= g‘“ g\/2u (20+1) Sopu1,2uktp —
u—1

— \ i Vuu+1)=i@+1) Y k-[—/t,ll-htl%
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Quanto alla R, f, essa deve appartenere rispetto alla Ry, f al fat-
tore 2, e percio deve essere del tipo (n. 23)

u—1 R

Ruf= i D @inw Xim1) reppsy it + Oien Y1) ey itr +
1 1

+ 2# 2,, wv S2ﬂ,2uk+v+g‘uv S2LL—1 2u,k+v)

1

Perché poi R, f sia permutabile con Rysf, occorre che tutte le I
ed a sieno nulle; di piu che sia

Giw=0 >k} Gw=gw; V2ulu+l) bjy=—Vu@rl)-2g,,,

Vet 1) =2 (1—1) by = Vel 1) = 3 (G+1) by,
Bov=1 .,k 2=2,...,u-1),

per cui

u—1

24f sz (g,uv S2/4—1 2uk+v + 2 bt,uv Y(l—-]. ) ke, lk—[—y)

Ed allora se consideriamo la prima parte, si pud ripetere in fondo
cio, che abbiamo detto aila fine del numero precedente, solo che, per
non cambiare la forma del G, insieme alla sostituzione, che era fatta
sulle @, Z;, ... , Z1x_1, De va fatta una uguale sulle x,, z,,..., x,, , ed
altre uguali a queste sulle #5541y .0y Tosqup @=1,...,2 - 1). Si pud
cosi ottenere, che sien nulle tutte le g con indici differenti; dopo di
che si ha facilmente che deve essere '

Ruf= <ZM — 2,4) (\/216(M+ 1) Sgu1, 2uktp —

w—l1

- ‘_?‘i Vu (u+1) =7 @+1) Y (ityotu, ibtul »

ey
(VI Ryf— (2ﬂ+ ) VBT o +
T Frl

el
+ Vi (1) =2 @4+2) X(imt)op, il 5
T

. Iy k u
Ruf= 5 (—2# + 2 ) :i 28 Y (e, =1y » (0<TTer<ZR).

\ T Tl
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Ponendo ora

2le=R12f" R34f, 2R2f=R23f“R14f7 2R3f=R13f+ Ruf,
28, f=Rpf+Ruf, 25, f=Ruf+Ruf, 28;f=Ruf - Ruf,

troviamo due G;, che agiscono su variabili diverse I'uno dall’altro, e
che son del tipo stesso, che il G, sopra considerato, solo che a % si
deve sostituire per il primo %,, per il secondo & - k.

60. Supponiamo ora che invece data al Gy=(R,,, Ry, Ry5) la
forma (V*) risulti p,=0, p,=1, e dapprima anche » =0, nel qual
caso si ha

k

2k k
N N\l N
R12f= ‘2‘ 21,,4 Y,uy, y st f-_—’ ;ﬂ W2,u—1,2/4 3 R13 f= 1z'u Z2,u—1,2,u~
Nel medesimo modo, che nel numero precedente si trova che
deve essere

%
Raif =D, : @ (Wor—1,20—1—Waz, 2,0) + 30 (Wor—1, 9, — Wap—1,2) +
1

+ e (Zor—,9u—1 + Lo, 20) + i (Zion, 00 + Zp—1,2);
(O= =iy bip= —bury Ciu= —Cuay =0y 5 yp=1,..,k).

Ora, se si scrivono le condizioni, perché la R,/ lasci fermo
lo spazio

3
Yo (@ xp 3+ by 2n2+ e @y +dy wy) =0,
T

k

Yo (@ 2o — by X3+ 1 X4y —dy 241) =0,
T

=

(@) Typq — by Xy — € T4y 3+ Tyy_9) =0,

@y by v —cwp_9—dy xy 3) =0,

e WA
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si trovano le equazioni

=

(Do oy bit-eay 1 ) = pydArs 00— b4,

2 ('bﬁ.,u, a}."'di.,u bl+al;L cl'l'cl,u d]) =M c‘u_: 2 ;L+P3 a‘u+,r~’4 b,u )
(n=1,...,%).

1 (—Ca O3, by, €1~ b3y i) =—py by—p O 5 dyt-p4 e

HM@: HM?’ H[\/_Jg~ [

2 (d;,‘u —Ciy b+ b/ly C;,-I—d;,‘u d;)z—pl At b#—i-pg Cytly d[u y

Perché queste 4% equazioni nelle 4% incognite a, b, ¢, d possan
sussistere occorre, che il determinante dei coefficienti sia nullo: -
quando si faccia p, = p, = p; = 0, esso eguagliato a zero da in r, 'equa-
zione secolare, onde si pud soddisfare solo con valori reali di 4.
Corrispondentemente ad uno di questi valori di ;, ¢’¢ almeno uno
spazio reale del tipo detto, che & lasciato fermo dalla R,,f. Ora questo
spazio si pud prendere per lo spazio z, =x,=23=x,=0 senza alte-
rare la forma di Rpf (n. 14). Osserviamo poi, che anche Ryf ha
la forma canonica, e cosi R;f, e se noi applichiamo ad esse il,
risultato del n. 14 troviamo, che non cambia neanche la forma della
Ruf e della Ri;f. Non cambia percid neppur la forma della R,f:
anzi questa dovendo lasciar fermo lo spazio z, =, =2, =2,=0 di-
viene piu particolarmente

%
Rof ———;,1,, 3 (Wor—1,20—1 — Wan 24) + 02 (Wan—1,2 — Wou—1,22) +
~+ 1 (Zion—1, 20 —1+ Zioa, 9,) + A (Zigz1, 20+ Ligp 1, 21)2 -+ my Znys.

Operando analogamente sulla prima parte, si arriva in fine ad
avere

k
3

Roo = X ma Zoa_1,m-
T
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Percio
&
a
Ruf= - z;. my War—1,21,
1

ed 3
(Raq Ryy) = D m% (Yor1, 201+ Yo, 21) -
1

Draltra parte deve essere (R,,Ry)=2R,f, quindi m,=+1: di-
sponendo opportunamente le variabili si trova cosi

I E * ®
R24f: (2“ - 2#) Z2/.¢—1,2pc 9 R14f: (_"EM + 2#) W2A1t—1,2,u 3
T Tl fr]
2%,
Raf = “( ZM+ Z/L)

21

Senza stare a ripetere il ragionamento di questo e del numero
precedente nel caso piu generale di » qualunque si arriva a trovare
facilmente, che ad R,f, R,f. Ry si pud dare la forma seguente

Rof— (ZM ZL) (w+1) Zop 120 —

u—1

— WV @1+ 1) (Y oikt 201, 2001201+ Y 20720, 201 1)+
0

Ruf— ( )ﬁ Zﬂ) (1) Was 0, +

k1

u—1

+ Z V(w1 —(+1)7 ( (X k- 20—1, 214201 + X il 2y0, 2iH1)k+2

Rouf = _( 2.14 + Z#) 2‘. (1+20) Yoirgp, 2w 5 (0<Zh<Zh).

Si pud dunque trarre ancora la conclusione della fine del numero
precedente, e questo & quello che ¢’importa specialmente notare.

61. E veniamo al caso in cui data al G;== (R;;, Ris, Ry la
forma (V*) p, e p, son qualunque; in tale ipotesi, scritta la R, nella
forma pilt generale, compatibile col fatto, che essa rispetto ad Ryf
deve appartenere al fattore 2, e che deve essere permutabile con Rysf,
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si trova che la Ry, f, e per conseguenza anche R,/ ed Ry, f, devono
essere composte ciascuna di p, parti, ognuna delle quali contiene
solamente le variabili di uno dei p, gruppi, che figurano nella forma
generale (V*) del G;. Non stiamo a fare il calcolo puramente mate-
riale, che non presenta nessuna difficoltd. Il G; si otterra dunque
associando p, gruppi come quelli trovati nei numeri precedenti, na-
turalmente contraddistinguendoli con un indice in alto, che indichi
come ciascuno di essi operi su variabili tntte diverse da quelle degli
altri; e ’associazione deve essere fatta sommando le Rf dei varii
gruppi con gli stessi indici. Se nessuna delle prime p, u; & =1,
il Gy avra per rotazioni quelle di due G, agenti su variabili tutte
diverse, 1’uno dall’altro.

Esaurita cosi completamente la ricerca dei Gg di rotazioni aggiun-
giamo solo, che quando sia p,>>1, non occorrono piu le limitazioni
che abbiamo imposto volta per volta alle quantita ¢, e k,, onde le
rotazioni del Gy fossero effettivamente distinte.

62. & ora facile trovare la forma normale dei gruppi, che non
contengono né dei Gy, né dei G,: essi per il teorema del n. 48 hanno
per rotazioni, quelle di « Gs, tali che le rotazioni di ciascuno di
questi G5 son permutabili con quelle di tutti gli altri, e poi quelle di
un G, di rotazioni permutabili tra loro e con le precedenti.

Supponiamo dapprima, che sia a.=1, ciod che nel gruppo ci sia
un solo Gy non abeliano. Data a questo &; la forma normale (V*)
si trova subito, che le rotazioni permutabili col Gy devono operare se-
paratamente su ciascuno dei gruppi di variabili allora distinti con un
indice in alto. Potremo supporre dunque, colle notazioni di allora,
P.=1 ché il caso generale se ne dedurra con tutta facilita: e suppo-
niamo dapprima anche p, = 1; il G; avra allora la forma

1Y .4
Rif= %z 24 %ﬂ Y (i -1, (-1t

u—l1

k S — —_—— e
Rof :Lfmg\/z“ (2+1) Sy, 2ure - 21\/” (u+1) =2 (+1) K1)ty it
T

koo u—1
—N! , 1 T T T
Rsf—%‘u( \/2u (u+1) S‘l‘u—l,Quk+,u - ;i \/u(lb+1 )—2 (Z+1) Y(i—l)k+;t, ik—hu% .
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Perché le rotazioni S,f sien permutabili con queste occorre,
che sia

u
. f_ po% Qg | i (Saii—yhr2—1, 21— 1)ie-+2u—1 + Sai—1)422, 2i—1)k-+20) +
T

+ S2uk+l,2uk—|—.u2 —+

dove la parte tralasciata opera su variabili tutte diverse.

Ora sulle variabili @auxt1y eey Tougan si pud fare qualunque sosti-
tuzione ortogonale: purché la stessa sostituzione si faccia anche
sulle Ty ypyry ey Toinos © SUlle Ty;_puyey oy Togp © Ci0 per ogni
valore di ¢ da 1 ad u, non cambia affatto la forma del G, e quindi
neanche la forma delle S,f. Ma ora con una tale sostituzione sulle
Laukgy o 5 Taupne alle rotazioni

k
3
= ;M 77 SZuIH—J., Quk+w

permutabili tra loro, si pud dare la forma (§ 2)

N v T
Sif =, an Yurpsuepa (6 = [%D .
1

Ne viene che con la sostituzione detta sopra si ridurra anche

k' ©w \
S,f:;‘”l an, 2EiX(i_nk_[-m—l,(i—l)k+2}.+Yuk+l,uk-{—lg+---’ (;=1,...,v),
1
dove alle parti tralasciate si pud dare la forma canonica.
Supponiamo ora invece p, =0, p,=1: si avra

1 & 3k
R/f= —2~ ; (1422) %M Y 9ito4pe, 20kt -

%
(u+1) Wo,_1,9, +

w
+ %i V (et 104 1) (Kt 21, 20-41) 4 2001+ Kokt 20, 206-41)+-20) ;
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¢ le S,f dovran esser del tipo

wu—1 2
S.f= 21, Au Biop Soitetr, 2t + oo (I=1,..,0).
0 T

Con una sostituzione sulle x,, ...,y le rotazioni

2%
I} N\
Slfz 21‘1;4 am‘“ Sl’l‘
si posson, senza alterare la forma di R,f, portare alla forma
k
= Y, an Su-1,2.
1

La stessa sostituzione facendo anche sulle @yiuyyy .oy @y
(¢=1,...,%) si rende cosl sempre senza cambiare R,f

2K u
Sif =D, au X Soirtzi1,2ik421+ o
1 0

Cambierd invece la prima parte della R,f, non la seconda per
il modo con cui si fa la sostituzione; sard dunque:

( N u—1

S Wit B A’“‘; + ? : Vr P+ 1y Zm K ik pa, 241 o +

le.‘ Zl,u

Ma ora osserviamo, che son nulle tutte le o, e £, per cui non &
contemporaneamente
ap=—ay, (¢=1,..,2).
Se noi supponiamo sia
A 1=0p2=...=A 4, = — ALt 4+1==-. = — QL (=1, cy V)

ma che non ci sieno altri valori di » per ¢ cui sia |ay | =|a;1| (1-1,...,),
sara dunque

6t
Rffzzl 2!’« gflj_ﬂ \V},M—|— ‘el,u Zl,u; _I_
1 t-+1

u—1

—{—20‘ Vu+1)* = (i+1) Zﬂ Xoiu, 2i+ Ve or s

Adnn. S. N. 7
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dove la parte tralasciata opera su variabili tutte diverse da quelle,
che figurano nella parte scritta. Ma ora perche la prima parte sia di
grado 2, come occorre perché il grado non cambia per nessuna tra-
sformazione ortogonale, deve essere ¢ =2%,, dopo di che si vede, che
con una sostituzione sulle variabili «,,..., 22, ed una sulle xg;41,...,
%y, si posson render nulle tutte le o, e B, fuorché le 2, 11, che saran
tutte =V u+1, senza alterare la forma della R,f, e quindi per le
ipotesi fatte sulle a1, ..., @;,2, senza alterare neanche quella delle S,f.
Ma se noi le stesse sostituzioni facciamo anche sulle agip41, ...,
Toikgor, © Sulle Zoipyon41, -+, Toikgar, per ¢ da 1 ad », non cambian
neanche le altre parti della R,f. Se scambiamo alcuni indici ve-
diamo cosi, che si pud ridurre:

u—1

t _ 2t,
Rf =Dy Vut1 Wa g2 + 20:i V(e 1) —(i+1) D Ko, 2 e
T T

mentre si ha

t [ .
S.f=an, 2,1 2,- (Yoirrar—1, 2int2n—1—Y 2in492, 20%422) oo (0=1,.00,0).
T 9
Operando analogamente sulle altre parti si trova cosi che senza
alterare la forma del G si puo dare alle S;f la forma

k u
Sif =D an X (Yoirtor, 24211 — Yoirt2,2ik422) 4 -or
T 0
(=1, ..,2).

63. Resta ora da trattare il caso, che nel gruppo ci sien piu di
un G; non abeliano, cioé che sia o >1.

Per questo supporremo di conoscere gia la forma normale nel
caso ci sieno solo o —1 0 meno di quei G, e deduciamone la forma
nel caso ce ne sieno a. Consideriamo due di quei Gs, che indicheremo
con G§’ e GP (= & >>2): data al Gy che essi formano la forma nor-
male vista precedentemente le variabili su cui opera il gruppo, si
divideranno in 4 serie, la 1.* formata dalle variabili che non figurano
ng in GY nd in G¥, la 2.* formata dalle variabili che figurano in G
ma non in G§, la 3.2 formata da quelle che figurano in G¥ ma non
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in GY, la 4.* infine da quelle che figurano tanto in G{’ che in G.
Tutte le altre rotazioni del gruppo essendo permutabili con quelle
di GP e GP, per il n. 23 dovranno agire separatamente sulle variabili
di ciascuna serie, e si comporranno quindi di 4 parti agenti rispetti-
vamente sulle variabili di ciascuna serie. Le parti che agiscono su
quelle della prima formano un gruppo con al massimo & —2 Gy, e
di esse & quindi nota la forma canonica. Le parti, che agiscono
sulle variabili della seconda serie formano anch’esse un gruppo,
che contiene al pitt 2 — 1 Gs, e percido pure di esse & nota per ipotesi
la forma canonica. Analogamente per le parti che agiscono sulle
variabili della 3.2 serie: onde di tutte queste parti & inutile occu-
parci. Veniamo alle parti, che operano sulle variabili della 4.2
serie, e che formano pure esse un gruppo: intanto chiamando R,;,.f
(1,k=1,2, 3, 4) le rotazioni del G, cui si sia data la composi-
zione (46), poichs tali parti delle rotazioni di G{’ e G§ devono operare
solo su variabili tutte comuni, si potra supporre per quanto abbiamo
visto

Rof= Zl i—1jsa, (k—l)s42 - (£, 5=1,2,3, 4),

dove le parti tralasciate agiscono sola sulle variabili delle altre serie.
Per le altre trasformazioni del gruppo permutabili con tutte le pre-
cedenti, si ha che devono avere la forma

4 s
2“ Z‘l" @ S(i1)s -1, (i—L)sta T o s

dove come avanti le parti tralasciate operan solo sulle variabili delle
altre serie. Ma ora parti come la

2,@ W Sip

formano un gruppo, che contiene al massimo o -2 G; ed al quale
percid si pud dare una forma canonica nota con una conveniente
sostituzione sulle ,, ..., z,. Se la stessa sostituzione facciamo anche
sulle ©,p1y..., %y, sulle @yqyy .oy Zsey sulle 25,4y, ..., 24 noN cambia
la forma del Gy, e percio neanche quella delle altre rotazioni del
gruppo. Noti ora i coefficienti a;, & nota cosi anche la forma canonica
di queste altre rotazioni.

ATHE
\,"x
q,'p "“rpi

?\
UNiyem g TR
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I gruppi, che non contengono G,

64. Veniamo ora alla ricerca dei Gy, che hanno la composizione
Rix Rin) = 2(—24; By fteim Ruften Rinf —anRit ),
(@ k,lym=1,....;65¢Fk; l+m).
Poniamo al solito
2R1f - Rlzf - RMf ) 2 sz = stf - R14f y 2R3f = R13f + R?Af )
2 S]f: Rl?f’+' R34f 3 2 S2f: stf"‘ Ruf ) 2 Szf: Rlsf" R24f;

per il paragrafo precedente, ridotte R,f ed S,/ a forma canonica, esse
potranno aver comuni sole quelle Y,,, che in ambedue figurano col
coefficiente +1. Sicché avremo

=

1 q11 t1:1 . 7'1+1 tg—jtl ) U+i
le-: § %Zv Y,,,, + Zi 27/ Zv YW"I‘ Zz (Zl— 1) Zw Y,,,, bl
1 1 q;+1 1 ‘ltl—l—i—l‘l‘l
N TC I R~ T < LS
sr= 8 ) S e S v S Y v,
1 g1 1 g1 1 9ty ti—111

D’altra parte R;f deve appartenere rispetto ad R,fe a S,f al
fattore 1: quindi in essa per il solito n. 23 non possono comparire
né le @gg, i1, ..., T2, & le Loy 14, T4, , © cosi neanche le
Lo 1+l 5 D2q, © 10 Tag, 141y -0, g, . Ma allora queste variabili

non compaiono neanche nella 2R, f= — (R;Ry) e percido nemmeno
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nella (Ry; Ry;). D’altronde questa dovendo essere uguale a — 2R,f,
ne viene che deve essere ¢, =2,%,=3,4,=3,%,=4. Sicchd si avra
intanto

1 o Qs
lezﬂg Y, 423 Yw+2‘.wa},

91+1 go+1
19y & .
Sf=g | Y=Y ot 23 Y+ 3 v,
1 g1 g5t+1 qst+1

e percio anche

Rif—7 | 22va+92_ LSRR A R

1 g5+1 Qo1 Qs+1
1 5 93 g5
R. — — 2 Ym;'—‘ 2 va 2 Y'w ‘,, va jv va z .
e q %1 q?—ﬂ T2 Z qzz—‘l—l + 9424‘-1

65. Consideriamo prima il caso di ¢,=0,¢,=0,¢;=¢, in cui
si ha

YR 5 4
R12 = g (Zv +22{u) oy 13f ( v +

v) ZZv—1,2v )
k1

k oy k
2,,) Wo,1,2,, Ruf= (- Y, + 27) Wo,_1,9,

T -1 1 Fer -1
1/ 2 2k I b

Ru—g (Dt ) Yo, Ruf= (3= 3) s
a2\ 7 2L T Tl

Dovendo Ry f essere permutabile con Ry f, e rispetto ad R,f
appartenere al fattore 2, deve essere

2%, 2%k

R25f: 2/1 2# (al,u .\/Vl,u + bl,u Zl,u) 3
1 2k

anzi dovendo per la R, f essere ora soddisfatte le condizioni che
erano imposte nel n. 60 alla R, f, come in quecl numero ne viene
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che essa deve avere la forma piu particolare

ky k
R25f :2}, 2;@
1 Iktl

+ i (Zan—1,2u—1 + Zon,20) + Do (Zin—1,90 + Z2,u—1,‘21)% .

@ (Wai—1,20—1—Woz,24) 4 b2 (Wai1,2~Wop—1,2) +

Procederemo ora in modo analogo a quello tenuto nel n. 55.
Pud la Ry f lasciar fermo uno spazio (reale)

k
2,4 (2 Tau—3 + B Tap—2 +1 w Tap—1 + S @) =07
it}

Le condizioni per questo son date dall’equazioni

k

N '
Zm (@207t ba et OB+ A 3) =0,
1

EM (@3 BrutOaga B = Cop 9 — 1) =0
47
(0 Eu (=@t Oae et G P = Ay B) = 04

.
Zy (@2 B = Oa Bt Cop 't — o) = 0,
()\ _— 1 g eeey 7171).
Ma se in queste equazioni noi mettiamo al posto di o, , Bu, 7u, O
ordinatamente B., —o,., 4, —7Tu OPPUre Yu, —u, — O, Bu, OP-
pure 2., Yu, —Buy — %, V'equazioni stesse non cambiano. Ne viene,

che se la Ry lascia fermo lo spazio detto, lascia fermi anche gli
altri tre

E,u (B Tap—3— 0y Tap—2+ By D1 — Y 24,) = 0,
-

ZH ('{,u Lyp—3 — 8;4 Lip—2 — Oy Thy--1 + le,u ./114”) =0 3
A

Z,LL (O,LL Tu—3 + T Ldp—2— loJ,LL Lyp—1 — Oy x4,L¢) =0.

Ora i quattro spazii di cui abbiamo scritto le equazioni si potreb-
bero senza alterare la forma di R,/ (anzi neanche quella del Gy)
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prendere per gli spazii (n. 14)
To3=0, Zg_o=0, @y_1=10, x,=0,

dopo di che queste variabili non figurando nella Ryf, e quind
neanche nella (R, Ry;) = 2 Rsf, Palternata (R, Ry5) non le conterrebbe
pure essa contro 1'ipotesi, che sia (Ry Ry) =2 Ry,f. Sicché non pud’
darsi che la R,f lasci fermo uno spazio, come quello di cui sopra:
d’altra parte se k< k—k, 'equazioni (47) son risolubili con valori
non tutti nulli delle o, B, 7, o, e quindi esiste almeno uno di quegli
spazii invariante per la Ryf. Ne deriva che deve essere &, >k —Fk,.
Analogamente si trova, che la Ryf non pud lasciar fermo nessuno

spazio

kl

2;4;4 (2 @y—3+By a2ty Bap1+0, Xa) = 03

e che percio deve essere &k —%, >k,. Da questa e dalla precedente
segue allora

Invece la Ryf lasciera fermo almeno uno spazio reale di equazioni

Iy :
2# ('1/4 x4ﬂ—3+p,u x4;a—2+‘|’ " xtl,u—l‘l'alu x4/4) =0
1

2%,
21» (o Zap—3+Ey Tap—a+7u Ty +0 Tap) = 0.
ot

Le condizioni per questo son date dall’equazioni (47), in cui nei
secondi membri si ponga ordinatamente p, o2 , —p1 P2, —p172, —P1 03
e da altre 4%, analoghe scambiati solo tra loro i due indici p. e i, e
posto invece di g, un secondo fattore di proporzionalita p,. Il deter-
minante dei coefficienti di queste 8%, equazioni nelle 8%, incognite
o, 8,7, %, quando vi si ponga p, =p, da in questa incognita I'equa-
zione secolare: ne viene come al solito, che ¢’® almeno uno spazio
reale, come il precedente, che & invariante per la R,f. Prendiamo per
nuovo iperpiano

2, =20
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I’iperpiano
Fy
\! N
Z‘u (’x,u 3"'4;;—34’@,4 L4pu—2 +7 2 w4,u—1+0y. x‘l,u) =0 )
1

essendo questa una delle equazioni di uno di quegli spazii, di cui
abbiamo ora parlato. Questo per il n. 13, si pud fare senza alterare
la forma di Ry,f, Raf, Raf (anche queste avendo la forma canonica)
pur di prendere per nuovi spazii

T,=0, xr3=0, 2,=0

ordinatamente gl’iperpiani

Ky
Xﬂ (B Tip—8— 0ty X2+ B Tap 1 —Yu %) =0,
T

Foy
1
;‘"‘ (tpe a3 = Cp Tap2— 0y Tty + B 24) = 0,

oy

TS
Zu (O Tap—3+ Y a2 — Bu Tap—1 — 0 Xgy) = 0.
1

Tale sostituzione non cambia allora evidentemente neanche il
G= (Rief, .., Rusf). .

Analogamente potremo prendere per nuovo spazio Xr,4+1=0 lo
spazio, che ha per equazione la seconda di quelle dello spazio consi-
derato per la precedente sostituzione, e cid senza alterare la forma
del Gg. Potremo dunque supporre, che la Ryf lasci fermo lo spazio

T, =Ty, 11 =0

dopo di che la Ry; avra la forma

ky 2k
R%fz a, (W1y2k1+1 - \Vg’ 2k—|-2) —{—21 2{‘3 (a,w Wlﬂ+b3# Z],[u) .
ER i

Operando analogamente sulla seconda parte, e poi proseguendo
similmente si otterra evidentemente

oy
Rosf= Xt (Wor—1,2m421—1— Wy, 2%,+-21) -
T
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Perche ora sia (RyRy) = 2R,f occorre sia e =1 (h=1,...,k):
ma nell’estrarre il radicale potremo supporre di prendere il valore
positivo, che se per es. fosse a; = — 1, basterebbe cambiare di segno
ad x,, Z,, x5 ed x4, per ridurci al caso di @, =0. Si ha cosi un Gy,
per cui

oy

Rasf = Vi (Wa—1,2m 4201 — War, o0,421)
T
S

Rif = D (Zor—1,om+20—1— Zion, 20,492)
T
oy

Raysf= = D (Xon ompr—1 + Xoa1,90,421)
T

Joy
Rif= =D (Yor, 24201+ Yor1,26421) -
T

65. Trattiamo ora il caso di ¢,=0¢s, ¢s=¢s, in cui per il Gy si
ha evidentemente la forma del n. 58. Si pud dunque supporre con
altre notazioni (quelle del citato n. 58)

s 8 s
Ryf= 22} Siysta y Ragf= 221 Ssta,2544 5 Basf=2 2 81,9641,
1

th—t s—t,

Rof= 22,1 44,3542 = 22‘1 St4a, 054442 — 2 21 Sttt 25444 5

th—t
14f~3 2 Siges — 2 El st4-2, 2s+t+1+22.1 Sty 25-Htib s

th—t s—1t;

Ruf= 22,1 Sos41,35+1 —22,1 St4astetr + 2 ?1 Stita, sty -

Perche Rysf rispetto ad R,/ appartenga al fattore 2 e sia permu-
tabile con Ryf occorre che sia (cfr. n. 58)

S w S
| N N
R25f: ;1 ?J‘u b;-.“ Sg.’—l’ 35t + ZM‘“ let Sl,?s—hu, (Cl‘u = C/(l) .
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Perché poi sia permutabile anche con R f si vede subito, che
deve essere piu particolarmente

u—t

t
Rﬁfzgl 24# b1 Sst2,35 4440 1

th—t

t
+ZA 2{# Wrae (Ss-tta, 3542 = 52,2544 = Sty 2542) +

88—t

t
3
+214/1 Z;,‘u Coge (Ssottrotpa, 3542 S, 25t + Sty 2642)

Poiché facendo una sostituzione ortogonale qualunque sulle va-
riabili @ q1y..., sqe, pur di fare la stessa sostituzione sulle «,,...,x,,
sulle @y; 11y oy Tagyr © sulle 254y, ooy @354, nON si altera la forma del
Ge= (Riz, .-, R3.4.), Tipetendo il ragionamento stesso del n. 58, si
vede, che ci si pud sempre ridurre al caso che le variabili @144, ..-,
Z3.1u, che entrano nella Rf, sieno nel minor numero possibile, e
che pure sieno nel numero minore possibile le variabili @, y,...,@.y¢,
che entrano nella prima sommatoria della R,f. Allora se indichiamo
con v questo pit piccolo numero, potremo fare in modo, che nella
prima parte della Ryf gli indici X e . variino solo da 1 a v (<¥),
dopo di che il determinante delle &, & F 0, e percid dalla condizione
(ResRis) =2 Ry,f venendo

v K4
N
Dby =0, 2:,, by O = (n=1,..,v5x=1,..,1),
T
devono essere nulle le a,, e ¢,y col primo indice < v, e quindi

v
R‘25f=§1lu bl[l, Ss—l—}., 3s-f-t+p “!_

tH—t
2;‘” Qg (st 3541 — St 24-t4u — St 25+2) +

t
+ 2
v+1

s—t;

1
+ %:ﬂ o (Ssttit, 354252, 281t Stippe, 254+2) { -
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Perchd poi sia (RiRys) =2 Ryf devono essere soddisfatte le altre
equazioni

v
(48) zﬂm#mw=4% Oyv=1,..,9),
t
jy 229 av,u,=2€,llu ()\,{L—_-l,...,tl—t),
v+
(49) t
¥ O Cop= 2, (\,p=1,..,5-1),
v4+1
t—t s—t t—t s—t

(50) 2} i Qo+ };7 Cin Coy =11, %‘W Ay Cpy — Zv Ciy Cuy =0,
O w=v+1, ., 0).

Le (48) ci dicono, che le &, sono i coefficienti di una sostituzione
ortogonale, onde con una sostituzione ortogonale sulle sole variabili
Tygpeqry -y Taspetns quella che ha per modulo il determinante delle
biu, si posson rendere nulle tutte le by, coi due indici diversi.

Analogamente per le a,,: facendo tanto sulle zyy1,...,2, che
sulle Zgqeq1y .oy Topr, © sulle Togpspi,...,%oeqe, quella sostituzione,
che ha per modulo il determinante delle @, sostituzione che per le (49)
& ortogonale, si posson ridurre nulle tutte le a;, con indici diversi.

Cosi pure per le ¢;,,. Ed ora se teniamo conto anche delle (50)
vediamo subito, che deve essere anche

th-t=t-v, s—ti=1t-v,

quindi posto
t—v=1u
si avra

t=u+v , t,=2ut+v , s=3u+v.

Notiamo, che le riduzioni ora fatte non cambiano la forma del Gy,
come si vede subito esaminando questo.
Fatta la riduzione ora detta le equazioni superiori diventano

Pu=4 (A=1,.,v) , @dn=Cu=2 (A=1,..,u).
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Ora nell’estrarre la radice si possono prendere senz’altro i valori
positivi, perché se fosse per es. b,,=—2 basterebbe cambiar di segno
ad x3,,,,,, mentre se fosse c“=~\/2, basterebbe cambiar segno ad
Ziyoy Toqrqry Tosqeqr. Avremo dunque

Rosf=2, Sot8uts, v10uta+t Ve ¥ (Sovttutt, dvpduts — So-ps, SoTuts —
1 1

- Sv-}—u—l—l, o612 + S2’u—|—5u—}—l, dv+9u+-A + Sv-H, Sv+-8u-+4 + Sv—|—2u+}., 3v+61t+l) 3

dove V/2 indica sempre la radice aritmetica di 2. Per conseguenza
avremo anche:

Ruf=2 X, St 40410042 +
1

+vV2 N (St s 9042+ 2t 8, 3o-t-Ta A S20-4dut 2, 30-46ut +
1

+ Sv+2u+).,4v—|—9u-|—i._ S?v—(—Su-l—l, 3o4+-8ut-4— S21:+5fu—|—}., 3v—|—6u—|—l) )

v
Rzisf =2 2:‘1 S2v+6u—|—l, 4v4+10u-4-2 "|—

X )
( ) + \/2 23_ (831)+71¢+i., doH9utart Sv—[—u—H, 2-H3u+2t Sv—[—l, 20-dut-A +
1

~+ S30-4-8u--1, do4-9uta—So+2u--1, 20-+Su-pA—Sota, 201 5ut1) 5

Rif=2 ¥, Ssot9u-ts, do410utr +
1

FV2 Y, (Sott, ottt S2o4 80, 20--du-t2+ 80464, Soputs +
1

~+ St 42042 F S204 301, 20452+ S30-4624-1, 304-8ut1) 5

dopo di che si vede, che son soddisfatte tutte le condizioni imposte
alle rotazioni del gruppo.

67. 11 caso generale si ottiene ora subito da questi: siccome la
Ryxf deve appartenere rispetto ad R,/ al fattore 2, cosi essa deve
esser somma di due parti, una delle quali opera solamente sulle va-
riabili @g4,41, ...y T2q,, Xagq1, -y T2, © altra sulle altre variabili.
Sicche il Gy, si ha in generale, prendendo per ogni R,,f la somma
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delle due rotazioni indicate nella stessa guisa nei due numeri prece-
denti, pur di aver cura che le variabili, che figurano in una di esse
sieno tutte diverse da quelle, che figurano nell’altra.

68. Possiamo ora trovare facilmente i gruppi, che non conten-
gono nessun Gg: tali gruppi, come sappiamo (n. 49), hanno per rota-
zioni infinitesime quelle di un certo numero di G,,, quelle di un certo
numero di G, ed infine quelle di un gruppo abeliano, e tutti questi
sottogruppi son tali, che le rotazioni di ciascuno di essi son permu-
tabili con tutte quelle degli altri. Il caso, che non ci sia nel gruppo
nessun G, lo abbiamo gié trattato nel paragrafo precedente, dovremo
dunque supporre ora che ce ne sieno o (>0). Orbene preso uno di
tali Gy si pud dargli la forma canonica vista sopra: le rotazioni degli
altri sottogruppi dovendo essere permutabili con quelle del G, do-
vranno agire separatamente sulle variabili, che non figurano nel G,
e su quelle, che invece vi figurano. Sulla forma delle parti che agi-
scono sulle prime non influisce affatto la presenza del Gy, consi-
derato; se dunque supponiamo, che si conosca la forma canonica del
gruppo nel caso, che ci sieno solo . — 1, 0 meno, di quei Gy, & nota
la forma di quelle parti e di esse & inutile occuparci. Consideriamo
pertanto le parti che operano sulle variabili stesse su cui agisce il Gy,.
Avendosi d’altra parte (n. 67)

1 2k s .
Ryf = b) Z,, Y)) +2 2:0 S(f,)s+va

le rotazioni fuori del G, operan separatamente sulle ¥ e sulle 2,
onde potremo evidentemente ridurci a considerare a parte i due casi
di k=0 o s=0. Il primo si tratta subito: infatti allora ogni rotazione
permutabile con quelle del Gy, come si vede subito dalle (X) opera
sulle variabili 2 _ysq1y ey Zuonsto =1, 2, 3, 4) separatamente
dalle altre variabili che figurano nel G,: bastera dunque trattare i
due casi che colle notazioni del n. 67 sia 0 =0 0 +=0. Nel primo
di questi due casi le rotazioni T,f (I=1,...,7—10) del nostro G,
indipendenti dal G, han tutte la forma

S

4
S 1
Tf = ;aﬂ Ao Zi Sfil—l)s+1,(i~—1)s+,t + ... (=1, ey 7=10) ,
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dove la parte tralasciata opera su variabili tutte diverse, da quelle
che figurano nella parte scritta. Ora se noi consideriamo le rotazioni

Tt?= Zl‘“ Al S (U=1,..,7-10),

esse formano un gruppo, ché sard al massimo un G,_,, e che con-
terra al pit « — 1 G, a questo gruppo si pud dunque con una con-
veniente sostituzione sulle @, ...,z, dare una forma nota. Ma se
noi facciamo la stessa sostituzione anche sulle gy, ..., s, sulle
Tygqryeee, Lae © sUlle g,y .0y Ty, DON cambia affatto il Gy, € quindi
neanche la forma delle T,f: ma ora essendo noti i coefficienti ay, son
note anche le parti scritte delle T,f.
Nel caso di »=0, le T;f hanno invece la forma

k3 9
Q 2
T.f= ;;,L Qe Zi Sti)—l)u—{—l,(i——l)u-l-,u + .

e si puo ripetere il ragionamento ora fatto.
E passiamo ora al caso di s=0: si ha allora per le (IX)

2%y oy
Rl2f'_ R&dfz gv Yv‘v 3 RZBf"' RMf: 2 2,, W?v——l,‘ﬂv 3
1

2k Loy
Rif +Rosf = D Yourpw2nr 5 Baf+Ruf =2, Waryyom1,2042
1 1

ky
Rasf = D (Xon, o421+ Xoa1, 90, 4.22) -
T

Se ora facciamo la sostituzione

J ’

L4k 4-42—8 = Tl +-4a—1 5 L k442 = Tk +42 5
! N 7

Lo p42—1 = Lafe4-42—3 5 L dkpda = Ly H41—2

(k: 1 y eeey kl) ,

delle prime 4 delle rotazioni ora scritte non cambia la forma, solo la
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terza cambia segno: invece Ryf diventa

4l
N\l
Ryf = 21‘1 S, 4yt -

Allora le T,f devono avere tutte la forma

2k,

Tlfzgllu

W (Kt Xt 1, 2004) + On (Yl[t+Y2k,1+l,2k1—|—‘u)§ + ...
(=1,..,r10).

Se ora consideriamo le rotazioni

o 2k,
Tlfz Zl‘u 3afi.lu, le'l’bl,u, Yl‘u

e le tre rotazioni Ry,f — Rasf, Rasf — Rusfy Risf+Rauf, esse formano un
gruppo, che contiene al massimo a—1 Gy, e cui percio con una
conveniente sostituzione sulle @y, ..., 4, si pud dare una forma nota.
Se ora facciamo la stessa sostituzione sulle @y i1, ..., %85 la Rgf
evidentemente non cambia, le R,f+Rasf, Resf + Risfy Risf — Rauf pren-
deranno una forma, che si deduce da quella delle tre considerate
avanti aggiungendo 4%, agli indici delle 8, ed infine le

2%,

TF, = ;’1"

si deducon nello stesso modo dalle T,f. Si pud dunque supporre nota
la forma delle parti scritte delle T,f, e quindi anche per quanto pre-
cede di tutte le T,f, e quelle di Ryf, Ruf, Ruf, Ruf, Ruf, Rsf, ©
percid di tutto il Gy, le altre rotazioni del G, deducendosi da
quelle con semplici alternate.

Wge Xolyot-, 2rtn - Oy Y 2yt 2,20+
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I G; della composizione (35)

69. Vogliamo ora ricercare i Gy, che hanno la composizione (35):
per un momento supporremo di aver moltiplicate tutte le rotazioni
per 2, con che vengon moltiplicate per 2 anche tutte le costanti di
composizione. Colle notazioni, che introducemmo al n. 42, si deve
avere

(Rm R23) =2 wa ) (st Ry) =2 szf ) (Rs Rl‘.’) =2 stf,

(Rl2 RHIE) - 4 R’l?f b (RHIE R’l?): 4 Rl?f bl (RIIE Rl?) = 2 R”l?f'

Per le prime Ry,f appartiene ad un G; della composizione solita;
percid se supponiamo di averlo ridotto a forma normale i coefficienti

devono essere numeri interi. Ma per le seconde Rl:,f appartiene

pure ad un G di quella stessa composizione, sicche i coefficienti di
R,y saran numeri interi pari. Per il n. 57 potremo allora porre

t q;
l2f_ E 2 2?’ Y’w,
1 7; 1
t—1 Y19
23f 2{# @ S2/‘72‘Iz+:” _I— z 2;& ip, X'Il_rl-#,!l it
(=0, 1> q— . > gs— >q:t_“Qt 1)

essendo le @, e ay certe costanti diverse da zero.
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Quanto poi alla R',,f, siccome essa rispetto ad R,f deve apparte-

nere al fattore 4 sara del tipo

t—2 q; qi+2
’ \
Rl’f ZHV 7y M”+a.‘“’ (il + 2‘ Z;L }_,v ()‘MVX,LW'*'(’/AVY,M')‘I_
q;— 1+1 ql+1+1
e—q i1
+ 2,4 Z (Bror S2q20,v + 0w Sg,1201,) -
9:+

Basta ora scrivere, che &
(st (Res R,IZ)) =-4 R’xzf-;

per trovare, che tutte le §, 7, ), p son nulle: & un calcolo puramente
materiale, che noi tralasciamo. Ma allora in R’/ mancano tutte
le variabili @241, ..., %2,, € queste mancano percid anche in
(R3Rys) =4 R")5f: dunque se £>1, non puo essere (R”;R';;) = 4R, f,
cosicché 1’unico caso da considerare & quello di £=1

Se ora ritorniamo proprio alla composizione (35), dovendo darsi
il caso di ¢=1, potremo porre (n. 55)

Ripf= 2,1 S/l, 544 Rosf= 2,1 Ss—l—/l,2s+i , Ruf= Zl Sx,2s+z-
1

La rotazione R',f dovendo rispetto ad R,,;f appartenere al fat-
tore 2 sara del tipo

RIIZf == Elu,,ga.uv (S,u,s—{-v v S—HL) "I‘b;w( /.L,’V+ s+t s—}—v § )

anzi siccome rispetto ad R,/ deve appartenere al fattore 1, devono
esser nulle le b, e percio

s
! N :
Rif = ?.a,w Pur Spystr Ty = — ) «

Perche la R',,f lasci fermo lo spazio di equazioni

S S

— \! 0} m—
Z" Cp =10 ?_w Cu Toqu =10,

Ann. 8. N.
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occorre sia

S
Eﬂ O Cu =106, (v=1,..,5).
1

Ma il determinante di questo essendo pseudosimmetrico, ugua-
gliandolo a zero pud ammettere come radice reale solo lo 0. Ma

allora la R'},f lascierebbe fermo 'iperpiano EM ¢ ¢, =0, e questo
1

con una sostituzione ortogonale sulle sole ), ...,z si potrebbe pren-
dere per l'iperpiano x,=0: facendo la stessa sostituzione sulle
Xgqyy .-y Tps NON cambia la forma di Ry,f. Ma dopo cid in R’ f ver-
rebbe a scomparire z,, e quindi per la forma speciale della R',f
anche x,,: queste due variabili mancherebbero allora anche in R, f,
e non potrebbe al solito essere (R”;; R';,) =2 R, /. Dunque p non puo
avere valori reali e per conseguenza deve essere intanto s pari; pren-
dendo poi due suoi valori immaginarii coniugati, ci saran due di
quegli spazii pure immaginarii coniugati, che gli corrispondono, e
la R’y f lasciera fermo lo spazio

s S

Z# e =10, Z# by .= 0, Z‘M Cu =10, ?_d#bﬂxs“{‘ﬂzo‘
Prendiamo lo spazio definito dalle due prime equazioni per quello
Ty =, =0

con una sostituzione ortogonale sulle sole variabili z,,...,%,; e poi
facciamo la stessa sostituzione anche sulle variabili @ 41y .00y %o €
sulle altre #, 41, ...,2s,. Con cid non cambia la forma di Rif, Rusf,
R;;f e quindi neanche quella di R';;f: solo che questa dovendo ora
lasciar fermo lo spazio

w1=x2:xs+l=xs+21
dovra essere pill in particolare

s
R of=a, (S1, 542 — Sg,541) + 2,1” U o, spe +
3

Proseguendo analogamente sulla seconda parte, si trova, che
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ponendo s=2F% si pud scrivere

k
’ N

Rf= ;ﬂ @y (Sou—1,25420 — Sou, 28424—1) -

Venendone ora per la composizione del gruppo

k
” Q

Rpf = 24,4 @ (Sort-2u—1, 26420 — S2u—1,24)
1

perché poi sia (R";, R'})) =2R,,f occorre sia

Ma nell’estrarre la radice si pud prendere per essa il valore posi-
tivo, perche se fosse per es. @, = —1, basterebbe cambiar di segno
ad Ty, Toxyy, Tapqy per avere a; =1 senz’altri cambiamenti. Fatto
cid le rotazioni del Gy sono

2k
Rif = D Soi1)its, 201yt
1

) .
(x1) Rf =", (So(it)it2i—1,20—1)k+22 — So(i—1)k-422, 20—1)k-+21—1)
1

k
R'of=", (Sop—tji-ror—1,20—1)k422 — So(i—1)e2—1, 2(i—1)e422)
1

\ (¢,1=1,2,3;¢<]).
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Un altro teorema

70. Dobbiamo ora studiare i gruppi che contengono almeno un Gy
della composizione (35). Corsiderato uno di questi G; potremo dargli
la forma (XI); chiamate quindi R,,f, R';;f ed R”;,f (¢,1=1,2,3)
le sue rotazioni, sara

2k
Riof = D Sy, 20—1)k-42
1
k
Riuf =X, (Saii—1yet2i—1, 20—1)t21 — S2i—1)ke424, 2(—1)k-4+21—1)
1

k
R =", (Sou—ntoi1,20—1ye+21 — Sii—1)et20—1, 2i—1)k420)
1
@, 1=1,2,3).

Cid si potrebbe fare evidentemente per un Gy qualunque del
gruppo, ma noi supporremo di aver considerato quel Gy per cui % ha
il minimo valore possibile in quel gruppo.

71. Le rotazioni del gruppo possono appartenere rispetto ad R f
solo ai fattori 0, 1 e 2, tutti i coefficienti della R,,f stessa essendo =1.
Consideriamo ora i varii casi: cominciamo dal considerare il caso,
che nel gruppo ci sia una rotazione Sf appartenente al fattore 2 ri-
spetto ad Rf, operante quindi solamente sulle variabili z,,...,x,,.
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Se noi ora consideriamo tutte le rotazioni del gruppo che contengono
solo quelle variabili, esse formeranno un gruppo di cui fard parte
il 0= (R,s, R"12, R"}y) e tale, che le altre rotazioni apparterranno
rispetto ad Riof ad uno dei fattori 0 e 2, e ce ne sara almeno una,
la Sf, non permutabile con Ry,f: tale sottogruppo conterra allora
un G, (n. 40) di cui fa parte alla sua volta il Gj, ed in questo G, ci
sard una rotazione permutabile con R”;,f ed appartenente al fattore 2
rispetto ad Ry,f. Potremo dunque supporre (R”;, S) = 0. Di piu per la
prima condizione imposta alla Sf dovra essere

%
Sf=3,

Wige (S = S22, 20-10) - 0 (82,2041 = S 20042 | -

Ora abbiamo

2k {
(Ris (SRyy)) :211“" %2 @ (S0 = Sttt atee) =+ O (S, 2064 — S#,zlﬂ-z)% .

La prima parte rispetto ad R,sf appartiene al fattore 2, la seconda
al fattore 1, onde le due parti si potran separare, e percid esisteranno
nel gruppo anche le due parti separate di Sf.

Quindi basterd considerare i1 due casi, che sien nulle tutte
le @ o tutte le b: cominciamo da questo secondo. Dovendo essere
(R"3 Sy =10 sara allora

k
Sf= Z“‘ %daﬂ (X = X, ) - Broe (Yo = Yer, ) | -

k
Se consideriamo la parte 21#%7;# XMWL@MYM% con una sosti-
1 J

tuzione sulle variabili @, ..., 2y, che non altera la forma della R',sf
potremo dargli la forma (n. 19)

2 m,, YM .

Ora se la stessa sostituzione facciamo anche sulle variabili
Tppgry ooy Lap ©d Zangas oy T DON cambia neanche la forma di Ry, f,
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Ry, Resf, e percid neppure quella di tutto il Gg: quindi la Sf assu-
mera la forma

k

Sf=", mu (Sz—1,22— Sonyo11,26421) -

1

Le m; non possono essere tutte uguali, perchs se no Sf coincide-
rebbe con R”),f: ma allora se sono uguali in valore assoluto tra loro
le prime % e non piil, come si pud sempre supporre, si vede subito,
facendo successive alternate tra la Sf e le rotazioni del Gy, che il
gruppo contiene un Gy, che si ottiene da quello scritto sopra sosti-
tuendo A a k: cio che & contro 1’ipotesi. Resta il caso, che tutte le m,
sieno eguali in valore assoluto, ma non tutle in segno, ma ci si ri-
duce all’altro caso considerando invece della Sf la Sf-m, R'yf.
Questo caso percio va escluso.

Rimane il caso, che sien nulle tutte le @ nella Sf: e quindi al
solito, dovendo essere (R";; S) =0,

k
Sf= Zzﬂ O (W, e = W, 1o2) - Bage (%, e — 2, k-H)t .

Posto 2Tf= (R}, S) sara poi

’P‘ ly
Tf= ;zﬂ g—?)m (Wit Wi, ki) + 0 B+ Lo, 1)

Con un ragionamento del tutto identico a quello fatto or ora, si
trova che senza alterare la forma del Gy si puo dave a Tf la forma

L3

2
Tf= 21 my, (War—1,20+ W rg21—1, 5422) -
1

Se le prime k2 m; sono uguali tra loro in valore assoluto, e le altre
son tutte diverse da quelle, nel gruppo ¢’é anche il Gy, che si ottiene
da quello scritto sostituendo 2% a %, come si vede facendo le alter-
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nate tra la T/ e le rotazioni del Gg. Deve dunque essere 2h=F, e
percio % pari: e noi dovremo dunque considerare il caso solamente di

k
]mﬂ,]=m ()\=1,...,§),

essendo 7 una costante + 0. Ma potremo allora supporre ny; = m,
che se fosse per es. m, = — m basterebbe cambiar di segno ad x,, ,,
Tapr1y Ttz y Tangry Taxye per ridursi al caso di m,= m. Siccome poi
si pud supporre mz = 1; avremo da considerare il caso di

k
2

Tf= 21 (W2l—1,21"i"Wk+21_1, k+21) .
1

Se si cerca ora il minimo gruppo, cui appartengono il Gge Tf
si trova il G, seguente

2k
RO=",, Sui—1)rt2i—1,4—1)t2
1
) h
RE =, (Sai1)at41—3, 41142 + Sai—1)at-41-2, 4(i—1)h-42-1) s
1

h
Rig, =2;, (Sifi—1)h 4418, 4(i—1)h-4A—1 = S4(i—1)h+41—2, 4(i—1)h+42) 5
1

4n
R(ln)f: El S4(i_1)h+l, 4I—1)h42
1

2h

(XID) " Ryvp— > (Ss—nnpor1,40-1)at2n = Ss1)aden, 40-1)at2-1) ,
1
. h
RE =¥, (Sa(i1)htti—3, 4(1—1)at41—1 — Sa(i—1)h-41—2, 4(1—1)ht42—
1

— Sy 1) h 441, 41— h-4A—3+ Sa(i—1)hd2, 4(1—1)ht-41—2) 5
h
R{"f= 2,1 (S4(i—l)h+4lf3, 4(1—1)h+42 + S4(i—1)h+4z—2, 4(1—1)h4-42—1 —
1

— Su(i—1)h 413, 4(1—1)h+42—2 — Si(i—1)h4d, 4I—1)h41—3) 5

\ (,1=1,2,3; i41),
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che ha per composizione

(RYRE)=2=,, REYf , (RYRE)=—2¢,, RES, RERE)=2:,, REf (7, 1=1,2,3);

(R(l’;) R(ll l)) = (eim”_‘:'lm) R(; l)f) (R(Zyiin) R&l l)) = (Eim—slm) B’.(iz I)f)
(R(l’gl) R(1' ”) = (’sim_elm) R(; ”/‘7

|

(R‘l’;) R(; l)): ( i VLm) R(t l)f z b )__( zm+°lm) R(Z Y f

(R‘lt:)l) R(Zl Y ) - (cim+:lm R%l Y f)

(R({;)R%z L)) = (:wn_'_:tm R(i ”f R(”)B’(Z l)) (';lm*"l R‘Y “f’
(R(m R 1l))__A( 1m+"'lm) R(zl f

(BRI, ) RS (B = oot o) B,

(61 ¢ (R RE )= (esmern) RS
\

(@ I, m=1,2,3);

(RPRE”) =R{f , (RPREY) =Ry, (RPRY)=RPf (p=1,2,3,4);

(R(z 1) R(tm) lm)f (Ru 1) R(zm)) R(ln f (R 11) R zm R(lm)f z l)R&im))=R%lm)f
(w=1,2,3,4;7.l,m=1,2,3; lF+m);
(RIVRY") = RAFRIS , (REVRE) = REFRYS,
(RYDREY) = REF-RES

(R(zl Rzl)) R(”f_R(glg,)f , (R(il\R(il)) — R(lgfvl_R(lg)f’
(R§ Y R{ V)=—RYF—RYF

(i,1=1,2,3).

Notiamo che se si pone

Tof=R{Pf, Tuf=Rf, Tuf=RE-REf, Tuf=RUf+REf, Tiuf= - R,
Touf= ROF—RES, Tlsf:_—Rg?)'f’ Tof= RA~RYS, Tyf=RUUA+RE f, Tf= RU+RYS,

le T;uf (2,k=1,...,5) formano un G,, della solita composizione (34).
Se dunque il gruppo considerato contiene una rotazione che ri-
spetto ad R,/ appartiene al fattore 2, esso contiene anche un G,
come il precedente.
72. Se il gruppo contiene anche un’altra rotazione Sf (fuori
del Gy) che rispetto ad R{¥f appartiene al fattore 2, essa per il nu-
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mero precedente dovra essere del tipo

2h

Sf= Zz# g%a (Wt = W i12) = Bre (Lo, ke = Lo, 142

Posto poi 2Tf=(T;; S) sara

2h

TfE

e la Tf apparterra al fattore 2 rispetto alla T,f. Inoltre &

i (Wt W, i) + (02 (Lt iy, k+;§)% )

,‘,.h

2h
(R(ll2) (R(llg T)) =4 211,4% Bl,u Vvl;t — O Zly, 3
1

e per conseguenza ¢’ @ nel gruppo oltre la R{f, RiYf e la RYf un’altra
rotazione che opera sulle sole variabili z,..., 2, : se noi consi-
deriamo tutte le rotazioni del gruppo, che operano su quelle sole
variabili, esse formano un sottogruppo. In questo ¢’& certo un Gy,
che comprende il Gy di cui sopra poiché tutte le rotazioni di esso
rispetto ad R{}f appartengono ad uno dei fattori 0, 2 (n. 40). Se noi
prendiamo in questo G, un G che comprenda il G, alla rotazione U f
di esso permutabile con R{}f potremo, senza alterare la forma cel G
in questione, dare la forma (n. 60)

% 2
- Uf= (2/1 — 2;.) Sor—1,91 4
T Pt

e c¢io naturalmente con una sostituzione ortogonale sulle sole varia-
bili ;. ..., %, . La stessa sostituzione facendo anche sulle variabili
Tgni1y ey Tgn € Tgyyay ey Trzy 81 vede subito che non cambian neanche
RIfF, RIVf ed RPS né tutte le RS, RS, RYf (2=1, 2, 3), e quindi
nemmeno il G,. Ma allora osserviamo, che non pud essere h'=h
altrimenti-la Uf coinciderebbe con la R{Yf; nel gruppo ¢'é dunque
la rotazione

y
Uf=Uf+REf =, Su1,2.
1

Ma se noi facciamo le alternate tra la U, f, e le rotazioni del G
da cui siam partiti, vediamo che nel gruppo ¢’¢ anche il-Gg, che si
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ottiene da quello sostituendo %’ a %, cio che & contro I'ipotesi fatte,
poiché A< k. Vuol dire che nel gruppo non ci possono essere che
rotazioni che rispetto ad R{?f appartengono al fattore 1 o al
fattore 0.

72. Supponiamo ora che nel gruppo ci sia una rotazione Sf, che
rispetto ad R{”f appartenga al fattore 1: dovra essere

g
Sf - ZM Z‘M (allu, Sl,Sh—{—ﬂ + bi.,u S4h+l,8h+/¢) .

Allora posto Tf=(R¥S), se la Tf non & nulla essa ha la forma
4% q
sz lz;_ Z‘u [ Sl,sh-l—,u .

Perche sia nulla la T/, occorre sien nulle tutte le @, ma allora
basta scambiare REf con RYf: e lo stesso basta fare nel caso che
la T f appartenga al Gy, ; infatti si ha

(:R’(ll-’3 T) = 2}. 2;& a’)n“ Sﬂ.,Sk—I—,u bl

e questa se la Tf appartenesse al G, vi apparterrebbe pure. Analo-

gamente se (R S) appartenesse al G, vi apparterrebbe anche la
rotazione

2 D Do Snps,shtp-

I due casi non possono dunque presentarsi insieme altrimenti
la Sf apparterrebbe al G, . Bastera dunque considerare il caso in cui
la Tf dia una rotazione non del G,,. Se si scrive

4h 4h 4h q’
Tf= 2’1 2‘" O i, 8htn + Z’I ?u Bre Si12h4u
la prima sommatoria pud contenere due parti: una permutabile con
R{¥f, Taltra che rispetto a quest’ultima appartiene al fattore 2.
Questa seconda parte deve essere nulla per il numero precedente,
essendo R{f ed R{®f nelle stesse condizioni. La prima sommatoria
deve dunque esser permutabile con R{¥f, ma deve esser nulla anche
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essa, perche altrimenti essa si potrebbe isolare essendo

(R(ls) (RYHT) ) 21 z Piu S, 12k +

Nel gruppo ci sarebbe dunque la rotazione

4h
&
Uf= ;}.‘u q'}'!‘ Sl,Sh—}—y

permutabile con R{¥f e questa non potrebbe essere permutabile con

RYF-REf, e con RYF+R{Ef contemporaneamente non essendolo
con RYYf. Ma allora, se per es. la (R{) - R} U) non & nulla, essa ap-
parterrebbe al fattore 2 rispetto ad R{®f e si ricadrebbe in un caso
escluso. Dunque deve essere

4h q’
Tf= 2;. 2,4 B Si12ntp -
Posto (R{#T) =T'f si ha
3
(TT)= 2“" e Si, dhetp -

Per la stessa ragione detta sopra, la (TT") (che non pud essere
nulla, altrimenti R{?f, Tf, T'f formerebbero un G, di composizione
diversa da quelle, che abbiamo visto essere le sole possibili) deve ap-

partenere al Gy, e d’altra parte dovendo esser permutabile con R{*f,

deve essere
(TT)=aRPf.

a deve essere positivo, perche si ha (T (TR{®)) = - a R{¥f (n.22), e si
pud quindi rendere =1, dividendo Tf e T’f per Va . Perché sia

(TT) =R{¥f,
occorre sia

q
2‘“ pl,u Bv,u:E;.v ()\,‘/=1,...’4:h),

e questo dimostra che con una sostituzione ortogonale sulle 25441, ---
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Ziznyq SI pud rendere
4h

Tf= Zl Si, 12842 -

Se noi indichiamo questa rotazione con R{¥f, e poi cerchiamo il
gruppo minimo cui appartengono essa e il &, si trova un Gy, che si
ottiene dalle (X1I) dando ad ¢ ed i valori da 1 a 4 invece che da 1
a 3, e che ha la composizione data dalle (51) colla stessa avvertenza
per gl'indici ¢, /, m, e coll’aggiunta dell’equazione

(52) REVR) =0 (p,q=1,2,3,4),

che vale tutte le volte che, 2, I, m,  son tutti diversi.

73. Se nel gruppo ci fosse ancora una rotazione che rispetto ad
R{¥f appartenesse al fattore 1, si potrebbe come sopra ridurci al caso,
che essa fosse permutabile con R™f ed allora chiamatala R{®f si po-
trebbe pure ridurla alla forma

4h
3

R{Pf =", Si16n4-
1

Il gruppo minimo poi in cui questa rotazione ed il Gy son com-
presi & un Gs;, che si ottiene ancora dalle (XII) facendo variare gli
indici superiori da 1 a 5.

Cosi proseguendo si arrivera in generale ad un G,q,4., le cui
rotazioni si ottengono pure dalle (XII) facendo variare gl’indici supe-
riori da 1 ad 7, e che ha la composizione data dalle (51) e dalle (52),
in cui perd gl’indici superiori al solito posson variare da 1 a 7.

74. Da quanto abbiamo detto deriva, che un gruppo, che contiene
un G contiene anche un G,y (#>>38); se noi supponiamo, che il
gruppo non contenga un G, e, dello stesso tipo contenente quello,
come evidentemente ¢ sempre possibile, vuol dire, che nel gruppo
non ci saranno, che rotazioni permutabili con R{¥f: analogamente
dovranno essere permutabili anche con R{?f, R{Pf, R{?f, perche
queste son evidentemente nelle stesse condizioni della R{?f, e cosi
pure dovranno essere pill in generale permutabili con tutte le R{'"f
(9=1,2,3,4;¢,1=1,...,7; 7+ ) per una ragione analoga. Per con-
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seguenza saran permutabili anche colle loro alternate, e quindi con
tutte le rotazioni del G,q,4,: ma allora le altre rotazioni formeranno
un sottogruppo, ed il gruppo considerato avra come rotazioni infini-
tesime quelle del G, 4, e quelle di tale sottogruppo. Bastera dunque
considerare questo sottogruppo: se questo contiene ancora un Gy, di
quelli visti si puo ripetere ancora il ragionamento stesso, e ridurci
alla considerazione di un sottogruppo minore. Cosi continuando o si
esaurira il gruppo o si arriverda ad un gruppo che non conterra
nessun G, della composizione vista: si avrd percid in generale che

Ognmi gruppo G, di rotaxioni avra per rotaxzioni infinitesime
quelle dv un certo numero di sottogruppi del tipo dei G, vists
sopra, e quelle di un sottogruppo non contenente nessun G, della
composizione (51), e questi sottogruppr saran tali, che le rotaxiony
di uno qualunque saran permutabile con tutte quelle degli altri.

75. Nel caso, che il sottogruppo non contenente Gy, di cui or ora
non contenga neanche Gg possiamo trovare subito qual’é la forma
normale del gruppo. Preso infatti un G, si potra ad esso dare la
forma normale vista: se ne indichiamo le rotazioni nel solito modo,
perché una rotazione Tf sia permutabile con le R{Vf (4,1=1,...,7)
occorrera che la Tf sia del tipo

r

4h
Tf= Z@ Z“‘ B Su(i—Dhet,46—DhAp T+ e s

dove la parte tralasciata opera su variabili tutte diverse da quelle,
che figurano nel &,,1), onde su essa non influisce affatto la presenza
di questo.

Se noi supponiamo, che il gruppo considerato contenga le rota-
zioni infinitesime di o sottogruppi del tipo del G,q,41), € Supponiamo
pure di conoscere la forma del gruppo nel caso, che esso contenga
solo un numero minore di tali sottogruppi, alle parti tralasciate si
potra dare una forma gia nota. Quanto poi alla parte scritta delle Tf
basterd conoscere le a;,, . Ora se noi consideriamo le rotazioni

- 4h
/=Y

1

v al,u Sly
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queste insieme ad R{f, R/, R/, formeranno un gruppo di cui si
potrd ancora assegnare la forma normale, che si ottiene naturalmente
con una sostituzione sulle sole variabili x,,..., 2.

Se la stessa sostituzione facciamo sulle variabili @y, 1, ..., @g1;...;
sulle Zy,_yny1y -ory Tgrp DON cambia la forma delle R{"Yf e percio la
forma del gruppo & perfettamente determinata, le altre rotazioni del
G-ty Ottenendosi dalle RY'Yf e da R{f, RY/, R/ con successive
alternate.
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I gruppi generali di rotazioni

76. Dobbiamo studiare ora i gruppi, che non contengono dei Gy,
della composizione vista: se non contengono nessun Gg sappiamo
come essi sono composti, sicché dovremo considerare il caso, che essi
contengano dei Gg. Presone uno nelle condizioni del n. 70, nel
gruppo non ci dovranno essere rotazioni, che rispetto ad Rf appar-
tengano al fattore 2, che altrimenti per il n. 71 ci sarebbe un G, di
quelli esclusi: lo stesso dovrd accadere per Rysf, Ruf ed R'yf, R,
R/, che si trovano nelle stesse condizioni: si vede subito facil-
mente, che tal cosa deve avvenire anche per R, f, R"5f, R,/ Se
infatti ci fosse una rotazione, che rispetto, per es., a R",f apparte-
nesse al fattore 2, essa conterrebbe solamente le variabili @, ..., z4,
e quindi tanto rispetto ad R,f, che ad R',f; si comporrebbe di due
parti una appartenente al fattore 0, P’altra al fattore 2: quest’ultima
d’altra parte dovrebbe esser nulla, sicché ne verrebbe I’assurdo, che
la rotazione sarebbe permutabile con R,f ed R',,f e non con la loro
alternata R”),f.

Analogamente nel gruppo non ci pud essere una rotazione per-
mutabile con una delle rotazioni R,f, R'.f, R',f senza che lo sia
anche colle altre due. Infatti una rotazione Sf permutabile con Ryf,
dovrebbe aver la forma

% .
Sf: Zl,u W S}h“ + 2).,4 bl;e Sl,u y
4k

# se in essa ci fosse una parte non permutabile con R',,f questa do-
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vrebbe far parte della prima sommatoria, e quindi appartenere al
fattore 2 rispetto ad R',f. La stessa cosa vale evidentemente per
Risfy, Riofy R'uf € per Raf, Riaf R'nf.

78. Fatte queste osservazioni veniamo alla ricerca dei gruppi,
che contengono un G, e supponiamo dapprima, che nel gruppo ci
sia una rotazione che rispetto ad Ry,f appartenga al fattore 1. Deve
essere allora

2k
Sf= 2»1# (@2 Szttt 020 Do, ar4-0) +
1

2k t
+ 2# (Cau S, 6k-4-ut i Sorta, 6r4u) -
1 1

Osserviamo, che alla stessa forma saremmo giunti qualora aves-
simo supposto, che la R,f appartenesse al fattore 1 o rispetto ad R'j,f
o rispetto ad R',,f, sicché queste ipotesi non danno nuovi casi, diversi
da quello che stiamo trattando. Possiamo supporre, che le @ e le d
non sieno tutte nulle, che altrimenti al posto della Sf considereremo
la (R, S): allora posto Re,f= — (Ry (RyS)) si ha

t

2% 2k
Ryuf= 2‘“‘ @ S, hotpe T Zl ;H iy Sokt1, 6t >
poiché EM iy Sonta, 46+, Se non fosse permutabile con Ryf) rispetto
a questa apparterrebbe al fattore 2.

La R,f deve ora essere permutabile con Ryyf, se no ci sarebbe
una parte di essa, che rispetto ad R,/ apparterrebbe al fattore 2
contro quanto vedemmo; ma allora deve essere permutabile con R';;f
ed R'yf conforme al numero precedente, e percid pilt in particolare
sara

k
o

Ruf=7Y, | Y (Ser—1, 41—2u—1 — Sou, ar20+S2u—1, ab421—1 — Soz, 4r-42,) +
1

+ i (S2a—1, ar420+ Sop—1, are-22 + 21, dt-2u—1+ Sou, ar+-211) i +
[ )

&k
+ j,, (Aae Sor421, 6%+ + €hp D421, 6%-4-14)
1

1

((EM e (l/u;, y b;ﬁu S byl) .
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Ora nel solito modo si vede, che la R,f lascia fermo uno spazio
di equazioni del tipo

&k k
2"1 (m, a1 +my 222) =0 Zl (M, Typyo—1+7; Tapq)=0.

Senza alterare la forma di R”),f, con una sostituzione ortogonale
sulle variabili z,, ..., 2, si pud prendere l’iperpiano, che ha per
equazione la prima di questa per I’iperpiano x,=0. Se la stessa so-
stituzione facciamo ancora sulle @y, ..., @y € sulle X4, ..., Te DON
cambiera la forma delle R,of, Ry, Risf; € quindi neanche quella di
tutto il Gg, questo essendo determinato da quelle tre rotazioni e da
R",f; di pitt la Ryyf dovra lasciar fermo lo spazio 2, =0, 4.,=0,
e percid Ryf avra la forma

Rosf = ot (51,441 — S2,a042) +

k
-+ ;zu g“lﬂ (Soa—1, sb—2u—1 ) + b (S21—1, 0424 +--.)= +

k
N Q

+ 2# (e Sort22, 6k + € Sor91—1, 6-t4) -
1 1

Operando nella stessa maniera sulla seconda parte, e cosi prose-
guendo si arriva a dare alla Ryf la forma

k
Roof =D o (S21,ahy21 1 — St any ) +
1

k t
o1 Q]
+ 2 D (e Songon,6nputea Sonror1,664) -
1 1
Se si pone

(Rnxz Ra) = R'24f ) (R24 R’m) =2 R”;z‘:f [}

si ha

k
R'of ZZ’L gazz (Yor+Yorga,2n42) + Bipe Y g, i+ a0 Xea, k—}—,u%‘l‘

t
3
—i—}l“" Bau S6ka,6k+u

Ann. 8. N 9
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dove
< a

B = = 2, (G A tes €0) s 13p= Dy €1y Do~ € i) (=1, F),
1 1

k
Elﬂ =- Ev (d”l Evpu — d"l‘ 0,4) ()‘a = 1 3oy t) .
1
Inoltre sara

(Rie R'e) =27, o (Sea, 20421 — Soa,20421-1) —
k
- o B (S2a—1, 20042 S2a, 24 20—1) 120 (S, 20e-p21-+820—1, 2k-|-2).—1);' .
1

Questa rotazione rispetto ad R',f appartiene al fattore 2, sicchd
per la sua forma, essa deve, a meno di un fattore, coincidere con
R'\of, onde

Bre=0 (Fp) , m=0 (,p=1,..,k.

Ora queste equazioni, se rammentiamo i valori delle {3,  ci dicono,
che con una sostituzione ortogonale sulle sole variabili @g, 1y ..y Zox e
si posson rendere nulle le d;, per cui 2.+ p, e le e, per cui
2k -1 % p. Facendo tale sostituzione si ottiene

R
Rsuf = 12;_

o2 (Soa—1, drt21—1 — Son, ar422) +

+ di Sontyoa,6n421 + €1 Sopyoa—1, 65421 s .

In conseguenza
k
((Ro Ry R24))= oA %(d2z+822) Soa—1, 2n4-21—1 + (2*2-+d%) Soy, 2k-|—21% +
‘ 3
+ 2, o (di Surt2, 66420 — € Suryoi-1,6%421-1) -
1

Se ora le quantita o +e% ed o*+d% non fossero tutte uguali tra
loro, la prima sommatoria rispetto ad R',,f apparterrebbe al fattore 2
(la seconda & permutabile), e non apparterrebbe al Gy, contro quanto
abbiamo visto altra volta. Deve dunque essere

ah+éy = oy +dh = a.

Nel gruppo c¢’¢ allora la rotazione

k
(Res (RieRz) - aRuof = 22, 01 (d Syrga, 6212 Suipoi—1,604211)
1
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e prendendo questa per la Ryf si avrebbe il caso delle o, tutte nulle
che rientra in quello che ora tratteremo, che sia nulla la seconda

parte, cioé sia o d) = v, =0,

e quindi per ogni valore di A 0 5;=0 0 d;=¢,=0. Se supponiamo
che sien nulle le prime ¢ »;, come sempre possiamo supporre, avremo

t
Roof =X, (i Sonqon6x420+ € Sorqon1,60421-1) +
1

k
4+ D o2 (Sor—a, ahp2-1 — Soa, any21) -
]

Ora potendosi supporre, che sia a=1, per I’equazioni scritte sopra
le d; ed e; son tutte = & 1. Ma se fosse per es. d,= — 1, basterebbe
cambiar segno alla @, per ridurci al caso di d, = 1. Analogamente
abbiamo che le 2, son pure tutte =+ 1; se poi fosse per esempio a,
negativa basterebbe porre @'y, =%y, X3 = — Tar_,, ed una sostitu-

zione analoga fare Su Ty, %y © SU Xy, T, per ridursi al caso
di @, positiva.
Ne viene, che possiamo supporre

2t k
Raoif =", Soni,6642 1+ X (Sea, shyor—1 — Son, arp21)-
1 Tl
Cercando il minimo gruppo, che contiene il G; e la B,f si trova
il G5, che insieme alle rotazioni del Gy contiene le altre
)
Risf =, Soti—1jtn, 602+
1

k
4 D Sop—1)rt2—1, 2m—1)et21—1 — S21—1)k-422, 2m—1)k422) 5
i

t
Rof =D, (Soi—1)ir21—1, 65422 — So(i—1)k-121, 65+21—1) +
1

X111 { ]
X1 + D (Seu—1jpton, 20m—1)e+2—1 + S201)k 201, 2m—1)5-+22) 5
il

t
Ruf =X, (Serrar—1,60+21 — Sai1yetoa—1,2i—16421) +
1
k
-+ 2:‘11 (So—1)r421-1, 20— 1)k4+21 + S2Am—1)k+-22—1, Am—1)%424) 5
t

(?=1,2,3; ¢, m, { & una sostituzione circolare di 1, 2, 3).
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‘1 gruppo, che cosi si ottiene & un G,; perché tra le R';,f, ce n’#
una sola indipendente da R",f; R';sf, e dalle altre; mentre sono indi-
pendenti tutte le altre rotazioni. La composizione poi & quella stessa
data dalle formule (35) solo facendovi variare gl’indici da 1 a 4, in-
vece che da 1 a 3.

78. Abbiamo dunque cosi, che a meno che tutte le altre rotazioni
del gruppo sien permutabili con quelle del Gy il gruppo contiene
un G5 come quello ora trovato. Se si da l’altro caso allora le altre
rotazioni formano un gruppo che potra contenere o no un Gy: se
contiene un Gy si puod ripetere il ragionamento, e se il gruppo pri-
mitivo non conteneva un G, come quello, anche questo sottogruppo
avra per rotazioni infinitesime quelle del Gg e quelle di un altro
gruppo, le cui rotazioni son permutabili con tutte quelle del Gs. Cosi
seguitando si trova, che ogni grﬁppo di rotazioni o contiene un Gy
come quello trovato sopra oppure ha per rotazioni infinitesime, quelle
di varii Gy, e di un gruppo come quelli studiati al n. 75.

79. Siamo cosl condotti a studiare i gruppi, che contengono un
G5, come quello trovato: perd avanti facciamo la seguente osserva-
zione. Se poniamo ‘

Tuf=Raf - R, Tuf=Ref-Ruf, Tuf=R./-Ruf,
Tuf=Ruf+Ruf, Tif=Ruf+Rof , Tuf=Rnf-Ruf,
Touf=Ref+Ruf, Tuf=—Ruf+Ruf, Tuf=Risf-Ruf,
Tof=R"ol+ R'uf , Tuf=Ruf—Ruf, Tuf=Ryuf-Ruf,
Tef=Rouf —Ruf, Tuf=Ruf+Ruf, Tsf=R'uf+R,

il gruppo acquista la composizione
(T Tym) =23 — sy TanfFeim Turf+en Tinf = nm T zf%
(€ kyl,m=1,..,6;52%k; lfm).

80. Anche nel cercare i gruppi, che contengono dei G; dobbiamo
tener conto delle osservazioni fatte al n. 76, per non ricadere in uno
dei casi trattati, o in uno dei casi che abbiamo visto non potersi dare.
In particolare nel gruppo non ci potranno essere altro che rotazioni,
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che rispetto ad R,,f appartengono al fattore 1 o al fattore 0: analo-
gamente rispetto ad Ra,f e alle altre rotazioni del G5, questo compor-
tandosi ugualmente rispetto ad esse.

Supponiamo dapprima che colle notazioni sopra adottate sia t=Fk,
e che nel gruppo ci sia almeno una rotazione S/, che non sia permu-
tabile con Ry,f: essa allora rispetto ad R,/ apparterra al fattore 1,

e sara
(R S)=V8f, Rp%)=-8f.

Potremo supporre contemporaneamente (n. 28)
Ry S) =aSf, RyS)=-aSf.

Per quanto abbiamo detto poco sopra dovra essere o a=+1, o
a=0: supponiamo ora dapprima, che si possa trovare nel gruppo
una rotazione Ryf che corrisponda al caso di @ =0, ossia tale, che
non essendo permutabile con R,/ lo sia con Ryf. Come al n. 78 po-
tremo sempre ridurci al caso che la Ryf sia permutabile con Ryf:

sara allora
2k q

R25f= 21 E,u, o SZk—I—l,Sk—I—Iu .
1 1

Posto (R, Bas) = Rysf sara anche

2k q
Risf = 2,_ X P S8k o
1

e percid

2% q
Ry Ry) = ZM P Sl, Uty COM [, = 2‘"’ D Odge -

Siccome la (Ry;Rys) opera solo sulle variabili 2, ..., z,, ed & per-
mutabile con R/, per il n. 83 dovra essere

(Rus R25) =a Rle—I_ va
essendo la T/ una rotazione del tipo della (R;;R,;) ma permutabile

con Ryfy Refs R'ef: si ha percio

&k
Tf= Zm Uige (W, bt W 142) + Ui Bty it 2, k+;.)§ .
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Osservando che la Tf lascia fermo uno spazio

k k
W oy moy v x) =0, Y, (g Tog 14 1 Ty ) =0,
1 1

come al n. 78 se ne deduce, che alla Tf si pud dare la forma
5
Tf=", 02 (Sz—1, 204211 — So2.2%+22)
1

senza alterare la forma del ;. Ma se ora cerchiamo il gruppo, cui
appartengono la Tf ed il Gy da cui siam partiti, si vede, che nel
gruppo ci son dei Gg, cui corrisponde un valore di % minore di quello,
che corrisponde al primo considerato: per es. se le prime p (p<Z?) ||
sono uguali, ma diverse da tutte le altre ¢’& il Gy, che si ottiene da
quello considerato facendo variare 1’indice solo da 1 a 2p, invece
che da 1 a 2¢: se tutte le o, sono uguali in valore assoluto, basta
considerare la Tf— o, Ry,f per vedere una cosa analoga. La Tf deve
essere dunque nulla e per conseguenza

(Ris Res) =a Ry f .

a potendosi rendere = — 1, ne viene
q

L
) Odp Oy = — Eu y
T g

il che esprime che alla R,f con una sostituzione ortogonale sulle
Lshyryeeey Tanpq SI pud dare la forma

2k
k

Rosf =, @1 Sopya,8042 5
1

dove le a; posson prendere solo i valori +1. Ma se fosse per es.
a, = — 1, basterebbe cambiar segno ad g, ., per ridursi al caso di
o, = 1. Dunque potra porsi

2k
Rosf = X, Sottr, 8644 -
1

Il gruppo minimo che contiene questa rotazione ed il G; & un Gy,
le cui rotazioni si possono avere dalle (XI) facendovi variare gl’in-
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dici da 1 a b ela cui composizione & data, colla stessa avvertenza,

dalle (35).
81. Se dunque nel gruppo ¢’® una rotazione, permutabile con

una sola delle due rotazioni Ryf, Rsf, nel gruppo ¢’s anche un Gy,
della specie ora detta: orbene consideriamo i gruppi, che contengono
un tale G,,.

Se nel gruppo ¢’@é una rotazione R,/ non permutabile con Ry,f,
potremo supporre al solito lo sia invece con Ryf, e quindi abbia
la forma

2k
Ruf= 2,1# (@ S, aet-utOru Sonta, 6tutCru Sonya, 8h44)
1
I
+ 2,,1 ;ﬂ O S, 1004 -
Ma ora si ha

2k
T f = — (R14 (RM RzG)) = 2;44 (al,u Sly4k+ﬂ+blﬂ S%'Hf Gk'l'!‘) )
i .
S
T"f = - (R13 (Rw T')) =z;.,4 Ui Sl- dhotp -
1

La T"f rispetto ad Ryf & nelle stesse condizioni della Tf consi-
derata al numero precedente: deve dunque esser nulla, ciog intanto
@,,=0; ma allora per una ragione analoga deve esser nulla la Tf,
onde by, =0.

2k
Cosi pure poiche ora — (R,5 (Rys Rge)) 22/1# Copn S2letd, 8kt >

devon essere nulle le ¢
Si ha dunque

2k q
N N
Ruf =2 2 Ga St 100
e come al numero precedente si vede che si pud rendere
2k
Reof =, Sotts, 10042
1

senza alterar la forma del Gy,. Il gruppo minimo, che contiene la
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R.sf ed il Gy, & un Gy, le cui rotazioni si ottengono dalle (XT) facendo
variare gl'indici da 1 a 6.

Cosi seguitando finché ci son rotazioni non permutabili con R,yf;
si trova in generale un G,-—1, le cui rotazioni si ottengono ancora
dalle (XI) facendo variare gl’indici da 1 a 7, e che ha ancora la com-
posizione (35), fatta naturalmente la stessa avvertenza.

Il gruppo dunque nel caso fatto conterra uno di questi G,.—;; ma
se supponiamo, che non contenga nessun G411 nelle stesse con-
dizioni, non ci potran poi essere nel gruppo altro che rotazioni per-
mutabili con Ryf. Essendo poi le altre R;,f e le R;,f nelle stesse
condizioni di Rj,f, le altre rotazioni del gruppo dovran essere per-
mutabili con quelle e quindi anche con tutte quelle del Gja_y: ma
allora esse formano un sottogruppo, ed il gruppo ha per rotazioni
infinitesime quelle del G,=_3 e quelle di questo sottogruppo. Se in
questo si ripresenta il caso fatto si pud ripetere il ragionamento,
sicch® esso avrebbe per rotazioni quelle di un gruppo G,»_; dello
stesso tipe del G,.—3 e quelle di un altro sottogruppo di rotazioni
tutte permutabili con quelle del G,»_;. Cosi seguitando si trova, che
il gruppo avra per rotazioni infinitesime quelle di varii gruppi del
tipo del Gy._1 e quelle, permutabili con tutte le precedenti, di un sot-
togruppo, per cui non si presenta pitt il caso fatto.

82. Esaurito cosi il caso fatto veniamo all’altro, che pur essendo
ancora k =1, non ci sia nessuna rotazione permutabile con una sola
delle R,f ed Ry, /. Se Sf & una rotazione non permutabile con R, f
si potra allora supporre (cf. n. 87)

Rie8) =87, Ri®)==Sf, (RuS) =87, (R S)=F5f,
quindi
(Riz £ Rsy 8) =287, (Ro%Ry S)=-28f
(RieF Ry 8)=0 , [ReFRyuS) =0.
Sicche se diamo al G la composizione del n. 79 la Sf sara per-

mutabile o con T,3f o con T,,f e non potra esserci nel gruppo nessuna
rotazione irriducibile, che non sia permutabile con una delle due, se
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no si ricadrebbe nel caso gia trattato, e di pit rispetto ad R'jsf le ro-
tazioni stesse apparterranno tutte al fattore 2 o al fattore 0.

Ma allora se supponiamo, che la rotazione Sf sia irriducibile e
non permutabile con T,f, essa dovra essere permutabile con Tyf,
Tofs Tfy Taefs Tusfy Tssf tutte le Tf essendo nelle stesse condizioni:
di pit essa per quanto precede rispetto a T,,f appartiene al fattore 2.
Infine la S/, si comporra di due parti, una permutabile con Tyf ed
una che appartiene al fattore 2, sempre rispetto a Tyf: se al posto

di Sf prendiamo la Ty,f = —% (Tes (T S)), la Ty oltre esser permu-

tabile con Tyf, Tssf, Taof, Tuf, Taef, Tsef apparterra al fattore 2 rispetto
aT,f e aTyf. Ma allora per la solita ragione sara permutabile anche
con Tyf, Tyf, Tiof e quindi essendolo gia con Tyf anche con Tpf.
Sicché avremo

(T Ty) =0 (i,k=1,8,4,56;¢+k)

ed invece sard certo (Ty; Ty;) £ 0 (¢ =1, 8, 4, 5, 6) perché se fosse per
6s. (Ty,Tyy) = 0, Tyf essendo permutabile con Tyf e T.f lo sarebbe
anche con T,,f contro 1’ipotesi. Se poniamo poi

(Trz T27) =2 wa
sara

(T T) =0 (5,k=3,4,5,6; i%k).

Inoltre siccome T,,f e Tyf rispetto a Tef appartengono ambedue
al fattore 2, e non ci sono nel gruppo rotazioni, che rispetto a Ty,
appartengano al fattore 4, cosi avremo anche

(T Tyy) =0,
e quindi anche, per le precedenti
(Tee T) =0 (k=3,4,5,6).

Invece rispetto alle T\, f (¢=2, ..., 6) la T\sf appartiene al fattore 2.
Ora la (T, Ty;) non pud essere nulla, che se no il Gy== (T\of, Tsf, Ti:f )
avrcbbe una composizione diversa da quelle, che sappiamo essere le
sole possibili. D’altra parte la (T, T);) non pud essere permutabile né
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con Tyf né con T.f per quanto precede: quindi per le ipotesi fatte
dovra appartenere al G;. Ma allora si vede subito che deve essere

(To; Ti) = a Tyof
e che si puo rendere a=2. Percio posto:
(Tes Ter)=—2Tsof , (TesTir)=—2Tf , (Tos Ter)=—2Tsrf ; (Tos Tir)=—2Terf,

si verifica subito che le T,f (¢,k=1,...,7; 2+ %) formano un G, di
composizione

(53) (Tilem) =2 g - e“Tk,,,f—l-e,»,,,Tk,f%—e“ Timf— Erm Tuf
@k, lym=1,2,..,754dFk; l4m).

Dunque nel caso fatto il gruppo contiene un G, come questo.

Se ora ¢’é un’altra rotazione Tyf fuori del G, non permutabile
con T,f, si vede come sopra, che essendo tutte le T/ nelle stesse con-
dizioni, la Tyf deve essere permutabile con le T,,f (¢,k=3,...,7) e
che si pud supporre permutabile anche con Tyf. Dopo di che basta
ripetere il ragionamento ora fatto per trovare, che con posizioni ana-
loghe alle superiori nel gruppo ¢’ un Gy, le cui rotazioni si possono
indicare con T,f (¢,%k=1,...,8; ¢+%), e che ha la composizione
data dalla formula ultima, dove perd gli indici possono prendere
anche il valore 8.

Seguitando analogamente si arriva ad un G, ¢-—y , le cui rotazioni
) )y
-

si possono indicare con T,,f (¢,k=1,...,7;2F k), e che allora ha la
composizione data dall’ultima formula dove pero gl’indici possono
prendere tutti i valori da 1 ad 7.
Se nel gruppo non ¢’® nessun G4 analogo, non ci devono
2

essere altre rotazioni non permutabili con Tp,f; e analogamente con
le altre.
Sicche tutte le altre rotazioni devono essere permutabili con
quelle del G»(--y ed il gruppo ha per rotazioni infinitesime quelle
2

del G, (- e quelle di un sottogruppo di rotazioni tutte permutabili

con quelle.
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Per-questo, se si presenta ancora il caso detto si potra ripetere il
ragionarsento fatto, onde seguitando e rammentando cio che abbiamo
detto nel numero precedente, se ne conclude, che un gruppo generale
di rotazioni avra per rotazioni quelle di varii gruppi del tipo dei G,e_1
del n. 81, quelle di varii G ,—y, come i precedenti ed infine quelle

P2

di un sottogruppo, per il quale non si presenta piu il caso di k= 1:
inoltre tutte le rotazioni di uno qualunque di questi sottogruppi
saran permutabili con tutte quelle degli altri.
83. Determiniamo la forma normale dei gruppi ora trovati.
Dalle formole (XI1I) rammentando anche quelle del n. 79 abbiamo

k

Toof =X, (Sert21—1, 6042 — Stret2a1, 142 — Sort21—1, 2042 + So—1,21)
1
k‘

Tiof =, (Sor—1, 24211 + Son, 20422 — Str2i—1, 64211 — Str-4 21, 65422) 5
1
k‘

Tof =", (Ser-+21-1, 60+21 — Saiot 11, det21 + Sorpoi1, 26422 — S21-1,22)
1
k1

Taf =2, (Sort2—1, t-r21—1 + Sonton, 4h-4122 — Soa—1. 66-4+-20—1 — S22, 65:-422)
]
kj

Tssf ==, (Sei-r21-1, 66421 + Streq211, 4422 — Sot-2i—1, 26421 — S2a—1,%) «
1

Ora poich® la Tyf deve esser permutabile colle prime tre e ri-
spetto alla quarta e quinta appartenere al fattore 2, si deve avere

k
T =2 %% (Wbt W, = W, 8 = Wk 8842) =+
\
A bap (Lo e + L, e — Doty 3t — Z2k+ﬂ,3k+l)% .
Ora se noi consideriamo la parte

k
2
1 i
come abbiamo visto per es. al n. 80, con la stessa sostituzione sulle
Tyy oy Xy € SULle Toppy,..n, 2y, © senza alterare la forma di Tf e

\

U (Wi, it Wy a) + b (L, o+ 2y, k+1)} )
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quindi neanche di Ty,f e Tsf, possiamo dargli la forma
k
Yo W g -
1

Se ora la stessa sostituzione facciamo anche sulle @y, ..., ©
sulle @g 41, ..., 25, non cambia neppure la forma di Tyf: sicché dopo
di cio si avra

k
Toof =, @1 (Wi, i — Wagr, 3644) -
1

Ma ora dovendo essere
(T57 (Tse Tm)) = “»LTscf )

deve pure essere a; = 4 1. Ma se ora fosse per es. @, = — 1 basterebbe
fare la sostituzione *

XYt == X2 )hb2 5 L oi—et2 = — T2iepr (¢=1,...,4),

lasciando inalterate le altre variabili per rendere a, =1, senza cam-
biare altro. Possiamo dunque supporre tutte le a; =1, e quindi

k
Tyf = 2,1 (So1—1, 2421—1 — Soz, 24922 — Sart-21—1, 654+22—1 + D421, 654-22) -

Cosl intanto & trovata la forma normale del G, formato dalle
Tof @, k=1,..,7), poiche le altre rotazioni si ottengono da quelle
scritte con semplici alternate.

84. Supponiamo ora »>>7 e cerchiamo la forma normale della
T,f. Dovendo essa essere permutabile con tutte le rotazioni sopra
scritte meno” che con Tyf, rispetto a cui deve appartenere al fat-
tore 2, si avra

k
Tosf :Z’”‘ e (You+ Y bn, ot Yonta, 2ngn+ Y3042, 854a) -
Se ora consideriamo la parte

k

\ -
Zlu iy X/ln“ )
g
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essa lascia fermo uno spazio di equazioni del tipo
k

k
N\ N
?‘_M My X1 — 0 3 }l_‘l my Xoy == 0.

Se ne deduce che facendo una stessa sostituzione sulle #,, z,, ...,
Ty € sulle z,, @4, ..., 2, si puo rendere quella parte del tipo

1 k
—2— 21 a; YM .

1

Se la stessa sostituzione, che vien fatta cosi sulle z,,...,2,,, si fa
anchejsulle Ty, p1,... , @y , sulle 2y 5.0, T, sulle g,y ..., Ty, sirende

k
Tof =, @1 (Sor—1, 22+ Sorgo 1, 90422+ Sar 201, 4k 421+ o211, 64-4-24)
1

senza alterare la forma del G,,. Inoltre come sopra si trova che deve
essere a; = 413 si pud dunque porre

Bk
Tyf= (2,1—2,1) (So1—1,2- 52420 1,242 S 1ot 20— 1 4oy 24H k211,622 -
™ s

Con c¢id & trovata la forma normale del Gy, che ha per rotazioni
le T;.f (¢, k=1,...,8) ed esaurita la questione nel caso di »<8.
85. Supponiamo ancora 7 >>9: dovra ecssere intanto

Bk
Toof =21 X W (Kt Kegt, bt ot Kot 14,2 1o+ Xstt, 34u) -
™ w

Ora consideriamo la parte
ky k

N\ \!
2‘1 Z:’" 27 S?l—l,?,u—l )
1 k1

ed osserviamo che sulle x,, x5,...,2x,, , si pud fare qualunque so-
stituzione, ché facendo la stessa sostituzione sulle x,, 24y ..., %, €



142 S. Medice

poi facendo sulle 2,41y .oy Zoyapnn (€ =1, 2, 3) la stessa sostituzione
che sulle x,,..., 2, non cambia neppure la forma del Gy,. Percio alla
parte suddetta si puo dare la forma

M @ S, on 421

e quindi deve essere intanto £ =2%,, dopo di che si vede facilmente,
che a; = +1, ma che si puo supporre @; = 1. Con cid si viene ad avere

Iy
Tyo = P (X, byt + Koyt 8+ Ky, 5oy + X6y, 7hy42) -
T

Se & ancora 79 si ha subito che deve essere

B 2,
Tif= ( ;zﬂ i,;ﬁ) U (X + Ko 2, rep+ Kok, 20+ K312, 3k-410)
1

(#, k=>8)

dove si deve prendere il segno —, se dei due indici uno & =9, il
segno + nel caso contrario. Come sopra si osservi che sulle &, ...,y _;
si pud fare qualunque sostituzione senza alterare la forma del Gy, gia
trovato: inoltre si osservi che le rotazioni

Ty
O .
Tikf—‘ ?lﬂ (27 S2Z.—],‘_’,u—1 (l, k=9 g oee ,7‘)

formano un G —g (r—s della solita composizione. Ora se noi suppo-
2
niamo di conoscere la forma dei G, -y per »<8s, da questa dedu-
2

ciamo quella che si ha nel caso di » < 8(s+1): infatti in questo caso
diamo alle Tyf, Tof, Taef, Tasfy Tuofy Teafs Tusfy Teof la forma veduta.
Allora le T;,f (¢, k=>>9) formeranno un gruppo ed avranno la forma
vista: dedottene le T,,f, a queste potremo dare una forma nota per
la ipotesi ora fatta, che si conosca la forma normale del gruppo nel
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caso di 7 < 8s. Ma allora sara nota anche la forma delle T,,f (2,5 >>8)
e quindi anche quella di tutto il gruppo. Ora siccome per r <_8 co-
nosciamo gia la forma normale se ne deduce quella per il caso di
7<_ 16, da questa si deduce quella per »< 24, e cosi via. Con cio &
esaurita la nostra questione.

Se si fa la sostituzione

J
X1 =1; , Tou=72k4,
]
g 2m—1= — Loptn y Fopi2n = T3pa
]
Bypton—1= —Lukba , Bapt2n = Toypd s
!
Teht2i—1 == T6lyts 5 Lolt2r = LTkt
]
ol 42h—1 == T8pb2 5 D22t == Lok44
! ’
o420+ 22—1 = — L (0l +-4 5y L2428 420 == L1l »
— ! '
Ty 2oy 291 = — L1ty Tl 2422 = L1804

! !
T6k4-2he420—1 = L 1ly+A 5 Lokt-2k,4+-22 = L15k44 »

tale forma si ottiene facilmente: la tralasciamo ora per brevita, riser-
bandoci di scriverla per disteso in fine.

86. Veniamo ora al caso di 2>>%, e supponiamo dapprima, che
ci sia nel gruppo una rotazione non permutabile con Ry f: allora al
solito potran darsi due casi o essa & permutabile con R,f o no. Di-
mostriamo, che se avviene il primo caso si rientra in uno di quelli
gia trattati. Nel caso detto, la rotazione S/ si pud per la solita ragione
supporre permutabile con Ry:f: di piti per il n. 76 dovra essere allora

permutabile anche con R',f ed R',f. In conseguenza colle notazioni
del n. 84 dovra essere

t &k
Sf= 2,1 1,4 g 0 (Ko + X, e+ X, 940) +

t1

2 p
B (Yo + Yiepa, it +Y2/c—|—l,2k—|—,u))$ +>, EM @y 64, 6424 -
1 1



144 : S. Medict

N\ . .
Ora alla parte ¥, ¥, (720 X +25,. Y1) con una sostituzione orto-

gonale sulle variabili z,,..., T;, ed una sulle variabili Zs;qy, vy Zaox
q

si puo dare la forma ¥, o, X, 14, dove ¢ & il pitt piccolo dei nu-
1

meri ¢ e k—¢. Pur di variare convenientemente le altre variabili,
non cambia la forma del G;: sicch® in conelusione si pud supporre

q 2t P,
Sf="2, 72 (X4, 142+ X, kg at Xorga, oni41) + 2 E# @10 StleA, 6% 204 -
1 ] 1

Ed ora posto
1
Tf:Z (S ( 34 S)),

si ha
q
Tf =¥, 0 (Yt Y i, kpat Y o, 24— Y ety e Y bttt 2, eptr— Y 24, 2kt 1)
1
S &
+;1,4 ba Sepetr,6u ;M Chp S6k4-21-42, 65+ 2044

La Tf deve essere permutabile con R,f, R'jof, R'f ed R f, e si
deve comporre di due parti una permutabile con R,f, l'altra rispetto
ad Rg,f stesso appartenente al fattore 2, poichd tanto Sf che (R S) ri-
spetto ad R,/ appartengono al fattore 1. La seconda parte deve essere
del Gty (n. 76), e per le condizioni dette or ora non pud differire da
R',f; ne viene che in Tf devono essere tutte le % uguali e di pit
deve essere q=%t=F—t, e le b;, sono pure nulle salvo le by 9,
che devono essere = —a% . Per quest’ultima ragione occorre sia
171

(

" a2, u a?v,,u+a/2ﬂ.—1, w21, u) =0 )
1 1

O v=1,.0, 850 %v)

S,

» a2, u a?w—l,,u—a%, u @lAl,/A) =0

e queste relazioni ci dicono, che con una sostituzione ortogonale sulle
S0le Xgyrorqiy ey Tonaeetp Si pUd rendere

t 2t
Sf= 21 72 (X’-, it Xita, k+t+l+X2k+A, hett42) + 2 5 @ S6kn. 6kp 41
1 1
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e per quanto sopra dovra essere

2 2 __
Ay + g =22

Ma di pit devono essere tutte le @ uguali in valore assoluto,
perché altrimenti nel gruppo minigio che contiene la Sf ed il Gy si
troverebbe un Gy corrispondente ad un valore di & minore di quello
considerato. Potendosi d’altra parte cambiare a volontd il segno
di a; e potendosi dividere per o la Sf ne viene che si pud supporre
in particolare

21 t t
Sf= (21 “—21> (X b2 Ko, btat Ko, 2bt42) + D X8ia, Socp-tpa-
™ T T

Per conseguenza rammentando che k= 2¢ per quanto sopra, si ha

Tlfz ((S (Ru S)) R‘S“) :iﬁl (_1)}b SQ’“‘H*! 6k

Se si cerca il gruppo minimo cui appartiene quest’ultima rota-
zione, ed il Gg== (R.nf, R'inf, R'anf5 2, k=1, 2, 3) si trova un Gy,
che ha ancora la forma canonica (purché si cambi segno alle varia-
bili @grt2: 1 (A=1,...,k)), e che corrisponde al caso di £=1Fk, ciot ad
un caso gia trattato completamente.

87. Possiamo dunque supporre, che nel gruppo non ci sia nes-
suna rotazione permutabile con una sola delle rotazioni Ry,f, Ry,f, nel
qual caso il ragionamento del n. 82 ¢i dimostra, che il gruppo dato ha
per rotazioni infinitesime quelle di un G, —y= (T, (¢, k=1, ...,7;¢+k))

2
di composizione

(T To) =2 § =200 T e Tuaf+ 201 Tonf = 2un T |
Gk, lym=1,...r;5%k; L+m),

e quelle di un sottogruppo di rotazioni permutabili con quelle di
quel G, -y . Se mettiamo questo in relazione con quanto abbiamo
2 .
visto nei numeri precedenti e osserviamo che per il n. 79 i G5 rien-
trano nei G, -y ora menzionati, si ha che ogni gruppo di rotazioni

2

Ann. 8. N. 10
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che non contiene un G, come quelli considerati al paragrafo prece-
dente, ma che contiene un G; di quelli del n. 77 o contiene un Ge_j
0 un Gr(r—l) e di pit per rotazioni infinitesime del gruppo si posson

prendere quelle di quel Gyo_g 0 d1 quel (J’r(1 —1 e quelle di un sotto-

gruppo del gruppo, tutte permutablh con le precedenti. A questo
sottogruppo, se esso contiene ancora un G; dei detti, si pud applicare
ancora la stessa conclusione e cosi seguitare finch® non si arriva ad
un sottogruppo che non contenga nessun Gy e quindi abbia per ro-
tazioni infinitesime quelle di varii Gy, Gy, G3 e quelli di un sotto-
gruppo abeliano, tali che le rotazioni di ciascuno di questi sottogruppi
sien permutabili con tutte quelle degli altri. Siccome i G5 per la com-
posizione e per la forma rientrano nei gruppi del tipo dei G,._1, ed i
G, ed i G; hanno la stessa composizione dei gruppi del tipo del
G (-1 , cosl ne viene che
2

Ogne gruppo di rotaxions, che non contiene Gy della composi-
xtone (51), ha per rotaxiont infinitestme quelle di varii sottogruppe
del tipo dei Gpay (r £ 4) trovati al n. 81, quelle di varii sottogruppi
del tipo dei G,-—y della composizione (53) ed infine quelle di un

2

sottogruppo abeliano: e questi sottogruppi son tale, che le rotaxioni
di ciascuno di essi son permutabily con tutte quelle degli altre.

Mettendo in relazione questo con quanto abbiamo visto al n. 82
otteniamo

Ogni gruppo de rotaxions ha per rotaxiont quelle di varit sotto-
gruppi del tipo dei G, .., visti al n. 75, quelle de varii sottogruppi
del tevpo der Gy trovati al n. 81 (r + 4), quelle di varii sottogruppi
del tipo dei G rr=n della composizione (53) ed infine quelle di un

sottogruppo abehano: e queste sottogruppi son tale che le rotaxioni
di ciascuno di esst son permutabily con tutte quelle degli altri.
88. Con il teorema precedente & completamente esaurita la ricerca
. delle composizioni dei gruppi di rotazioni: resta ora a vedere qual’d
la forma normale di questi gruppi. Cominciamo dal veder quella di
un G-y, come quello del numero precedente: ora con an leggiero
2
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cambiamento di notazioni dalle (XIII) e dalle formule del n. 86 si ha
13
Tyf = Z’l (Sgt)—l-m—l,ﬁt—l—% - Sfxlt)-|-2z—1,4¢+21 - S‘(th)—l-2l-—1,2t+2}.+s(21).)—1, 27) +
121
+23, 50

Le altre rotazioni infinitesime del gruppo, dovendo rispetto a T',f
appartenere o al fattore 0 o al fattore 2, saran somma di due parti
una che opera solo sulle 2™ ed una che opera solo su altre variabili.
Le parti, che agiscono sulle sole 2V formano un gruppo cone quelli
determinati nei nn. 83-86, e di esse & inutile occuparsi. 8i puo dunque
limitarsi al caso in cui #= 0, in cui tralasciando 1’indice (2) in alto,
perché inutile, e ponendo

T(i—1)k420—1— x’(2i~1)k+1 s LAi—1)k4-22 = 93'2ik+/1

(1=1,2,3,4;%=1,...,k)

si ha per le (XIII) e per il n. 86
k : i
Tof =23, Sivetao—vets (5 1=1,2,3,4,5,6).
1

Se ora #»>>6, T\;f deve essere permutabile con le T, ,f (¢, =2, ...,6)
e quindi essere del tipo

ko p
T”f:;l ZM &om Sl,ﬁk—]-,u +
k
—]—EM bige (Stan, e + 5242, 24ut ove + Sokcper, 5-ue)
1

ma d’altra parte deve appartencre al fattore 2 rispetto a T,.f, quindi
b =0, \yp.=1,...,k). Ma ora siccome

(Tn (T12 Tn)) = 4T12f,
e quindi

P
1 '
“ (7 aw/l,=4=5).v ()\)V=17"'7l")7
1
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vuol dire che con una sostituzione ortogonale sulle sole Zg ...,
Zar4p Si posson rendere tutte le @;, con indici diversi, nulle.

D’altra parte disponendo del segno delle stesse variabili si varia
anche quello delle ay,, che si posson percid supporre tutte positive.
Si ha allora

k
3
Tnf=2), Si6rta
1
e quindi la forma scritta sopra per le T,,f(¢,{=1,...,6) si puo esten-
dere anche al caso in cui uno dei due indici sia = 7.
Analogamente si ha che in generale si pud porre

&k
Tof =27, Si—tpia,i—tps (G l=1,0,r50%10).
1

89. Veniamo ora ad indicare come si pud trovare la forma nor-
male dei gruppi di rotazioni: cominciamo dal supporre, che nel
gruppo non ci sia nessun G,y dei soliti (»>>5), ma che ci sia

?

qualche gruppo come il G5 del n. 81, chd il caso non ci sien neanche
di questi I’abbiamo gia trattato nel paragrafo precedente. Suppo-
niamo inoltre di conoscere la forma normale nel caso in cui ci sien
nel gruppo solo o —1 di quei G2—; e cerchiamo quella nel caso ce
ne sien «. Siccome per o — 1 =0 cid & vero, viene ad esser cosl esau-
rito il caso da noi fatto. Se ¢’& un tal gruppo potremo dargli la forma
normale (XII): ogni rotazione permutabile con quelle del G._y si
compone di due parti, una che opera solo sulle variabili su cui opera
il Gye_1, Valtra che opera solo su altre variabili. Queste seconde
parti formano un gruppo, che contiene al massimo o —1 gruppi del
tipo dei G,._j, e quindi se ne conosce la forma normale. Bastera
dunque occuparsi solo delle prime parti: se Tf & una di queste, do-
vendo essa esser permutabile con il G,.—1 deve essere

r k
Tf= Zi Zlﬂ (7 i1ty (DA Bre Y (1)t (1)) -

Ora se sulle ,,...,x,, facciamo una sostituzione ortogonale qua-
lunque non cambia la forma delle R;,/ (¢, I=1,...,7), purchs la stessa
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sostituzione si faccia anche sulle @ayy,...,@gn, SUlle Typpr, oy Ters
sulle @y, yiq1y ey Larn - S€ NOi dunque consideriamo le rotazioni, che

si ottengono dalle precedenti dando ad 7 solo il valore 1, e la ro-
k

tazione Y, S_1,91 esse formano un gruppo, che contiene al mas-
1

simo o — 1 dei gruppi del tipo del G,._; e che percid ha forma nota.
La stessa sostituzione, che occorre fare sulle variabili z,, ..., 2y, per ri-
durre quel gruppo a forma normale facciamo ancora sugli altri gruppi

k
di variabili sopra citati: con questo la rotazione 21 S2k+2,1_1,2k+2,1
1
si riduce ad una forma nota analoga perfettamente a quella a cui si
k
< . Q . ~
& ridotta la 2“_ Soi—1,2: € le R, f restano inalterate, onde & nota per-
1

fettamente la forma del gruppo.
90. Infine dobbiamo considerare anche il caso ci sien dei gruppi

del tipo dei G,(—y della composizione (53). Come al principio del
2

numero precedente vediamo, che supponendo sia nota la forma del

gruppo nel caso ci sien solo a — 1 di tali gruppi, per dedurne quella

nel caso ce ne sieno o basterd limitarsi alle parti che operan sulle

variabili su cui opera il G, -y considerato. Anzi come al n. 88 si
2

vede, che bastera considerare i due casi particolari, quello esaminato
ai nn. 83-86 e quello per cui si & trovata la forma normale al n. 88.

Questo secondo caso si tratta subito. Infatti allora data al G-y la
2
forma canonica quelle parti avran tutte la forma

k

. <\
D D B St (1

1

k
Alle parti EM @ Sy, diamo la forma normale nota: per questo
1

occorre una certa sostituzione ortogonale sulle z,, ...,z . Se questa

supponiamo fatta anche sulle @, 1, ,..., 2y ;...;sulle 7, _yp4,,..., 2, DO

cambia la forma del G-y e quella delle parti considerate si ottiene
2

allora premettendo a quella trovata una sommatoria rispétto ad ¢,
come quella che figura sopra.



150 S. Medici

Passiamo all’altro caso: se » =6 si rientra per il n. 86 nel caso
dei G,._; trattato sopra; se »<76 il caso & stato gia trattato, onde
basta limitarsi al caso di # >7, e cominciamo dal caso di 7= 7: allora
la parte delle altre rotazioni che agiscono sulle variabili che figurano
sulle rotazioni del Gy, cui si suppone data la forma normale, devono

essere del tipo:

k
Z"" e (Koot Ko, g+ Xort2, 2 4+ X8ro4-1, 3410)

k
onde conosciuta quella delle parti 2;.# @ S21—1,2.—1 se ne deduce
1

subito quella di quelle parti. D’altra parte siccome variando in modo
qualunque le z, , 23, ..., @y _, pur di variare convenientemente anche
le altre variabili non cambia la forma del G, cosi ne viene, che a
queste parti si pud dare la forma normale come se quel Gy non
ci fosse.

Se poi & » _> 8 le parti sopra dette e le T, (¢, {>>9) saran del tipo

o o,
(Zm + EM) W (Kot Koot bt Ko, 204+ X344, 35-4)
1 Tl

Ky
. . . |
per conseguenza conosciute le parti 21‘,1# @ry Sop1,2,—1 Saran cono-

sciute tutte quelle rotazioni: d’altra parte siccome pur di variar con-
venientemente le altre variabili si pué¢ sulle x,, s, ..., 2o, fare
qualunque sostituzione senza variare la forma delle T, ,f (¢, I=1,...,8)
e della Tgf cosi si potra dare a queste parti una forma, che non di
pende altro che da esse. Se dunque supponiamo di conoscere la forma
dei gruppi con meno parametri di quelli del gruppo counsiderato la
forma di queste parti & nota, e percio lo & anche quella del gruppo
considerato.
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Riassunto

91. Riassumiamo qui i risultati ottenuti precedentemente.

Relativamente alla composizione dei gruppi di rotazioni la que-
stione € risolta completamente dal teorema seguente:

Ogne gruppo (reale) di rotaxioni ha per rotaxioni infinitesime
quelle di varii sottogruppt (reali), tali che le rotaxiond di uno qua-
lunque di questi gruppr son permutabili con tutte quelle degly altre.
Tali sottogruppe possono essere dei 4 tipi sequenti:

1.0 Gruppi abelians.

2. Gr—y (r4), tali che prese convenientemente le rotaxions
2

generatrice ed indicatele con Ry f (€, k=1,...,7;2% k) Ruf=FRu:f)
tl gruppo ha la composixione

(Rik le) =2- €51 le7f+eim Rklf+€kl Rz'mf— Erm Rz Lf
@k, l,m=1,...,75¢%k; l+m).

3.0 Ga1, talt che prese convenientemente le rotaxioni gene-
ratrict del gruppo ed indicatele con Rf, R of, R'nf G k=1,...,7)
Raf= —Rafs Rinf=Rif), e ponendo R';,f = Ry, f — Ry f il gruppo
ha la composizione

(Rih R"ik) = 2R’ikf7 (R”ik R'ik) =2 Rikfw (R'ik Rih) =2 R”ik,fu (R“ik R"Lm) =0 )

(Rik R’lm)=—5iL kaf+ Eim RmerEkl Rimf_ Erm R”f,

(Rih R’m)=—5iz Riunf+em Ruif—en R,imf+ e R of s

(R'ikR,lm):_eil kaf” € Rt f— o1 R f—cm R”f,

(Rik R”Zm) = (8512 imSn1Hem) R’likf ) (R,ikRulm) = (—Ei vt im e =S km) Rikf)
(@ kylym=1,.,750Fk; lfm).
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4.° G, 0,41, tali che si posson prendere le rotaxioni generatric:
in modo che indicatele con RYf, RYf, RYf, RiVf (p=1,2,38,4;
i, 1=1,...,7r;1F1) RYY = —RYYf) il gruppo ha la composizione
(R RE) =2, RES, RYRE)=2e, RES, R RE) =2e, REY,
REYRYY) = (240 — 2un) RYVf . (RERYY) = (ein— =) REYf
(R RY ) = (o = ) B,
(R‘f;’ R(z”)) = = (o0 — €1x) R(lmf ) (Rg?s)R(z”)) = = (esntem) R(f”fa
(RE BEY) = (2 +21) RY VS,
(REREY) = (2 +20) RIS, (RERYY) = — (i —e0n) RYVS
(RY:L;) R%”)) = —(Eantem) R(zi”fy
(R{ R&”)) =~ (finten) R%”)f s (R RYY) = (eint2a) R;”)f,
(RE RS = — (500 - 22) REVF,

(R{D R(;zs)) =0, (R(piz) R(pim)) - _ R(pzm)f , Rii» R(pim\) - — R(I,lm)f,
(R(zil)R(sim)) — R&lm)f, (R(Zz 1) R&im)) - _ Rg;l m)f7 (R(; l)R(;m)) — R(Zlm)/
(REVRYY) = REF-RYf , (RUVREY) = R -RET,
(RUYRYY) = Rf - RL)

(REVREY) = ~REF-RES , (RYYRYY) = REF+RES
(REVRYY) = — Rigf— R
(fyé,lymys=1,..,757FlFmEs;p,q=1,..,4).

92. Quanto alla forma normale di questi gruppi di rotazioni nel
q grupp
caso, che il gruppo contenga uno solo dei sottogruppi indicati sopra
abbiamo trovato che:

@) nel caso essa sia un G abeliano, indicatene le rotazioni
generatrici con R,f (i=1,...,s) si pud dargli la forma

n

3
Rif =Y, 00 Su a2 (i=1,..,8)
1

essendo 7 il numero delle variabili.
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b) nel caso sia invece un G,2_1, come quelli indicati sopra al
n. 3, si pud dargli la forma

2k
Rif= 2:” Soi—1)k4-4, 201—1)%42 5

k
f="X, (Sop—nyrr2—1,20-18+2 = Sai—1)k422, 20— 1)042—1)
1

k
R f= 21 (So(—1)h-4-22—1, 21— 1)4-22. — S2(i—1)k-+20—1, 2(i—1)%+24) 5
1

(#yl=1,..,r5¢%1).

¢) nel caso il gruppo sia un G, ¢,y come quelli indicati sopra
al n. 4, si puo dargli la forma

2h
RYf = 2, Ssii—nha—1,4i—1)at2 5
1
S
RYf = 241 (Safim1)het 418, 4(i—1) a4 F Sa(i1)h-1-41—2, 4(i—1)ht-41—1)

RYf = 2, (Si—1)h41—3, 4(i—1)h44a—1 — Se{i—1)h+-4i—2, 4(i—1)h442) 5

4h

R{Vf= z Sy—1)ht2, 40— D)a+2
Ry Vf— 21 (Sa(i—1)ht-21—1, 40—1)h+22 — Sti—1)h-20, 41—1)h+22—1) 5
I3

h
i 5!
R(.s l)f = 2}41 (84(i—1)h+4l—3, 4(—1)h+42—1 — S4(i—1)h+4l—2, 4(I—1)h+442 —

= Sy(i—1)h-4—1, 4(0—1)h41—3 + Sa(i—1)h+42, 4(—1)h+11—2) »
h
R =, (Sai—1)at+41-3, 401142+ Sa—1)h-44—2, 4(0—1)ht42—1 =
1
— Syl A1, 4(1—1) 422 — Si(1) 42, 4(1—1)h4-43—3)

(@, l=1,..,752F]).

d) nel caso, che il gruppo sia un G,y (r+4), come quelli
2

indicati sopra nel n. 2, bisogna distinguere varii casi:
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1. Se =3 al Gy si pud dare la forma

7 k;, uy 2k,

D1
R12f= %2:‘/; % 22 24/4 Y(L—l ey~ (i—1) 0y +p + 2} 2‘ 1+2l) 2,“ Y2tl;l+;¢,2tl)—|—,u

no|

V2w 0+ 1) 8§ s+

Yot kp
R23f = 27. EH
™1
ul—l
\/uz (wat1)—2 (+1) X4 k,1+,4,zk,1+,q + Zl 2,4 2(%1-'-1) W) 12+

wy—1
i 2
-+ Z \/ w+ 1)~ 1P (i+1)? (Xéi}cl—}-‘_),u—l,2(i—}—1)kl—|—2‘u—]+Xi(2i)kl-{—2;4,2(i+l)k;'+2y) )

1/;—1
ST Qi
\/2%1(“#1) ng;l——-l,?ull’l—k# Z \/m(u;+1 —Z(Hl) (z )7y, il

Y1 k3
Rysf 221 2;&
+3, 3

Jous 1
w)—1

Z(l‘l— ]. Zg,u,—l 2/"

— 2;@' V(1) —(i+1) (Y(Z;Z)Icl+2;4—l,2(1'—|—1)k1+2/4+Y2ikl—|—2,4,2(i+1)kl+2ﬂ)
2.0 Se r=5 al G si puo dare la forma

s 2k
Rl’f =2 Zl Ay s—(—l +ZA S%-—l 21 R23f =2 2‘1 Ss«M 2541 +§l ‘/V(Z%.LI,Q). )

Rif= 22.2. b 2, 2547, +Zl Z2/1~1 2 1

utv

N 1)
R24f =2 }_41 +l 3s+4 + 22} u-|—v+l 2stuto2 T S(Q'Li—l—v+}.,2s+2u—|—v—l—l) _'_
k 2k 9
(20— 3) 2,
1 k41
l4f =2 Z} Sl , 3842 227 s—-|—u+v+l 2s+utv4a T gs—]-Zu—i—v-H 2s—|—2u+v—|—)) —I_

k 2k
+ (4 ) Vi
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u-|1—'u M 1_51 1) 1
Ruyf=2 214;, Sos 1, 8541 22141 (S0, stautots — St aas, st2utota) T
2k % \
+ (—Zz + 2}.) Si.u)—l,m. )
T k]
Q qll 5N
o 1
Rzaf =2 21,}» S(s—?—l, 3s+utv-+4+2 + \/ 2 ;ﬂ. (S(s—;—v+u+l,3s—|—v+l - SEJ-I—A,2s+v+u+l -
1 1 1 «(1
- SLL(_H, 2s-poaT S.(H)-v+2u+z, stvtaT Ssﬂ)-z, 9stv4-2utrT Sghuﬂ, 95po-ta) T

k
2 2
+ 27. (W(21L1,2k-|—2}.—1 - \V(QA), 270-]—2,1) )
1

v
1 o N 1) 1
Rmf: 22;‘) Sg.,)3.s-—|-u—l—v+l + Y 2 }l‘l (ng—i—qu).,?)s—l—v—l—l - st-—l)—v-H, 2s+vtu-tAi +

1 3(1) 1 1
+ S(s—;—v+1¢—|—l,2s+v+l+ bi7+2u+}., 3s-fv4a T Sfe—%-—v—H, 2s+v+2utd S(s—?—r+2u—|-l, 2s+v+).) +

iy
2 p)
+ 2/1 (Z(2}.)-—1,2k+?i.—1 - Z(zz),zm-m) ’
1

0l uw
o5 N 1 1
Ref=2 }111 Saepn,sstutots V2 %l (St a, 3001t S, ot +
s 1S - 8@ -8 )—
+ Oy 4, sdotuda T P28 4o4-2ut-1, 3504 o-+200-4-4, S04 v+, s+v-+2u4-4

[
2 2
— 21 (X(Ql)—l,2k+2l+X(21), 2h21—1) 5
T

v «u
ERAEL! 1
Rsf=2 2;./1 Ssg44, 85tautota T Ve 2141 (SN oputat S(H)»v—H, stotats T
1 1 1
+ 8(215)4—v+l, 25otuta Sz()—)H, ot2utat S(sq)-v-u, stotougat S(zs)-|-9+/1, 95-po2utr)

k
' 2 L@

- 2:). (Y(ZA)-—l, on+-21T Y(m), oh21—1) -
1

3.° Infine se 5, si pud porre

Rilf:Silf+Tilf (i)l=17”'37';i:‘:l)
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e poi dare alle S,,f la forma
Sif= 2} z—l Jopay (—nsa @ 0=1,r5aF]).

7 (r—1)
2

Quanto alle T,,f, se &

intanto porre

= 8s+u con 1< u<8, sipud

ko7
1
Tyof = %;. ;z Sots44, (21144 5

Feqa 15

)
T8t+l.8t+2f: }1_‘ Hz,, P (z% —Jlt) EZ

Siskyfonti oy 20k, by ittt 2L R

(t=1,..,s-1)
by 15 3 1
. A\l
T8t+3,8t+4f_ 21 1y oo s by l hL
1 0 [ 0

(- 1)+ 8, . . . .
lel—f—...—l-ztLt—|-(4l—|—2l1)7yt+1+l, z1k1+...+ztkt-l-(4l+2l1+1)kt+l—|—l )

kyp1 15 7

| N N
T8H-5,81+6f= z;. Zi,,...,i, 1
™% 0
I Q
(= 1) it Iy 20k o4y by B @Dy 2

t+1 15

8t+’7 sz+sf ; Zzl, iy El bLyly
+h+,9. . ;
(LTRSS bt B S 2 oty il B L2

z115

3 1
8t+1 st+3f 21 Zzl,...,i, 20:1 %111

(= 1)Hh+1 Sieyfrnnti oL, g ikbb R A LR, o

k, +1 15 1
sz+2 8t+of_‘ 2} %zl,...,i, %jal,lnlz

1)%
( - ) 1 Sill.'l-l—...—-l—it7-‘t+(81+11+2[2”"¢+1+;-7 illt'1+-‘-+itkt+(81+ll_212+6)]”2+1+)‘ )
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k, 1 15

3 1
Ts:+5 8t+”f 2,1 2‘11,...,1', %‘.l %:l,

SR A VSR SRR AR N S Y NN )y SN TIES RN, ) ST

kig1 15

7
r N\
l‘8t+8‘8t+9f= 21 Eil,...,it Zl
1 0 0
Stskitonti I by ikickcbi o -8,y
(t=0,..,s=1)

dove oy =16k (t=1,..,5-1).

Da queste si ricavano, con le alternate, tutte le T,/ (¢,k<8s):
bisogna ora distinguere varii casi a seconda del valore di u.
o) Se w=1 il gruppo & gia determinato.
f) Se w=2 si ha inoltre
ki1 15
T8s+1.ss+2f= 1;. j (2 24 )

™ 5
Si1k1+...+isks+l,ilkl—l—...—l—is/os—l-ks_'_l-{-). (ks =k ) -

4) Se u=3 si ha invece

+1 15 7~1 12
Depsneid = S S (330

0
A\
Siskyoet oy by it b 2y o

ksil 15 1
L
T8s+2,8$+3f= A By oy i Zl
T 0 0
(= 1) Sttt I Al ikt o A2+ s
(ks = 4ks-|-1)
) Se w=4 si hanno le due precedenti ed inoltre
s-+-2 s-|-1 12
Tosis5e44f = (21 2‘ ) 21‘1,...,is
T 2%, yt1/ T

St Jo by kst T 2y 44 -

(ks—I—Zg ks+l)
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¢) Il caso di =5, si ha dal seguente di 2 =6, tralasciando

la T83+5,85+6f'
¢) Nel caso di « =6 si hanno oltre le solite anche le seguenti

ki1 15 7 15 3
N ! | Q|
T8s+1.8s+2f= Zz Zil,...,is_l (Zis_Zis) 2;
1 0 0 8 0
Si1k1+...+isks+2lks gt ke b H@L AR
B 15 1
q 4 Q
T83+3.8s+4f= 2 %il,...,is %l,ll
1

(= 1) ikt Jo AHOHRRE ot iyt B A 2B DRy
ks—|—1 12 31
T85+5,85+6f= 21 Zil,...,is ZZ
™9 o
(= 1) Sityernt b by it L gy

ks—[—l 15

1
T8s+1,8s+3f: ?‘l ;i,,...,is g.l,l,

(= Hhtt Silkl-l-...—l—isks-]—(il—l—ll)ks O N e e L N )

ks-jl—l 15 1
Tss+3,3s+sf= %l gil,...,is %l. L
(= D5 Sigetni by 200, JUEE IS U Y (Y ) NPT
con k, =8k,.
€) Se =17 si ha oltre queste, anche 'altra
ks—j}-l 15 11
T85+5,8$—|—’7f= Z). }_ﬂ',,...,is 2,1,11
T T 0
(= D' Skt b (4 ) b i B A 2R 2
7) Infine se 2=8 oltre queste si ha anche l'altra

ks-j}-:2 ksi—l 12 11

T88+7‘Ss+8f= ( Zi."‘“ Z;. ) 2.:‘1,...,iQ Zl, A
T k1 0 A

(= D)Fh Siipri b 1200y it B - 2D

(ks-|-2 g.ks+1)
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Esaurito cosi il caso, che il gruppo contenga un solo sottogruppo
di quelli di cui al numero precedente, tralasciamo il caso pit gene-
rale, questo dando luogo a numerosissimi sottocasi, che non sarebbe
facile numerare tutti, finche » & indeterminato: rimandiamo per essi
a quel che abbiamo visto ai nn. 58-63, 68, 75, 88-90.

93. Come esempio diamo qui i gruppi di rotazioni su n <6
variabili.

Per n=2 si ha il solo G,=8,,; per n=3 si ha quel G,, ed
il Gy== (Si2, Sy, Sy).

Per n=4 si hanno i seguenti

1) Il Gi=aS,;,+68,, 2) il G== (82, Ss) , 3) il G3= (85, Si3, Sx),
4) il Gy= (S;3+Sas, S13— Sy, St Sy) , 5) il Gy= (S;2+Su,
S13— 824, 814+ S8, 81— S3)) 5, 6) il Gg= O, 2,k=1,...,4).
Per m=>5 oltre i precedenti si hanno gli altri

7) il Gy= (S, +28Sy, \/3 S+ 512 +Ses \/g Sis = Siy+Ses)
8) il Gy== (Si2, Si3, g, Sy5)
9) il GIOL—*(SM, (t,k=1,..,5; z#:k))

Per n=6 oltre i gruppi ultimamente numerati dal 3 al 7 e 9
van messi gli altri

1) il Gy=(aS;3+ 0S5+ Ss5) , 2) il Go= (8124, Sys, @512 +,55)

)
10) il Gy == (S, Sa4, Ss6) , 11) 11 G3== (S13+Ss4, S+ Sus, S15+Ss)
8) il Gy= (S+Sa1, S13—Sas, Si+ s, @ (S — Sz4) + 6 Ss6)
12) il Gy= (S12+Saqy S5+ S5y Sis + 856, Sy Sus+Ss6)
13) il Gy == (S134+Sss, Si3— Sps, 814+ Sas, S1z —Say, Sse)
14) il Gg== (812, Si3, S5, Sgs, Ssq, Syo)
15) il G == (S12, Sz, Sus, Suay Saq, Sasy Ss)
16) il Gy== (Si3+Sar, Sis+Su, S5 +Sus, Sie—Se, Si6— Sisy Sy — Sas s

Sl2 - b3-1 y bm - bac)
17) il Gy == (il G4 precedente e la rotazione Si,+Sy+ Sy)
18) il Gyy==(Sin (G, k=1,...,65 i k).
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Se si considerano solo sostituzioni ortogonali a determinante +1
(cfr. n. 3) ai gruppi, che abbiamo trovato bisogna aggiungere nel
caso di =4 il G;==(S,; — Sss, S+ 513, Siy — Sy ed il G, che ha per
rotazioni quelle del precedente Gj e la Sj;+S,,.



