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INTRODUZIONE

Si indichino con #,, %, s, . - - %,, 16 coordinate cartesiane ortogonali
di uno spazio euclideo ad % dimensioni. Determineremo in questo
una superficie coll’assegnare ), z, . . . x, quali funzioni di due va-
riabili %, u,: noi supporremo che tali funzioni siano finite continue

ed ammettano derivate di ordine sufficientemente elevato. Porremo
b g,

costantemente szx@ ) iy h, - Lerché si abbia una superficie

effettiva dovremo supporre che trale x,, @, ... x, vi siano due fun-
zioni indipendenti; il che analiticamente si tradurrd nel supporre
che la matrice

Ty P20 - - Zulo Zyo

I

| &1 Zao1 » - - Lyl Zo ‘

non sia nulla. Supporremo generalmente che il suo primo minore
sia diverso da zero: il che & permesso bastando scegliere conve-
nientemente fra le 2, quelle cui si attribuiscono gli indici 1 e 2.
Con cio la superficie sara individuata nella sua forma e posizione
nello spazio non solo, ma su essa sard assegnato un particolare
sistema di linee coordinate. Se noi vorremo considerare la super-
ficie per la sola sua forma e posizione nello spazio bisognera rite-
nere arbitraria la scelta delle linee coordinate u, u,, se solo vogliamo
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considerare la forma noi dovremo ancora operare una trasforma-
zione arbitraria per uguaglianza dello spazio ambiente. Tale trasfor-
mazione & un movimento od una simetria: per brevita io intenderd
con movimento una qualunque tale trasformazione, dicendo movi-
mento propriamente detto quando dal gruppo vorrd escludere le si-
metrie.

Per caratterizzare la superficie converra quindi studiarne gli
invarianti differenziali per movimenti e per trasformazione di va-
riabili 2, u,; tale studio & brevemente fatto nei primi due capi-
toli. Nel primo & risoluto completamente il problema di trovare gli
invarianti differenziali della superficie per il gruppo (misto) dei movi-
menti dello spazio, e quali di essi siano sufficienti ad individuare
la superficie.

Nel secondo & anzitutto ridotto il problema della ricerca degli
invarianti differenziali per una trasformazione di linee coordinate
al problema di trovare gli invarianti simultanei di un sistema di
forme che hanno in certo modo I’ufficio delle due forme fondamen-
tali dell’ordinaria teoria. Indi si studiano le condizioni affinché due
superficie siano congruenti: questione equivalente a quella della de-
terminazione della superficie per i suoi invarianti assoluti. Le discus-
sioni ivi fatte si applicano infine a dimostrare che le sole superficie
che ammettono un G; di movimenti dello spazio ambiente sono le
sfere dell’S;.

Nel terzo capitolo, premesse alcune formule sulla teoria delle
curve, d0 una generalizzazione del teorema di Meusnier alle curva-
ture di ordine superiore delle curve tracciate su una superficie o piu
generalmente su una varietd qualunque ad m dimensioni.

Nel quarto studio la curvatura delle sezioni normali della super-
ficie: sono cosi indotto a distinguere tre specie di punti; definiti
dalla natura projettiva della varietd delle normali principali delle
sezioni normali e che chiamo generici, planari, assiali. Tra i punti
planari si distingue una classe speciale che dico dei punti para-
bolici. Lo studio delle curvature delle sezioni normali mi porta al-
I’interpretazione geometrica degli invarianti trovati nel capitolo IL

Nel quinto capitolo studio le superficie di punti assiali e di punti
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planari. Le superficie di punti assiali sono superficie dell’S; o super-
ficie sviluppabili rigate. Le superficie di punti planari non parabolici
ammettono una coppia di sistemi di linee che dico sistemi coniugati:
esse sono le superficie che contengono una rete (réseau) del Guichard;
ad esse appartiene una notevole classe di superficie: le superficie
di traslazione, di cui sono un caso particolare, come io dimostro, le
superficie minime. Estendo parecchie delle proprieta delle superficie
minime dello spazio ordinario a quelle dello S,. Le superficie di
punti planari parabolici ammettono un sistema di linee che dico asin-
totiche: ad esse appartengono le superficie rigate non sviluppabiil.
Un’ultima proprietd caratteristica delle superficie di punti planari &
che, se una superficie ammette una superficie parallela non omote-
tica, essa & di punti planari.






Caprroro 1.

Gli invarianti differenziali della superficie
pel gruppo dei movimenti

Gli invarianti fondamentali Iz, 4%, .

1. — Consideriamo un movimento dello spazio ad » dimensioni
J
(1) Ti=on® + o+, ..+ 0.2+ a

dove le e, sono i coefficienti di una sostituzione ortogonale.

Le formule di trasformazione per le derivate z;,,, saranno date
dalle equazioni

@) Ty =00 o+ %2 ®o,nx + - o F Cin T in

Gli invarianti differenziali della superficie per il gruppo dei mo-
vimenti dello spazio ambiente sono gli invarianti finiti del sistema
di variabili x,,z;,,, per il gruppo di trasformazioni (1) e (2). As-
segnate le #,,, che sono i soli parametri che entrino in (1) e (2), si
possono scegliere le ¢, per modo che le z’;, assumano valori arbi-
trari: gli invarianti saranno percid indipendenti dalle z; e nella
ricerca degli invarianti potremo limitarci alla considerazione delle
equazioni (2). Queste ci dicono che le serie di variabili x;,us
(¢=1...n) sono trasformate per una stessa sostituzione ortogonale;
se quindi in uno spazio ¥,, in cui le coordinate siano le §;, si
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considerano i punti definiti da &, =, 4, (A,k=0,1,2,...; h e k non
entrambi nulli) e che indicheremo con (z,,..), la ricerca degli in-
varianti nelle z,,,, per il gruppo (2) sard equivalente alla ricerca
degli invarianti dei punti (z, ,,) per i movimenti di ¥, che lascian
fissa D’origine. Questi invarianti si possono tutti esprimere in fun-
zione delle lunghezze dei vettori uscenti dall’origine e terminati ai
punti (z,,,:) e dei coseni degli angoli di questi vettori. Poniamo

3) Tag, mwy = X5 00 T iy 1y -

La lunghezza del vettore terminato ad (x;,,;) & data da VI s
il coseno dell’angolo dei vettori terminati ad (z, ,,) ed (win k) ©

Lk, a
141 . . . .. . . . . .
————————. Quindi tutti gli invarianti sono funzioni di Tnw, nym,

V Lnse,ut Loy sy, o ey
e viceversa ogni funzione Ixz a1, € un invariante. Quindi le espres-
stont Ing nw formano un sistema completo di invarianti della su-
perficie per il gruppo dei movimenti dello spaxio ambiente V).

Noteremo che si ha Iz a,% == Inz nr. In generale supporrd
h -k = h-+k, ed in numero k& si dira I ordine dell inva-
riante Ihk, hyky -

1y I coefficienti dell’elemento lineare della superficie E, F, G, sono
gli invarianti I3y T001 Ioio- I coefficienti della seconda forma fonda-
mentale DD'D" delle superficie dello S; si ottengono in funzione degli
invarianti di primo e secondo ordine poiché si ha evidentemente

' T1o10 Tioo1 Tro20

1

D2 = 1 1 I0120 I0101 I0120
1010 +1001

12 —
,D2—..,

To010 Tooor I
I0110 I0101 2010 +2001 2020

Qualora si volessero gli invarianti pel gruppo dei movimenti propriamente
detti bisognerebbe introdurre al posto di uno degli I un determinante
di ordine 7, analogo ai D,D',D” dell' ordinaria teoria, della forma
X100 Lao...,, a0 |
e .. «. . |:esso non cambierebbe segno per un movimento
L1, nk X2,hk... Lnhk
propriamente detto, lo muterebbe per una simmetria; il suo quadrato
sarebbe un determinante formato cogli I.
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2. — Quando si voglia individuare la superficie mediante gli I
occorrera pensare gli I quali funzioni assegnate delle variabili u, u,
e le equazioni (3) che definiscono gli I quali equazioni differenziali
nelle funzioni incognite x,. Affinché queste equazioni ammettano
una soluzione occorrera:

1. Che il sistema di queste equazioni considerato come sistema
di equazioni finite nelle variabili z, ,, sia compatibile.

Lo\ nn le‘ﬁh _

. .0
2.> Che, tenuto conto delle equazioni S =T, 5 qake
du, Juty
Z; wx4, €sS0 sistema sia integrabile.
Nei numeri seguenti esamineremo quali condizioni siamo per-

cio indotti ad imporre agli T affinch® rappresentino una superficie.
Condizioni di compatibility degli I in termini finiti.

3. — Premettiamo una osservazione. Ampliando conveniente-
mente il sistema delle derivate delle x rapporto ad wu, %, che si con-
siderano, si pud sempre supporre che lo spazio lineare minimo cui
appartengono i vettori rappresentativi del n. 1 abbia le dimensioni
dello spazio in cui & immersa la superficie. Poiché se la matrice
delle derivate di ordine -~/ ha la stessa caratteristica » che la ma-
trice delle derivate di ordine <! & facile dimostrare che la super-
ficie & immersa in uno spazio a ) dimensioni. Supposto infatti che
un minore non nullo di ordine A sia contenuto nelle prime % co-
lonne, si potranno scrivere le @, ;5 per ¢>>k b+ k=1,2...1 come
le stesse funzioni lineari dello «, .. (7 -Z2): si avra ciog

@) Zom=3u., 2 0 G=r+l..m,j=1.. 0, htk=1..1).
V) ) .]

Consideriamo il sistema delle equazioni rispondenti ad un dato
valore di 2: derivando rapporto ad u, le equazioni per cui b + k<1

- . . . ~ t
e confrontando col sistema stesso di equazioni si ha Y %’- Z, =0
a

(k4 k<l). Ma per ipotesi la matrice dei coefficienti di queste equa-
zioni omogenee nelle 2 incognite % (7=1...%) ha gia caratte
C

o
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[T .
T — (0. Ne segue che le u,, sono costanti e
du, B

(74

quindi integrando quelle delle (4) per cui & b,k=0,1 od k,h=1,0
si ottiene

ristica X, quindi

oy .
Ty=Xp,, r, +v;

con u.,,,v, costanti; il che dimostra 1'asserto.

4. — Premesso cid, osserviamo che un sistema di m vettori aventi
a comune l'origine e contenuti in uno spazio lineare minimo ad »
dimensioni & individuato, a meno di movimenti che lascino fissa ’ori-
gine, quando siano noti: 1° le loro lunghezze, 2° gli angol che fanno
fra loro una prima n-pla di vettori non contenuta in uno spazio
a meno di » dimensioni, 3° gli angoli dei residui m — n vettori con
questi primi »n. Queste lunghezze e questi angoli sono d’altronde
arbitrari. Quindi fra le espressioni che danno le lunghezze e gli an-
n(2m-n+1)

2

cando questa osservazione ai vettori rappresentativi delle z, ,, si

mm+1) . N L. . .
o wvarianti 1 costruite con m ststema

goli di questi vettori solo sono indipendenti. Appli-

deduce che tra gl

di derivate di cui n linearmente indipendents solo n2m—n+l)

SONo

indipendents.
E facile ottenere le relazioni che legano gli I costruiti con que-
ste m derivate. Consideriamo la matrice di » linee ed n colonne

Lo X230 « ¢ v -« Ly 10
Zy01 Loor » v o v - Z p,01
Ly ne Lopge » - v - L, e

il quadrato per linee di questa matrice & un determinante simme-
trico di I di ordine m: d’altra parte esso & di caratteristica n per-
ché: 1.° ogni suo minore di ordine n+1 & il prodotto per linee di

due matrici di 72+1 linee ed % colonne e quindi & nullo; 2.° esi-
stono minori di ordine 7 non nulli per es.: quel minore principale
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che rappresenta il quadrato di uno dei determinanti non nulli di
ordine 72 che abbiamo supposto esistere nella matrice precedente.
Ora lo scrivere che questo determinante simmetrico ha caratteri-

- — 1
G = ) (7;2 nt1) equazioni indipendenti fra

stica n & scrivere

gli I, e quindi tutte le equazioni indipendenti, poichs &

m@m—+1) n@m—n+1) (n—n)(m—n-+1)
2 2 - 2 ‘

Condizioni di integrabilita. Prima trasformazione
di queste condizioni. Inxnx, dedotti e I....x prineipali.

5. — E noto che affinché un sistema sia integrabile & necessa-
rio e sufficiente che siano compatibili, considerate come equazioni
in termini finiti, le equazioni del sistema e le loro conseguenze differen-
ziali. Se si deriva 1’ equazione Ingn,x, = 2@iak Tipr, (b +k > by + k)

: -1 VY
rispetto ad u, u, si ottengono le equazioni ”éfl = Lnqan nm, +
1

Mz yhaky
dug
gli indici in modo da ottenere una forma pitt utile in seguito avremo
le equazioni

+ Lt hyt, 5 =T npt1,n0,+ ik, ayrr1 - Cambiando leggermente

O Ln—1,m
du,

Mgz
ﬂi@ =T pritey + L=t hpert1
2

= Lase putey + L1t pi 1ty

(5) (h+E>h +h).

Le equazioni differenziali (2) che definiscono le z, per gli Isi
possono dunque soddisfare quando insieme colle equazioni in ter-
mini finiti del n. 4 gli I soddisfanno le equazioni (5).

Queste relazioni (5) possono subire un’interessante trasforma-
zione. Ordiniamole percid per valori crescenti di A+k=1, ed in
ogni gruppo distinguiamo i casi seguenti a seconda dei valori di
hykhy ey (h+ k> h + k).

1. by +k <l—1. Le (5) divengono
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O nt—1, hukey

ol —1zn
Uy

— Iz
qu, hb—1,hE+1

6)  Tamnw, = — Lapptar =
che ci dicono che queste Iz, di ordine / si possono esprimere per
I di ordine <! e per le loro derivate poiché tali sono in virtu della
disuguaglianza b, 4k < l—1 gli I dei secondi membri.

20 h+4ky=—=1—1, ly=h—1 | ky=Fk. Le (5) divengono:

) PR T
(Ta) 21app—ir = S
_ 0 Ihk—l,h—-lk th k—1,h—1k 1 th—w.h—lk
(70) Inp—,p—1041 = = — Tt = o T2 ow

duty
30 b +lby=1—1, hy=h , k,=k—1.

a Ihk—l,hk —1

Ba) 2L, ppa = — duy

bl

thh—l,h—_lk. a]:hk,—l.h—lk/ - lalﬁk—i,hg

1 =
du, Mo Rh—d du, 2 Qu

(Sb) Ih—|—lk~l,h—lk, =

In entrambi questi casi le (7) e le (8) ci dicono che Iy 1 -
Lieginia 5 Linnk—r s Ligin—inoie Si esprimono per derivate di I
di ordine 7—1.

49 b k=11, Bh<<h—2 6 k>k+1

L1z

(%) Ihk,hlk1=~761’—hlk—l—- L1t 1
o lar—1

(9%) Ligae— —aﬁaﬂ—lhk——l,h,k‘+l-

59 hyd-ly=l—1 , by >ht1 , b ~k—2

Mp_1r,n
(10a) Ihk,hlkl=~aT"]ﬁ—Ih_Uc,hH—m1 ,
1

(105) Tz, pote, = A —Ine—1,het1 -
2
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In queste equazioni (9) e (10) si nota che nel secondo membro
& la derivata di un I di ordine <7/ ed un I di ordine / poiché
h+k41=1. Ma se eonsideriamo in particolare per es. la (9a), I'I
di ordine ! del secondo membro appartiene al tipo degli I dei primi
membri delle (10) con questa semplificazione che la differenza fra
i k & minore di una unitd della differenza fra gli - nell’l da cui
siamo partiti. Ugualmente nella (106) 1’ Lp5—1, 4,51 del secondo mem-
bro & del tipo degli I dei primi membri di (9) colla stessa sem-
plificazione scambiati gli indici 2 e k. Se quindi facciamo seguire
alla (9a) la (105) costruita per Lpy1,4—12 otterremo Ipzaz, come
combinazione lineare di derivate di T di ordine <77 e di un I dello
stesso tipo di quello da cui siamo partiti ma in cui la differenza
fra gli indici # & diminuita di due unitd. E cosi procedendo si ha
una serie ricorrente di equazioni fincheé la differenza fra gli indici
h ed h, si ridurrd ad 1 o 2, ed allora si ricadra nelle (7a) od (85).
Quindi si potranno esprimere gli Iin cui &, + &, =1-—1, > h, come
funzioni lineari di derivate di I di ordine inferiore. Analogamente
alternando le equazioni (10@) (956) ed infine ricorrendo alle (75) od
(8@) si esprimono gli T per cui A, + ki=1—1, k>k, .

Raccogliamo intanto da questa discussione che gli Inzaz, per
cut h-+k=1,hy +k <l sono tutte funxioni lineari di 1 di ordine
minore e delle loro derivate.

6. — Applicando ripetutamente il teorema precedente otteniamo
che gli Inxnz per cui A-+k+h +k (B+k>h+k) si possono
esprimere quali funzioni lineari degli I per cui A+ k=h, 4k, e
delle loro derivate: in virtt di questa osservazione diremo I prin-
cipali quelli per cui hA+k=h, +Fk , dedotts quelli per cui
h~+Ek>h +k ; onde potremo enunciare che gl¢ 1 dedotts sono
funxioni lineart degle 1 principali e delle loro derivate. Assegnati
gli I principali si possono immaginare ottenuti gli I dedotti e le
condiziony di integrabilita (5) del n. precedente saranno contenute
nell uguagliare le varie espressions degli 1 dedotti. Ci resta ad esa-
minare quali sono le equazioni che cosi rimangono fra gli I prin-
cipali,
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Le equazioni residue fra gli Ixzz, prineipali.
La curvatura della superficie.

7. — Ammettiamo che siano gid note le equazioni che proven-
gono dall’uguagliare le espressioni degli I dedotti di ordine <!
onde si possa ritenere unica l’espressione di tali I e quindi ad essa
applicare la identita di derivazione (5). Quali nuove relazioni si in-
troducono coll’uguagliare le diverse espressioni degli I dedotti di
ordine 7?

Dai ragionamenti del n.6 segue che 'espressione degli I dedotti
per cui k+k=1I0 h +k =1—1 & unica.

Ma non risulta lo stesso per gli I per cui A+k=1 hy+k<l—1:
da (6) si ha allora 1’equazione

Mpam, oty OLn—1, hoty
11 DLt e U N ’
(11) ou, du,

= Ln—ax pt1, — Lik—t a1 -

Non tutte queste equazioni sono indipendenti fra loro e dalle
equazioni precedenti. Facilmente si ottiene:

1.° Le equazioni corrispondenti al caso in cui k, + k;<Il—2
contenendo nel secondo membro I dedotti di ordine /—1 si ridu-
cono ad identitad quando si sostituiscano agli I dedotti le loro espres-
sioni.

2.° Le equazioni corrispondenti al caso in cui A, + A, =10—2
si riducono ad identitd solo quando sono singolarmente nulli i due
membri (si dovrd percid avere =k +1 k=Fk+1); negli altri casi
esse sono effettive equazioni ma a due a due coincidono; precisa-
mente coincidono quelle che si ottengono uguagliando le espresssioni
di Tz pw, © di Inq1r,41,n1%—1 . Ne segue che il numero delle equa-
zioni (11) indipendenti fra loro e da quelle che si sono gia ammesse
verificate quali provenienti dall’ uguagliare I di ordine <l &
(=1 (-2

5 .
8. — Applichiamo le cose precedenti al caso =3, (I casil=1
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od /=2 non danno nessuna equazione come risulta dalla discus-
sione fatta or ora). Otterremo una sola equazione:

a IO!lO . a Illlo

= Typp0 — Ly -
aul aug 0220 1111

(12)

Sostituiamo ad Iy, Iy le loro espressioni per gli I principali;
si ha

oI ol oI
—3_?22 =2 Imo 32:] = 1101 + 10210 a;‘:l =2 Iuol
e quindi
Ly = l 0 Imo I _ SIAQ . 1_ 1o

2 Ju, 010 7 " Ju, 2 u
La (12) diviene

32 11001 l 82 10101 1
(13) Suou, 2 @ 2

= Lo — Iy -
Richiamiamo la espressione della curvatura di una superficie:

dudu, 2 0w 2 dul wm, 2 du 2 Qu,

1 a]:1010

g 82]:1()()1 1 a IUlOl 1 82]:1010 811001 1 810101 1 aI()l()l
\

Lo: I
IlOl() Iloox 2 aul 1010 umi +
1001 0]01 aImm ].‘ Il()l() I I ‘
3%1 2 Qu, 0110 0101l
| 1 3Ly 13T
2 u, 2 9y
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Sostituiamo nel primo determinante al primo termine il suo va-
lore dato da (13): dopo facili riduzioni si ha

IlOlO Il()()l ]:1020 I1010 IlOOl IlOll
1
K= I I I:0110 IOlOl IOI?O + IOllO I()lOl IOlll
1010 +1001
|
IIOOI IOlOl IIO210 I()?()l IO220 11110 I1101 Illll

Se quindi noi poniamo i simboli:

D= L

/

D

i

. . |
‘ Lo X210 ++ Ly D119 Larg -+ Lo

Zro1 X201 +++ Luor L101 Loo1 +++ Tnpd

IIOIO IlOOl 11010 IlOOl

IOIIO IOlOl L120 Lago +++ Tngo IOllO I0101

[| L Zayy e xnllh

[ 2110 Zo10 +++ Lo

1
Lioo Lo

IOI 10 I0101

D' =—

!

! Zyo1 Loy +++ Loy
1

i
+ Loz Loz +++ Lnog

intendendo il prodotto fatto per linee, si ha

DD’ —D"

2
I1()10 IO!OI - I 1001

(15) K=

che & la manifesta generalizzazione della formula di Gauss agli spazii
ad un qualunque numero di dimensioni.

Gli invarianti sufficienti ad individuare la superficie.

9. — Riprendiamo ora la questione propostaci al n. 2 della rap-
presentazione della superficie mediante gli invarianti I. Ci porremo
perd da un punto di vista differente alquanto che nel n. 2. La in-
fatti consideravamo la superficie come individuata da futts gli inva-
rianti I che le appartengono: ora vogliamo invece studiare come
da questo sistema di infiniti invarianti se ne possa staccare uno
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minore che tuttavia individui la superficie. Ora le osservazioni del
n. 6 ci dicono anzitutto che bastera assegnare a prior: il sistema
degli I principali. Ma si puo fare di pilti: supponiamo assegnati gli
I principali fino ad un certo ordine /; noi potremo ottenere per
derivazione da questi gli I dedotti di ordine <741; d’altra parte dal
n. 4 noi sappiamo che fra gli I di ordine <CI+1 esisteranno delle
relazioni finite, le quali, se ! & sufficientemente elevato, permettono
di ricavare gli I principali di ordine /+1 in funzione degli I prin-
cipali di ordine minore e degli I dedotti: e similmente noi potremo
procedere per ottenere tutti gli I successivi. Abbiamo con ¢id scisso
il sistema delle equazioni cui debbono soddisfare gli I in due sistemi ;
I'uno ci serve ad individuare gli I quando ne siano dati alcuni,
'altro costituira il sistema delle equazioni differenziali cui debbono
soddisfare questi ultimi.

Per determinare la superficie bastera quindi assegnare gli I prin-
cipali fino ad un conveniente ordine me Y.

1) Sarebbe facile per ogni caso fissare questo numero m e scrivere
esplicitamente le equazioni cui gli I debbono soddisfare coi metodi da
noi svolti. Nel caso dello spazio ordinario basta dare gli I di primo e se-
condo ordine, e le equazioni cui questi debbono soddisfare sono le equa-
zioni di Gauss e Codazzi. Nel caso dello spazio a quattro dimensioni le
equazioni di condizione furono sotto altra forma calcolate dal SErRVANT.
Bulletin de la Société Mathématique de France, 1902. Debbo quest’ultima
indicazione al chiar. prof. Bianchi.



Caprroro I1.

Gli invarianti assoluti della superficie.

I simboli J.

10. — Abbiamo finora studiato gli invarianti simultanei per mo-
vimenti di una superficie e dei sistemi di linee coordinate u, w,
tracciati su essa: ma, come si & osservato nell’ introduzione, & ora
necessario liberarsi dalla particolare scelta delle variabili e, e, cer-
cando gli invarianti assoluti della superficie per un movimento arhi-
trario e per un’arbitraria trasformazione di variabili w, u, in @', %/,

Essendo gli I gia invarianti per movimenti bastera studiare come
un cambiamento qualunque di variabili operi sugli I; ed ottenere
gli invarianti di questo gruppo indotto.

Otterremo pitt simmetricamente il risultato stesso nel modo se-
guente: Consideriamo in luogo delle derivate ordinarie delle w; u,
le derivate covarianti rispetto al ds® della superficie; per quanto
riguarda un movimento dello spazio ambiente queste derivate cova-
rianti si trasformano come le derivate ordinarie e ciod per una so-
stituzione ortogonale. Infatti la derivata covariante di certo ordine
di una funzione & una combinazione lineare omogenea delle derivate
dello stesso ordine e di ordine inferiore i cui coefficienti sono pro-
dotti dei simboli a tre indici di seconda specie di Christoffel: ora
questi sono invarianti per un movimento dello spazio ambiente !,

1) Infatti essi sono formati con E, F, G e colle loro derivate che sono
espressioni invarianti per movimenti. Si hanno del resto le formule
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le derivate delle x si trasformano d’altra parte per una stessa sosti-
tuzione ortogonale, quindi anche le derivate covarianti si trasformano
per quella sostituzione ortogonale. Ora ricordiamo che solo su questa
osservazione si fonda il ragionamento usato al n. 1 per dimostrare
che gli I sono invarianti per il gruppo dei movimenti: conchiude-
remo che le espressioni analoghe agli I formate colle derivate co-
varianti in luogo delle derivate ordinarie sono invarianti per mo-
vimenti. Indicando con x;, 4, - la derivata covariante di x; presa
successivamente rapporto ad Uy, Ugy -+ - (0,05 ...=1,2), queste fun-
zioni saranno

() [nee...) BiB:-..)] = I Zilagay* %i|B, By -

Indicheremo queste espressioni col nome di sémbole J.
Evidentemente essi si trasformano quando si operi un qualunque
mutamento di variabili u, %, in «; %, mediante la formula

@ [(alaz--.ap)(Blﬁg...pv)]':

o O duy, dup duy,
=3[(ma,...a,) (bid,...b )] Su aui...__“li o 770, v

oy Suap ou B, u By au’ﬁ v
(o 30y oeeyBryBayeee @y y@y. ..l by...=1,2)
la sommatoria nei secondi membri essendo estesa a tutti gli J con-
tenenti p. e v indici nel primo e nel secondo gruppo. Quindi 1’in-
sieme degli J contenenti p. e v indici nel primo e nel secondo membro
si trasforma nell’insieme degli J analoghi per la superficie trasfor-
mata quasi fossero i coefficienti di una forma (p.+v) — lineare

(pr) 2 [(“1 op - . ) (B B )] X
X v, o ) D) ) )
a4 7 ay Oy, B Bz By

12010 12001 ! 1010 IlOOl ‘ IlllO Illol

311; Tono Io_m| gng Im L ;12;= L Tom
1 ‘ I1010 IlO()l 2 1010 IlOOl 1 11000 Imox ’

0110 IO]Ol 1 0110 IOIOI 10110 10101
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in cui le coppie di variabili »{" {" sono sottoposte ad una stessa
trasformazione projettiva

u, Ju, Ju,
2) W= W+ W W=

ou; o, 7T 9w,

(h)’ +

Le forme B, compiono, come si vedra nel sequito, Uufficio che

nell’ ordinaria teoria compiono le due forme fondamentals. La forma
P, coincide, quando si uguaglino le serie di variabili, col ds* della
superficie.

11. — Sui simboli J si pud svolgere una teoria affatto analoga
a quella svolta sugli I. Noi non lo faremo. Rammenteremo tuttavia
alcune poche cose necessarie pel seguito. Gli J con w e v indici for-
mano un sistema covariante, come segue da (1); si pud quindi deri-
vare gli J covariantemente; indicando con [(o; 5 ... aH) BB

la derivata covariante di [(a; ... a,) (e .. B, )] rapporto ad u,
si ha

(3) [(alarudp)(Blﬁzu'ﬁv)]i=[(“1”-2~-“P@-) Bife-- B+
-} [(alaz...au) (BiBe..-B8,9) .

Se ne deduce che si possono distinguere gli J dedotti e gli J
principali. Quindi si potra individuare la superficie mediante gli J
in quel modo stesso che mediante gli I. Ed & facile vedere che,
allo stesso modo che la superficie si poteva individuare assegnando
gli I principali fino ad un certo ordine m, come & descritto nel nu-
mero 9, cosi essa si potra individuare assegnando gli J principali
fino allo stesso ordine m.

Gli invarianti assoluti.

12. — Le (1) sono le formule di trasformazione degli J per un
cambiamento di variabili. Esse rappresentano quindi un gruppo;
essendo gliJ invarianti per movimenti, gli invarianti di questo gruppo
sono invarianti assoluti della superficie. Pud sorgere il dubbio che
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non siano questi tutti gli invarianti assoluti. Toglieremo questo dubbio
osservando che per avere gli invarianti assoluti della superficie bi-
sogna eliminare dalle formule di trasformazione delle x e delle loro

derivate: 1° i parametri del movimento, 2° le derivate primeg%
QRu,; Pu,

o,

incominciamo dall’eliminare queste ultime; il risultato si pud rac-

cogliere come & ben noto nelle formule di trasformazione delle deri-

vate covarianti; eliminiamo di poi i parametri del movimento: si

giungera come risulta dal n. 10, alle formule di trasformazione (1)

bl
J

3o le derivate di ordine superiore Ora

degli J; talché ormai non restera piut che ad eliminare le % ,
J
ciod a cercare gli invarianti del gruppo di trasformazioni dato dalle
(1). Quindi ¢l problema della ricerca degly tnvarianti assolutz, é ri-
condotto alla ricerca degli invarianti simultanel del sistema delle

forme fondamentali ¥,

e

Gli J di primo e secondo ordine.

13. — 1simboli J principali di primo ordine coincidono coi coef-
ficienti E, F, G dell’ elemento lineare della superficie.

@ [(OHO]I=L,=E [LEA]=[@D]=L,=F
[(2) (2)] = 10101 = G *

Segue di qui che i simboli J dedotti di secondo ordine sono identi-
camente nulli. Infatti per considerazioni identiche a quelle del n. 5,
essi sono, per la (3), combinazioni lineari delle derivate covarianti
degli J che hanno un solo indice in ognuno dei due gruppi e cio& di
E, F, G; le cui derivate covarianti sono nulle.

Quanto ai simboli J principali di secondo ordine cominciamo
dall’osservare che l'ordine degli indici in ogni gruppo non & essen-
ziale poich® nelle derivate covarianti seconde di una z

Ann. 8. N. &



292 E. E. Lem

aexi <l
(5) %’[lm:m —Zr

lm$ ox;
r ) Ju.

\

si pud invertire l'ordine delle derivazioni. Potremo quindi per questi
simboli J usare una notazione analoga a quella degli I: scriveremo:

[(A1) (AD)] =dpy,  [(11)(22)] =dy,
[(11)(12)] =[(11) D] =[A2)AD]=[(21) (11)] =y,
[(22)(22)] = [(12) (22)] = [21)(22)] = ... = Iy, [(12)(12)] =],

un*

Tenuto conto delle formule della nota al n. 10 si ha per la (5)
dopo alcune riduzioni

azxi ‘11 3.76‘1 2
® Jzozo=2xi'“=2i[3uf_2r}T%a—“r]:

IIOIO I1001 I1020
1
=TT T Iollo I0101 I0120

I1010 11001

I I I2010 I2001 12020
0110 0101 |

Od anche usando dei simboli D, D', D” introdotti al n. 8:
() Joom = D? .

Analogamente si ha
(8) Jun=DD" Juu=DD" J,;,=D% Jyu=D'D" Jp,=D".

(12,12)

Di qui e dalla (15) del capitolo I (n. 8) ricordando che K =

‘ IIOIO I10()1

v
si deduce che il simbolo di Riemann (12, 12) si esprime per gli J
mediante la formula

® (12, 12) = Joe — J1ais -
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Gli invarianti assoluti di primo e secondo ordine.

14. Vogliamo ora trovare gli invarianti assoluti che contengono J
di primo e secondo ordine. Essi sono 5 poich® dalle equazioni di
trasformazione dei 9 simboli J di primo e secondo ordine dobbiamo
eliminare le 4 derivate prime di 7, u, rapporto ad «, «,. Non con-
durremo perd la ricerca direttamente.

Fatta la trasformazione delle w, u, in 2/, 2/, potremo costruire
le matrici analoghe a D, D', D”; le diremo matrici trasformate e le
indicheremo con d, d’,d’. Esse sono combinazioni lineari 1 delle
matrici primitive D D’ D”:

A , 8u1 8u2 ,,(8u2
d— ( )+ 2D ot S 4 D (2 l)

(10) d—D du, u, du, du, | Quy auz) D ey u,

s, TP (3u13u2+3u e o, o,

&'—D (aul) 1op 2 du, n D,,(’c)ug)

o, W,

DD’ D” si trasformano quindi quasi fossero i coefficienti di una forma
quadratica le cui variabili si trasformassero per la (2). Noi sappiamo

) Qui e nel seguito trattiamo le matrici quasi fossero effettive espres-
sioni numeriche. Per legittimare questo modo di calcolare, si osservi che
nelle formule finali entreranno sempre prodotti per linee delle matrici su
cui si opera. Ora ricordando la legge con cui si formano i determinanti
prodotti si vede immediatamente che essi non mutano quando sulle linee
delle matrici si opera come se fossero linee di un determinante. Si puo
in particolare: scambiare le linee della matrice cambiando al piu il segno
alla matrice, porre in evidenza un fattore comune ad una linea, scom-
porre una matrice in cui una linea sia somma di pitt linee, in una somma
di matrici in cui la linea & sostituita dai suoi addendi. E cosl via. Inver-
samente verrd quindi ad essere attribuito un senso preciso ad una somma
di matrici che abbiano tutte le linee comuni tranne una (quali D D'D") e
quindi alle combinazioni lineari di tali matrici ecc.

In modo analogo si vede che alle matrici si pud applicare la regola
di derivazione dei determinanti.
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soltanto di questi invarianti ha un valore effettivo:
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lo stesso avviene per I,y L Ioo; ¥ ora esistono notoriamente
invarianti comuni di due forme quadratiche: il quoziente dei
discriminanti e 1’ invariante simultaneo: quindi avremo due in-
DD"-D” Lo D"+ Iy D — 2 T, 0

2
IIOIO IOlOl - IlOOl IlOlO IO[()I - IIOOI

. Il primo

noi ’abbiamo
incontrato al n. 8 ed & la curvatura K. Per avere dal secondo

invariante simbolico uno effettivo ne faremo il quadrato simbolico;

si hanno cosi i due invarianti

1)

(12) A=

_Jllll

2
Ilol() IOlOl - I1()()1

J2002

A

2
IlOlO J0202"']:31()1 J202()+4 I()%l() Jllll"‘4: 11010 IIOOI J()?ll’_4 ;';()191 Il()()l J2011+2 IlOl() I0101 Jm

(IIOI() I01‘)1 - Il%{)l)2

Per avere gli altri invarianti consideriamo il determinante degli I

di primo e secondo ordine:

Lo Tioor Liogo Tons Lo z,,
Lo Lo Lo Lo Lo H z,
(13) A=|L I L L L =l
L Lin Lon T L W%
Lo Lo Tomo Lo T || 2,
Formiamo un qualunque minore estratto del determinante degli
oo Jam T I T
J di secondo ordine Jmo Jm! Joe | per es: . Ricor-
Jow Yo Jon wm Jon

diamo le (6) (7) (8) del n. 13 e sostltuiamo aglid i loro valori: il

determinante precedente risulterd a meno del fattore

un

IlOlO 0101_11001
minore del determinante degli aggiunti del primo minore prin-

cipale di A, e precisamente quello formato dagli aggiunti degli ele-

9 D’ora innanzi, conformemente all’osservazione iniziale del n. 13, al

posto degli J principali di primo ordine si scrivera I, ...5 Lo Loy Ton
gono quindi i coefficienti di F,; .
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I

. . . 1010 i
menti del minore complementare di ¥ 1. Per un noto teo-

0110 10101

rema della teoria dei determinanti si ha quindi

IlOlO IlODl I"UY.’O IlOll

Jm J 1 IOl'lO I()lﬂl IOIZ() IOlll
(14 =11 =
J 2 Jlm 1010 Loror— L1001 L T 1 1T

2010 TT2001 TT2020 2011

Imo Iu(n Ium Inu
2

Ly

1 Loy

11010 Il()Ol xm
Iono 10101 @

pOy

Analoghe formule si hanno per gli altri minori del determinante
degli J. Introduciamo i simboli

xlo mlo
1 Loy 1 x(n
(15) G= 1 20y= 1 —
Imxo 1001 Zy 11010 1001 Ly
Iono 0101 Zy [ | 0110 0101 Loy
Zy
1 Ty
0y —
’ Ixoxo 11001 Ty
Iono onm | Lo
Si avra
Jmo Jzou IlOlO 11001 . Jm Jmm 11010 IlOOl
(16) = . =2 C,C,...
Jmo Jnn Iouo 10101 . 1120 Jnoz Iouo IDIOI

Premesso cid, analogamente a quanto si fece per D D" D”, si
immagini di costruire i simboli analoghi a C, C, C; per le variabili
trasformate, e diciamoli ¢, ¢, c5; ¢, c3¢5 si esprimono per C, G, G,
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quasi fossero coefficienti di una forma quadratica le cui variabili
si trasformassero per (2). Si hanno quindi gli invarianti simbolici

2
Cl 03 - 02 Ilulo 03 + 10101 01_2_1_1"01 02 e di qul gh invarianti ef-

11010 Ioun - Ilgﬂl ' Ilow IOl()l - Ill2)01
fettivi

Jom Jaoe 1 N S ?
(17) A3 Jllll J1102 J J

(Imlo 001 100\)

1 D] 111 Jll(ﬂ JMO JZl)ll
18) A= TaT 3 Lo |y g [Pl 5
+I 2 2020 2002 _ 2 I ) I 2011 2002
1001 Jmo Jom 1001 1010 J Jm
Jmo 1102 I 2011 Jzooz 2
B 2 Ilmn :[0101 J112() JllOZ |+ 2 IIOIO ]:0101 Jllll J]lOZ }

Infine per trovare un quinto invariante osserviamo il determina,nte

degli J del secondo ordine; esso &, a meno del fattore T I

1010 71001

.1

0110 ~0101

il determinante dei minori di 3.° ordine contenenti il primo minore
principale di A, e questo, per una generalizzazione? di un noto teorema

I

1010 1001

I.1

0110 0101
Su, du, |8

Ay 0y
Ju, du,
du/y 3l

2
della teoria dei determinanti, & uguale ad A moltiplicato per

D’altra parte il trasformato di A & uguale ad A X , quindi

si avra che

1) Cfr. NETTO. Acta mathematica, vol. 17, 1894. Zwei Determinan-
tensiitze.
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Jzozo J20n Jzooa [
JllﬁO Jllll Jllo‘l
. A —_ Jmo Ju Jom
(19) A5 B IlOlO Imm e Ixow 11001 8
Iouo Iom onzo I0101

¢ un invariante. A, A, A, A, A, formano il sistema completo degli
invarianti cercati: per provarlo bastera dimostrare che essi sono
indipendenti. Noi non daremo questa dimostrazione; poiché 1’inter-
pretazione geometrica che si trovera nel 4.° capitolo mostrera chia-
ramente tale indipendenza.

Condizioni per la congruenza di due superficie.
Considerazioni preliminari.

15. — Supponiamo date due superficie: I’una S riferita alle coor-
dinate w, u,, Daltra 8 riferita alle coordinate ¢, «/,. Perchs le due
superficie siano congruenti & necessario e sufficiente che i loro in-
varianti assoluti uguagliati diano equazioni in w, u, , «/, %/, com-
patibili, e cioe tali che si possa ottenere w, u, in funzione di e/, , e
non si possa dedurre nessuna equazione in %, u, od in o', w’, sol-
tanto. Pero le condizioni cosi enunciate non sono indipendenti: non
sard necessario uguagliare tutti gli invarianti ma solo parte di essi:
ci proponiamo di approfondire questa ricerca.

16. — Supponiamo costruiti gli J per le due superficie: le (1),
quando nei primi membri siano posti gli J relativi ad 8’ nei secondi
gli J relativi ad S, sono le equazioni differenziali da cui si deve
dedurre, se possibile, la trasformazione di S in §’. Le prime tre
equazioni di trasformazione degli J di primo ordine sono indipen-
denti; sono le equazioni di trasformazione di E, F, G e, come &
noto, da esse si possono dedurre le derivate seconde di e, u, rap-
porto «, ¢, in funzione delle derivate prime e di w, u, @, 2/, Perd
noi ci proponiamo di mostrare che di pit ¢olto un caso eccexionale,
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facile ad esaurirsi, dalle (1) sé possono ottenere le derivate prime
tn funxione di w u, W, w,.

Supponiamo infatti che dalle equazioni (1) non si possano ot-
tenere le derivate prime in funzione di w, u, %/, o/, ; cid significa
che fra le projettivita che soddisfano le prime tre equazioni (1), e
ciod trasformano F, in F'_ ne esiste una serie, ad un parametro al-
meno, che soddisfa le residue (1) e cioé trasforma F,, in F,,,in
particolare F,, in F,. Ma se S e T trasformano ¥ in ¥/, F, in
F,, ST trasforma in s¢ F_ ed F,: e quindi nella nostra ipotesi
esiste un gruppo ad un parametro che trasforma in s¢ F ed F,.

Scriviamo per disteso F_ ed F,,, modificandole perd alquanto.
Notiamo che le forme introdotte al n. 10 erano scritte in p.+v serie di
variabili perché, non sapendo se I’ordine degli indici negli J era
indifferente, dovevamo tenerne conto nello scrivere le (1) e quindi
tale ordine doveva risultare ancora mnello scrivere le F,,. Ma nel

n. 13 abbiamo visto che per gli J del primo e secondo ordine l’or-
dine degli indici in ogni gruppo non & essenziale; usando quindi le
notazioni 1& introdotte potremo scrivere in luogo di F,, la seguente
forma quadratica in due sole serie di variabili che ancora chiame-
remo F,

(F,) J bl +2d, (@i of+v, v, 00%) + J,, (0} 042+ 0501%) +

1)2 2 (1 1 1 13 2 24(2)2
F2J, (00 982+ 0300 0)) + 4 v v, 000+, vE0ER

Analogamente facilmente si vede che per gli effetti di indivi-
duare la trasformazione degli J di primo ordine ad F,, si pud sosti-
tuire

(F u) IlOlO ?ﬁ + 2 Imm V1 Uy + Iolol ’Ug

La nostra ipotesi si traduce nell’altra: esiste un gruppo ad un
parametro almeno di projettivita che agisce separatamente e nello
stesso modo sulle due serie di variabili v, v,; v 99 e trasforma in
se F,F, e quindi anche ’analoga

1 1 1 1)2
(F( 11) ) Imm v(ll)z + 2 I1001 1}([) /0(2) + Iowx v(ﬁ)
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17. — Per esaminare quando cid & possibile consideriamo v, v, v{)

1 come coordinate omogenee di un S,; le nostre projettivita trasfor-
mano in sé e nello stesso modo le rette v, = v, =0e VW=12)' =0 e
lasciano fissi 0 scambiano fra loro due punti su ciascuna di queste rette
aventi uguali coordinate sulle rette medesime, radici delle equazioni
=0 F{{==0. Questi punti sono immaginarii coniugati essendo F,,
ed FY definite positive. Le projettivita che noi studiamo costituiscono
dunque un gruppo misto: le projettivita P che lasciano fissi i due
punti su ogni retta e le involuzioni I che li scambiano. Il prodotto
di due I & una P, quindi il gruppo da noi cercato contiene un sotto-
gruppo ad un parametro almeno di projettivitd P: noi dovremo esa-
minare se un tale sottogruppo pud trasformare F, in sé.

Con un mutamento di variabili possiamo fare che i punti fissi
su v, =1v,=0e v = =0 siano i vertici del tetraedro fondamen-
tale: di questo cambiamento di variabili si pud disporre per modo che
esso agisca separatamente ed in ugual modo su v, v, e su o o). Quindi
F e F{) saranno ancora forme quadratiche nelle due nuove serie di va-
riabili, F,, sara quadratica e simmetrica e nelle due serie di varia-
bili; le projettivitdi P agiranno ancora in ugual modo e separata-

mente sulle due coppie. Dette v, v, v v} le nuove variabili, i piani
v,=0 e v,=0 sono, nelle variabili primitive, immaginarii coniugati

e cosi pure =0 e o' =0. Le projettivita P hanno la forma
(20) E =0, =00, =pa ol & =paod

ed un punto 2, v, 0 v & portato dalle P nei punti della quadrica
@) A&E + B =0 A=) B=-un' AeB$0

Fanno eccezione i punti appartenenti ad un piano coordinato
che restano in esso piano. La F, uguagliata a 0 rappresenta una
superficie di 4.° ordine e dovendo per ipotesi restare fissa per qua-
lunque projettivita P deve essere costituita da due quadriche (21)
0 da una quadrica e due piani coordinati e da quattro piani coor-
dinati distinti o coincidenti. Nel primo caso essa & il prodotto
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(AvWw, +Bw, oP) (A, o0 v, + B, v, v?); perchs essa sia simmetrica
nelle due serie di variabili come F, occorre che A A, =B B, ¢
quindi a meno di un fattore di proporzionalita A=B,, A,=B; le
due quadriche di cui ¥, & prodotto si ottengono I’ una dall altra
scambiando le due serie di variabils. Il secondo caso si esclude
perché F,, essendo a coefficienti reali dovrebbe essere il prodotto
di una quadrica (21) per due piani immaginarii coniugati ed allora
non sarebbe pitt simmetrica nelle due serie di variabili. Ed analo-
gamente discutendo il terzo caso, si conchiude che, oltre al caso
enunciato, F,, non puo essere che della forma vy vy . WP 0P 0 nelle
antiche variabili wguale al prodotto F() Fi,.

In tutti i casi essa & il prodotto di due forme quadratiche che
si ottengono 1’ una dall’altra scambiando le due serie di variabili e
quindi deve aversi
(22) Joo T = Jomnr oo Toe = Jo002 Joop T = Jogs

2020 T 1111 2020 0202

o, sostituendo i valori (8) delle J

(23) D*. D*=(DD'® D*. D= (DD’ D*. D" = (D'D")

Ci sard quindi permesso di assegnare a D D’D” un valore nume-
rico: D=VJ,, ecc. ed, uguagliate in F, le due serie di variabili,

F, si potra scrivere come il quadrato di

(24) Dot + 2D'vv, + D" 2%.
Noi dovremo cercare quando accadra che (24) ed F, ammettano

un gruppo ad un parametro di projettivita che le trasformi in sé.
Occorre perd anzitutto che studiamo il significato delle (23).

Le superficie che soddisfano le equazioni (23)

18. — Diciamo a,, 4,, ¢, i determinanti corrispondenti di D, D,
D" le (23) equivalgono alle altre
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@) et Xy =(Babs) et Ber=(Yac.)
20, Dt ==(2b.e.)

od anche
(26) Jlab, —a,b)* =0 Naic, —a,e,)?=0
Mbic,—b,e, =0
Nel campo reale dovrd quindi aversi

a; b, C.
27) CT]:Z)—=Z=K”

Notiamo che queste equazioni equivalgono al supporre nulli tutti
i minori di 4.0 ordine della matrice delle derivate prime e seconde
delle z.

Fra i determinanti a; b, ¢; consideriamo quelli che contengono
le due prime colonne delle rispettive matrici, e sia K, il rapporto
di uno di questi aventi per terza colonna la j°**”% a quello con-
tenente la terza colonna della matrice rispettiva: le (27) divengono

Zro Zaro Ly10 — Kg 310 Zrio X0 Lyr0 —— K] Z310
(28) Zror X201 Xyor — K] Zaor | =0 | Zipy Ton Zyoo — KJ Zsn | =0
Z120 La2o XLy20 — K] L320 211 Loy Ly — KJ X311

I
Lo Lero Xy10 — K] Z310
Zior L2010 Lyor — K; Zan | =0.

Zro2 Loz Lyo2 — Kj Z302

Queste equazioni esprimono che esisteranno coefficienti o, 8,
tali che

(29) xj,10:a3x1,10+63x2,10+K5x3,10 ) x].m:0-3551,01+ng2.01+K5x3,01

Xy,20 = 0,22 + B,xz.zo + K] X3,20 9
(30) X, = 0,x 0 + B,%u + K,z 0,

T, 00 = %, T100 + Bye0n + K, 30 -
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Derivando rapporto ad u, u, le (29) e confrontando con (30), si
deduce

aa B BK,-
O — alél l 10 l— dul Tg.10 + ‘du1 x3,10
0 = thjl Zyo + E%l Zo2,01 T du: 3,01

0 ) oK,
0 = &i‘u]zﬁﬂl‘m + j—u;xz,lo + LW: 23,10

‘ do. 0 oK
\ 0 = d:{;,xlm"?— d@ x201+_“£

3,01

Derivando la prima di queste rapporto ad w,,la terza rapporto
ad u, e sottraendo; ed analogamente operando sulla seconda e quarta:

0 d dK
0= dot T + BJ Ly 1+ ﬁx&u—
315 %, 3K,
- d—u2 Zr00 — 3322 Lo,00 — d—ug 3,20
32
¢ 0 — aﬂ + g@i + sgix —
du 1,01 dul 2,02 d . 3,03
Oo; B, K.
d_u; 21,01 di:, Zen — ‘w: T3 11

Segue dalle (31), (32) considerate come equazioni lineari nelle
derivate di a; 3, K;, che se non & nullo il determinante dei coefficienti
tali derivate sono nulle e quindi le a;, 3, K, costanti. Integrando
allora (29) si deduce

(33) =0, + 8 o+ K,z +m, (>3

«

e quindi la superficie & contenuta in un S; subordinato.
Resta ad esaminarsi I’ipotesi che il determinante dei coefficienti
di (31), (32) sia nullo. Esso &:
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1,10 2,10 L3,10 i Zy 10 %2,10 3,10 Zy,10 Zo,10 L3,10
(3L) | 2100 X201 T3, 00 Zy,m To01 X300 '~ | Lyo1 Lo,o0 L300 | — 0
| T120 2,20 L300 , ! Zi02 X202 X302 1 | 11 Zenn Tan

Se questa equazione & soddisfatta possiamo scegliere, invece che
I’'associazione di indici 1,2, 3, un’altra associazione e si giungera alla
conclusione di prima, salvo quando qualungne siano gli indici r s ¢
che si sostituiscono ad 1, 2, 3 la (34) resta soddisfatta. In questo ultimo
caso la somma delle equazioni analoghe a (34) d& D D" — D*? = 0;
quindi per la (151 del cap. I. (n.8), la superficie & sviluppabile; di piu
le (34) dicono che la projezione su un qualunque S; coordinato, (e
quindi pel carattere invariantivo delle equazioni (23) da cui siamo
partiti, su un qualunque ;) & una sviluppabile. Ora una sviluppa-
bile di S; & una superficie rigata quindi saranno pure superficie rigate
le sviluppabili di 8, che noi consideriamo.

Inversamente una qualunque sviluppabile rigata soddisfa ’equa-
zione (34) e le analoghe. Per essa si ha infatti, supposto che le
u, == cost siano le rette ed w, misuri su queste rette la lunghezza:

(35) z, =§; + T th

€., 1 essendo funzioni di «,. Sard quindi z,, == 0 quindi, i minori
di D sono nulli. I’equazione D D" — D'? == 0 si riduce allora D*=0
che, per la condizione di realitd, equivale a dire che i minori di
D' sono nulli. Una tal superficie soddisfa quindi le (34) come si era
enunciato. Si conchiude Le sole superficie che soddisfanno le equa-
xions (23) sono le superficie sviluppabili rigate ¢ le superficie dell’S,.

19. — Ritorneremo pitt tardi sulla determinazione delle super-
ficie sviluppabili rigate e troveremo che tali superficie sono i coni,
i cilindri e le superficie delle tangenti ad una curva di S,: cfr. n. 47.

Soluzione della questione del n. 16.

20. — Ritornando ormai alla questione proposta al n. 16, ripren-
diamo a considerare la trasformazione che ne davamo al n. 17. Per-
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essa noi dovevamo studiare quando, supposte soddisfatte le (23), F,,
e (24) ammettono un gruppo di projettivita. Dovra percio essere
pluw=DpL, =D, =D"equindi DD"- D?=¢" (I I

0101

Ma per il teorema del n. 18 se sono soddisfatte le (23) e la superficie
non & di S,,D D" — D” ==0, quindi, poich¢ I I —1I  +0

sard y =0 ¢ D =D =1D"==0. Il ragionamento del n. 3 ci dice

1010 10101 - 1001)'

che la superficie & allora un piano. Quindi, se la superficie & im-
mersa in uno spazio a piu di 3 dimensioni, almeno una delle (1) nei
simboli J del secondo ordine & indipendente da quelle nei simboli J
del primo ordine quando si considerino come equazioni nelle derivate
delle « rapporto alle «'; in altri termini daz primi due gruppi
di equaxioni (1) si possonmo ricavare le derivate prime delle u
rapporto alle w appena la superficie & immersa in uno spaxio
a pie di 3 dimensioni.

Nel caso dello spazio a 3 dimensioni & ben noto che fa ecce-
zione ¢/ solo caso della sfera.

Invarianti assoluti sufficienti a determinare la superficie.

21 Possiamo di qui dedurre la risposta alla questione proposta
nel n. 15 della congruenza di due superficie. Supponiamo che le
superficie si possano individuare cogli J di ordini <~ m Y. Affin-
ché due superficie siano congruenti & necessario e sufficiente che
le (1) relative agli J di ordine < e si possano soddisfare col porre
u, , w, funzioni convenienti di ¢/, «/, . Diremo tale sistema di equa-
zioni sistema A. Kscluso il caso della sfera, dal sistema A si puo,
per il precedente teorema, dedurre le derivate di w, », rapporto ad
o, , in funzione di w, », > «/, ; dopo di che si avranno ancora
equazioni in termini finiti in w, w, ¥, «/, esprimenti che le A sono
compatibili nelle dette derivate: esse risulteranno dall’uguagliare
gli invarianti assoluti delle due superficie costruite con J di or-

dine <C . Supponiamo che queste equazioni non siano fra loro

1) Cfr. n. 11.
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contradditorie, bisognerd esaminare se non hanno conseguenze dif-
ferenziali contradditorie con quelle equazioni che esprimono le de-
rivate prime in funzione di u, u, %' «, , e se queste ultime non
hanno conseguenze differenziali contradditorie fra loro.

Consideriamo percio il sistema delle equazioni di trasformazione
degli J di ordine m + 1, che per quanto si vide al n. 11 sono equa-
valenti alle formole di trosformazione delle derivate covarianti degli
J di ordine < m ; sia esso B. Questo sistema pud intendersi ottenuto
derivando A e sostituendo alle derivate seconde delle « rapporto
alle 2/, le note espressioni che di esse si deducono in funzione delle
derivate prime; esso esprime quindi le conseguenze differenziali di
A. Se B & conseguenza di A, le condizioni di integrabilitd sono
soddisfatte. Se no si aggiungerd una equazione almeno in termini
finiti fra w, u, @, «,- Procediamo allora su B come su A: aggiungiamo
le equazioni di trasformazione degli J di ordine me + 2, sara C il
nuovo sistema; se & conseguenza di B le superficie sono congruenti, se
no si aggiungera almeno una seconda equazione in terminifiniti. Aven-
dosi gia in tal modo almeno due equazioni nelle u, u, «', /, in ter-
mini finiti, un ulteriore passo sara sufficiente a distinguere se le su-
perficie sono oppure no congruenti. Quindi retenendo per m @l signi-
ficato attribuito ai numeri 9 od 11, perché due superficie siano
congruents basta che siano compatibile le equazions che si ottengono
uguagliando gli invarianti assoluti fino all’ ordine m + 3 (e che non
leghino fra loro le #/, «/, né le u, w,).

Le superficie che ammettono un G; di movimenti
dello spazio ambiente.

22. — Del teorema del n. 20 diamo subito un’altra applicazione
ricercando quali superficie ammettono un Gy di movimenti dello
spazio ambiente.

Supponiamo che una superficie ammetta un movimento p.. Siano
u', Wy le linee coordinate che per y. si sovrappongono ad u, u,. Sia
O un punto della superficie di coordinate @, & rapporto ad wu, u;
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p O, trasformato di esso per p., ha nel sistema ', o', le coordinate
a b. D’altra parte le coordinate # di O e &’ di p.O: non differi-
scono che per un movimento sicchd & ed «’ sono, a meno di un
movimento, le stesse funzioni rispettivamente di o, u, ed o, o, .
E viceversa se si pud fare un tale mutamento di variabili u, , u,
in «, «, che le # di due punti aventi uguali coordinate nei due
sistemi siano, a meno di un movimento -, le stesse funzioni di
w, u, ,w, W, rispettivamente, la superficie ammette p. Ora gli J,
essendo invarianti per movimenti, sono le stesse funzioni di u, w, ed
o, o, ; quindi perché esista un movimento che trasformi in s¢ la
superficie debbono potersi soddisfare le (1) quando nel primo membro
siano poste le stesse funzioni di o/, o/

di o wu, .

, che nel secondo membro

Se ora una superficie ammette un &, di movimenti, le (1) seritte
come si disse debbono ammettere soluzioni dipendenti da tre costanti
arbitrarie: ma, tolto il caso della sfera, cid contraddice alle conclu-
sioni del n. 20 secondo cui si possono ottenere le derivate prime
in funzione di «’, %/, w, u, e secondo cui quindi le (1) non hanno
che soluzioni con due costanti arbitrarie. Se ne conclude: Non
eststono superficie realt appartenenti ad uno spaxio a piw di 3 dimen-
stonz che ammettano un &, di moviments dello spaxio ambiente:
nel caso dello spaxio a 3 dimensioni si ha il noto caso della sfera V).

Possiamo generalizzare questo teorema agli spazi ad » dimensioni
a curvatura costante positiva: un tale spazio ¥, & rappresentato da
una ipersfera dell’S, ., euclideo; e in tale rappresentazione un mo-
vimento & una rotazione dell’S, ,, attorno al centro dell’ipersfera ed
una superficie appartenente a X, e non ad uno spazio minore ap-
partiene ad 8,4, o ad un S, non passante pel centro. Se una tale su-
perficie ammettesse un (; sarebbe una superficie di un S,,, che
ammette un Gy di movimenti, oppure una superficie di un S, non
pel centro che ammette un G, di rotazioni attorno al centro. Il primo

1) In una mia Nota Sui gruppi di movimenti, pubblicata nei Rendi-
conti della Accademia dei Lincei (vol. XIV, 1° sem. serie 52), ricorrendo ai
metodi della teoria dei gruppi di Lie, ho determinato e classificato le super-
ficie che ammettono un G, di movimenti dello spazio ambiente.
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caso & assurdo per quanto precede: il secondo si esclude pure se
n>3 osservando che, perchd cid fosse possibile in &; dovrebbe
essere almeno un G, che lasciasse fisso ogni punto di S,, il che
non &, perchd un movimento di S,, che lasci fisso un S,, ed un punto
fuori di esso & l’identitd. Quindi si conchiude che #n wno spaxio
a curvatura costante positiva a piw di 3 dimensioni non esistono

superficie che ammettono un gruppo a tre parametri di moviments
dello spaxio ambiente.

Ann, 8V, 3



Caprroro III.

Il teorema di Meusnier generalizzato Y

Alcune formule della teoria delle curve.

23. — Ricordiamo anzitutto alcune formule relative ad una curva
immersa in un S,. Una curva in un S, si ottiene ponendo le
coordinate z funzioni di una variabile ¢. Indichiamo la curvatura
yv—esima, e ciod il limite del rapporto dell’angolo di due piani

. . . 1
osculatori a v dimensioni all’arco, con — . Posto
v

de,  dx dz, 2 dr ||?
dt dt " dt dt
| @ diy &'z, d’z _
a M, =||%m dm D22 =1
dx d ad’ z, azx
v dr Ay dt’

9 Del teorema di MEUSNIER furono gia date varie generalizzazioni:
alla flessione delle curve tracciate su una ipersuperficie (Biancui, Le-
ziond, vol. I, pag. 367), alla flessione delle curve tracciate su una super-
ficie dell’S, (KoMMERELL, Die Kriimmung der zwei-dimensionalen Gebilde
im ebenen Raum von vier Dimensionen. Inaug.-Diss. Tiibingen 1897); pit
generalmente alla flessione di una varietd V) tracciata su una V, im-
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si ha la formula Y

1 Mv—-l Mv 1
@ ==

6 M

In ogni punto della curva diremo ennaedro principale 1’ n— edro
costituito dalla tangente, dalla normale all’S, tangente nell’S, oscu-
latore, dalla normale al S, osculatore nell’ S, osculatore ecc.; v-esima
direxione principale diremo la normale all’S, —1 osculatore nell’Sy
osculatore, intendendo che la prima direzione principale sia la tan-
gente. Con ¢,; indicheremo I’iesimo coseno di direzione della v-esima
direzione principale. Chiamiamo M, ,ilcomplemento in M, del ter-

mine appartenente alla linea v —esima ed alla » — esima colonna,
si avra allora?:

d* z;
za v,o "~ —
(3) CcC ., = dta
* \/Mv—l Mv

Questa formula si pud anche scrivere

v (d_x y de d'x do & "'z da
dt dt det - » dt gp—1 dit

We 1 2 dex d*x 2 (d”x)”. . 2 e 1y dw,

vi =\/N.[—j 717 (ti?i (_i? W ﬁ_l_ -d—t—i_
y— v
gl Pogdeds @07 T,
dt g “~dtt gp "

dr dar—1 qapr

mersa in uno spazio a curvatura costante (BERzoOLARI, Sulla curvatura
delle varieta tracciate su una varieta qualungque. Note I e II. Atti Torino
1898. Un’osservazione sui teoremi di Meusnier e di Eulero negli iperspazit.
Rendiconti Lincei, vol. VI, 1897 e vol. VII, 1898). Di natura affatto di-
stinta da queste & quella data nel testo.

1) Vedi JorpaN, Comptes Rendus, tomo T9.

% LANDSBERG, Ueber die Theorie der Kriimmungen, Crelles Journal,
Vol. 114,
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od anche
d,  do iz,
di at - dt
1 dt2 dt2 ----- atT
O ep=—T——1| . . . ..
va—l Mv ><
& —lx1 a —lx2 d"_lx,,
=1 dap—1 " Tap—1
d’ x, d’ x, a’ z,
e’ a0 ay
oy, da dor; d,
7 F 7ARIRICIRIE i@
dt—z' atT ----- dtg . . . . dt2
X
&l @1y, A d"“lxﬂ
dpr—1 dtv—l c dr—1 v apr—1
0 0 1 0

24. — Occorre su queste formule fare qualche osservazione. Se

la curvatura (v—1) esima & nulla, sara My =0 e quindi saranno
nulli tutti i minori della matrice di cui M, & quadrato. Ne segue

che le (5) [e quindi le equivalenti (3)] perdono senso perché nume-
ratore e denominatore saranno nulli. Viceversa, se tutti i numera-
tori delle ¢,;sono nulli, anche M, & nullo, poiché M, & la somma dei

v
numeratori delle ¢,; moltiplicati rispettivamente per

Z;

In queste ipotesi dunque la v esima direzione principale non &
pilt determinata dalle derivate v esime. Per avere la formula che
da tale v-esima direzione bastera applicare a (5) la regola dell’Ho-
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pital. Si avra, derivando denominatore e numeratore di (5) dopo
avere quadrato e moltiplicato per M,_4 U :

do || |d& - dw, o ds,
di dt ~ " di " dl
ol |dle, a2, A1y,
ae || @t gt g
i 0 1 0
Mv-lczvi= at X
(E dx
dt dt
&g &g
a1 || lar—T
adx @+l
s’ dp+1
do | (dmy e, de, | dn | jdn o de o da,
Nt dt C T dt o dt dt dt CC dt O di

[IRS
. + .
A dv—lxl a1 r, dlyg B d’ x, &, d’ x,

’cﬁ"—f at apt el at gy ar T dp
‘:d""'lsc dx
\*(it\'—#— o.... 1 ... 0 o o... 1 .. 0
0
—, 0cCor-

Questa formula presentandosi ancora sotto la forma 0

9 Quanto alla derivazione delle matrici qui usata confronta la nota

al n. 14,
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rera ancora derivare numeratore e denominatore; dopo di che, sop-
pressi i termini che s’annullano per M, = 0, risulta

dz |dx dz, d,
gy |dt""dt""dt'
! |
(6) Cyi= ce e
) e R ’ |
dt d"__lﬁ 1y @1y, @1z,
de—1 | |dp—1 Tap—1 gl i
! f
1y v+1.,
M, | ey 1 0
/ dt dp+1
/ e
\/ dtv+1

che avra senso appena la matrice formata colle derivate prime, se-
conde, ... (v—1), (v 4 1) sia diversa da 0.

Un’altra osservazione dobbiamo aggiungere, la quale risulta im-
mediata dalla definizione di spazio osculatore e che del resto &
facile conseguenza delle (3). Lo spazio osculatore v esimo & determi-
nato completamente dalle direzioni i cui coseni sono proporzionali a

d [3 d2 1 d‘) 2 . . . .
% , dt—{f yeen %ai . (¢=1. .n) fatta eccezione pel caso in cui M, =0.

Le curve tracciate su una varieth ad » dimensioni.

25. — In questo capitolo considereremo invece che superficie
varietd V,, ad m dimensioni: esse si otterranno col dare le coor-
dinate dello S, ambiente in funzione di » variabili u, u, ... %,,. Posto

Pt hgo. by,

) z,
Qu M duhe .. Qulm

m

= Zi, hyhy... hy, dOVIa essere la matrice jacobiana
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Z1,10..,0 L2,10...0 . . . Ln,100...0
0 Z1,01...0 X2,01...0 . . . Ln000...0

Z1,00..,1 L2,00...1 ... Ln00...1

diversa da 0. L’S,, individuato dalle direzioni i cui coseni sono gli
elementi delle linee di (7) & I’S,, tangente la superficie.

Una curva su V,, & data quando si assegnino u, u, . .

.U, in
funzione di un parametro ¢; si avra:

dz, du, du,,
it T Feao a + . 0., e T it
'z d*u d*u, d*u,,
_d‘t = %, ,10.,.0 dt’l ;0. 0 dt: + . 2w ar —+
(8) u, du, du du,\*
+ %2000, O(CT) +22, 10...0 Etl d—tz‘i‘- -+ 00,00 (—Jt—)
LAY a>¥ w, a’ u, a¥ Uy -
P =%Zi,10...0 71;,—*—%,01...0 W‘F- <+ Zi00..0 w + 5
- 1 du; dMu; d® —lu,
dove X, dipende solo dalle @ dE T g1 e non
dallo L
e .
T

Diremo che per una curva tracciata sulla varietd V,, le prime
v direzioni principali sono regolari se lo spazio minimo contenente
I'S,, tangente a V,, insieme con queste v direzioni principali & uno
Spntv—1 (poichs la tangente giace in 8, le v direzioni principali
ed 8,, giacciono sempre in un S, 1). Questa ipotesi si traduce
analiticamente nel supporre che sia $ 0 la matrice
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d*, d_’ﬁg d*z,,

ar de " datt

d’x, d¥x a’ x,
9) vl T ”

dt dt di

1 10...0 X2,00...0 + + - Ln,100...0

Z20...00 L20...01 + + + Tn,00...1

Generalizzazione del teorema di Meusnier.

26. — Consideriamo due curve qualunque C e C’ riferite ai para-

%:@J dvufzdvzilzinvirtﬁ
ar - dy dt”

delle formole (8) esse hanno le stesse prime v — 1 curvature e le

stesse prime v direzioni principali.

Vogliamo cercare quali relazioni legano le curvature v esime e
le (v+1) esime direzioni principali. Supporremo che: 1.9 nessuna delle
prime v — 1 curvature comuni sia nulla; 2.° che le prime v dire-
zioni principali comuni siano regolari Y. Immagineremo che la curva
C, riferita al parametro #, sia una qualunque delle curve conside-
rate e fisseremo in modo opportuno quella C' riferita al parametro
¢ : una qualunque quantita relativa a quest’ultima curva indiche-

metri ¢ e ¢ per cui sia

remo coll’accento.

1) La prima di queste restrizioni non & essenziale. Egsa proviene dal
fatto che nell’ ipotesi opposta le formule del n. 23 che danno le curvature
successive perdono senso e si dovrebbe quindi procedere a dedurne delle
analoghe ancora valide come al n. 24. Per semplicitd non ci indugeremo
in questo studio e riterremo soddisfatta la prima ipotesi. Quanto alla
seconda risulterd dal seguito che essa é contenuta, tranne un caso ec-
cezionale, nella prima.
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Dalle (2) (4) si ha per C

2(@)’ » dx &z dz;
dt) " «dr gp dt
0 2 y & da & & s dia;
Py MIM | ~gg qt "‘zﬁ}ﬁ e
@y dg e Pz 2t
ao L dE T Bt gy gp

o, per le (8) e per una osservazione del n. precedente,

TRNa= Ly et § BN A, Pt & +lu,
" MUM T gt apt e gt T

dove le A, B; non dipendono, come M, M, __; M, che dalle derivate
delle » rapporto a ¢ di ordine <Cv e quindi hanno lo stesso valore
per tutte le curve che consideriamo.

Detto @ I'angolo delle (v+1) esime direzioni principali di C e di
(¢’ si ha

(12) e i A i
Py Py
Mv_l &Ly, A+, A1y,
M3M 1 135’_‘"_1‘ +A2Ld4t‘;—i—_1_ +... +Am1dt + +B v+ll

Ammesso quindi che si possa soddisfare al sistema di equazioni
(13) A idyri=0 (i=1...m)

ed in un modo unico, detta C' la curva che a tale sistema soddi-
sfa, la (12) diverra

COoS ® /Mv— w
(19 =V aoa, B
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Il secondo membro rappresentera una quantitd dipendente sol-
tanto dagli elementi comuni a tutte le curve che consideriamo quali
sono M, _{ , M, , M,,B, e dalla C', non dalla C da cui dipen-
dono w e pv. Potremo in particolare scegliere per C la C stessa:
quindi si avra
coso 1

oy Uy

(15)

Nei n. seguenti dimostreremo che il sistema (13) determina ef-
fettivamente una curva almeno nei suoi elementi di ordine v+ 1.Am-
mettendo questo risultato la (15) ci dice che: Tra le curve che sod-
A u,  d*uw,
e dr
quindi hanno a comune le prime v direxions principale e le prime
v—1 curvature esiste una curva C' tale che 1l raggio di v — esima

disfanno le condixions =1...v, h=1..m) e che

curvatura di una qualunque altra C di queste curve é uguale al
raggio di v — estma curvatura di C' moltiplicato per il coseno del-
Pangolo delle (v41)—estme direvioni principaly delle due curve.
27. — Importa stabilire alcune proprietd del sistema dei coeffi-
cienti A e B delle (11).
Dal confronto di (11) e (10) e dalle (8) risulta che le A sono
i minori di ordine v+1 contenenti il primo determinante principale

d’ordine v estratti dalla matrice

SE) ylde yldo dndn
dt dt dt " dt gy dt dt T dt

2
a’ x d¥x, d’z,

ar  de qp

2d"act}:g a¥x d*x 2 d’ x

ar dt “gp o d T S\gp )

(16)
dx d*z a¥z

Exl()-i) % Exm--n Et—z zxw--oﬂ T 3000 ‘T’mono cos Lylo..0

dx 3 dr o a¥z
Exw"ol Zii zxo--m;ﬁ? zx«!-'m ;iivf‘ L p0em Zyygeiq +++ Lo, .01
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Ora questa matrice & nulla. Poiché se moltiplichiamo le ultime
linee per Z—;Ll thz . g—?'—” , sommiamo e sottragghiamo dalla prima,

questa si ridurra a 0. Ma la matrice che si ottiene togliendo una
conveniente delle ultime linee non & nulla. Poichs supposto C%’ 07,

si consideri la matrice che si ottiene sopprimendo 1’ultima linea.
Moltiplicando le ultime 7 — 1 linee residue per %—1‘1 .. did’;:’ e sot-
traendo dalla prima linea si otterra una matrice che a meno del
segno e del coefficiente dg—t’”:i:() coincide colla matrice (16) da cui
sia tolta la prima linea. Tale matrice & diversa da 0, poich® la ma-
trice formata dalle ultime 7 colonne & la matrice (9) che & diversa da
0 per l'ipotesi che le prime v direzioni principali siano regolari. Ne
segue che anche la matrice che si ottiene sopprimendo l'ultima linea
non & nulla. E quindi non sono neppure nulli tutti i minori che con-
tengono le prime v colonne; infatti, affinché cio fosse pur non es-
sendo nulla la matrice totale, dovrebbe essere nulla la matrice delle
prime v colonne, il che & escluso dall’ipotesi che le prime v—1
curvature non siano nulle e quindi M, +0.

Segue che la matrice dei coefficienti delle (13) ha caratteristica
m—1. Perchd un qualunque determinante D di ordine m — ¢ della
matrice degli A & formato coi minori della matrice (16) di ordine
v+1 contenenti il primo minore principale M, e contenuti in un
conveniente determinante A di ordine v--m —¢ (che conterrd
anch’esso il primo minore principale M, di ordine v di (16)). E vi-
ceversa ad ogni tale determinante A corrisponde un determinante
D. Quindi D & uguale, per un teorema gia citato del Netto ¥, al
prodotto di A per una conveniente potenza di M, : essendo M, + 0,

sard D nullo o no insieme con A; quindi segue dalla discussione
precedente il nostro enunciato.

du
dt

1) 11 che & possibile poiché almeno una dalle derivate

2 NETTO, Acta Math. vol. 17, 1894,

‘o4 0.
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28. — Cid posto osserviamo che, siccome gli A e B non dipen-

v+1,
dono dalle derivate (v+1) esime — a +; , si possono scrivere le ¢/, 1
nella forma
+1 dv+1 d’ +um
A€, 41 = ———__1,_#<A1@£,;;?+Am;:§+'" o B
\/Mv M v4-1 dt ¢
Sostituendo questi valori nelle (13), trascurando il coefficiente
1 —— si ottiene
\!/Mv M,v-f—l
. dvt+1 U, d"+1
(18) LiAJiA”dt’v_i_l +"‘ Jz dt’v—':l +
dv+1
+2AjiAmz dt,v_l_l +ZA]1 B ‘—O (.7=1 )

d"+1lu, s :
Queste equazioni lineari nelle s sono compatibili. Infatti

il determinante dei coefficienti & il quadrato della matrice degli A
e quindi come questa, ha caratteristica m — 1. D’altra parte anche
la matrice che da questo determinante si ottiene aggiungendo la
colonna dei termini noti & nulla, poich® ogni suo determinante con-
tenente I’ultima colonna & uguale al prodotto della matrice degli A
che & nulla per la matrice che da questa si ottiene sostituendo ad una
linea la linea dei B. Se ne deduce che le (18) sono compatibili.
Se v,v,...v, & una soluzione & facile vedere che la pilt generale

soluzione sara anzi v, —}—7\ d t w A ey, 7 t , poiché risulta im-
mediatamente dal valore di A,; che ¥ A,, %‘t—” =0 o quindi

. du
Ei A-ij Lh Ahi%}‘t = 0.

L’indeterminazione cosi trovata nella soluzione di (13) proviene
dal fatto che finora si & lasciata arbitraria la variabile ¢ o meglio
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d¥w,  d* w,
gt dtv
(o-"v h=1..m), talche su essa si pud fare ancora un qualunque
mutamento di variabili, subordinatamente alla condizione di lasciare
inalterate le A e le B o, in altri termini, di non mutare i valori
delle prime v derivate.

la si & vincolata solo alla variabile ¢ per le relazioni

Ci converra quindi, per avere una determinazione unica delle
v4-1
C(L_N—F?—h , fissare la ¢ (almeno per quanto riguarda le derivate (v +1)
esime): noi prenderemo per ¢ 1’arco, dopo di che, perché siano soddi-
dbu, _ d%u,
at a+
soddisfanno le derivate rapporto all’arco fino all’ordine v. Avremo da
. . < [Ax\? Jdx d*z ~dx d*x d*r\?
questa ipotesi 2(%) =1, Z‘d_t' 7= 2‘3? il E(W) -
dee d* 1z , , . .
—— ——— =1 dove D’ non dipende che dalle derivate delle
dt qyv+1

sfatte le

anche ¢ dovra soddisfare le equazioni cui

rapporto a ¢ di ordine <Cv 1 1. Questa equazione si scriverd nelle
d"“‘luh

dt/v—l—l :
dx d 11y, dz dvtly,
(19) (23{ xw..0> P + (237 -Z'm‘.o) s +..
\da ',
-+ (2% xoo.q) s =D,

dove D, , come D', dipende solo dalle derivate delle » rapporto a ¢’
ordine di <{v. Questa equazione & indipendente dalle (18). Poichs,

d
soppresso il termine noto nelle (18), esse erano soddisfatte da _a%'h

mentre il primo membro di (19) si riduce per tale sostituzione a

2
2(%3) =1. Le (18) (19) determinano quindi completamente le
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v+41
Z?LI—T%L per modo che le ¢, 4; risultanti dalle (17) soddisfacciano

a (13).
Si noti perd che quando in conseguenza di (18) (19) si avesse

dv—l—lu1 av+1 s l dav+1ly,
(20) An’ W + 2 di—lv—l'T e T Amz W‘T

sarebbe M, 1= 0, le formule (18) perderebbero senso e non ri-
sulterebbe pilt dimostrata 1’equivalenza di (18) e di (13). Tuttavia
. dvtly, . . .
determinate le ———— in modo da soddisfare (18) e (19) esiste-
dyv+1

ranno fra le C curve per cui le derivate (v+ 1) esime avranno questi
valori, e per tali curve si cadrd nel caso di eccezione del n. 24.
Si applichera a queste curve la formula (6) e sara

, d"+2y, a2y,
(21) cv+u=K(Au e Thw et

K — 1
di,) 2
di
Mv—l
dv—l—?,um . d"—lx
st |
\/ A1l
arv1

e gli A sono gli stessi che in (17), ma i B sono mutati. Si proce-
dera in modo affatto analogo al precedente e si giungera cosi a
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determinare la €. Ritorneremo del resto nell’ultimo numero di questo
capitolo su questo caso di eccezione.

Trasformazione del teorema di Meusnier.

29. — Cerchiamo anzitutto il significato geometrico delle equa-
zioni (13). Consideriamo le m direzioni i cui coseni sono propor-
zionali ad A, ; le (13) dicono che la (v-4- 1) esima direzione prin-
cipale di C’ & normale a queste direzioni. D’altra parte essa & normale
per definizione alle prime v direzioni principali comuni alle curve
che consideriamo, quindi & normale allo spazio lineare minimo con-
tenente queste v direzioni principali e quelle corrispondenti alle A.

Ricordiamo che A,, sono i minori di ordine v -1 di (16) con-
tenenti il primo minore principale di ordine v: quindi sono com-

. . e .. dx, d%,
binazioni lineari a coefficienti fissi al mutare di ¢ delle — ;

R
a’w; . as
ral Zioo.1..0- Le direzioni individuate da essi giaciono quindi
A M) (m)

nell’S,, |, 1 contenente IS, tangente e le prime v direzioni prin-
cipali. Se noi riusciamo a dimostrare che le direzioni individuate
dalle A insieme colle v direzioni principali determinano questo
S +y—1 Come spazio lineare minimo di appartenenza, conchiude-
remo che la (v 1) esima direzione principale di C’ & normale a
tale Sy, 1, 1. Percid osserviamo che lo spazio minimo contenente
le prime v direzioni principali & lo spazio determinato dalle direzioni

dx, d*z, AR ) . e e s
@ AR g (n. 24): bastera quindi dimostrare che queste

e le direzioni determinate dalle A sono indipendenti.

La matrice dei coseni di tutte queste direzioni o di quantita
proporzionali a questi & la matrice dei minori di ordine v + 1 con-
tenenti il primo minore principale di ordine v della matrice
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3, da)? Zd_” @z dv, dv,  dax,
(dt)"' dt gp dt dt "~ dt
Ed“m@“‘z(d"xr o Mz A,
dg dt e’ de’ dt’ dt’
dx dz »a 4z x x x
10°+0 dt C 0T ed 10000 dt" 151000 21000 ° " * 10000
(22)
dx a¥x
2 Lon E s 2 Loy ar Lo T oponmn *++ Loygen
dxl dxg dxn
O ooooo O Et_— aT . . . jt‘ ‘
|
|
i
0..... 0 T A 4z, |
dr’ a ar |

Ragionando come al n. 27 bastera mostrare che questa matrice
6 di caratteristica 2v -} m— 1. Percid supponiamo come al n. 27

g;i"#co e consideriamo la matrice che si ottiene da (22) soppri-

mendo la (v4 m) — esima linea. Sottraendo in questa matrice la
(v+4m +7¢—1) — esima linea dalla z — esima si otterra 1’altra
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dx\? de d’ x
E (%) ooooo H % Zd-tv— 0 ------ 0
a’ x dx a’ x
2 gt;—' EZ‘ . 2 (dtv ) 0 O ------ 0
dx a’x
(23) 2 xlO'O Z];? 2 1040 (_l—t-v— xlyxo--o xmo--o ot xn}lO"O
dx a’x
2 L0 dt - 2 Ly (F Ziyger0 Lypgeerg + + + + Piyougg
dz, duz, dz,
O oooooo 0 'dT _cﬁ- ttttt W
0 0 a’x, d¥x, a’ ,,
...... i Py e e P

Un qualunque determinante di ordine m +-2v—1 estratto da
questa matrice e contenente le prime v colonne & uguale al pro-
dotto di Mv#+0 per un determinante di ordine m 4 v—1 estratto
dalla matrice formata dalle ultime sue » colonne ed v +m —1
righe.

i,

7 dalla

matrice (9) e, essendo ddi-;” + 0, essa & come la matrice (9) diversa

Ma questa matrice non differisce che per il fattore +

da zero. Talche risulta, comse si voleva dimostrare, che la (23) & di
caratteristica m 4+ 2v — 1.

Noi potremo quindi dire che la (v 4 1) esima direzione princi-
pale della C' determinata dalle (13) & normale all’S,, +4v—1 deter-

Ann. S, DN, 4



h4 E. . Levi

minato dall’S,, tangente e dalle prime v direzioni principali comuni
alle curve che si considerano. E questa proprieta 'individua.

30. — Ancora una osservazione. Se due curve C e C riferite
du, du,
dt T dt
Supponiamo che le curve C e C' abbiano le stesse normali princi-
pali regolari. Si dedurrad dal teorema di Meusnier che hanno anche

all’arco hanno le stesse tangenti si ha (h=1...m).

. 1 L
le stesse prime curvature —. Ma allora, indicate con Af; le A,,
9

relative a questo caso, si avranno le equazioni

Coi—C9i Puy,  d'w o (P du
0= Pl——-— = A(f)z( dtz dtlg + A-zi dtg dtlg + “oee
d*u, d*u,
@ m__ 2 Cm
+ A ( att dt”) )
2 2
Alle quali aggiungendo 1’equazione 2 % (%a_: — %) =0 ossia

dx (d*u d*u dx (d*u. d*u
0 =2 x‘lo,.ozl—t (Wzl'— W;) + 29301..0 %(—(ﬁ; — Wz) + ..

dx (d*u d*u

\} m m

+ 2 Zyn dt ( ae }27‘)

che proviene dall’essere ¢ e ' 1’arco rispettivamente sulle due curve

C e C, otterremo un sistema di equazioni lineari omogenee per le
dw,  d'u,

e T ar che pei ragionamenti dei n. 27, 28 sono indipendenti;
. du,  du,
onde conchiuderemo e = ar

Cosi procedendo otteniamo che se due curve C e €' hanno le
stesse prime v direzioni principali regolari hanno pure le stesse v—1
dbwu,  d%u,

prime curvature e che per esse =
att a

({L=1..V) .
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Nuovo enunciato del teorema di Meusnier generalizzato.

31. — Raccogliendo quindi le discussioni dei due numeri pre-
cedenti potremo ormai conchiudere:

Supposto che una curva C tracciate su wna varieta V,, abbia
le prime v direxiont principali regolari, ¢l raggio di v— esima cur-
vatura é uguale al raggio di v—esima curvatura della curva C che
ha le stesse prime v direxioni principale che C e la (v -+ 1) — esima
direxione principale normale all’ S,, ., _y contenente IS, tangente
e le prime v direxioni principali, moltiplicato per il coseno del-
U angolo che la (v4-1)— esima direxione principale di C fa con
questa normale.

32. — Chiuderemo questo capitolo con una osservazione rela-
tiva al caso eccezionale segnalato alla fine del n. 28. Vogliamo di-
mostrare senza far uso delle considerazioni 1a indicate il teorema
seguente che in tal caso si sostituisce al teorema di Meusnier:
Quando una curva C ha le prime v direxioni principali regolari
e quinde le prime v — 1 curvature non nulle, ma la v estma nulla
le curve che hanno con essa comunt le prime v direxioni prince-
pale hanno tutte la curvatura v — esima nulla tranne quelle che
hanno la (v+ 1) esima direxione principale irregolare. Poiché in tal
caso dovranno essere risolubili le e ioni Y A ({vm B,=0

quazioni Y, A e +B,=

(¢=1..m); ma la caratteristica della matrice delle A & m—1,
quindi tale deve ancora essere la caratteristica della matrice che si
ottiene aggiungendo la linea delle B;. Le B, sono quindi combi-
nazioni lineari delle A e quindi i numeratori delle ¢, 1; per qua-
lunque altra curva che abbia a comune con C le prime v direzioni
principali sono nulli 0 sono combinazioni lineari delle A e quindi
appartengono all’8,, |, ; contenente I'S,, e le prime v direzioni
principali, ¢. ». d.



Caprroro IV.

La curvatura delle sezioni normali
e l'interpretazione geometrica degli invarianti
di 2.° ordine

La curvatura delle sezioni normali.

33. — Ritorniamo allo studio di una superficie. In tal caso le
(8) del capitolo III diverranno

dzx,; du; du,
—(ﬁ‘ Ti10~ 37 di +xzol"d_t
@)
(1_1‘_3 d*u, d*u, + <du1 + fZﬁl d_ug N du,)\?
e =10 dt’z +w101dt2 X 420 i L at i wmz‘(‘ﬁ

Assumeremo come parametro l’arco. Sara quindi
dx\? ~dr diz
1 —_— ——
@) z(ﬂ) =1 2 dt d¢

e quindi la curvatura della curva &

1 2 w\ 2
(3) k= i E(W)
e la direzione della normale principale & data dai coseni &;:

d*x; d*u d*u,
W = 510 dtzl + T 401 dtzz_{—

3
+ @iz (dul) + 2w, iy du2 + Zine (dug)

(4) k&z ==

Wt dt dt



Saggio sulla teoria delle superficie o due dimensiont ecc. 57

Chiameremo sezioni normali le curve le cui normali princi-
pali stanno nell’ S,_. normale alla superficie. Il teorema di Meu-
snier ci mostra che la curvatura di una curva qualunque non
dipende che dall’angolo che la sua normale principale fa colla normale
principale della sezione normale tangente ad essa. Quindi ci potremo
limitare allo studio delle curvature delle sezioni normali.

Perché la direzione determinata da (4) sia la normale princi-

pale di una sezione normale & necessario e sufficiente che

N x; N\ w,

xuo“a'tg‘ = mimw =0
e ciod che
d*u, d*u, du,\? du, du, dug)\®
11010W+Ilw1 W-I"Iwzo (Tdi) +2Ilou ?Zt— _d?_*'Ilooz (E{) =0

(5)
2, 2, 2
I du, +1 d u2+ I, (dul)f’ ro1, du, du,_l_ T (duz)

I
(=]

wigge o gp Vo (g | F2hn gy g Tl (g

Eliminiamo fra (4) e (5) %’%’ ‘f;_:‘;, il che & possibile poichd
1010 Ium . dul dug .
1,1 + 0. Posto, per brevita, T M g = s ha
T 10 L 01 Ligo 0 2 i1 0 Oy Xioe o
1
(6) k&’ =1 Imm Iloo1 Imo U‘f _1' 2 Ilou 0y Og + Imm OL§
1010 1001
Iono 10101 Iouo 10101 Iomo (7,’12 + 2 Iom 0y O + Iom Ot§

e questa formula ci dard i rapporti fra i coseni di direzione della
normale principale della sezione normale che ha la tangente indi-

viduata dal parametro (;—(1 .
2
E facile avere la formula della curvatura delle sezioni normali.

Per una curva qualunque si ha da (3) e (1)
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1
k=~ =Im20 y"{+411m O'f f)% “}" Ioeoz a; + 4 Inao 0‘? O + 4 Iuoz oy O’.g ’1‘

[2

2,
+ 21, 0f05 + 2%[11020&? 4-2 L0004 1,08 ] +

de?
du
+ 2 Wl[lmzomf_l_ 2 Iom 0,0 + IOlOl Ug]

d*u,\? d*u, d*u, d*u,\?
! - 2 —_ —_
s Ilolo < dtz) + “~ IlOOl det dtg + Ioml ( dtz)

Per una sezione normale sono soddisfatte le (5) quindi

B=I,0i+4 10} ai4+1,, 05 +4L, ado,+ 41 005 + 21,0308+

2
O Ly 4+ 2T, a0+ T,y 8]

d%u, . .
+ W [Iouo o1 +_ 2 IO]II oy % +Iom d‘?]

2, 2
ed ancora eliminando ! e dj—? tra questa e le (5)
ae dt
1
P=—r"—n— X
11010 IlOOl
IOllO IOlOl

2 2 2 2 4 2,2 4
Iwm %1 + 11002 o2 IOIZO o + Iom %2 Igoso 71 42 Imo %1 02 + Iozoz o2

~ 2 2
+ 2 IlOll U102 + 2 10111 71 72 -{—40’102 [Imo O(I_'-qual a2+I1102 O2

< I I I, o84+ 21, o051, of
I I, Lot + 2L, 0,0+ 1, of

E cioé

) F= L I dut T, dub-+

(L, duwt + 21, du, dw, + 1, du3)?

1010

+ 2Jd,, + ) dul dui +4J, dud du, 4, du, didl

1120

Quindi #l quadrato della curvatura di una sexione normale é
" uguale al rapporto di ¥, al quadrato di ¥, quando si siano ugua-
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gliate tutte le variabili v, v, as differenxiali du, du, che indivi-
duano la tangenie alla sexione normale.

La varieta delle normali principali delle sezioni normali.

34. — Le equazioni della varietd delle normali principali delle
sezioni normali si ottengono eliminando «, o, dalle (6). Per compiere
I’eliminazione si incominci dal considerare le (6) quali equazioni li-
neari in o}, o, 0, af; la loro eliminazione dara luogo ad »— 3 equa-
zioni lineari fra le §&. Le normali principali delle sezioni normali
giacciono quindi in un S; dell’S, _; normale. Assumiamo quale 7 - edro
coordinato un »—edro tale che il piano tangente sia il piano z, x,
e 1’ S, delle normali principali I’S; x,,_, ®,_, #,. La prima ipotesi da
z, =2, =0 per ¢ > 3. Per la seconda dovendo essere §=¢ =
...= &, 3= 0, sostituiti in (6) i valori ora trovati per le derivate prime,
si deduce che deve essere x5 03 +2 2,119, dp+ 2,005 =03 <2< n-3)
qualunque siano ¢ o, e quindi ,s == ,;;==2,0 == 0. Le condizioni
g, =& ==0 sono soddisfatte per la forma stessa delle (6) in forza di
Tyo=2 ,m ==0 (¢ > 3). Le (6) si riducono quindi alle sole tre se-
guenti

2 , .
kbp o= Tn g0 + 2 2p_on 0105 F Tp_o00 03

2 ,

(8) k&) = %, 10008 + 2 Ty 01 Op 4 Tpyop 03
2 \ 2

k &n = Lpgy U + 2 Zpn1 0y %g + L2 g

Supponiamo che sia, come avverra in generale,

Tp—g20 Tu-o1 Tn-202
9) Zp120 Ln—in Zporz | F 0
' a"n2o T -Tnoz
Le (8) rappresentano un cono quadrico. Ne troviamo facilmente

I"'equazione risolvendo le (8) rapporto ad o} , 2,7, , o} e scrivendo
che o} 9% = (o, ay)?:
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Eime Tpon  Tn-se

§osl Tl Tnoioe

(10) g%:: /! | gn Tpn1 Loz

L9200 Tu—o1 Tn202
i

Tp—120 Ln—111 Ln—ig2 |
|

Lpeo  Lan Loz |
| Tpo20 En—z Trn_soe ‘ ‘Lo T—porr Eng
¢ : ' ¢
Tp—120 Sn—r Lp—102 Lp—120 Lo—111 Cn—2
Tn20 &n L nog 2 L 20 Tpn1 én
oy 0y =Fk os=k

Xp—920 Tp—211 Ln—202 L9220 Ln—on1 Ln—202

2 | Tn—120 Tu—a11 Ln—102 Lp—220 Tp—111 Ln—lo2

Zn2o  Lwnl Lno2 | X' n2o Lp11 Loz
Quindi I’equazione del cono sara
€n2 Tu—an Tn—soe ZTn—920 Tn—on En—i
|
(11) 4 161 Tuoin Tacioe| o | Tnoimo Tpoinn Eno1 | =
€n Zn11 L o2 T n20 Tp11 &,

2
T30 En—2 Tp_ge
= | Tpyo1z0 En—1 Lu_102

Zn20 &, Lnoz |

Quindi in generale le normali principali delle sexioni normals
stanno in un S; dell’S,_, normale e vi formano un cono del se-
condo ordine. Questo cono finché é soddisfatta la (9) non & mai
degenere. Diremo allora il punto punto generale. L’equazione del
cono in coordinate qualunque sara:

T | L10 e 2

Loy Toy ‘ Lo1
(12) 4 [1& 1. Ty || = I Zap

Ty ’ lxu 4 3

Toe ' £ l ‘ Loz
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Infatti tale equazione si riduce a (11) se ci portiamo nelle parti-
colari coordinate in cui & scritta (11), e d’altra parte & invariantiva
per un movimento come immediatamente risulta se si eseguisce il
prodotto per linee .

Se invece di studiare le normali principali delle sezioni normali
avessimo studiato le normali principali di una curva qualunque, si
sarebbe trovata una varietd conica a tre dimensioni costituita da
o' S, ed immersa in un S; contenente il piano tangente. Il cono
precedentemente trovato ne & la sezione coll’S,_, normale.

Punti planari e punti assiali.

35. - — Noi abbiamo supposto soddisfatta la (9) e ciod: in coordi-
nate generali, abbiamo supposto che la matrice

T

)
=

fosse + 0, Questa ipotesi pud non essere soddisfatta: la (13) pud
avere caratteristica 4 o 3 ?, anzi cosl accade sempre se siamo in un
S,01in un §;. A seconda poi che la caratteristica & 3 o 4 esisteranno
n~1o0d n—2 equazioni lineari fra le §, e quindi le normali prin-
cipali coincideranno o saranno in un piano. A seconda dell’un
caso o l'altro diremo il punto assiale o planare.

Nel caso del punto planare, assunto quale n— edro coordinato
uno che abbia come piano «, x, il piano tangente come piano
%, %, quello delle normali principali, saranno nulle le derivate prime

) S8i ottiene infatti per ogni membro di (12) un determinante formato
conle con espressioni della forma o, wx%. che, come gli I, sono inva-
riantive per movimenti.

% Non mai 2: Cfr. n.3.
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delle z, per ¢ ~ 3, e cosi pure saranno nulle le derivate seconde di
T3 Ty. .. T, le (6) divengono

& =§2=---=‘5n—2=0
(14) k&= xn120 o} + 2 @pan %1 0+ Tpige a:
k& =@ o+ 2xu oy + X 0f

Nel caso del punto assiale, assunto quale ennaedro principale
uno che abbia come piano z,, x, il piano tangente, come asse z,
la normale principale comune, saranno al solito nulle le derivate

prime di z;z, ..., e le seconde di 2324, ...2,_: le (6) si ri-
ducono a

f=f= ... =f£,=0
(15)

2 2
k&, = Tngo 05 + 2 Tty 0 0 + Tz %2

La corrispondenza fra normali e tangenti.

I punti planari parabolici.

36. — Se 1l punto ¢ generale la corrispondenxa fra tangenti e
normaly é biunivoca. Infatti le (9) danno ¢ quando siano date le oy
le (10) danno le «, quando siano date le &.

Ma quando <l punto é planare la corrispondenza fra normali
e tangentt in generale non é biunivoca; ad una normale corri-

spondono due tangents. Poich® posto ggv“l = ) le tangenti corri-
spondenti, per le (14), a dati valori di &,_, &, sono date dai valori

. o . e .
di = - radici dell’ equazione
Og

A1) + @p—r02 — )\xn02) =0.

(16) P (@10 — M) + 21 (Xoint

La corrispondenza potrebbe quindi essere biunivoeca solo quando
la (16) si riducesse ad un quadrato od avesse un fattore fisso al
mutare di . Il primo caso non pud accadere poiché si avrebbe
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identicamente, qualunque sia A,
17) (@120 — Muz0) (Tn_r00 — Apge) = @ — )\xnu)z
o ciod

2
(18) Tn120 Trr02 == L1115 Lngo Pnoz == Ty

Zn—120 Tz T+ Tnzo L—t02 = 2Cp_111 Tuty

Quadrando l'ultima equazione e togliendone quattro volte il
prodotto delle due prime si deduce

19) Zn120 Loz — Loz Lngo == 0

. . Ly_120 Ly P . .
e di qui "= = =""% — 5. Dividendo il primo e secondo membro
Lngo Tnog

della terza delle (18) rispettivamente per il primo e secondo mem-

. Ly Xy, Ly s s ZLp—111
bro della seconda si ha —=* | ~*=1% _ 9 e ciod 6 = M
Lo Loz Zn11 Lp11

Quindi nelle nostre ipotesi si avrebbe

Ly Z Z,
(20) n 120:_ w—lll= n—102

Turo  @an Tuz

Il punto sarebbe quindi assiale.

Puo invece accadere che (16) abbia un fattore fisso indipendente
da ). In tal caso il punto si dirda planare parabolico. Corrispon-
dentemente al valore di 7 che annulla questo fattore, le formule (14)
che danno la direzione della normale principale risultano indeter-
minate. Quindi si cade nel caso di eccezione segnalato al n. 24; la
curvatura corrispondente a tale direzione & nulla, e la direzione
della normale principale non risulta pil determinata dalle derivate
seconde delle x rapporto a £, ma occorre ricorrere alle derivate di
ordine superiore. Quindi ¢n un punto planare parabolico la corri-
spondenxq fra normali e tangents é biunivoca ; esiste una direxione
eccexionale per cui la curvatura delle linee generiche aventi tale
direxione é nulla e la normale principale a ciascuna di queste curve
non é determinata dalle derivate seconde.
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Inversamente se in un punto che non sia assiale una curvatura

énulla 1l punto é planare parabolico. I1 punto non pud infatti essere

. . Az 2
generico poiche, affinche & = M, ( )

E = 0, & necessario, nel campo

2

—d;f =0, e quindi che si possa soddisfare alle (8)
uguagliate a 0. Il che & assurdo se vale la (9). Il punto & quindi
planare. Ma le equazioni che si ottengono uguagliando a 0 le (14)

reale, che sia

debbono essere compatibili. La loro soluzione comune annulla (16)
che & una loro combinazione lineare, qualunque sia » quindi il punto
& parabolico.

Se in un punto vi sono due curvature nulle il punto é assiale.
Le (8) uguagliate a 0, debbono infatti avere due soluzioni comuni,
- quindi i loro coefficienti sono proporzionali e la matrice (9) ha ca-
ratteristica 1: il punto & assiale.

Nel caso del punto assiale non si pud piu parlare di corrispon-
denza fra normali e tangenti. Uguagliando a 0 le (15) si deduce che
m un punto assiale esistono sempre due direxioni reali e distinte

o covncidenti od immaginarie coniugate con curvatura nulla.

La conica delle curvature.

37. — Particolarizziamo le linee coordinate sulla superficie per
modo che, nel punto, I’ elemento lineare assuma la forma du + dus:
(duq)?' m? m . 1

d’l/q 3 .2 e
posto —— == sara »; = ai zﬁﬁ‘”am’: 1+m2’0’2=1+m2;

du,
quindi le (8) divengono

1

k&, .= 14-m [ Ty _ge M° + 22, o M + xn—zm]
1

(21) k&= 1+ m? [xn—120 m' + 22, m + xn—m]
1

kg, = 1+ m? [xnzo m? + 2%, m + xnoz] .

Nell’S; z, s #,_1 «, consideriamo il punto k&, ., k&1, k&.;
esso & sulla normale &, ; &, &, e su essa stacca un segmento uguale
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a k. Seil punto & generico, tutti questi punti stanno su un piano
che non passa per l’origine. Infatti: a causa della disuguaglianza
(19) esistono, e sono determinati, valori di abe che soddisfanno le

A% 590 + DXy 190 + CXpg = 1
(22) QLo + 0L 1 + €Ty =

A%y—202 + OTy 100 F CTnpe = 1.

(=]

Ora & chiaro per (21) che il punto k&,_,, k&._,, k&, sta nel
piano ax, .-+ bz, ,+ cx,=1. Se stacchiamo sulle normali des
segmentt uguals alle curvature corrispondents gli estremi di questi
segmenti stamno in un prano e quindy descrivono una conica sul
cono delle curvature. La diremo conica delle curvature : essa & sem-
pre una ellisse perche la curvatura di una sezione normale non pud
essere infinita che in un punto singolare della superficie, onde la
conica non pud avere punti all’infinito.

Per una trasformazione per raggi vettori reciproci si ha: Se sulle
normali principali stacchiamo dei segmenti uguali ai raggs di cur-
vatura gli estremi stamno sull’ entersexione del cono delle mormali
principali con una sfera passante per il punto della superficie.

Risulta di qui, per via geometrica, che gli invarianti assoluti
di 2¢ ordine debbono essere 5: per tali possono prendersi 5 qua-
lunque elementi geometrici che determinino la forma del cono e
della conica delle curvature. Per esempio: i due invarianti che in-
dividuano il cono, la distanza del piano della conica dal punto della
superficie, e 2 dei 3 coseni di direzione della normale a questo piano
rispetto ai tre assi del cono.

Data la forma del cono e della conica delle curvature, occorrera
ancora assegnare la corrispondenza fra normali e tangenti. Ora que-
sta & perfettamente determinata quando si conosca il parametro m
che individua la tangente corrispondente ad una data normale, ed &
del resto ben evidente che tale parametro dovra restare arbitrario
poiché con un movimento che lasci fisso 1’S,_, normale e muti in
s8¢ 1'S, tangente tale parametro si pud assegnare ad arbitrio. Per
mostrare che dopo cid la corrispondenza & determinata osserviamo
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che, data la forma e la posizione del cono e della conica delle cur-
vature noi possiamo trovare le proiezioni delle curvature su un qua-
lunque asse: ma queste sono date dalle (21), e di queste formule
stesse noi sappiamo che si possono trovare, a meno di un fattore
di proporzionalita, i coefficienti quando siano dati i soli massimi e
minimi dei loro primi membri. Ora questi sono dati appena sono
noti il cono e la conica delle curvature, il fattore di proporzionalita
risulta immediatamente dal valore assegnato di »e per una data nor-
male, quindi la corrispondenza & perfettamente determinata.

38. — Corollari. — Affinché piu curvature siano uguali & ne-
cessario che i loro estremi siano su una sfera di centro il vertice
del cono, questa seghera il piano delle curvature in un cerchio, la
conica in quattro punti. Quindi esisteranno quattro direxioni reali
od immaginarie per cui la curvatura della sexione normale ha un
valore assegnato. Le normaly corrispondenti sono 1’ intersexione del
cono delle normaly con un cono di rotaxione di asse la normale con-
dotta dal punto al piano delle curvature. Esistono 4 direxions per cus
le curvature corrispondents soddisfanno alle condizioni de massimo o
minemo; le normali principali corrispondenti a queste direzioni pas-
sano pei piedi delle normali alla conica delle curvature condotte
dal punto di incontro della perpendicolare calata dal punto della su-
perficie sul piano delle curvature. Se tre distinte di¢ queste curvature
soddisfacents alle condizions dv massimo e di minimo sono uguall
tutte le curvature sono uguali, e la conica delle curvature & un
cerchio, il cono delle normali & un cono di rotazione.

39. — Consideriamo il caso di un punto planare. Le (14), suppo-
nendo le linee coordinate scelte in modo analogo a quanto si fece nel
n. 37, divengono

1
kb = 1+ m? [xn—mo m 4 2, M+ xn_m}
(23) . '
k&n == 11_772 [xnm /)'}’I/2 '-I— 2“’,,11 m ’{“ xnoﬂ]

Il punto k¢, , k£, nel piano x,_, , stacca sulla normale &, , &
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un segmento uguale a k. Questi punti si trovano su una conica la
cui equazione & il risultante delle due equazioni (23).
Posto per brevita k¢, , =1, , ké,=1,,’equazione della conica

diverra dopo alcune riduzioni:

(24) B} [Zuao— X I* + 42501} + 8§ [Z0r00— T + 425 0} +
+ 288} [Tai0e— 20 0] [Bazo— Buoe | — 2 iy B | +
+ 28} [Bai20 = T 102] [Bn_120 Tz = o100 Tz | = 222101 [ 00 +
+Ti0e] + 22, 0 [roe FZun ]l +

+ 21, ; [xnﬂ)_' xnoz] [xn—wo Lnoe— Lp—102 xn?()] —2x2, [xn—m +

-+ xnoz] +2z,1, [xn—w? —+ z4%-120] } +
+ [xmzo Loz — Ln—102 Lungo ]2+4 X111 Loe Ly +4 B2y B 190 L1072 —

+ 47, % [x'm—120 Zngz T X102 Lm0 ] = 0

Quindi se su ogni normale stacchiamo due segmenti uguali alle
curvature corrispondentt o queste normali, gli estremi descrivono
una conica che diremo ancora conica delle curvature. Questa co-
nica & sempre un’ ellisse e non pud degenerare perché non possono
esistere curvature infinite. Se stacchiamo sulle normali segments
uguals ai ragge dv curvatura gly estremi sono su una quartica (lem-
miscate), inversa della conica delle curvature. B necessario per dare
questa conica nel piano delle normali dare 4 invarianti: per esempio
la distanza del centro della conica dal punto della superficie, la lun-
ghezza degli assi e 'angolo di uno di essi colla congiungente il cen-
tro col punto della superficie.

Assegnati questi invarianti si potrd in modo analogo a quello
del n. 37 dedurre la corrispondenza fra normali e tangenti.

Come precedentemente esistono 4 curvature equaly ad una data,
4 sono © massimi ed ¢ minimi delle curvature etc.

Se il punto & interno alla conica lo diremo elléttico, se esterno
iperbolico, se sulla conica esso & parabolico (n. 36). Quando si sappia
che il punto & parabolico bastera dare 3 invarianti. Dal punto escono
due tangenti alla conica, reali se il punto & iperbolico, immaginarie
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coniugate se ellittico; a ciascuna di queste normali corrisponde una
sola direzione nel piano tangente; diremo queste due direzioni (raggi
doppi dell’involuzione delle tangenti che si ottiene chiamando cor-
rispondenti due direzioni che corrispondono ad una stessa normale)
direxioni coniugate. Nel caso del punto parabolico esiste una sola
tangente la conica delle curvature, questa & la direzione eccezionale
di curvatura nulla gia notata al n. 36; la diremo direxione asin-
totica. Nell’ultimo capitolo vedremo il perchs di queste denomina-
zioni nelle analogie coll’ ordinaria teoria delle superficie V.

40. — Se infine si tratta di un punto assiale non avremo nulla a
mutare all’ ordinaria teoria delle curvature in un punto di una super-
ficie diS;. Invero nei nostri studii ci potremo limitare a considerare
le coordinate z, , x, , #,, e quindi ci bastera restare nell’S; determi-
nato dal piano tangente e dalla direzione comune delle normali
principali delle sezioni normali.

1) Il KoMmMERELL nella citata memoria Die Kriimmung etc. studiando
i punti di una superficie dell’S, studia i punti da noi detti planari,
poiché, come fu gid notato al n. 35, a questo tipo appartengono in ge-
nerale i punti delle superficie dell’S,. Egli da perd una rappresentazione
assai pilt complicata della nostra: egli introduce direttamente la lemni~
scata dei raggi di curvatura ed a queste collega una conica (podaria della
lemniscata rapporto al punto) che egli dice caratteristica § 6 e § 11. A se-
conda che la caratteristica & un’iperbole. una parabola, o un’ellisse egli
dice il punto iperbolico, parabolico, ellittico. Questa classificazione non
differisce dalla nostra come & facile dimostrare osservando che una lem-
niscata & podaria rispetto ad un punto di un iperbole di una parabola
o di un ellisse a seconda che & 1’inversa di una conica rispetto a cuiil
punto & esterno o si trova sulla conica o le & interno.Il KOMMERELL in-
troduce pure le direzioni che noi dicemmo coniugave e che egli dice
asintotiche (§ 8, nell’enunciato di pag.30-31il K. stesso dice queste dire-
zioni coniugate); noi abbiamo riservata tale denominazione per la dire-
zione eccezionale nei punti parabolici (di cui il K. non considera le note-
voli proprietd) per le analogie che questa direzione asintotica presenta
colle asintotiche della ordinaria teoria delle superficie. Una tale analogia
¢ fin d'ora evidente nel fatto che le une e le altre sono le direzioni di
curvatura nulla.
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La curvatura media della superficie.

41. — Da un teorema del Killing¥) applicato al caso particolare
delle superficie deduciamo: La somma dei quadrati delle curvature
medie delle superficie projexiont della superficie data su n—2 S,

Y

ortogonali passantt pel piano tangente é costante, qualunque siano
questi n—2 83 éd & un invariante della superficie. Noi chiameremo
curvatura media la radice quadrata di questa somma che indiche-

remo con H: si ha
(25) H=1VA,

Infatti sia ; x, il piano tangente, supponiamo che 1’elemento
lineare della superficie sia, nel punto, dei+duf, ossia che I =1
I,=11_=0. Supponiamo che gli #»—2 S, ortogonali del teorema
precedente siano gli S; contenenti gli assi a; @, 2, (¢ > 3). La for-
muda che di le curvature delle sexioni normali della superficie proje-

, . N du,
stone sullo spaxio x, 2, x, é, posto % = m:
B ko= b = o e+ 20t 2

Quindi la curvatura media di tale projezione & x,5 + %,p;. Quindi

@ H= \/ 2 (@i + Tin2)’ = \/ z T 22“120"'102 I‘waz

i3
D’altra parte, poichs I, ,=I =1 I,,=0 si ha
(28) Ay =1d, + Joe T 2

Ma ricordiamo il valore degli J: si ha, nelle coordinate attuali,
Ty =2,0=0 (¢>3), quindi

1) KiLLING, Nicht Euklidischen Raumformen in Analitischer Behand-
lung., pag. 245.

Ann.S. N, b
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2
xl)ll) wm M 0 I
1 !
_ 2 _ 2 N\
2| Ty Ty - -0 | = fcmoaJom—-Exz‘om Jeooz—zxnoxm
1o Ao ! >3 i3 i>8
100 7401 | |[Bygq Lgg -« » Lnnz0

Quindi A,=2Ya?,, + T2y, +2Xx,q ;5. Confrontando con (27)
si deduce la (25) che sara valida in un qualunque sistema di coor-
dinate, perché A, & invariante. Questa dimostrazione ci permette anzi
di ritrovare il teorema del Killing: basterd definire la curvatura
media H= \,’E e ricordando che A, & invariante trovare secondo la
formula precedente il valore di A, da cui risalendo per (26) si de-
durra il significato di H.

Possiamo dare di H una notevole interpretazione geometrica. Per
fissare le idee supponiamo di considerare il caso del punto generale.
Assumiamo come n-edro coordinato uno per cui x, x, sia il piano
tangente e che abbia per assi z, ., ,, rispettivamente la con-
giungente il punto col centro della conica delle curvature e due
direzioni perpendicolari a tale congiungente, nell’S; delle normali
mentre gli assi residui sono fuori dell’S; delle normali principali.
Il contributo portato ad H dagli S; contenenti il piano tangente e
passanti per queste ultime direzioni & nullo: quanto agli S; per gli
altri assi, occorre projettare la conica delle curvature su questi assi:
il doppio della distanza del punto medio del segmento projezione dal
punto della superficie & la curvatura media della superficie projezione
sull’S; che contiene x, z, e I’asse considerato. Ora il punto medio della
projezione sulla congiungente col centro della conica & il centro della
conica stessa, mentre la projezione della conica sugli altri due assi
ha per punto medio il punto della superficie. Quindi una sola delle
curvature medie non & nulla ed & uguale al doppio della distanza
del centro della conica delle curvature dal punto della superficie.
Quindi la curvatura media della superficie ¢ uguale al doppro della
distanza del punto della superficie dal centro della conica delle cur-
vature.

Lo stesso ragionamento vale pel punto planare; basta prendere
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I'n-edro coordinato tale che abbia come piano «, x, il piano tan-
gente e come assi z, 2, la congiungente il punto col centro della
conica delle curvature e la sua normale nel piano delle normali.
Nel caso del punto assiale questa interpretazione da apertamente
Pordinaria definizione della curvatura media.

La curvatura totale della superficie.

42. — Ancora da un teorema del Killing V) si deduce che la cur-
vatura totale (n. 8, 14)

(30) K =A,

¢ uguale alla somma delle curvature totali delle superficie proje-
xtons su n — 2 S, ortogonali passanti per ¢l piano tangente. Sarebbe
facile del resto ottenerne una dimostrazione diretta analoga a quella
data per H. Anche di K possiamo dare una interpretazione geome-
trica. Ritenendo sempre come «, x, il piano tangente, assumiamo
come assi %, %, %, la normale al piano della conica delle cur-
vature e due parallele ai due assi della conica delle curvature, i cui
semiassi diciamo @ e b. Il contributo in K degli S, per gli assi di-
versi da questi & nullo. I contributo in K dello S; per l'asse x, ,
normale al piano delle curvature & il quadrato della distanza d del
punto dal piano. Infine siano » e 3 le coordinate del centro della conica
delle curvature rispetto ai due assi «,_, «,: il contributo in K degli S,
per gli assi x,_, x, & allora (2 —a) (2+a)=o>—a?, (}—0b) (3+b) =
FF—0% Si deduce K=d*+a*+5— (a*+ 0. Ma d*+o®+f* & il
quadrato della distanza del punto dal centro della conica delle cur-
vature, a®+ b* & la distanza dei vertici della conica: quindi la cur-
vatura totale & la differenxa fra il quadrato della distanxa del
punto dal centro della conica della curvatura e la distanza dei wver-
tice della consea. Od anche la distanxa fra i vertice della conica

delle curvature wvale % n—x.

Y KinuiNeg, 1 c., pag. 247.

b
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L’analogo per il caso di un punto planare: per un punto assiale
questa interpretazione si riduce all’ordinaria interpretazione di K
per i raggi principali di curvatura.

Osserviamo che segue di qui che se un punto planare é para-
bolico od ellittico la curvatura in esso é necessariamente negativa.

I residui invarianti di secondo ordine.

43. — La curvatura media e la curvatura totale sono i soli in-
varianti che abbiano senso per tutte le tre specie di punti. Andiamo
a costruirne altri che servano a distinguere queste tre specie diverse.

Un primo di tali invarianti & la distanxa del piano delle cur-
vature dal punto della superficie. Esso é nullo se il punto non é
generale e viceversa poich® noi sappiamo che allora e solo allora il
piano della conica delle curvature non passa pel punto.

Esso ¢ dato da
A,

(31) L= A,

Infatti poniamo 1'n-edro coordinato nella posizione del n. prece-
dente. Allora k&, , & indipendente da m ed uguale alla distanza

1
1-+m?
essere costante sard @, s, = 0, &, g = Ln—2e = distanza cercata.
D’altra parte in queste coordinate si ha

cercata. Ma k&, = [wn_m M-+ 28,11 M- Ly _gpe|5 dovendo

2
Ty
xn_wo Tn—120 xn?O 2
Ly
1
(32) A5 = ———T—— Xy | | = 0 Zp—1 Zun ]
1010 1001
Iouo 0101 2y Ly_90 Xn—102 Loz
Loy
2
Lp—120 = Ln—r02 Tn20 — Loz |
=
_— Wn—220

Lp—111 Zn11



Saggio sulla teoria delle superficie a due dimensioni ecc. 73

Analogamente
Z, 2 Ty 2 Z, T
A= Ty +| Loy + 2 Ty [wm | =
z, z, r, lz,,
wOE lmll xoa xu
| 0 @ %on | 2+ Lp—220 Ln—120 Lngo .
o i Ly—220 Ln—102 Loz 0 1 Ty

0 @, Zan Ln—200 Lp—120 Tnsgo

+ 2

Lp—102 Ln—102 Lno2 0 2,y %un

0d anche, osservando che questa espressione & il quadrato della
differenza di due matrici aventi una linea a comune,

0 Zn120 — Tu—109 Tugo — Loz

33 A, = —
(33) 0 =, Tt
| e T Zaioz Tazo — Znioz
Lp—1m1 Zn11

Di qui e da (32) segue che % & uguale a 2% _,, e quindi al
4

quadrato della distanza cercata; ne segue (31).

44. — Per avere altri invarianti cerchiamo gli elementi della
conica delle curvature. Premettiamo alcune osservazioni per trattare
uniformemente i due casi del punto generico e del punto planare.
Se, come nel n. precedente, supponiamo che z, , sia normale al
piano della conica delle curvature, 1’equazione di questa conica nel
piano &,_, x, si otterra cercando il risultante delle formule relative
a questi ultimi assi, equazioni che hanno la stessa forma che quella
del n. 39 pel caso del punto planare. Talchs nel caso del punto ge-
nerale I'equazione della conica, riferita nel piano in cui giace ai due
assi z,_, 2,, passanti pel piede della perpendicolare condotta dal punto
al piano stesso, sara la stessa che ’equazione della conica nel piano
delle normali nel caso del punto planare; e percid i calcoli si po-
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tranno condurre nello stesso modo per i due casi finché restiamo
nelle particolari coordinate di cui si & parlato. Non si pud perd dire
lo stesso quando si vorra di qui passare alle coordinate generali:
bisognera studiare 1’effetto delle diverse ipotesi.

Premesso cid, partiamo dall’equazione (24): e cominciamo a cer-
care il discriminante D della conica. Facilmente si vede che lo si

pud scrivere nella forma

Ln20~ Lno2 -2,y

(34) D= |Zp—100 —Tn120 —2%, 1 ‘ -
| |
|

Zp—126Tn——Tn—105Tn20 L 11(L 20+ Lno2) = Zn1t(Tr—120-Lrn—109)

4
‘ Lp120 = Tn—r02  Tn20 — Tnoz

‘ Lp—111 Zna1 |

dove bisogna intendere il quadrato della matrice fatto per linee. Ma
il quadrato di tale matrice & nullo poich® essa contiene piu linee
che colonne, quindi risultera

Zp—120 = Ly—102 Lngo — Loz |4

(35) D=-4

Ly Zu11

Ricordiamo la (33) ed osserviamo che essa & valida sia nel caso
del punto planare che nel caso del punto generico; si ha

(36) D= 4A.

Analogamente calcoliamo il primo minore Ag di D: si verifica
che esso &

Zp120 == Tu—tor Lugo — Znoe|?
37 Ap—=14 " =4 A, .
Lp—1m1 Zn11

Si noti che risulta che il primo minore principale di D & positivo
e ciod di segno contrario a D, il che concorda con quanto si & no-

tato ai n. 37, 39 che la conica & una ellisse.
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45. — T facile ormai calcolare il prodotto dei semiassi. Noi sap-
piamo infatti che il prodotto dei semiassi di una conica & uguale,
a meno del segno, al quoziente del discriminante per la radice qua-
drata della terza potenza del primo minore principale del discrimi-
nante stesso. Quindi da (36) (37) si deduce ¢/ prodotto dei semiassi
della conica delle curvature é

8) —1VE.

Il termine noto dell’equazione della conica delle curvature si
pud scrivere, come facilmente si verifica sviluppando A; nelle nostre
ipotesi, sotto la forma

(39) -—4P4iAr—m]+A4.
Quindi
L2 [Al — iAg] — A,

(40) N—4 i

che rappresenta 2l rapporto fra il quadrato di una tangente con-
dotta dall’ origine al quadrato del semi diametro parallelo & I'ultimo
invariante, dove si deve ricordare, che nei casi del punto planare
e generale il punto che qui si chiama origine & rispettivamente ¢
punto della superficie od il piede della normale al piano delle cur-
vature.
4,
v

Se L=0 ¢l punto ¢ planare od assiale; e se & planare, secondo-
che NXX 0 ¢ ellittico parabolico od iperbolico, se il punto é assiale
L=N=M=0.

Notiamo che perd perch® queste equazioni rappresentino le con-
dizioni predette occorre tenere conto delle condiziont di realita.

Notiamo infine che da questa discussione risulta quanto si era
asserito al n. 14 che A; A, A; A, A sono indipendenti poichd per essi
si esprimono H K L M N evidentemente indipendenti.

Se il punto & planare L=0, N = —4
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I punti di una superficie generica.

46. — I punti generici sopra una superficie generica sono i punti
finora da noi considerati come tali. Sole le superficie dv S, sono di
necessita di punti planari, quelle dv Sg di punti assials.

Sw una superficie di Sy esiste in generale una linea di punts
planary e su essa singoly punti planari parabolics. Su una super-
ficie di S esistono punti planari isolats ed in generale non esistono
punts planari parabolics. Su una superficie di S, per n>17 non
esistono in generale puntr planars. Su una superficie di S, per
n>>5 non esistono in generale punti assiali.

Su una superficie di S, esiste una linea parabolica™ (di punti
parabolici) che divide la regione dei punii ellstticy dalla regione des
punti tperbolici. Su essa esistono punti assiali vsolati.

Nel prossimo Capitolo tratteremo di alcune superficie che pre-
sentano delle singolaritd da questo punto di vista.

1) KoMMBRELL, l. ¢., pag. 39.



Caprroro V.

Le superficie di punti assiali e di punti planari.
Le superficie minime

Classificazione delle superficie di punti assiali.
Applicazione.

47. — Perchs una superficie sia di punti assiali & necessario e
sufficiente come si disse al n. 35 che la matrice delle derivate prime
e seconde abbia caratteristica 3 in ogni punto della superficie. I ri-
sultati del n. 18 ci danno allora immediatamente il teorema seguente:
Se una superficie & tutta dv punti assiali o & una superficie dell’S,
od ¢ una superficie sviluppabile rigata.

1 qui opportuno stabilire che le superficie sviluppabili rigate sono
¢ cons (i celindri) e le superficie formate dalle tangents ad una curva
dell’ 8, Supponiamo come al n. 18 che le linee w, == cost. siano le
rette ed v, misuri su queste la lunghezza. Si avra

dag, n dy; dn;

Ty =&, 4 N, Borg ="M y 11 = du e Uy xill::du
2 2 2

€, 1, essendo funzioni della sola w,. La equazione D=0 cui si
riduce la condizione che la superficie sia sviluppabile, richiede che
%,y sia funzione lineare di x;, #,,n: quindi si ha

dn,- - d&j d’b‘
duy 7" ”(@; d—u;“*) '

Ma le 1, sono i coseni di direzione delle rette #,=cost. Quindi
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2"’11 =1 E 1, ZZ: = 0. Moltiplicando le precedenti equazioni per
ds
1, € sommando rapporto a j si ottiene o = — 8 Ejﬁ 1, ,  quindi
2
esse si riducono alle seguenti

dn; dé, dﬁ dt
"—B( +n mZ,%j;m)

du, du,

dt;
du,
dicando con f una nuova conveniente funzione di wu, u, scrivere

dg. (dE, e,
@) = B(d—u, — 'fhzc‘l;;z 71:) .

2

d'f],{ __ jd&j . . sa
od anche . (1 —Bu) =3 ( -—niz(h—% 71;)- Noi potremo quindi in

Viceversa se queste equazioni sono soddisfatte le ; =§&, + ;%
rappresentano una sviluppabile rigata.

Premesso cid, cerchiamo se sulla superficie sviluppabile rigata
si pud tracciare una curva che in ogni punto tocchi la retta della
superficie. Determineremo tale curva ponendo %, funzione di w, (con
che escluderemo il caso banale che la curva sia una retta w,=cost.);
dovra aversi dw; =p7, e ciod

dut,

ko,
duy | dug 1-i_q"dug_"{”’h'

Moltiplichiamo per 7, e sommiamo rapporto ad #: si ottiene
du, \‘dé
T du,  “~du,

u, per in funzione di modo da soddisfare le equazioni

N:3 quindi si ha che u, dovra essere determinata

dys dg,
du, (2‘ ) ™ du,
il che & possibile allora ed allora soltanto che le (1) sono soddi-
sfatte. Quindi esiste su una superficie rigata una curva tangente in

ogni punto la retta della superficie allora ed allora soltanto che la
superficie & sviluppabile. Se questa curva si riduce ad un punto
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si avrad un cono (col vertice al finito od all’infinito), altrimenti si
avra la superficie delle tangenti ad una curva. Con che & dimo-
strato 1’asserto.

47. — Superficie di punti assiali sard, ad esempio, necessaria-
mente una superficie totalmente geodetica di una V; di S, poiche
le normali principali alle geodetiche in ogni punto della superficie
coincideranno colla normale alla V.

Supponiamo che la V, ammetta una famiglia di superficie to-
talmente geodetiche. Un teorema del Rimini Y ci dice che condi-
zione necessaria e sufficiente affinche una famiglia di ipersuperficie
V,, di V, sia di una famiglia di ipersuperficie totalmente geo-
detiche & che le trajettorie ortogonali segnino sulle ipersuperficie
della famiglia un’applicabilitd. Noi conchiuderemo quindi che se una
V; di S, ammette una famiglia di superficie totalmente geodetiche
queste saranno tutte applicabili e quindi saranno tutte sviluppabili
oppure tutte superficie dell’S;.

Nel primo caso la V; contiene o? rette; nel secondo le trajettorie
ortogonali alla famiglia di superficie totalmente geodetiche sono nor-
mali agli S; che contengono queste superficie, poiché la normale alla
V; dovendo coincidere colla normale alla superficie totalmente geo-
detica giace nell’S;.

Quindi: una Vj de S, che ammetia una fomiglia di superficie to-
talmente geodetiche, od & composta con «*® trajettorie ortogonali ad
una famiglia de S, che sega su Vi la famiglia di superficie total-
mente geodetiche oppure é composta con o *® retie e le superficie to-
talmente geodetiche sono sviluppabili formate con queste.

Si potrebbe approfondire la ricerca. Si ottiene che ¢nversamente
ogni tpersuperficee Vg di S, formata con trajettorie ortogonali ad
una famiglia di S, ¢ segata dagli Sy secondo superficie totulmente
geodetiche: infatti poichd gli S; sono ipersuperficie totalmente geo-
detiche in S, le loro trajettorie ortogonali segnano pel teorema del

) Cesare RiMiNi, Sugli spazi a tre dimensioni che ammettono un
gruppo a 4 parametri di movimenti. Annali della R. Scuola Normale Su-
periore di Pisa, vol. IX, § 16, n. 19.
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Rimini una applicabilita su di essi e quindi le superficie che sono
segate dagli S; su V; sono applicabili e le traiettorie ortogonali se-
gano su esse un’applicabiliti: e quindi di nuovo pel teorema del
Rimini sono superficie totalmente geodetiche della V.

Piu difficile & studiare quali sono le V; che quale famiglia di
superficie totalmente geodetiche ammettono delle sviluppabili ri-
gate. Facciamo la rappresentazione sferica delle oo ® rette di tale
V; conducendo le parallele a tali rette per ’origine e consideran-
done !’intersezione colla ipersfera; si avrad una superficie sull’iper-
sfera di cui le linee corrispondenti alle sviluppabili sono geodetiche:
ed inversamente assegnata una superficie sull’ipersfera e su essa un
sistema di o * geodetiche si potra sempre trovare una Vs contenente
o * rette aventi per immagini i punti della superficie e tale che ab-
bia una famiglia di superficie totalmente geodetiche le cui imma-
gini sono le geodetiche assegnate !

1) Indichiamo la via per cui si provano tali affermazioni. Si riferisca
la V, alle gpperficie totalmente geodetiche quali superficie u;= cost.
Siano inoltre le linee wu,==cost u,=cost le rette e misuri su di esse u,
la lunghezza. Infine siano le u;=—cost »; =0 gli spigoli di regresso delle
gviluppabili : le u,=cost u,=0 le loro trajettorie ortogonali. Si avra per
i punti di V, le equazioni a, =&, (uy us) + u; M. (Uyu3); € le £, sod-

disfaranno le equazioni V 08, %, =0 d —pm,E‘/ﬁ —1; da cui si

9u2 du, ? Ju,
dedurranno le altre 2 U CRN A T 2 acl 2‘ 0 05 On:
’“ = &gy, du, du,
3 an, _ 3, 3, , % _
2371,;5173 0 2(3112) z m—p ed infine laltra%
951 a K3 N\ 2‘) [3 9&
_ N oNi °p __ P’I N .. v
2 5, Bu, poiché si ha Suy 24 2‘ T 3 2 N4 TR
-—:—2 il E)E, Cio posto i coefficienti dell’elemento lineare di V, sa-
du, duy
ranno

R 9
an=1 , ap=p , a3=0 , a%z(r-{—u?e,a%:ula—%—}—uf r,
__N\) 98 )\? aEz 97]1
“33_2(%‘3) F20 2 5 quy T

dove e = 2 < 3%; )2 2 gz; fl; =2 ( gﬂ_; )2 sono i coefficienti della

rappresentazione sferica. Per esprimere che le superficie u;=cost sono
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Le superficie di punti planari non parabolici.
Sistema coniugato.

48. — Sia una superficie di punti planari: condizione necessaria
¢ sufficiente percid & che la matrice delle derivate prime e seconde
sia nulla (cfr. n. 35). 8i avranno quindi relazioni lineari della forma

) 0%y 00 + 29,8, 11 F 03,0 Br%; 0 + e, 0 =0

le 9, 0,25 f, 3, restando le stesse pei varii indici. Possiamo dare
una notevole riduzione di questa formula. Osserviamo percido che
se facciamo un mutamento di variabili u, », in /| o/, la (1) si muta
in una dello stesso tipo

01 %, .20 + 29’-'2374,,11 + a,sxi,oz + B/l Zi10 3,29%01 =0

totalmente geodetiche basterad che scriviamo che i coefficienti Q. della
seconda forma fondamentale di tali superficie immerse in V4 sono iden-
ticamente nulli. [Cio in virtu di un teorema del Rimint (1. e., pag. 30) che
si deduce del resto immediatamente dalla formula (33) di pag. 366 del vol. I
delle Lezioni del prof. BiancH! che di la curvatura assoluta 1§ della geo-
detica di una ipersuperficie quando si pensi che per una superficie total-
mente geodetica tale curvatura deve essere sempre nulla).Calcoleremo gli Q..
dalle formule (K)di pag. 362 del vol.Idelle Lezioni del prof. BiaANcHI, che nel

g [T A 3p
nostro caso si riducono a 9,‘s=2 [ ] R
L /
1,2,3 V Ass
zioni Q),=0 Q,,=0 risulteranno identicamente soddisfatte. L’ ultima
Q=0 uguagliando a 0 i coefficienti delle varie potenze di u; ci dard
l'equazioni

de of |1 2 3  dlogVe 3
%—_631@4—'246%—0 duydu;  du, au3+ff"

(r,s=1,2). Le equa-

1
gf

La prima di queste equazioni ci dice che nella rappresentazione
sferica le uy=—cost sono geodetiche. Inversamente presa una superficie
dell’ipersfera e soddisfatta la condizione che le ;= cost siano geode-
tiche e cioé la prima equazione, si sceglierd una qualunque soluzione
della seconda equazione quale p; si dovra poi determinare le £ mediante

. . N aE’L aEz aEl . o
le equazioni ¥ Sty oy = 0 0 3, — P © S otterra una V, della pro-

prietd voluta.
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o'y oy oy ottenendosi da a, o, o, quasi fossero i coefficienti della
equazione

@) 2 (_aif toa, L2, (g-)2= 0.

ou, % Oty duy Oty

Supponiamo a, o3 — 03+ 0: allora dette &, k, le radici dell’equa-
zione o, + 20,k + o5 k% = 0 questa equazione si spezza nelle due

equazioni lineari .
of of _ af o _
o o= a  Rae

Prese per o/, o/, le soluzioni di queste due equazioni lineari, la

of of

ol = 0 e quindi la (1) si

equazione trasformata della (2) sara

riduce alla forma
Zin =% + Be%in -

Se o, 03— 0;=0 il punto & parabolico. Infatti sostituiamo in
C, (formula (15). n. 14 cap. II) alle x, ed x, successivamente i
valori tratti da (2); si avrd 0,0, = — 2,C,, 93C, = — 0, C; quindi
C;=0C,C; e per la (18) dello stesso n. 14 A;=10; quindi N=0 ed
il punto & parabolico, (cfr. n. 45).

Potremo quindi enunciare: Su ogne superficie di punti planar:
non parabolicy esistono due sistems di linee u, u, (reali od imma-
ginarie coniugate)che diremo sistemiconiugati e tals che le coordinate
cartesiane der punty della superficie soddisfanno all’ equaxione di
Laplace

o 9 d
4) T a e +b

In ogni punto le tangenti a queste linee sono le direxionti co-
niugate del n. 39. Invero: nel sistema di coordinate usato al n. 31 si
ha 2,1, =Zne="=2,_1 10 ==2n1 0=0 e quindi per(4) z,_,,=2,,=0.
Sostituendo questi valori in (14) n. 35 si vede immediatamente che
le normali corrispondenti ai valori =, ==0 ed 9,=0 sono quelle
cui corrisponde una sola tangente: poiché la normale corrispondente
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& x } 1 . .
ad o, = 0 & datada "~ = 2% ed i valori di o, 2, corrispondenti

gn xn02 . .
joni ; Tp100 Pn—120 0 T+ Tu_r02 U3
ad essa essendo soluzioni dell’ gquazione —“—=="""2_ nioe 2
Lnog Tngo &1+ oz Oz

debbono entrambi coincidere con o,=0 poiché non &

)

Lp_120 * Tngo == Lp—102 * Lnog -

Inversamente ! 1’equazione (4) & una equazione del tipo (2) quindi
se le coordinate x di una superficie soddisfanno ad una stessa equa-
xione dv Laplace (4) questa superficie ¢ di punii planar: non pa-
rabolici e le linee coordinate u, u, sono sw di essa le linee del si-
stema contugato. I coefficienti della precedente equaxione (4) sono
uguali ad :112$ , 1;%
al n. 10 cap. II, pag. 19 si ha, per es.

. Infatti se ricordiamo le formule della nota

\Imo L Lin 310 az;+bx Zi10

12 _ Iouo Ioml _1%im Zy01 Zyn Zio1

1= I 2 2 =a.
1010 71001 Z 10 Zi10
0110 Iomx Z 01 ZTio1

Dalla equazione (4) si deduce, come per le ordinarie superficie :
una trasformaxione projettiva conserva il sistema coniugato.

Se projettzamo la superficie ortogonalmente su un qualunque
8, il sistema contugato st projetta in un sistema coniugato. Basterd
dimostrarlo per gli S; coordinati in virta della invariantivita delle
(4) per movimenti. Ora per tali spazii la cosa & ben evidente. Se
ricordiamo che i piani tangenti lungo una curva di una ordinaria
superficie si intersecano secondo le tangenti coniugate delle tangenti
alla curva dedurremo che anche nel caso delle superficie immerse
n uno spaxio ad n dimensiont di punii planars ¢ piani langente

1 Risulta di qui che le superficie di punti planari non parabolici sono
quelle che, coi termini del Guichard, contengono un réseau (sistema co-
niugato). Cfr. GUICHARD. Sur les sistémes cycliques et les sistémes ortogo-
naux. Annales de 1'Ecole Normale Supérieure. 1897-1898-1903.
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successivi lungo una curva di uno dei sistemi coniugati si tncon-
trano, ed inviluppano una sviluppabile che ha per generatrici le
tangenti alle curve dell’ altro sistema contugato, poiché tutte le proie-
xiond di questi piani su S, st incontrano nelle protexiont delle stesse
rette V).

Una molto notevole classe di superficie di punii planari non
parabolicy ¢ quella delle superficie di trasicxione, generate cioé da
una curva che si muove mantenendosi sempre parallela o se stessa.
I due sistems di curve che possono generare la superficie per trasla-
zione formano il sistema coniugato.

Una tale superficie infatti & data dalle formule

(5) zi=1, () + . ()
quindi le z, soddisfanno all’equazione

o,

du, Jut, -

Troveremo nei numeri seguenti una classe assai importante di
queste superficie: le superficie minime.

Superficie di punti planari parabolici: asintotiche.

Teorema di Enneper.

49. — Se la superficie 8 di punti parabolici, sara soddisfatta una
equazione del tipo (2) per cui a,0;=10i. Allora la (2) diverra della
;uil —+- &;%)2= 0. Presa una soluzione di quest’ ultima
equazione quale «’;, qualunque sia la variabile «', dovra la prece-
of
o',
poraneamente la (2) si ridurrd a z, o=@ x,,, -+ br,o: quindi: se
una superficie & di punti planari parabolicy puo sempre prendersi

forma (otl

dente equazione divenire della forma

== 0 e quindi contem-

Y KoMMERBLL, l. ¢ §8.
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il sistema di linee w,= cost per modo che le coordinate x della
sup'erﬁcie soddisfacciano ad una stessa equaxione
i d o

(6) o =a . +b S

La direxione della linea u, = cost é la direxione asintotica;
chiameremo quinds le w, — cost asintotiche della superficie. Infatti
nel sistema di coordinate per cui sonv scritte le (14) del cap. IV
(n. 34) sard @, 0= T = To10 = Tun = 0 € per (6) quindi
Ty1o0 = Znzo = 0. Sostituendo nelle citate (14) questi valori si de-
duce che la direzione di curvatura nulla & la o;,=0.

Inversamente 1’equazione (6) & una equazione (2) con o, o3=o03,
quindi se le coordinate di una superficie soddisfanno ad una equa-
xione dv Laplace (6) la superficie é dv punty planari parabolici e
le uy = cost sono le sue asintotiche. I coefficienti dell’ equaxione (6)
11 11
1 2
Dalla (6) si deduce ancora: le trasformaxioni projettive conser-

sono uguali ad %

bl

vano le asintotiche. Se si projetta una superficie di punti planar:
parabolici su un qualunque S, st ha ancora una superficie di punti
planari parabolici, oppure si ha una superficie di puniti assiali
(per es. cio accadra certamente se m=—3); in entrambi i casi le
u, = cost sono asintotiche anche per la projexione.

Ricordando che in un S; il piano osculatore all’asintotica & tan-
gente la superficie concludiamo che quindi anche per una superficie
di punti planare parabolice il piano osculatore all’asintotica é tan-
gente alla superficie od, in altri termini, ¢ peani tangenti ad una
superficte lungo un’asintotica st tncontrano ed inviluppano una
svtluppabile di cus Uasintotica ¢ spigolo di regresso. 1l che del
resto & immediata conseguenza dell’ ultimo teorema del num. 32
(Cap. III) poiche, o D’asintotica & una retta e quindi il suo piano
osculatore & indeterminato, oppure non & una retta e quindi non
ha curvatura nulla ed allora la sua normale principale deve
essere irregolare e ciod trovarsi nel piano tangente. Una notevole
classe di superficie di punty planari parabolici é quella delle

dnn. S. N, 6
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rigate non sviluppabili. Poiché tali superficie hanno in ogni punto
una direzione di curvatura nulla e non sono di punti assiali (cfr.
n. 36 e 47). Del resto, assunte come linee u,=—cost le linee rette
e come u, la lunghezza su di esse sard x, =1, (u,) + m, () u, €
iz,
dul

50. — Per le asintotiche di una superficie di punti planari para-
bolici si pud generalizzare il teorema di Enneper. Il quadrato della

quindi

=0 che & equazione della forma (6).

torsione di un’ asintolica di una superficie di punti planar: para-
bolici uguaglia in ogni punto la curvatura della superficie. Stabi-
liremo brevemente questo risultato nel modo seguente: siano u,==-cost
le asintotiche, u,=cost le loro trajettorie ortogonali, di pilt sup-
poniamo che w, rappresenti l’arco ¢ di un’asintotica fissa di cui si
vuol studiare la torsione per es.: la u,=0. Su u,=0 si ha allora

II(X)1=0 I = 1 Il()‘Zl):: 0 )

1010

111§= 0 quindi Z_;fz & per (6)
Po_(11]  Pa_ 0 1
it |2V dE T G| 2
le formule (1) e (2) del cap. III fattovi v=2 si avra per la torsione

1
2o + ; 212 z,, . Quindi, se ricordiamo

Zy, 2 xm ?
1)
2y 31124 z,
1311 _ ni 2
1M, ([El2 (T 2,
AT I R I
11 2 Ty
22}‘2/‘01

Donde per la (15) del n. 8 (cap.I), ricordando che per (6) D=0
si deduce

1 o

s = 53—
2 IIOIO Ioml - 11001

(7) —“Ka

o

che dimostra il teorema enunciato.
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Inversione di aleuni risultati precedenti.

51. — In generale in uno spazio ad » dimensioni una semplice
infinitd di piani non inviluppano una sviluppabile perchs due piani
consecutivi o non si incontrano o siincontrano in un solo punto.
Presi i piani tangenti una superficie lungo una sua linea quando
avverrda che questi piani inviluppino una sviluppabile? Si & visto
nei numeri precedenti due casi in cui cio avviene; quando la linea
sia una linea di uno dei sistemi coniugati di una superficie di punti
planari od una asintotica di una superficie di punti planari para-
bolici. Vogliamo dimostrare che eccetto che in questi casi e nel caso
owvio di una linea qualunque di una superficie di punti assial non
mas ¢ piang tangentt ad una superficie lungo una linea tnvilup-
pano una sviluppabile.

Ricordiamo la definizione di angolo di due piani data dal Jordan.
Considerati due piani di S, conduciamo per un punto A dello spazio
i piani o f paralleli a questi: si assumono come seni degli angoli
dei due piani i massimi ed i minimi del rapporto delle distanze di
un punto di o« da B e dal punto A. Se restiamo nel campo reale i
due piani si incontreranno in una retta allorquando uno di questi
angoli & nullo.

Sia il piano tangente nell’ origine il piano z, x,: supponiamo che
lelemento lineare nel punto sia ridotto alla forma du} + dui anzi
piu particolarmente che le u, ed u, pel punto siano tangenti alle
direzioni @, @y sard z,,, =, , =1,z =, = 0,2,,,=2,n, =0,7 _>3.
Le equazioni del piano tangente nell’origine sono

®) v, =0 (2=>3)

le equazioni del piano parallelo per lorigine al piano tangente nel
punto che sulla superficie ha le coordinate du, , duw, sono date da

Ly Z;

CcH(®y Bt @, A+ ... x, (2, , dutd, | dugt... T, 02,5 dute,), dugyt...

U@y AT, dity)+... Z, (T, dura,, dug)+... 2,0+, Ao+, g0 dito)+ ..



88 E. E. Levt

0, trascurando i termini di ordine superiore al primo in du, , du, e
ricordando i precedenti valori per le derivate prime, le equazioni
di tale piano sono

(10) ;= (Bioo doey + Ty 1 dey) T + (T duey + T duy) 7,

Sia @, x,,.. z, un punto di questo ultimo piano;la distanza A
dall’origine sara, a meno di infinitesimi data da A® = 2} 4 %; la distanza
dal piano tangente nell’origine & data, (per (10) )a meno di infinitesimi

n
di ordine superiore, da 8% == 2% =2 (¥,5 dt; + @y, duts)® 27 +
3

N N -
Z(Wmd’lh'i'wiozduz)? 23+2 2(mz20dul+mzlldul) (2310 0ty + 2 0 Ay) 2, .
'32
I massimi ed i minimi di Ane cioé1 quadrati dei seni degli angoli
2
di due piani tangenti consecutivi, sono le radici dell’equazione

n
M (Tono oty + 1y dity) (o0 Aoty + T 500 dy)

(T sa0 ety + 2,1y drtg)*— h
(11))

|

N \sE wM3

3
k3
(511 Bty + 209 dtts) (219 A+ 2,y duty) E(xzud@h*‘rwzduz)?“ A
3

Quando i due piani si incontrino in una retta, dovra questa equa-
zione essere soddisfatta da A=0: ma postovi A=0 il suo primo
membro diventa il quadrato della matrice

L9 ety - 5y Aty |
(12) il (e>3).
T Aty - 2,00 ity

Quindi tale matrice dovra essere nulla: ciod in coordinate ge-
nerali, come immediatamente si vede, dovra essere
2
mlo

‘rm

(13) Zgo Aty + Ty dity =0

@y duy + Top Ay
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o simbolicamente (cfr. cap. I n. 14, formule (15))

(14) (C, dué + 2 Cy duy duy + Cy duid)® = 0 .

Detti ¢iod 1y, Yz; 7s; 1 minori corrispondenti di C, C,C; deve essere
(15) Sy, s -+ 2y, duy duy 15, dud)) = 0.

La condizione di realita richiede che i singoli trinomii siano nulli.
Consideriamo tre qualunque di queste equazioni: il determinante dei
loro coefficienti sara nullo. Consideriamo in particolare le tre equa-
zioni in cui i determinanti ¢ hanno quali prime due colonne due
colonne fisse, per es. la prima e la seconda colonna della matrice,
e la terza e quarta colonna scelte fra tre qualunque colonne residue;
per esempio la 32, la 42, la 5* colonna della matrice, il determinante
deiy di queste equazioni & il determinante formato cogli aggiunti del
determinante

I,I;llt) leO 'T310 'Tno ‘Talo

. m m
““101 201 Y301 ‘L401 'Lbol

(16) Ty Xy Ty Ty X

120 220 320 420 520

mlll x2ll 311 x 411 511

102 202 r302 {LM mrm

che contengono il primo minore principale di 2° ordine. Affinché

xuo leO

xlOl xZOl
il determinante (16) stesso: mutando gli indici 3,4, 5 in indici qua-
lunque, si dedurra anzitutto che la matrice delle derivate prime e

seconde & nulla: il punto & planare. Se poi il punto & planare sard

questo sia nullo, supposto come sempre

'4:0, deve essere nullo

per 3) 0,0, = — 2,0, , 03C; = — 9,C; e quindi la (14) si riduce
all'unica equazione o, dut — 2 o, du, du, + o3 dui = 0: che, se te-
of
. . du, ou, . . , .
niamo conto della relazione — = — ——, si riduce all’equazione (3)
du, Zi
ou,

che individua le direzioni coniugate o l’asintotica. Se in tutte le
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direzioni i piani tangenti consecutivi si incontrano, I’equazione (14)

deve essere una identita quindi C,= C,=C;=0: il punto & assiale.

Le superficie di area minima sono superficie

di punti planari.

52. — Sia una superficie 5 riferita alle coordinate w, u,. Per

-~

esprimere che la superficie & minima, dobbiamo uguagliare a 0 la

variazione prima dell’area o= f f VI, L, — L du du,.
Si ha

—— 3V Lo Toor - — Ly
Bff\/ Tiow Towor — Libor @ty d“fe:'ff ( ¥ Dot Loo 0 Sa 2,10+

3 X, 10
) \/Imwa x‘)lzi - 11001 1) 101) duy duy =
—_ o090y W Lin 2 oy I_wlo_]:&;:ﬁg"—l
= f/z[ 0%,10 + v 9% 501 edude

Quindi, affinchd la superficie sia minima, dovranno essere soddi-
sfatte le equazioni

39 \/ Lo Toir — 11001 2 \/ Tio10 Torr — 1_1:2);1

____.20 '=1... .
18) du oL 519 + ov 0% ;o1 ¢ g
Ma si ha
8 v Tioio T — Lt 1
\/ 1012) ;101 loot — [[0101 T Iouo mml]
(19) “110 v Ilom 10101 - Ilgm
3V L, 1
v 10108 ;101 Lo e [Tioto 01 — Lowio T416]
201

2
v 11010 I0101 - I1001

Quindi derivando rapporto ad % e v rispettivamente la prima e
la seconda delle (19) e sommando si ottiene che le equazioni (18)
si possono scrivere

(20) Toior 120 — 2 Tigor 7011 =+ Liowo Ty = AT, + Bz,
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dove le A e B sono certe funzioni delle I di primo e secondo or-
dine e precisamente

1 1
A=— P ———— I1101—10210_‘
Voo Lot — L 2

1010 I0101 - Ilgﬁl) ><

[ S
(IOIOI é/l_lf \/ IIOIO 10101 — Ilgol - I0110 a/;) \/ IlOlO I0101 - Ilgol)

1 1
B= — ——— —|1,,;,— Ly —
V Lo Tnon — Liom w - 2 (Lo Tonor — Tign) X

1)

9 i
X (Ilom W \% Tiowo Lonr — ngm - Iouo M \/ Tioio Loior — Lt )) .

Le equazioni (21) si possono anche riassumere dicendo che deve
essere

Z 310
(22) L ;01

Liow Zuoe + Loor ®45 — 2T001 2410

I

e ¢i08 Ljg10 D” 4 Ipy D — 21,0, D’ =0. Per la (12) del cap. II (n.14)
quindi si ha A, =0 ossia (cap. IV, n. 41) H = 0. Quindi affinché una
superficie sia superficie minima é necessario e sufficiente che la cur-
vatura media sia nulla. Ne segue una superficie minima che non sia
di 85 & una superficie dv punti planari non parabolics V. Infatti la
curvatura media rappresenta la distanza del punto dal centro della
conica delle curvature, essa non pud quindi essere nulla che quando

1) I1 KoMMERELL in una memoria recente Riemannsche Flicichen im
ebenen Raum wvon vier Dimensionen, pubblicata nei Math. Ann. Bd. 60
quando questo lavoro era gid in corso di stampa, dopo aver riprodotto
parte dei risultati della sua tesi gia citata, studia le superficie dello spazio
a 4 dimensioni le cui coordinate «, , x,, 3 a, sono legate dall’ equa-
zione x, +ix,=F (x; 4 ix,) e che egli dice Riemanniane. Egli dimostra
tra 1’altro (pag. 586) che queste superficie sono minime. La proposizione
del testo mostra come questo teorema sia immediata conseguenza del teo-
rema del K. (pag. 580) per cui le sezioni normali in un punto di una
tale superficie hanno tutte ugual curvatura.



92 E. E. Levi

il piano della conica delle curvature passa per il punto, quando ciod
il punto & planare od assiale. E ben chiaro che, se il punto & pla-
nare, non & parabolico poich® esso deve coincidere col centro della
conica delle curvature e non pud stare quindi sulla conica. Se i
punti della superficie minima sono assiali essa & una superficie di S,
od una sviluppabile rigata: ma questo ultimo caso non pud avvenire
poiche, avendosi allora una superficie di curvatura media ed assoluta
nulla, la curvatura di una qualunque sezione normale sarebbe nulla,
e quindi la superficie sarebbe un piano.

Risulta di qui in particolare che lunica superficie minima ri-
gata é Uelicorde dello spaxio ordinario poiche una superficie rigata
& di punti assiali o di punti parabolici; non potendo perché minima,
essere di punti parabolici, essa sard di punti assiali e quindi im-
mersa in un S;: essa & quindi un elicoide V.

Le superficie minime come superficie di traslazione.

53. — L’equazione differenziale cui devono soddisfare le coor-
dinate di una superficie minima & per (22)

(23) L, %3 + Imm Zog— 2L T + AT, + Bz, =10

Riferiamoci alle linee di lunghezza nulla; sard I =1 = 0:
quindi la (23) diverra della forma

(24) Ton=A x5 +Bux,.

Ma dalle I == I = 0 sideduce I,,, =1, = 0. Moltiplicando (24)
successivamente per x,,, %,, ¢ sommando, si dedurrd A=B=0 9.
Quindi le superficie minime, riferite alle linee di lunghezxza nulla,
soddisfanno all’ equazione

(25) Lo = O

Esse quindi sono superficie di traslaxione lungo le curve di lun-

1 Cfr. Biancui, Lezioni, II cap. XXII, § 345,
2 Cfr. anche le equazioni (21).
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ghexxa nulla; la piw generale superficie minima é data dalle equa-
xi0n2

(26) =1, (W) + p: (u)
dove f, . soddisfanno le equaxions
27) Lf%()=0 Lol () =0

Lo stesso ragionamento mostra che, se sopra una superficie di
punti planare le linee coniugate sono linee di lunghexxa nulla la

\

superficie ¢ minsma.

Affinché una superficie minima sia reale & necessario che le
u; u, siano immaginarie coniugate e f, e ¢, funzioni coniugate. Le
formule (26) estendono anche la generazione del Lie delle superficie
minime.

54. — Segue dalle (25) che una superficie minima é wndivi-
duata da una sua striscia analitica. Essendo le (25) invariantive
per movimenti, seguono i teoremi di Schwarz:

Se una retla appartiene ad una superficie minima questa
simmetrica rispetto alla retta.

D

Se una superficie minima sega normalmente un tperpiano
simmetrica rispetto all’ iperpiano.

[

Superficie minime associate.

55. — Molte delle proprieta delle superficie minime dello spazio
ordinario si generalizzano in virtu dell’integrale (26) dell’equazione
delle superficie minime agli spazi a pit dimensioni: perd noi non
seguiteremo in questa generalizzazione: ci limiteremo ad estendere
il concetto di superficie associate a una superficie minima. Se nelle
formule (26) sostituiamo ad f, (), e~ f, (2;) dove o & una costante

ed ap; (), €%, (u,) la nuova superficie

(28) X = e fo (w) + et ®; (ug)

Y Cir. Biancur, Lezioni. II. cap. XXII, §347.
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& ancora minima, poich® sono per essa soddisfatte le equazioni ana-
loghe a (27) e (25), ed & applicabile sulla superficie (26). Queste oo!
superficie (28) diremo associate in applicabilita alla (26); esse sono
tutte reali se & reale la a’; == f, (w,) + v, (). E ben evidente che:
19 esse sz corrispondono per parallelesmo in quanto che in punti cor-
rispondenti i piani tangenti sono paralleli; 2° le lénee omologhe su
(28) e (26) formano un angolo uguale ad .

Superflcie parallele.

56. — Ritorniamo ora alla teoria generale delle superficie di punti
planari perriconoscerne un’altra notevole proprieta caratteristica. Sup-
poniamo di considerare una superficie qualunque ', (%, %,), quando
avverra che esista una superficie che le corrisponda per paralle-
lismo? Sia a’, (#, u,) la nuova superficie riferita alle linee corri-
spondenti alle linee %, u,, dovra aversi:

4
Ti0=M\ Tso + P T:n

4
i =v &0+ p Tin

(29)

Deriviamo la prima di queste equazioni rapporto ad u,, la seconda
rapporto ad w, si avra ambedue le volte z’,,,; uguagliando i due
valori ottenuti si deduce 1’equazione

(80) — v@ 0+ (M — (J)xm‘l'll“'ioz“‘(%‘“%)xilo+<§_i_aa_;)r101 =0.

Questa equazione & della forma (2), a meno che tutti i suoi
coefficienti siano nulli. Perché questo si verifichi & necessario che
si abbia v=0, p.=0, ) =p = cost., allora le (29) divengono ’,,, =kz,,
& ;0 = M dove A & una costante e quindi le due superficie sa-
ranno omotetiche. Escluso quindi questo caso ovvio, la (30) & una
effettiva equazione del tipo (2), quindi la superficie & di punti planari o
assiali. Supponiamo che essa sia di punti planari non parabolici; rife-
riamola al sistema coniugato, la +30) dovra divenire del tipo (4),
quindi si avrd v=0 n=0 e le (29) diverranno x’,;;== )z,
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7= p %, Quindi sulla superficie parallela le linee corrispon-
denti alle linee dei sistemi coniugati saranno parallele a queste. Se
la superficie & di punti planari parabolici, supposto che le u, siano
le asintotiche, la (30) deve avere la forma (6); e percid dovra es-
sere p. = 0, A==0p e le (29) diverranno z’;;,p =X 2., ¥ 0 =" T3
+ )z, quindi le linee corrispondenti alle asintotiche della su-
perficie sono parallele all’asintotiche stesse. Kssendo poi la relazione
di parallelismo involutoria le linee parallele alle linee dei sistemi
coniugati od alle asintotiche di una superficie sono le linee dei sistemi
coniugati o le asintotiche della superficie parallela.

Inversamente ad una superficie di punti planari sono corrispon-
denti per parallelismo infinite altre superficie pure di punti planari:
presa ad esempio una superficie di punti planari parabolici le cui
linee u, siano asintotiche e per cui valgono le (6), per ottenere delle
saperficie parallele basterd determinare v e A in modo che rendano
integrabile il sistema a’,; = A L0, @0 ==V Lo T A&y © Ci0D,

tali che
1 11
§2_V+31311$ @_“12_{_‘ ,8.211}+A3E_§ =0
W T 11T w2 "\ u, o, | T
a 311§ a’ _» 311
o 2) 0 Zg‘-vlg

E, se su due superficie parallele esistono due sistemi di linee
corrispondenti e parallele, questi sono i sistemi coniugati sulle due
superficie; e se esiste un solo sistema di linee corrispondenti parallele,
questo sistema & il sistema delle asintotiche della superficie che &
allora di punti parabolici. Concludendo: Condizione necessaria e
sufficiente affinché una superficie ammetta superficie parallele non
omotetiche é che sia di punty planary od assiale. Se é di punti as-
siali esistono due sistemr coniugaty cui corrispondono due sistemz
coningaty paralleli sulla superficie parallela oppure ad un sistema
di asintotiche corrisponde un sistema di asintotiche parallele. Se

di punty planari, sulle superficie parallele le linee corrispondentt
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ai sistemi coniugati od alle asintotiche sono parallele ad esse e
sono © sistemi convugati o le asintotiche delle superficie stesse V.

Superficie parallele applicabili.

57. — Esistono coppie di superficie parallele in cui la corri-
spondenza per parallelismo sia una applicabilita? Supposto che tali
superficie siano di punti planari non parabolici (o di punti assiali), ri-
ferite al sistema coniugato (permanente per parallelismo), la cor-
rispondenza per parallelismo & data dalle formule &, =% 2, , 2,0 =
o, (hept0). Affinché le due superficie siano applicabili per
mezzo della corrispondenza di parallelismo & necessario e sufficiente
chesia I' =1, I, =L, T'.,=I.  Supponiamo anzitutto che
non siano nulli due dei coefficienti I, I, I,,,: si dedurra dalle ugua-
glianze precedenti A=p=+1. Le due superficie saranno quindi
differenti per una traslazione o per una traslazione ed una simme-
tria. Siano nulli due dei coefficienti dell’elemento lineare: e quindi
necessariamente I ed I . Allora si avra I’unica equazione Ap=1.
Ma in tal caso sulla superficie il sistema coniugato & di linee di
lunghezza nulla, quindi (n. 53) la superficie & di area minima: sard
oo =1 () i =1"s () /'.(1t,) © %' (u;) essendo immaginarii
coniugati. Confrontando (25) e (30), risulta 3_82\_ = aa—l = 0, quindi
A & funzione della sola 2, e p della sola u,: ma deve essere Ap=1,
quindi X e p saranno costanti. Di pitt affinché la nuova superficie

sia reale ) e p debbono essere immaginarii coniugati, quindi dovra
essere [L|=|p| =1 e ciod h=¢", p=e"" dove o d una costante.
Le due superficie saranno quindi superﬁcie minime associate. Quindi
(n. 55): se fra due superficie parallele la corrispondenxa per paral-
lelismo é un’ applicabilita, le due superficie sono superficie minyme
assoctate ®)

1) Questo teorema era gid stato incompletamente enunciato dal Gui-

chard 1. c. K
2) BiancHi, Lezioni II, cap. XXII § 344.
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Osserviamo perd che bisogna ancora studiare il caso delle su-
perficie di punti parabolici o di punti assiali in cul si corrispondono
per parallelismo un sistema di linee asintotiche. Questo caso non
pud mai dare una soluzione del problema. Le formule della corri-

spondenza sono allora @’,,, = A@,)y, @i = vy + ATy ; sl avranno
le equazioni

N Imm= ]:1010 N IlolO '{_ N Imm = Ilool v leo + 2vh IlOOl + I}

0101 0101 *

Queste equazioni ammettono la sola soluzione k=1, v=0; quindi

sempre la nuova superficie coincide colla primitiva a meno di una
traslazione.

Superficie parallele in rappresentazione conforme.

58. — Analogamente: esistono coppie di superficie parallele per
cui la rappresentazione determinata dal parallelismo sia conforme?
Sia una di queste superficie di punti planari non parabolici (o di
punti assiali) riferita al sistema coniugato (che si mantiene per paral-
lelismo). Siano ancora & ;10 = ML,y y &30, = (2,0 le formule di corri-
spondenza: sia U il modulo della rappresentazione. Si hanno le
equazioni

N 11010 = UIIOIO ) )\P I1001 = Ul P2 I Ul

1001 ) 0101 0101 *

Se I,,,=1I =0 sard hp="TU: la superficie sara ancora una super-
ficie minima come al n. precedente, e sara una superficie minima
anche la superficie parallela. Inversamente & chiaro che due super-
ficie minime parallele sono sempre in rappresentazione conforme.
Supponiamo ora L ed I diversi da 0. Sarad »*=*=TU e quindi
h=+p. Seh=p & facile vedere che necessariamente A e p sono
costanti: le superficie sono omotetiche. Se A = — p non potra essere
L., +0 poichd se cosi fosse Ap=2* e quindi A=p=10. Quindi il
sistema coniugato & ortogonale. Ma si ha di piui: la (30) diviene

ol /
111‘} Og\/, 10+alog\/)\
2

101=0'
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/%
Ma confrontando con (4) si ha — dlog V1 _ o= ’122 = Ly =
o, 1 Lo
dlogy L, _ dlogVa_ , ‘12{ L BlogVI, o
uy, ' du, | 2 Lo du, '
L,= % 03, 1,,= % U3 dove U, U, sono funzioni rispettivamente di

u, u, soltanto. L’elemento lineare della superficie & quindi della forma

ds® = L Uldad + U2 du?): posto du',= U, du, , du'y="T, du, esso si
) P

. N . 1 C e
ridurra alla forma isoterma ds® = X (du'? + duw'’?). Quindi noi con-

cludiamo che su questa superficie il sistema coniugato traccia un
sistema isotermo. Inversamente se su una superficie di punti pla-
nari non parabolici o di punti assiali il sistema coniugato & isotermo
per modo che 11 ds*della superficie sia A (dee+dul), posto nelle formule

1 .
X 0=AT, 10, & =&,y h=—p = A 4 ¢, siavranno delle super-

ficie parallele “in rappresentazione conforme.

Resta a studiare il caso in cui le due superficie siano di punti
planari parabolici o di punti assiali e che su esse si corrispondano le
asintotiche. Essendo le formule della corrispondenza 2.,y = A&y,
' 0=Y%,;+ A2, Si avranno le equazioni:

N1 UI + 2wl +22L,=UI

1010 1001 0101 0101 ¢

8% Iww +27 11001 = UIum ’ viI

1000 1000 )

Questo sistema di equazioni non ha mai altra soluzione che
M¥=U, v=0; abbiamo dunque una corrispondenza per parallelismo
in cui A=p, p.=v=0; quindi come nella pagina precedente si con-
chiude che 7. ¢ ¢ sono costanti e che quindi le due superficie sono
omotetiche. Raccogliamo: Se su due superficie parallele la corri-
spondenxa per parallelismo da una rappresentaxione conforme, le
due superficie sono omotetiche, o sono superficie minime, od infine
su di esse ¢l sistema convugato é isotermo?) .

4 Cfr. BiancH1, Lezioni II, cap. XV, § 234.
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