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GUIDO FUBINI

I PRINCIPII FONDAMENTALI

DELLA

TEORIA DELLE FUNZIONI ARMONICHE

NEGLI

SPAZI A CURVATURA COSTANTE

———






Questo lavoro raccoglie alcuni teoremi, che estendono allo
spazio curvo alcune delle proprietd delle funzioni armoniche dello
spazio piano; questi teoremi, che io spero non privi di ogni inte-
resse, hanno lo scopo di preparare la trattazione rigorosa di alcune
altre questioni.

Devo avvertire perd che qui manca la frattazione di quelle pro-
posizioni, la cui estensione ¢ immediata, o di per se stessa, o ricor-
dando altri risultati del presente lavoro.

Nelle prime pagine stabilisco le proprieta di alcuni integrali,
che mi permettono, fra 1'altro, di estendere i metodi di Neumann.

Mi occupo quindi del problema di Dirichlet, che risolvo in modo
esplicito per la sfera, deducendone infine alcuni risultati.

Do infine degli sviluppi in serie per le funzioni armoniche negli
spazii curvi, cid che porta senz’altro alla generalizzazione di alcuni
dei teoremi, che I’Appell ¥ dimostra per lo spazio ordinario, tra
cui un teorema analogo al teorema di Mittag-Leffler ecc.

Avverto infine che molti di questi calcoli saranno svolti nello
spazio ellittico, notando perd nei punti fondamentali, quando questi
risultati continuano a valere nello spazio iperbolico.

Do infine alcune generalizzazioni del processo alternato, valevoli
anche nello spazio piano, (che ci saranno importanti per una ricerca,
cui forse dedichero una prossima nota, sulle funzioni armoniche che
ammettono un gruppo discontinuo finito o infinito) e che non sono
forse sprovviste di ogni interesse anche studiate per se.

1) cta Mathematica, tomo 4.°






§. 1. Supporremo lo spazio a curvatura 4 1, e useremo le coor-

dinate
X-l ’ Xg ’ Xa! X‘

di Weierstrass, legate dalla:
Xi+Xi+ K+ Xi=1.

Potremo porre:

X, =-cos7r

X;=cos 0 senr

X;=cos¢ senf senr

X,=sen¢ sen6 senr
cosicché 1'elemento lineare

ds’ = dX} + dXi+ dXi + dX}
diventa: .
ds® = dr® -{- sen® r d6® +- sen’» sen®0 dy®.

Le coordinate (r, 8, ©) cosi definite sono le analoghe delle coordi-
nate polari. E precisamente » & la distanza dal punto (X, X;, X3, Xy)
al punto (1,0,0,0); 8 & ’angolo che il raggio unente questi due
punti fa con la retta unmente (1,0,0,0) e (0,1,0,0); e infine ¢ &
I'angolo che il piano proiettante il punto (x;) da questa ultima retta

fa col piano X;=0.
Se ne ha che:

1 o 1 9 ov 1 &V

v
—__1t e 2, 9Y 49 ov 1 gy
4,V = sen®r | or (sen 4 ar) + sen 0 29 (sen 6 99) + sen®* 0 3%} "
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Facilmente si dimostra l’esistenza di funzioni V armoniche
(cioé soddisfacenti alla A, V=0) che dipendano dalla sola 7, o
dalla sola ¢ o dalla sola 6. In particolare cotg » & armonica.

§. 2. — Immaginiamo ora un campo t a tre dimensioni, e indi-
chiamo con p la distanza da un punto (z;) a un punto variabile
di t. Sia infine 4 una funzione (integrabile) delle coordinate del
punto mobile di .

Studieremo I’integrale

V———fkcotgp dr,

supposto che esista; considerazioni perfettamente analoghe a quelle
che si fanno per il problema simile nello spazio euclideo dimostrano
che esso rappresenta una funzione del punto (z;) continua in tutto
lo spazio; fuori di = esso ha anche derivate finite e continue,
ottenibili con derivazione sotto il segno d’integrazione.

Fuori di © ¢ dunque

A, V=0.

Fin qui le dimostrazioni di questi enunciati nulla offrirebbero
di nuovo; passeremo percio allo studio delle derivate prime entro
il campo t, p. e. secondo una direzione qualsiasi s uscente da un
punto O di =. Ricordiamo perd che noi non vorremmo entrare in
questioni di parallelismo, cosicche sempre (quando parleremo di
una direzione s) dovremo parlare di un punto, da cui essa esca.

Esaminiamo
d cotg p
Jr T .

Questo integrale rappresenta entro t una funzione finita e con-
tinua, come apparira del resto tra breve. E noi dimostremo che

esso & proprio uguale a
av

‘(E‘ .
Prendiamo percid sulla retta s uscente da O un punto 0, pure
dentro ¢, vicinissimo al punto 0. E togliamo da t un intorno di 0
e un intorno di 0’ non intrecciantisi e sia t il campo residuo.
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Poniamo
V=fkcotgp dr,

indichiamo con po, px le distanze da un punto (z;) ai due punti
0, 0/, e poniamo infine

AV = V(0)—V (0),

As=100.
Sara
vV (0)—V (0) f 3 08 Po — cotgpy -
senAs sen As
_ f sen (py—po) 1 1
sen A s senAs  sen p, Sen py
}AV </ lsen (po— po)‘ 1 l 1 —
| . .
As sen As senAs | |sempy| |senp,

Sia ora t (e quindi anche <) cosi piccolo, che

T

T
pa<5, po<§

per ogni posizione del punto (z;) entro «.
Allora, essendo

| pa—po] <<As
sard pure
| sen (py —po)| << sen As
e quindi:
AV _
TE’ sen As <f‘ 'sen py— Sen go po,-——sen Co

1 de dr
£—2—f| k| sen® p, + Efl b sen® p

Né& D’ipotesi testé fatta su t pud limitare la generalita, perche,
se t fosse pill ampio, noi lo spezzeremmo in due parti, una <’ pic-
cola a piacere, racchiudente 0, 0" e soddisfacente alla condizione
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richiesta, e un’altra t” esterna, cui 0, 0’ risulterebbero esterni.
Per t” nulla vi sarebbe da dire, e basterebbe limitarci allo studio di r.

Studiamo ora i due integrali del terzo membro dell’ultima
formula; esprimiamo percid dt con coordinate polari. Se noi pren-
diamo p. es. il punto O come punto (1,0, 0, 0); allora

dt = sen* po sen 0 dp, db dip

dt
r-= po

f;[lclsene dp, d9 dyp ,
)

che e piccolo a piacere con t e quindi anche con t.

Analogamente per
dr
JIF

Facciamo ora tendere a zero gli intorni esclusi, cioe facciamo
tendere t verso t; le proprietd precedenti continueranno a sussi-

stere. Ma anche
d cotg 1o .
f L dr

& piccolo a piacere con t; cido dimostra un’asserzione precedente-
mente fatta e si verifica passando al solito a coordinate polari, e
osservando che

deotgp, .-
T

dove (g, ds) & I'angolo delle due rette s, r,.
Premesso questo, spezziamo t in due parti, una < piccola a
piacere, racchiudente i punti 0, 0, e una t” residua, a cui O sara

e l'integrale

diventa :

gf{k co8 (ror ds) dB dp dp,| dr

- esterno.
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Avremo :

[rdwse [yt |
ds -

A cotgp ., f dcotgp .,
< f’ﬂ‘a‘s—"’" e
d cotg p
+ fk ds_d

Se ne trae che

fk Acotgpd _fk dcotg

¢ piccola a piacere con As, e quindi:

lim fACOtgpk dt=fk deotgp
As—0 As ds

d ' o d cotg p
%fkcotgp dr_fk s d

A cotgp .,
“As dr

ossia

§. 8. — Piu complicata & invece la discussione, quando si vo-
gliano studiare le derivate seconde di V dentro r, sebbene anche
qui la trattazione ricordi in parte qua e 14 quanto si fa nello spazio

piano. Immagineremo di voler studiare

al
ds®

nel punto O interno a t, e dove s indica una direzione uscente da 0.
Spezzeremo V in due altri integrali, uno in cui % abbia un
valore costante %, (il valore di % nel punto 0) e l'altro in cui %

assume nel punto O un valore nullo, e sia continuo in O.
Cominciamo dal secondo, ammettendo che

_k k.
sen p, ' t8 po
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restino uniformemente integrabili su ogni direzione uscente dal
punto 0.
Dimostreremo che

v d? cotg ¢
TV _ [Tt
ds ds

nel punto 0.

Immaginiamo, come prima, un punto 0’ pure interno a r, vici-
nissimo al punto 0 ed escludiamo da © un intorno di O e un intorno
di 0" (escludentisi) e sia t il campo residuo.

Osserviamo che

deotgp, 1
_ i — sen'ps o8 (po ds)

col solito significato dei simboli.
Sia
0=(1, 0,0, 0)
0'==(cos s, sen s, 0, 0).

Sia infine
C=(cos 7, s, @3, @)

un punto variabile nel campo t, e sia # la distanza da C al punto 0'.
Avremo, per quanto abbiamo visto:

Acotgp, B COS $— COS 7 Sens
ds sen® sen® ¢’
== (&, COS S-—COS 7" Sen §) 1 1
* sen®r  sen®r
— Xy (1—cos s sen s cos r| =
|7 (108 ) + |
= (, COS $ — COS 7 Sen §) 1 !
B sen’7”  sen®r
s s s
—2sen — |a, Sen — -+ COS 7 COS — .
2 |2 2 + 2| sen® 7

Notiamo che:
Ty COS S— COS 7 Sen s
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misura il coseno della distanza dal punto C al punto
0',= (—sens, cos s, 0, 0)
coniugato di 0" sulla retta 00 ed e percio uguale a
sen 7’ cos y

dove 7 & l'angolo, che la retta t forma con la retta 0 0').
Avremo:

11

A dcotg p
ds
sen s
%, COS S—COS 7 sens senr—senr 1 1 n 1 + 1
- sen 7 sen s sen v |sen’r sensseny sen®y

1
I lxgsen -+ cos }

cOs — e’ r
2
Per quanto abbiamo detto é:
]lx2 cosss—e;,o:r sens] —Jeosy| < 1.
Cosi pure, essendo:
|sen » —sen #’| = 2 sen r—r’ cos 717

| 2 2

sen s = 2 sen 5 cos 5
- 2 2

|r—2"| < s

ed s abbastanza piccolo, e quindi cos—;— abbastanza prossimo a 1,

sen »—sen #’
sen s

resta inferiore a un limite finito.
Ricordiamo ora 1’ipotesi fatta per Z.

|-
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Ne dedurremo che
f A d C(;;g Po
k —xs dr

¢ piccolo a piacere con r.
Osserviamo ora che:

d’ cotgp,  cosr | 3af . }
ds*  sen®r }sen”r
e che
‘2
012<1
sen 7 |eos 6 <

resta inferiore a un limite determinato e finito.
Ne dedurremo, ricordando le solite ipotesi, che anche

2
fkd cotgp

& piccolo a piacere con t; basta, per veder questo, passare a coor-
dinate polari. :

Il resto della discussione & ora privo di qualsiasi difficolta:
spezziamo il campo t in due pezzi: uno 7' piccolo rinchiudente i
punti 0, 0’, e D’altro t”, cui 0 & esterno; V sard somma di due
funzioni V’, V” date da:

Vv =fk cotg p dr’

V= f k cotgp d”.

Ora:

dcotgp

fk r—fk dgcotgp <
dcotgp

2

ka fdeOtgPdu +
dcotgp

+/k ds _'_'fkd”cotgp o

|
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La differenza del primo membro si pud percio rendere piccola
a piacere con As, (ossia con la distanza 0 0") e col campo 7, da
cui essa & indipendente. Quindi : :

Adcotgp
fkdzcmg"d—hm P— % g
A s=0 As
a (", deot, av
—fk g"dr=W.

Anche per derivate seconde & legittima dunque la derivazione
sotto il segno, e vale la formola di Poisson

A,V =0.

Vogliamo ora studiare ’altro caso, il caso cioé in cui % & una
costante %,.

I soliti spezzamenti rendono ben chiaro che bastera limitarci
allo studio di un intorno di O piccolo a piacere, tutto interno a r,
e di forma qualsiasi, p. es. di forma sferica col centro in 0.

Prendiamo 0 come punto (1, 0,0, 0) e usiamo coordinate polari;

calcoliamo
f ko cotgp dr

in un punto (», 6, ¢), supposto (cid che abbiamo visto non limitare
la generalitd) che t sia una sfera di centro O e raggio e. Cid si fa
facilmente, spezzando questa sfera t in due parti, di cui una sia
una sfera tangente a t e col centro in (», 0, ¢) e l'altra la parte
residua. Otterremo :

cos’r | €0S27—co82¢

2 + 4

V{0, ¢)=4nk, —g— cotg r —

Donde ricaviamo che varra sempre, sotto le ammesse condizioni,

la formola di Poisson:
Ag V =—4n k N

che dimostra non potersi ottenere le derivate seconde derivando
sotto il segno d’integrazione.
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Tacero qui delle estensioni di altri teoremi (p. es. di Newton
ecc.) affatto immediate.

§. 4 — Accennerd di volo alle formule relative allo spazio di
Lobacevskij a cui i risultati precedenti si possono ancora gene-
ralizzare, sebbene per le derivate seconde occorra uno studio
leggermente differente.

Se lo spazio & a curvatura —1, le coordinate di Weierstrass
Ty, Xg , X3, Xy

sono legate dalla
ri—ai—ad—-ai=1
cogicche si pud porre
x, = cosh r
2, = senh # cos 0
23 = senh # cos ¢ sen 0

x4 ==senh » sen ¢ sen 0

col precedente significato dei simboli.
L’elemento lineare

ds* = dai + dak + dak — da?
assume la forma :
ds® = dr® + senh® » d6® -+ senh® » sen® 0 dg’.

L’integrale, finora studiato, ha 1’analogo in

fkcoshp de,

mentre si ha

1 3 , vV
*" T senh®r (o (senh " W) +
1 0 oV 1 oV
+ Sen 6 36 (Se“%e?) T et 3
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§. 5. — Ci volgiamo ora a studiare altri integrali, e precisamente
gli integrali che si presentano nella seguente formula, estensione
di quella di Green

_/‘(V dcotgp __cotgp dV) s

47 dn

col solito significato dei simboli. Essi sono di due forme:

Noi comincieremo col primo, dove con p indichiamo al solito
la distanza da un punto (x;) dello spazio a un punto mobile su s,
e con ¢ intendiamo un pezzo di superficie, dotato delle proprieta,
cui piu tardi accenneremo, e regolare in ognuno dei punti, che
esamineremo Y.

La seguente discussione, sebbene applicabile anche allo spazio
euclideo, &, credo, assolutamente differente da quanto si fa di so-
lito in questo spazio, anche perché nel nostro caso non possiamo
parlare di derivate secondo una direzione.

L’integrale

V= [kcotgp do

¢i rappresenta una funzione esistente in tutto lo spazio, finita e
continua, le cui derivate, eccetto al pitt su o, sono ottenibili con
derivazione sotto il segno d’integrazione, cosicche eccetto al piti suc

A2V=O-

Per fare queste verifiche basta ripetere parola per parola le
cose analoghe dello spazio piano, appena si sappia mutare il nostro

9 Con la parola «regolare» intendiamo che le equazioni, che trove-
remo, definenti ¢ ammettano, derivate finite e continue, fino all’ordine
che ci occorrera.
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integrale in un altro integrale esteso a un’area piana; siccome
questo passaggio ci sara anche utile piu tardi, noi ne svolgeremo
effettivamente il calcolo.

Consideriamo a tal fine un elemento ds e il piano Q tangente
a s in un suo punto B; sia ¢ ’angolo, che Q forma con un piano v,
sia o la distanza da B al punto L del piano w, coniugato alla retta
(o, Q). Il piano ® sia il piano- ,=0, il punto L sia il punto
(0, 0, 1, 0) cosicche sulla retta (w, Q) esisteranno i punti (1, 0,0, 0)
e (0,1,0,0); queste ipotesi nulla tolgono alla generalitad. Le coor-
cos m)

dinate di B siano <posto y ==
cos ¢

x x, vCcost vsent

dove
af o+ =1.

Le coordinate di due altri punti di ds siano
2 +dx, , Xotdze,, (v+dv) cost, (v+dv) sent
2, +0x, , Xy +0x, , (v+3v) cost, (v+0v) sent.

Le proiezioni ortogonali di questi tre punti sul piano o saranno
rispettivamente (posto A =axi+ai+v? cos®f):

k2 K v cost 0
VA VA VA
@ xﬁixl_ wL , x#ixg_ 272_ dA (v+dv)_cost_v C,CE ¢ A, 0
VA 2/A® VA 2V/A® VA 2y/A?
ax,+ 6@'1 _ €y A x2+6x2_ Xy BA (V+6V) cos ¢ _ v cost? 5A , 0

VA oyE T VR oyF JA @ oyB

I quadrati delle aree dei triangoli formati da queste due terne
di punti (una su @, e una su w) saranno date, a meno di uno stesso
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fattore numerico da:
wl 2y v cos ¢ v sen ¢ 2
oi+do,  Tytdr, (v+dv) cost  (vidv) sent || =
T+ 8z, xpt0xy (vHOv) cost  (v+ Sv) sen ¢
x, @y v %
= dx, dx, dv
ox, 0%y oy
e da:
X @y v cos ¢ . 0 2
VA Va va
£C1+jd_x1 xl_ A xﬁixe s (v+dv)_cost_v coi t A, 0|l
VA 2yA® VA 2yA® VA 2y/A®
wl+8x1__ xl ’ x2+8x2_ o, , (v+3v) cos t vceost A, 0
VA 2y/A? VA 2yA® VA 2y/A3

x, Ty v |?

A3 d.% dxz dV
o, oxy ov

Dunque il rapporto R tra le aree della proiezione su o di ds
e di ds stesso &

R=cost= cos ¢

va®

. cos ¢
wWaltai+7 cost  \/1-cos® o tang® ¢

Prendiamo come piano ® su cui si proietta il piano tangente

a cin un suo punto O; e su o prendiamo come coordinate la di-

stanza ¢’ dal punto O e I’anomalia 0 (contata a partire da un raggio
qualunque).

L’integrale precedente diventa:

f f h cotg p sen ¢\ dy db

R. Se. Norm.
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dove

=1~
R

Le verifiche dei fatti enunciati sono allora immediate.

Vogliamo ora esaminare sotto quali condizioni risulta vera in
questo caso la formola di Poisson relativa alle derivate normali del
precedente integrale, cosa per noi interessante, percheé si ricollega a
una formula della teoria dei doppi strati, donde anche in questo
spazio si ricava un metodo (di Neumann) per la risoluzione del
problema di Dirichlet.

Immaginiamo un punto A posto sulla normale » a s in un suo
punto O, che si muova su n. Calcoliamo per ogni posizione di A

I’integrale
av f d cotg p
dn ~ b dn ds,

dove pero (a differenza di quanto avviene per i doppi strati) la
derivata ¢ da prendersi secondo la citata direzione fissa #.

Spezziamo V in due parti, una V' relativa a un piccolo in-
torno o di 0, e una V” relativa al campo residuo o”.

"

Nulla v’é a dire in quanto a ¢”, perche ¢ chiaramente con-

dn
tinua su tutta la retta ». Occupiamoci percid di
d’V/
dn -’

Si ha se %, e il valore di % nel punto O,
A dcotgp ffk—ko d cotgp ,
T = kof n ds' + R ap e dp’ do.

Per I'ipotesi della regolarita di s nel punto O si vede facilmente
che il secondo integrale del secondo membro di questa formula &
piccolo a piacere con o', appena si ammetta che k—F, sia un con-
veniente infinitesimo. Di esso & percio inutile occuparci. Studiamo
dunque il primo dei due integrali citati, che noi indichere.mo con (1).

Per conservare la massima generalita studiamo insieme un altro
integrale, che indicheremo con (2), e che si ottenga da quello, cam-
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piando = in #’ (dove %" & la direzione della solita normale in O
opposta alla #). E indichiamo con X la somma di questi due inte-
grali. Ora osserviamo che la derivata

d cotg p
an
¢ presa secondo una direzione fissa n; percid questa espressione
misura 1’angolo solido sotto cui da un punto B di ds si vede un
elemento equivalente a d+’, posto in A normalmente alla #. E sotto
la parola “ amgolo solido , intendiamo la proiezione di questo ele-
mento fatta dal punto B considerato sul suo piano polare.
Un risultato analogo vale per I'integrando relativo all’integrale,
che abbiamo indicato con (2).

4
ds’,

La somma X di (1) e (2) si pud dunque presentare come un
integrale esteso a o', dove il differenziale integrando & la somma
degli angoli infinitesimi sotto cui da un punto B variabile di ¢ si
vedono due elementi ds” normali a # e posti a distanze (in verso
opposto) % ed »" dal piede O della normale n. Consideriamo la
proiezione B’ del punto B sul piano o tangente a s nel punto O.
E nel computo della somma di questi due angoletti sostituiamo il
punto B’ al punto Bj; indichiamo ¥’ cid che diventa ¥ dopo questa
modificazione.

La differenza delle due funzioni sotto il segno integrale in X
¢ Y ¢ dunque una funzione del punto variabile di o/, infinitesima
con la distanza s da esso al piano tangente in 0, ed evidentemente
nulla in 0, qualunque siano %, »’. La distanza s & per la supposta
regolaritd di s in O infinitesima di second’ordine rispetto a p'; ma
checche sia di questo, noi supporremo soltanto che, per la supposta
regolarita, si possa scegliere o” tanto piccolo, in modo che questa
differenza, gia nulla in 0, resti inferiore a un valore finito per tutti
i punti di o/, qualunque siano =, %" Y.

E allora & ben chiaro che alla considerazione di 5° (o di s per
quanto abbiamo gid visto) si potra sostituire la considerazione di

) Basterebbe anzi supporla uniformemente integrabile (rispetto ad n
e 7) in un intorno di O.



20 G. Fubing

un'area piana piccola a piacere, posta nel piano tangente di s nel
punto O, e con un valore %, costante di k. A quest’area piana
potremo evidentemente supporre una forma qualunque, p. e. circo-
lare col centro nel punto O.

Sia 0 A=mn; sia C un punto variabile della nostra area piana,
e sia
0C =y.
Sara
COS p == COS (/' COS %.

E il nostro integrale diventa cosi la derivata rapporto a n di
27ckofcotg pseny dy =2nk |Vsecn—R — tangn

dove R & una costante dipendente dal raggio del cerchio.
La nostra derivata sara:

sec® n
2k, ——————sen n—2nk, cos ».
vseedn—R
Essa ha percid un limite determinato quando % tende a zero,
ossia quando A tende verso il punto 0. Facciamo tendere A verso 0

dalle due parti di o; i suoi limiti, che, indicheremo con Z—X, %
sono legati dalla

av , dv
% + W=—4ﬂ:k03

che, sotto le fatte ipotesi, vale in generale.

Osservazione 12— Con uua ipotesi relativa agli integrali (1), (2)
analoga a quella fatta per la loro somma X, troveremmo che anche
le derivate secondo 7, #' tendono a un limite determinato per

n=20
w=0.
Se I'ipotesi da noi fatta per X vale solo, quando » ed »’ ten-

dono a zero in modo determinato, il nostro risultato vale solo in
questo caso.
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Osservazione 11.* — Invece di un piano tangente, si potrebbe
usare una sfera osculatrice, o un’altra superficie qualunque tan-
gente in O per cui si potesse verificare in un modo qualsiasi la
formula di Poisson relativa almeno al caso di %= costante. Am-
mettendo per questa superficie un’ipotesi analoga a quella fatta
dianzi relativamente al piano tangente, estenderemmo la formula
di Poisson ad altri casi.

Osservazione 111.* — Per lo spazio iperbolico valgono tutte le
precedenti discussioni, e i precedenti risultati, com’é& senz’altro
evidente.

§. 6. — Studiamo ora 1’integrale
f I d cotg p i, .
dan

dove %, o hanno il solito significato; » ¢ la normale nel punto va-
riabile di . ) '

Qui le considerazioni sono identiche a quanto si fa nello spazio
euclideo ¥, perché qui f dootg p

an

sotto cui c & visto dal punto, cui si riferisce p.

Posto questo, i metodi di Neumann sono senz’altro applicabili ?;
i pochi cangiamenti da introdursi non sarebbero che verbali, e io
ne sopprimero la discussione.

ds misura 1’angolo solido (Cfr. §. 5)

§. 7. — Ci sard molto utile pit tardi il seguente teorema:

Se ¢ data su una superficie ¥ chiusa convessa (p. es. su una sfera)
una catena T di valori a cui il metodo di Neumann sia applicabile,
la funzione U armonica entro ¥ che ne viene definita ¢ in ogni punto
interno a X il limite di una funzione armowica U’ che su X prende
gli stessi valori T di U, tranne che negli intorni o di wno o pit

) Cfr. NeUMANN. Logaritmisches und Newtonsches Potential. S. 136.
» NEUMANN. L. cit.,, pag. 160.



22 G. Fubing

punti 0 di X, in numero finito, in cui essa si annulla, col tendere
a zero di questi intorni.

La dimostrazione di questo teorema per noi fondamentale, sara
da noi svolta dapprima nel caso particolare che U & nullo e con-
tinuo in 0.

In tal caso osserviamo che

U—TU
rappresenta una funzione armonica, i cui massimi e minimi sono
su X, ossia (se non sono nulli) si trovano su o; e col tendere a
zero degli intorni ®, questi massimi e minimi tenderanno percio
a zero.

Consideriamo ora il caso generale; e immaginiamo U’ svilup-
pata in serie al modo di Neumann. Immaginiamo poi gli intorni o
definiti da un parametro A, che si annulli con essi; le funzioni, che
costituiscono i singoli termini dello sviluppo di U’ saranno, per note
proprieta degli integrali definiti continui in A. Se noi dimostreremo
che la nostra serie & uniformemente convergente anche rispetto
a A, il nostro teorema sara dimostrato. Ma questo fatto & imme-
diatamente evidente, quande si pensi Y che la convergenza di
quella serie si dimostra confrontando la serie stessa con una pro-
gressione geometrica decrescente, il cui primo termine é I'oscillazione
al contorno, oscillazione che non pud superare contemporaneamente,
qualunque sia ), il massimo valore assoluto e la massima oscilla-
zione della catena data T.

§. 8. — Noi ¢i proponiamo ora la risoluzione del problema di
Dirichlet nel caso della sfera per mezzo di un integrale definito.

Questo problema riesce determinato in modo univoco, dando
la forma che deve avere questo integrale; e noi seguendo le cose
analoghe dello spazio piano, ci proporremo che questo integrale
debba avere la forma

fVA ds,

1) NEUMANN. L.cit., pag. 187-188.

N\
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dove V sia la catena prefissata di valori sul contorno s della nostra
sfera, ¢ A sia una funzione da determinarsi del punto variabile
di 5, e del punto, in cui noi vogliamo calcolare la nostra funzione.
Noi ora costruiremo effettivamente questa funzione A risolvendo
cosl la nostra questione in modo completo.
Osserviamo intanto che nella

A2U=

—_— 1 i (Sen2r E +____.1 - 3 ;Sen 9 2.1[_]'_ '.—|‘_-~—1 —1 32U
" sen’r or or ) "sen®r.senf 08 35 ) " sen® r sen®B 3y°

la somma del secondo e del terzo termine coincidono a meno di
un fattore, funzione della sola r, con la espressione analoga dello
spazio piano.

E siccome precisamente da questa somma si deduce nello spazio
piano 'equazione, cui devono soddisfare le funzioni sferiche, si pud
pensare che la teoria di queste funzioni, tanto nello spazio piano
che nello spazio curvo deve avere analoghe applicazioni.

Cerchiamo percio di determinare una funzione armonica nel
nostro spazio e che sia il prodotto di una funzione sferica di indice »,
che indicheremo con S,, per una funzione R della sola ». Ne
avremo:

d . AR
ar (sen rﬂ)—n (»+1) R.

Posto t=rcotg », questa equazione diventa:
(1+2%) @; =n®n+1)R
dat
e, fatto

p=%=tangr,

essa diventa:

d’R du
2 2y &N av __ —
* (1+6°) & + 2p (144D i n(n+1) U=0.
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Le varie forme date a questa equazione dimostrano che unici
punti singolari sono i punti
p=0, p=+i, p=—i.
Nello spazio iperbolico le formule analoghe sarebbero
4, U=

9 . OR\
3 (senh rg)—n(n+1)3

e, posto, t==cotgh »
. d*R
#—1) W=n n+1) R

. 1
ossia, posto p = 7= tangh »

d’R dR
2 "‘12 S 17 ‘-J2 —_— - = .
At r)dpg+2p(1 r)dp n(n+l) R=0

i cui punti singolari sono

p=0, p==+1
ossia

r=0, r=owo.

Considerate le R solo sull’asse reale del piano complesso della #,
esse, a distanza finita, non hanno, in entrambe le metriche citate,
che il punto singolare

) r=20.

Vediamo, p. es. nello spazio ellittico, che cosa capita in questo
punto. .

Calcoliamo facilmente ’equazione determinante, le cui radici sono

n, —n—1.
E siccome noi supponiamo che
n >0

ne ricaviamo che certamente alla radice » corrisponde un integrale
uniforme nel punto p==0, ossia r=0.
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Di piut vediamo, con le solite formule, che anche alla radice
—n —1

corrisponde in p=0, (»=0) un integrale uniforme, dotato perd di
singolaritd polare.
L’integrale corrispondente alla radice » &

n n(m+l) ,
il — B) A, -+
, 1 (n+2). ... (n+2 k-2) (n+8) (n+b)..... (42 k-1) ,,
(=1 2" 11 (k) (2n+3) (2 n+5)..... (2n+2F%+1) e

Questo integrale si esprime facilmente per funzioni ipergeome-
triche o per integrali definiti.

Alla radice —n»n —1 corrispondono rispettivamente i seguenti
integrali :

. N 1
per n=20 —
p
per » =1 1—}—%
1 1
er u=—2 - il
p P+P3
1 6 1 1
per n =3 3+€?+p4

Studiamo frattanto i primi di questi integrali, corrispondenti
alla radice 7.

Noi 1i indicheremo indifferentemente con
R.(r) o con R,(p);

e noi vediamo che in tutta una striscia (del piano complesso p)
comprendente 1’asse reale, ma non i punti

pA:_—{_—_i

(in cui ci ¢ inutile studiare questi integrali) le nostre funzioni R,
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si ottengono con prolungamenti analitici dappertutto finite, continue
e monodrome e, per i teoremi di Mittag-Lefler si possono espri-
mere quindi con una serie di funzioni razionali convergente in tutta
la striscia.

Le espressioni

R, 8. (5, %)

sono dunque funzioni armoniche.

Ora il nostro integrale

fVAds,

deve, per ipotesi, entro s rappresentare una funzione armonica;
facciamo per un momento 1’ipotesi che esso sia sviluppabile in una
serie della forma

Q
S 'S, R..
0
Si tratta di determinare le funzioni S,; sia P il raggio della

nostra sfera << —;i) .

Se noi immaginiamo che il nostro sviluppo debba valere anche
al contorno s della sfera, (su cui la nostra funzione armonica
prende i valori prefissati V) ne dedurremo

(e8]
V=¥ 8,R,(P).
0

E noi ammetteremo di pit per un momento che V sia su o
sviluppabile per funzioni sferiche, e che unico sviluppo sia con le
solite notazioni

(2) V=22ﬁ1fvmds

Ne deduciamo

2n+1
S =1z}, (P)fVP do..

Se dunque tutte queste nostre ipotesi sono conformi al vero ne
dedurremo che sara

5 2n+1 R, (p)
(B) fVA d5—— 27’:—‘ Rn_(—f;)fv P, do
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che c¢i permette di supporre che sara:

_% 2n+1 R, ()
T4 4z R, (P)

() A P...

Scopo nostro ¢ ora di stabilire rigorosamente queste due ultime
formule, al cui proposito osserveremo che ogni termine di questi
sviluppi si pud esprimere semplicemente per mezzo di integrali
definiti.

Questa dimostrazione sard intanto svolta nel caso che lo svi-
luppo (o) sia effettivamente possibile, e che la serie del secondo
membro di (o) sia uniformemente convergente.

Posto cid, dobbiamo intanto far vedere, come prima cosa, che
i nostri sviluppi hanno effettivamente un significato, cioé che

R. (P)

che comparisce nel denominatore del termine generale non & nullo
per nessun valore di P(P+0), ossia che le funzioni R, (o) non hanno,
oltre U origine, alcun altro zero sull’ asse reale. Questo fatto riesce
immediato con la seguente considerazione. Si osservi che la funzione

U=R,P,

¢ una funzione armonica dentro una qualsiasi sfera di raggio <% .
Supponiamo che per
p=r
sia
R, (p) =0.

Allora U sul contorno della sfera di raggio ridotto t & dap-
pertuto nulla.

Allora U, essendo armonica, dovrebbe essere dappertutto nulla
anche dentro questa sfera, ossia, come se ne ricava facilmente, la

funzione
R, (p)

dovrebbe essere nulla in tutto il pezzo dell’asse reale dall’origine
a t; ¢id che & evidentemente assurdo.
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Ma possiamo dire di piu:

Le funecioni R, (o) sul semiasse reale positivo del piano com-
plesso [ sono fumzioni positive crescenti con p.

Consideriamo la nostra solita sfera e sia

P, (cos )
la solita funzione della distanza sferica v di un punto generico della

sfera ¢ un punto fisso 0 della sfera stessa.
Lungo il diametro passante per il punto O, sard:

P, (cosy) ==*1

per note proprietd delle funzioni P,.
Quindi su questo diametro la nostra funzione U avra sempli-
cemente i valori )
U=+R.(p).
Nel punto O e nel punto diametralmente opposto la funzione U
avra dunque i valori
U==R, (7).
Ma, poiché i massimi e minimi di una funzione armonica si
trovano al contorno del campo e: | P, (cosy)| <1 sard (per p<lr)

R, ()| <|Ru ()]

Ma per p prossimo a zero R, (p) & positivo evidentemente. E
poiché non si annulla mai sull’asse reale, R, (z) sard sempre po-
sitivo e di piu

R, (o) <R, ().

Passiamo ora allo studio degli sviluppi (8) e (7). E cominciamo

dallo sviluppo del secondo membro della (8)

K 2xn+1 R, (7)
©®) %‘ “ir R.(P) f VP, ds.

Dimostreremo che (per le fatte ipotesi sullo sviluppo («)) esso
& convergente, e rappresenta proprio quella funzione armonica U
che sul contorno di s prende i valori prefissati V, e della cui esi-
stenza ci accertano i metodi di Neumann.
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Consideriamo infatti la differenza

&L 2n+1 R, (7) f
G -

Essa rappresenta chiaramente una funzione armonica dentro
la nostra sfera; quindi i suoi massimi e minimi sono al contorno o
della sfera, ossia, poiche su questo contorno

U=V,

essi coincidono coi massimi e minimi della differenza

v — 2”“fVP .

0

Ma per la () abbiamo subito, ricordando che abbiamo supposto
il secondo membro della («) uniformemente convergente su o, che
questi massimi e minimi sono per » abbastanza grandi piccoli a
piacere. Anche (s) & dunque per » abbastanza grande piccolo a
piacere e si ha dunque proprio

Q20+l R ® f
V—-oz ir R, (P) VP, ds.

Posto questo, passiamo ora allo studio della (*(), e cerchiamo
intanto di vedere se la serie che vi comparisce nel secondo membro
¢ convergente.

Osserviamo intanto che, essendo evidentemente :

r <P
sard, per quanto abbiamo dimostrato,
R, (#)
<R.@ <"
Di pit se in
P,, (cos 1)

il valore di 7 & compreso tra

e, T—¢
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¢ certamente
|P,|<<(1—sen*e)? (n—s).

Per mezzo di queste disuguaglianze si vede ben facilmente che
la nostra serie & convergente, tranne al massimo sopra il diametro,
che proietta il punto, dove noi vogliamo calcolare la nostra fun-
zione U; anzi se noi escludiamo dalla sfera un piccolo cono, di cui
questo diametro sia 1'asse, e di cui il centro della sfera sia il ver-
tice, la nostra serie sara uniformemente convergente dentro il campo
residuo. Questo cono determinera sulla superficie della sfera due
piccole aree o, w'.

Immaginiamo ora sulla sfera una catena di valori W, che coin-
cida con V in tutti i punti, tranne che su

0, o
in cui si annulla.

E pensiamo alla funzione armonica T (della cui esistenza ci
accertano i metodi di Neumann) esistente dentro la nostra sfera,
e che al contorno assume i valori W. Indichiamo con s la parte
della superficie della nostra sfera, che se ne ricava, togliendone le
piccole aree o, o',

Per quanto abbiamo gia dimostrato, sara

_ g 2ntl Rn(r)f Q20+l Rn(r)f
T_O i R WPndc-—% it R V P, ds.

Ma ora ricordiamo quanto abbiamo dimostrato per la serie del
secondo membro di (y). Ne avremo:

T=fWAd5=fVAds.

Facciamo ora tendere a zero il nostro cono e quindi insieme
gli intorni w, ’. Questa ultima uguaglianza continuera sempre a
valere. Ma per il teorema dimostrato al §. 7, la funzione T tende
in ogni punto della nostra sfera alla nostra funzione U; dunque
esistera e sara proprio uguale a U il

lim / VA ds,

0=0, o'=0
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ossia per definizione di integrale definito, esistera 1’ integrale

e sard proprio

Questo importante risultato fu soltanto dimostrato nel caso che
sia vera la () e che la serie nel secondo membro di () sia unifor-
memente convergente. Una semplice considerazione indiretta per-
mette di estendere immediatamente questa formula a ogni caso, in
cui U esista, e la V sia generalmente continua. Percio faremo due
osservazioni :

I.—Se la U & a derivate regolari al contorno, i metodi di
Green Y assicurano che si pud porre sempre

(%) U=fV¢'d3

dove ¢ & una funzione del punto variabile di s, e del punto in
cui vogliamo calcolare la funzione U.

II. — E senz’altro ben chiaro che se abbiamo espresso con due
metodi distinti una funzione U sotto la forma (x),

e se queste formule devono valere qualunque sia V, o anche sol-
tanto se V' & assoggettato a essere sviluppabile per funzioni sfe-
riche nel modo supposto, allora & certamente

=02,

) L'esistenza della funzione di Green cio¢ di una funzione armonica
che su s prende i valori — cotg », ci ¢ accertata dal metodo di Neumann.

% Per dimostrare questo basta dare valori nulli a V su tutta la sfera,
tranne che in un piccolo intorno, in cui le si da il valore 1, e ricordare
che f (@—Y¥) V ds=0, La ® e la'¥ si ammettono continue.
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Ne resta senz’altro evidente che la nostra formula
U == f V Ads

varra per tutte le funzioni armowiche con derivate regolari al contorno,
sia poi V sviluppabile o no nel modo supposto.

E ne deduciamo non soltanto questo, ma poiché anche & per la (x)

A=
noi penetriamo meglio nella natura della A, anche su quel diametro,
su cui non sapevamo ancora se la A fosse finita.

Ora procediamo oltre; studiamo cioe il caso, in cui la U non
¢ a derivate regolari su o. Costruiamo una sfera interna o con-
centrica a o. Sul contorno di ¢’ la U & certo finita e continua e a
derivate regolari.

Se la U su o assume dei valori V', avremo certamente per ogni
punto A interno a o

U=fV'Ad3'.

Facciamo tendere s” verso s; il primo membro di questa ugua-
glianza resta chiaramente inalterato; lo stesso avverra del secondo.
Ma ora, quando ¢’ tende verso o, & certamente

: fV'Adc’——fVAolo
piccolo a piacere V.
Quindi abbiamo in ogni caso:

U=fVAd02).

1) Per vedere questo si osservi che tranne, se si vuole, al piu sul
diametro per A, A & finito e continuo; isoliamo questo diametro con un
piccolo cono

Basta scindere nella precedente differenza il contributo portato dalle
parti di s e o' interne a questo cono, (contributo che gia sappiamo piccolo a
piacere) e quello portato dalla parte restante che & pur piccolo a piacere
perché U & continuo e quindi uniformemente continuo.

2) Come nello spazio piano, si vede facilmente che questa formula
vale anche se V rappresenta una catena soltanto generalmente continua.
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Da cid, 0 anche da quanto abbiamo visto nel caso precedente,

fAdcs=1

A, A=0 ecc ecc.

deduciamo

§. 9. — Noi abbiamo cosi dato tanto sotto forma di serie, quanto
sotto forma di integrale definito la nostra funzione armonica U;
occupiamoci di quest’ultima formula. Essa ci dimostra, (come la
formula analoga dello spazio piano) che:

Una funzione armonica in un campo é nell’ interno del campo
una funzione analitica delle coordinate del punto del campo.

Da essa si pud anche dedurre il teorema:

Una serie di funziohi armoniche uniformemente comvergente al
contorno di. un campo, & uniformemente convergente anche all’ interno
del campo stesso e rappresenta in tutto il campo, compreso il contorno,
una funzione armowica.

Questo teorema, fondamentale per tante ricerche sulle funzioni
armoniche, permette di estendere senz’altro i metodi di Schwarz
e Neumann. Per. es. sia un campo Za‘{ limitato da due contorni o, 7,
di cui il secondo esterno al primo per cui si sappia risolvere il
problema di Dirichlet. Dico che esso si potrda risolvere per il
campo ZY limitato da y. Circondo « con una superficie § tale che
nel campo Zg limitato esternamente da { si sappia ancora risolvere
il problema di Dirichlet. Sia I la catena di valori data su 7; si
prenda su o una catena arbitraria e si costruisca iu Z, la corri-
spondente funzione armonica ¢,; quindi in ZB la funzione armo-
nica ¥, tale che su f

[ ‘Fo
ecc. ecc. Le funzioni ¢,, ¥, tendono a uno stesso limite che & la
funzione chiesta. La dimostrazione & la stessa come nello spazio piano.

§. 10. — Noi possiamo perd proseguire nello studio di queste
funzioni armoniche, ricordando che la nostra equazione

au dau
o (1+0°) Fa +2p 1+ d—p—n(n+1) U=0.

R. Sc. Noyrm.
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~

ha nell’intorno di p=7==0 un altro integrale uniforme con sin-
golaritd polare in p==0. Anzi questo integrale & altrove dapper-

< . ..o 1
tutto monodromo e regolare perché & un polinomio in — . Lo stesso

fatto si presenta nello spazio iperbolico; la ripetizione dei ragio-
namenti gia fatti al §. 8 dimostrerebbe senza alcuna difficoltd che
anche in questo spazio I'integrale infinitesimo per p=7=0 pud
servire allo sviluppo di una funzione armonica nell’interno di un
campo sferico. -

Queste considerazioni ci permettono senz’altro di portare nella
teoria, p. e., dello spazio iperbolico molti dei teoremi che 1’Appell
nella memoria citata da per lo spazio piano. Noi indicheremo gli
integrali polari in p=7»=0 rispettivamente cosi:

R,,R:, Rs,.....,Rpy....
E allora noi diremo che una funzione armonica & regolare in

\

un punto se essa & sviluppabile in una serie
[o o]
Y R.S,
[

dove % assume solo valori positivi. Diremo che & singolare, se &
sviluppabile in una serie

[¢0] Ny
02 Rn Sn +”§0 R-—(’/b-l—l) Sﬂ'

Se m & finito, diremo che la singolaritd & polare; altrimenti
diremo che & essenziale.

Il coefficiente di R_, che & chiaramente costante, sara per noi
il residuo della funzione nel punto singolare considerato.

Potremo allora enunciare senz’altro i seguenti teoremi:

E possibile costruire una funzione armonica con un insieme asse-
gnato di punti singolari (se U insieme non ha punti limiti o distanza
finita) con date singolarita.

Data una funzione armonica (regolare o mo) esistente entro un
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(se 5 & il contorno di ¥) & uguale alla somma dei residui di U
dentro ¥ e cosi via. ’

§.11. — Voglio ora indicare una modificazione al processo alter-
nato, che ci sara utile in alcune questioni, che trattero forse in una
prossima nota. E per semplicitd mi riferird al piano, avendo gia
noi visto nei precedenti paragrafi che i metodi usati per questo si
possono estendere allo spazio curvo. Siano dati due campi X, ¥’
che si intreccino nel modo che fanno due cerchi che si segano.
Siano { ed = i pezzi del contorno di ¥, e di ¥ interni rispettiva-
mente a ¥, ¥ e siano §, o' due pezzi del contorno rispettivamente
di ¥, ¥’ che con quelli non abbiano alcun punto comune, tali perd
che i punti di B e ' siano in relazione biunivoca, (p. e. che B, §’ sieno
uguali nella metrica dello spazio ambiente) e cosi pure o ed o'
Siano 7, & le porzioni residue del contorno di ¥ e ¥’. Voglio costruire
una funzione armonica esistente nel campo X+Y', che su 7, 8 prenda
valori T, A prefissati a piacere e tale che in punti corrispondenti
di B, 8 (%, o) riprenda gli stessi valori. Questa funzione armonica,
se esiste, ¢ completamente determinata; perche se ve ne fossero
due la loro differenza sarebbe nulla su v, § e avrebbe valori uguali
in punti corrispondenti di B, 8" e di «, «’. Essa dovrebbe avere il
$uo0 massimo positivo o il suo minimo negativo su o/, ' nel caso
che non fosse identicamente nulla e quindi avrebbe questo valore
massimo o questo valore minimo anche in un punto di « o di 8
interno al campo; cio che & assurdo.

Veniamo ora alla sua éffettiva costruzione. Si costruisca in ¥’
una funzione armonica #, qualunque che su ¢ assuma i valori A
prefissi; quindi in ¥ prendiamo una funzione armonica v, tale che
su o abbia gli stessi valori di w,, nei punti di p’ gli stessi valori
che u, ha nei punti di 3, e in 7 assuma i valori I, tale insomma che

,,ga)_:u(()a) , o) — ugﬁ) , ng)___F.

Si costruisca ora in ¥’ una funzione u, tale che

u®) — vgﬁ) ’ uga')= vga) , u@)____ A
e cosi di seguito.
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Dico che esistono lim #,, lim »,, che questi limiti coincidono

nl campo limitato da =, B e rappresentano in tutto £+¥ la fun-
zione cercata. Osserviamo che:

( o) — UE,T)) =0, ( ) ) =ul® —u®,, o) — o) =u® — WP

(uB—ul?) =0, (ugi)x—ug”j)) =% —o® , uE—uP= B — o).

Indichiamo con A una quantitd pid grande o uguale al piu
grande dei massimi valori assoluti di .

D e di u® —ul®.

Immaginiamo ora una funzione armonica in X', nulla su 5 e
uguale all’unitd su o, 3. E sia X’<1 il massimo valore che riceve
su o. E sia 1"<<1 il massimo valore che prende su { una funzione
armonica in X, nulla su 1 ed egudle a 1 su o, ' (cfr. 'osservazione
finale). Sia ) il pit grande dei numeri X, \”. Avremo

‘ 'vg”') __ T)Sa)

<A 1,,g5’)_v§3')| <A lvgﬁ)_v@‘ < 1A

W—af) < & [l — o] = | oP— o <2n |l —of?

<AA

| o — o] = [ —of? = [P —ul?)] <A

<A ‘ oA ()

[P —of)| < 22a

‘ugw)_ugar) _ \v@— vga) —‘< A

<hA ‘ugﬁ) ——ugs)i = ‘ o) — o)

ecc. ecc.

Se ne deduce che le serie

uy - (e—uy) + (ug—ug) + ... ...
v+ (272—711) —*' (03——7)2) + ...

sono assolutamente e uniformemente convergenti al contorno dei
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campi rispettivi e quindi che i due lim u,, lim v, esistono e rap-

N=00 N=00

presentano due funzioni armoniche U, V in ¥, 3. Poiché poi
o =u®, o =u, o) =ul, u{ =o[?
si avra

1O—v® | p®—y®  g®_v® vO_y®,

Essi percio coincidono nel campo comune a 3, 2’ e rappresen-
tano la funzione cercata.

Possiamo usare dello stesso metodo, applicandolo a un esempio
ulteriore. Sia il campo X+X precedente e sia T+ T un campo
analogo. Immaginiamo che i due campi si taglino vicendevolmente;
e, per fissare le idee, supponiamo p. es. che i campi = e T” siano
esterni vicendevolmente e cosi pure i campi X" e T, mentre invece
%, T si taglino e cosi pure ¥’ e T’. Indichiamo con a, b, @, b quelle
porzioni del contorno di X%, ¥, T, T interne rispettivamente a
3,3, T, T e siano o, ¥, o, & delle porzioni del contorno di ¥, ¥,
T, T a esse in relazione biunivoca (p. es. uguali nella metrica am-
biente). Siano 2, B le porzioni (nel nostro caso ciascuna formata di
due pezzi) del contorno di X+%, T+T  interne a T+T, E+¥ e
siano o, § due pezzi del contorno di T+T’, £+X" con quelle in
corrispondenza biunivoca (p. es. uguali nella metrica ambiente, nel
qual caso o/ e 3 dovranno pure resultare di tanti pezzi distinti,
di quanti sono composti o, B tali che ogni pezzo di ' (§) sia uguale
al corrispondente di o (8)). E immaginiamo che i tratti o, B, o/, §,
a, b, a, b, &, ¥, &/, ¥ non abbiano porzioni comuni. Diciamo v la
porzione residua del contorno di =+3, 8 la porzione residua del
contorno di T+T. Si tratta di costruire una funzione armonica
in 2+¥ +T+T che in punti corrispondenti di «, o/, di B, §, di a, o,
di b, %, di @, o, di b, ¥ assuma gli stessi valori e che su y, &
assuma valori prefissi I', A. Si cominciera allora a costruire co-
munque in T+T" una funzione armonica w,, tale che

u@—_—uga) , u@:u@) ) u@z—*A.



38 G. Fubini

Per quanto si disse testé noi sappiamo costruire infinite di queste
funzioni, prefissandone i valori anche su B, «.
Quindi si costruisca in ¥+3 la funzione », tale che:

WD =T, =l o =of®), o=, of)erl.

Quindi in T+T" una funzione %, tale che

WP =2, u® =u® | 4@ =u®, U=, 4D =P ecc. ecc.

b

Le considerazioni precedenti dimostrano senz’altro che lim u,,

n=w0

lim v, rappresentano in X+X+T+T’ la funzione cercata. Basterd
N=0 -

soltanto vedere precisamente che cosa significheranno nel caso
attuale le costanti V', ).

Percio immaginiamo in ¥+’ una funzione armonica ¢ tale che sia
t(“)___ 1, t(rp");_ 1, t(T) =0, t(a,)——'— t(a) , t(b’)= t(b).

Dovendo questa funzione avere sul contorno il suo massimo
positivo o il suo minimo negativo non lo potra avere che su o, 8
perché se lo avesse su o, b lo dovrebbe pure avere nel punto
corrispondente di @, b interno al campo. Quindi essa e positiva e
su B (che non & tangente per ipotesi al contorno del campo) non
potra superare una quantitd minore di 1. Una tale quantita si indichi
con )'; la analoga nel campo T+T’ si indichi con \”. Posto questo
nuovo significato delle costanti \’,\” le altre considerazioni restano
inalterate.

Come precedentemente si pud pure dimostrare I’unicitd della
soluzione.

I1 metodo alternato cosl modificato puod servire quindi in certi
casi alla costruzione di funzioni armoniche in un dato campo, su
una parte del contorno del quale la funzione deve prendere valori
prestabiliti, mentre nella parte residua la funzione assume valori
che deve avere in tratti interni al campo.

Osservazione. — Per far vedere che anche allo spazio curvo
si estende il concetto di costante di posizione per una superficie o
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interna a un campo semplicemente connesso ¥ non tangente al suo
contorno G e dividente questo contorno in due pezzi G, G” si co-
struisca col metodo di Neumann la funzione U armonica in 2 che
su G & uguale a 1, su G” & nulla. Tranne il primo termine, tutti
gli altri termini sono continui. E siccome il primo termine rappre-
senta a meno d’un fattore costante 1’angolo sotto cui G & visto
dal punto A in cui si vuole calcolare U ¢ facile studiarne la di-
scontinuitd. Se ne deduce tosto che se noi facciamo muovere A
verso un punto B del contorno di G’ la U tenderd proprio a un
limite compreso tra lo zero e 1’ unita, se la direzione BA non tende

a essere tangente a G’, ecc. ecc.



