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Nella Teoria delle forme algebriche, considerando un sistema
di forme ®;(x, 2,...2,), si studiano quelle funzioni costruite coi
coefficienti delle varie forme e con una o piu serie di variabili
che presentano il carattere dell’invariantivita rispetto al gruppo
delle trasformazioni lineari, del tipo:

D =1,2...,0] z=auth+ iVt ...-+ @ Yn.

Interpetrando le variabili z,...2,, ...y, come coordinate
omogenee di un elemento in uno spazio lineare ad (% — 1) dimen-
sioni, le formole (I) determinano una trasformazione proiettiva
dello spazio in se stesso; le equazioni ®,=0 rappresentano un
certo sistema di enti geometrici; e il problema della Teoria delle
forme corrisponde al problema della ricerca e dello studio di quelle
proprietd geometriche di questo sistema di enti che si conservano
a traverso trasformazioni proiettive. In altre parole la Teoria
delle forme algebriche corrisponde a quella geometria degli enti
algebrici che, secondo la espressione di KrmiN, ha per gruppo
fondamentale di trasformazioni quello delle proiettivita; ossia,
alla Geometria proiettiva degli enti algebrici.

Il SEGRE, in due sue memorie dense di nuovi concetti e fe-
conde di interessanti resultati '), ha aperto il campo delle inve-

1) SEGRE. — Un nuovo campo di ricerche geometriche, Saggio. IV
Note. Atti della R. Ace. di Torino, vol. XXV 1889-90 e vol. XXVI 1890-91.
Rappresentazioni reali delle forme complesse. Math. Ann, Bd. 40, 1892,
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stigazioni geometriche su altri enti, che chiama iperalgebrici in
quanto che fra essi sono contenuti gli ordinari enti algebrici, e
sulla cui definizione non crediamo opportuno insistere qui. Basti
ricordare che i pit semplici fra essi stanno, con quelle trasfor-
mazioni biunivoche ma non proiettive dello spazio che chiamansi
antiproiettivita, in quella stessa relazione nella quale i piu sem-
plici enti algebrici stanno con le proiettivitd; e che queste anti-
proiettivita sono rappresentate analiticamente da trasformazioni
lineari delle variabili z, «,... 2, nelle coniugate delle altre va-

riabili ¥, ¥....%., che indicheremo con y, y....ys; ossia del tipo:
(II) [/(./=1,2.-.,n] x“:a/,l?;l+a,‘-252+...’{"“{“?_/_n.

Gli enti iperalgebrici sono rappresentabili analiticamente con
equazioni, o sistemi di equazioni, non algebriche, ma della forma

(D(xlxg...xn; .%1 %2-.._5.0“,),

dove @ & il simbolo di una funzione razionale intera ed omogenea
tanto nelle variabili «, z,...x, che nelle coniugate Xy Ty .. L.
Una tale funzione @ si dira una forma iperalgebrica; ed & ap-
punto alla Teoria delle forme iperalgebriche che il presente
lavoro porta il suo modesto contributoe.

La possibilita di una Teoria invariantiva delle forme iperal-
gebriche viene espressa dal SEeRE in alcune note a pie di pagina
del Saggio citato; noi pero la riguarderemo da un punto di vista
pit generale: non faremo alcuna ipotesi sulla realita o no
(art. 11) delle forme da considerarsi, e studieremo quelle forma-
zioni invariantive che nei coefficienti e nelle variabili sono forme
non algebriche, ma piu in generale iperalgebriche. Anzi questo
ci obblighera a modificare un poco la notazione simbolica delle
forme proposte dal SEGRE Y).

1) T resultati ottenuti dal SEGRE per le forme binarie reali si ritro-
veranno nelle seconde meta dei Cap. VII e XI.
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Un’altra osservazione vogliamo fare. Nello studio degli enti
iperalgebrici si presenta spontaneamente la considerazione delle
antiproiettivita, che come abbiamo detto servono per la defini-
zione e la generazione di molti di essi; altrettanto spontanea-
mente quindi si presenta la ricerca e lo studio di quelle pro-
prieta di questi enti che si conservano a traverso trasformazioni
antiproiettive. Cosl ha origine una geometria che ha per gruppo
fondamentale di trasformazioni quello di tutte le corrispondenze
antiproiettive, che contiene in sé come sottogruppo quello delle
corrispondenze proiettive. Ad essa corrisponde la Teoria inva-
riantiva delle forme iperalgebriche rispetto al gruppo generale
delle trasformazioni lineari dei tipi (I) e (II), ossia di 1.¢ ¢ di 2.2
specie; questa Teoria si svolge cosl subordinatamente all’altra
che ha per base il gruppo delle trasformazioni lineari di 1.2 specie,
che noi non sappiamo esimerci dal considerarle insieme ambedue.

Anzi, crediamo opportuno per la regolarita dell’esposizione
premettere alcune considerazioni sulla Teoria invariantiva delle
forme algebriche rispetto al gruppo di tutte le trasformazioni
lineari di 1.> e 2.2 specie.






I

Osservazioni sulla invariantivita di 2. specie.

1. Una trasformazione lineare di 2.* specie, ossia del tipo
@ xz':ail:’;x“i““iz:;z"*‘---""ai"}}“ ’ [i=1’2---”]

quando si interpetrino le variabili @, @,...2%n, #1, %2-..4s come
coordinate omogenee di elementi di uno spazio ad (r—1) dimen-
sioni, stabilisce fra gli elementi dello spazio medesimo una
antiproiettivita. I caratteri principali di una tal corrispondenza si
rendono manifesti considerando la trasformazione lineare (I) come
prodotto delle due '

ri=ap+...-Fain 2, , B=1:;

la 1.2 determina nello spazio una proiettivita; la 2.2 quella spe-
ciale antiproiettivith che & detta coniugio, e per la quale, se il
sistema di riferimento nello spazio & reale, ad ogni elemento corri-
sponde il suo coniugato. La antiproiettivity risulta come prodotto
della proiettivita per il coniugio, e si capisce quindi come molte
proprieta siano comuni alle due corrispondenze; notevole fra tutte

quella, che a due elementi che si appartengono corrispondono
sempre due elementi che si appartengono, la quale insieme alla
biunivocita e alla continuitd della corrispondenza basta per carat-
terizzare la proiettivita in un campo reale, nel quale il coniugio
coincide con la identita. Notiamo infine come in una antiproiet-
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tivitd i rapporti anarmonici di quattro elementi di una forma di
1.2 specie e dei quattro corrispondenti siano fra loro coniugati,
e quindi uguali solo quando siano reali.

2. Consideriamo nello spazio un ente algebrico, rappresentato
p. es. da una equazione

F(x,z...2,) =0;

sottoponendolo alla trasformazione antiproiettiva (I), otterremo un

nuovo ente algebrico, la cui equazione,

F (s Yoo yn) =0
si otterra dalla precedente ponendo pér le = le espressioni (I).
Se vogliamo ricondurre questa equazione al tipo solito, ossia vo-
gliamo farvi comparire le variabili 5 e non le 7, basta consi-
derare la espressione coniugata del 1.° membro; e cosi otteniamo
I'equazione

F(y,eeyn) =0

dove F' & il simbolo della funzione i cui coefficienti sono i co-
niugati di quelli della F'. Indichiamo con A ed A' i coefficienti
delle F ed F'; saranno A’ i coefficienti della F'.

Ora supponiamo che 1'annullarsi di una funzione II (A..... )
dei coefficienti della F esprima una proprieta dell’ente algebrico
F =0 che si conservi nella antiproiettivita; vuol dire che la fun-
zione [I dovra annullarsi anche quando sia costruita coi coeffi-
cienti della I, ossia dovra aversi IT (A'....)-0 quando & Il (A....)-0.

Ma osserviamo che i coefficienti A’ sono funzioni dei coniu-
gati ax e A dei coefficienti @y ed A; ne segue che la funzione

coniugata della IT (A'....), ossia la

m@A..)=I@A"...),
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sara funzione dei coefficienti a; ed A veramente; essa dovra
annullarsi quando si annulla la I (A....), ossia dovrd aversi:

EIIA...)=IT@A"...))

dove %k dipenderd soltanto dai coefficienti ay.

Guidati da questa considerazione, definiamo dunque la inva-
riantivita di una funzione dei coefficienti di un sistema di forme
algebriche rispetto ad una generica delle trasformazioni lineari
di 2.* specie; non diciamo rispetto al loro gruppo, perché nel
gruppo da esse generato & contenuto anche il gruppo delle tra-
sformazioni lineari di 1.2 specie, delle quali ora non si parla.

¢ Considerando un sistema di forme algebriche
“ID) Dy @re.wn) , Polwren) e, Pu (.. xy)

“1 cul coefficienti indicheremo con A, supponiamo che esse per

¢ la trasformazione lineare (I) vadano nelle forme

CIT) D e )y P t) o e D (1)

. . . . . . [ ] Y -
“{ cul coefficienti indicheremo con A'. Il sistema delle forme

“ coniugate a queste:

CAV) D (heeyn), Poyreyn) o s @ W1+ Yn)

1 cui coefficienti sono A', si dird il sistema trasformato del si-
stema dato per la trasformazione (I) ,.
“ Una funzione razionale nei coefficienti A e in una o piu

serie di variahbili z, #'....,
“INA,z,2...),

“si dira invariantiva rispetto a quella trasformazione lineare ge-
“ merica di 2.* specie, o anche invariantiva di 2.% specie, quando
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« costruitala coi coefficienti trasformati A' e con le variabili
¢ trasformate %, ¥/..., si avra la relazione:

“ (V) 0 () T (A, @, 2..) =LAy, 7)),
¢ essendo 0 (@x) una funzione dei soli coefficienti a; .
3. Dimostriamo subito che una funzione Il invariantiva di

2.* specie, & anche invariantiva nel significato ordinario rispetto
al gruppo delle trasformazioni lineari di 1.* specie, ossia & anche

4

invariantiva di 1.* specie. Supponiamo che il sistema (L) si tra-

sformi per la (I) nel sistema (IV); eseguiamo nel sistema (IV)
la trasformazione particolare

yi=u, [i=1,2...n];
esso andra nel sistema
Dy (g thm) « e ooy P (U )
di coefficienti A/, e quindi il sistema trasformato sara
(VI al(ul...un)....,@mc(ul...u.,)

di coefficienti A'. Ora poiche II & invariantiva di 2.* specie, dovra
verificarsi la relazione (V) anche per questa particolare trasfor-
mazione; onde avremo, essendo k£ un certo numero:

EDA, g, y..) =14 uu..),
e quindi:
EITA,y,y..)=T(Aud.).
Confrontando con la (V) si ha:

(VII) k0 (aa) M(A, 2, 2..) =TT (A, u,0...).
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Ma osserviamo che si ottiene il sistema (VI) effettuando sul

sistema (II) la trasformazione composta della (I) e della Yi =i,

ossia la
@i = Qi Uy + g Up - o o o A Tin Un 3

questa & una trasformazione generica di 1.* specie, e la (VII) di-
mostra che II gode di proprietd invariantiva anche rispetto a
questa qualunque trasformazione lineare di 1.2 specie.

Dunque si ha: “ Una funzione invariantiva di 2.* specie & anche
invariantiva di 1.2 specie; ossia & invariantiva rispetto al gruppo
di tutte le trasformazioni lineari, di 1.2 e 2.* specie ,.

Ricordiamo perd che a seconda che si considera una trasfor-

mazione dell’una o dell’altra specie varia la definizione della
invariantivita.

4. 11 teorema inverso in generale non & vero; ossia se una
funzione Il & invariantiva di 1.* specie, non lo & sempre anche
di 2.2 specie. Dimostreremo che affinché questo sia & condizione
necessaria e sufficiente che la invariantivitah di 2.2 specie sia

verificata per la particolare trastormazione cosi detta di coniugio:
(VIII) yi=w [i=1,2...n].

Che la condizione sia necessaria & chiaro; vediamo dunque
che & sufficiente. Per ipotesi, se per una trasformazione lineare
di 1.2 specie qualunque

wl=a¢1y1+ . ...+amyn
il sistema (II) si trasforma nel sistema (IV), si ha
0(an) MAz,2..) =1 (A,y,y..).

Per le (VIII) il sistema (IV) si trasforma nel sistema.(VI);
dire che Il verifica la proprieta invariantiva di 2.* specie rispetto
alle (VIII), significa dire che, essendo £ un certo numero, si ha:

(IX) EIL(A, gy, 9..) = (A u,u..).
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Confrontando si ottiene
EO(an) (A, z,2...) =TT (A, u,u...),
e questa mostra la invariantivitd di II rispetto alla trasformazione
X = @, ;ll + ...+ a,-,.ﬁn

che & generica di 2.* specie, e mediante la quale appunto il si-
stema (II) si trasforma nel sistema (VI).

Cosi & dimostrato che fra le funzioni invariantive di 1.* specie,
ossia nel senso ordinario, sono invariantive anche di 2. specie
quelle che soddisfano alla condizione (IX); la quale per le (VIII)

pud scriversi: .
ENA,y,y..)=TA,y,y..)=IA,y7y..)

Cioé: “ Una funzione invariantiva di 1.2 specie lo & anche di
2.2 specie allora e solo allora che essa coincide a meno di una
costante con la funzione a coefficienti coniugati ,,.

Sulla costante k si pud dire soltanto che & di modulo 1; in-
fatti per la trasformazione (VIII), come il sistema (IV) si tra-
sforma nel sistema (VI), cosi il sistema (VI) si trasforma nel
sistema (IV); onde si ha applicando la (IX) a questo caso:

EIL (A u,o...) =11 (A y,9...),
ossia:

EO (A, u,d..) =T (A yy.;
onde confrontando con la (IX):

kk=1, |k|l=1.

5. Le poche osservazioni precedenti bastano a stabilire un tal
legame fra la Teoria invariantiva delle forme algebriche rispetto
al gruppo delle trasformazioni lineari di 1.2 specie e quella rispetto
al gruppo di tutte le trasformazioni di 1.2 e 2.2 specie, da per-
mettere di riguardare la seconda come gia contenuta nella prima,
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E infatti se consideriamo un sistema di forme e conosciamo il
complesso delle relative funzioni invariantive nel senso ordinario,
fra queste si trovano e facilmente si riconoscono quelle che sono
invariantive anche di 2.* specie.

Per esempio, consideraundo il sistema di due forme binarie qua-
dratiche @?, o2, si hanno gli invarianti (Cresscm):

D= (aby, D' =(a0)*, D" = (af)?,

che sono anche invarianti di 2.2 specie, essendo funzioni e coef-
ficienti reali; invece 1'invariante

(m-1 D* —(m+1? DD’

che col suo annullarsi esprime che i quattro elementi a?=0
oi=0 stanno nel rapporto anarmonico m, non & in generale un
invariante di 2. specie, giacché la funzione a coefficienti coniu-
gati &

(m—12 D —(m+12 DD

la quale in generale non coincide con quella a meno di una co-
stante. E infatti sappiamo gia che il rapporto di quattro ele-
menti non si conserva in generale a traverso antiproiettivita.
Termineremo osservando come, se la funzione II & essa stessa
una forma algebrica nei coefficienti e nelle variabili, la funzione
0 (wir) che comparisce nella definizione della invariantivita di 2.2
specie sia, a meno di una costante, una potenza del modulo »
della trasformazione. La dimostrazione si pud condurre come
quella della proprietd analoga nella Teoria delle forme algebri-
che 1); perd giunti come allora al resultato 0 (ay)=crt , non
si pud come allora, applicando la trasformazione identica, con-
cludere che & ¢=1; solo si pud dire che ¢ & una costante di
modulo 1, giacché applicando la trasformazione di coniugio si ha

) V. p. es. CareLLl. Fondamenti di una teoria generale delle forme al-
gebriche. (Memorie delle R. Acc. dei Lincei, Serie 3, Vol. 12, 1882 ; §. VI).
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r=1, e quindi ¢ non & altro che quella costante & che compa-
risce nella formola (IX). Con facilith si possono costruire effet-
tivamente delle funzioni invariantive per le quali ¢ & di modulo
1 senza essere 'unita.

II.

Polinomi e forme iperalgebriche.

Condizioni d’identita.

6. Diremo polinomio iperalgebrico una espressione razionale
intera in una o pilt quantity z,,x,...x, e nelle loro coniugate
Ty Ly Ty Ogni termine del polinomio presenta due gradi, uno
rispetto alle quantita x, e l'altro rispetto alle 2; la loro somma
si dira grado complessivo del termine. I due gradi massimi, che
possono verificarsi anche in termini differenti del polinomio, si
diranno gradi del polinomio.

Un polinomio iperalgebrico si dirda una forma iperalgebrica
quando & omogeneo rispetto alle quantita z e z separatamente,
ossia quando i due gradi sono gli stessi per tutti i suoi termini;
se 1 due gradi sono » ed m, si scrivera che si ha una forma
iperalgebrica (n, m).

Con naturale estensione si definiscono i polinomi e le forme ipe-
ralgebriche contenenti pid serie di quantita z,...%n, ¥1... Ym,... €
le loro coniugate Xy ...&n, ¥ +e- Yy .-

Nel seguito adotteremo la distinzione ormai abituale nella
Teoria delle forme algebriche: il grado di un polinomio si dird
ordine quando le quantitah a cui & relativo sono di lor natura

variabili, o per lo meno nella questione di cui si tratta si pre-
sentano come variabili.

7. “ Un polinomio iperalgebrico in cui si.siano effettuate
tutte le possibili riduzioni, ossia in cul si siano riuniti tutti 1 ter-
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mini dei medesimi ordini, non pud essere identicamente nullo se
non sono nulli’ tutti i suoi coefficienti ,. Pud sembrare che questo
teorema si riduca immediatamente all’analogo per i polinomi al-
gebrici; questo perd non &, perché le variabili e le coniugate delle
variabili non sono variabili fra loro indipendenti, ma sono fissati
i valori delle une quando siano fissati i valori delle altre. B quindi.
necessaria una dimostrazione.

Consideriamo da prima un polinomio in una sola variabile z:

1=m n=m—1

r=1
Narar e N bear d T Y k2 T 1
=0 =0 1=0

se esso ¢ ldenticamente nullo, certamente devono essere identi-
camente nulle le varie parti contenenti i termini di uguale ordine
complessivo, almeno per  di modulo sufficientemente piccolo; e
infatti esse, mentre = tende a zero, divengono infinitesime di dif-
ferenti ordini. Avremo dunque in generale:

re=2

2 Pr z .,;w—'r —

r=0

almeno quando il modulo di = & inferiore a un certo limite; o
anche, supponendo « F 0:

2

818
Il
o

Questa equazione algebrica in & verificata qualunque sia

SRR

la % purché di modulo 1, giacché ogni numero di modulo 1
x

pud porsi sotto la forma —f— con z di modulo piccolo a piacere;
2

dunque tutti i suoi cocfficienti sono nulli, ossia si ha in generale

pr=0. Cosi & dimostrato che tutti i coefficienti del polinomio

sono nulli.
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Se il polinomio contiene piu variabili, ordinando rispetto a
una di esse ci ridurremo a una variabile di meno mediante ap-
plicazione della parte gia dimostrata del teorema, e cosi proce-
dendo il teorema verra dimostrato anche in questo caso generale.

8. Ne segue che affinché due polinomi iperalgebrici siano
identicamente uguali devono essere uguali i coefficienti corri-
spondenti.

Avvertiamo che saremmo ben lungi dal vero se si credesse
che due polinomi iperalgebrici coincidano (a meno magari di un
fattore costante) quando si annullano per i medesimi valori delle
variabili. Questo avviene perd in qualche caso particolare; si ab-
biano per esempio due polinomi a due serie di variabili ;... %u,
#1 Y2 .. Ym , € Supponiamo che in essi non siano contenute le Tz,
e vi siano invece contenute le ¢, . ... senza che vi siano le ¥, ...ym;

siano cioé della forma:

F@.. .z, y_lg;,,.) , @ (2...2 , g;l...ym).

Se essi si annullano per i medesimi valori delle variabili indi-
pendenti x e y, o in altre parole se le equazioni F=0 $=0
stabiliscono la medesima corrispondenza fra le due serie x e y, i
due polinomi coincidono a meno di una costante. Questo & ben
naturale, giacche F e ® sono due polinomi algebrici nelle varia-

bili @) ...% %1 ... Ym, tutte fra loro indipendenti.

9. Un'ultima semplice osservazione. Poiché dall’identity di
due polinomi iperalgebrici

F (@.. 51...5,,)=(l> (@ ...2y :Tr:l...;vn),

segue la uguaglianza dei loro coeflicienti, cosi ne segue anche
la identita:

F@...ocwon...y) = P (@1...%0 y1...9n)
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dove le « e le y si considerano come indipendenti. Ossia: “ Se due
polinomi iperalgebrici sono identicamente uguali, essi lo sono an-
che quando le variabili e le coniugate delle variabili si couside-
rano come due serie di variabili assolutamente indipendenti , .
Questo resultato sard nel seguito pit volte richiamato; esso
permette, p. es., di dedurre dalla identitd di due polinomi la
identita delle loro derivate prese o soltanto rispetto alle variabili

x, o soltanto rispetto alle .

III.

Rappresentazione simbolica. — Forme reali.

10. Una forma iperalgebrica lineare, a seconda che contiene

le variabili @ o le @, si usera scrivere:

Tt %+ .o F A xn=0x

QX+ A Xyt oo Uy X =0
per conseguenza una forma (p ¢) si potra scrivere simbolicamente
1) at af;

ed avranno significato effettivo solo le combinazioni di p simboli

@ con ¢ simboli ap.
Uno dei coefficienti della forma (1), a meno di un fattore nu-

merico reale, &

a,'a[‘...ataoraos...aou;

il valore coniugato &, a meno del medesimo coefficiente numerico:

Qi A o« o At Aoy Wps o« « Upy »

Conveniamo di potere distribuire la segnatura ai singoli sim-
boli, come potremmo se rappresentassero valori effettivi; ossia

scriviamo:

CiQk oo o Ot Aoy Qs e v o Oopy = Qi Ako v o g Qg Qs+ o« Gy = O A« o Ay Ur Qg+ + « Ao

RB. Se. Norm. 2
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Allora, la forma coniugata della (1) potra indicarsi simboli-

—=p . . .
camente con a-a,’ ; si osservi bene di non confondere la forma
coniugata con la forma a coefficienti coniugati, la quale sarebbe

-, q
la a% ao .

11. La convenzione or ora fatta rende ragione del perché
nella notazione simbolica di una forma abbiamo adoperato due
specie di simboli differenti @ e a,. E infatti, sia p. es. f una forma

iperalgebrica (p p); se noi avessimo posto semplicemente
-p
f=a. a- ,

7 -r . . - .
avremmo avuto f =a_a?, e quindi f=f; mentre questo in ge-
nerale non sara 1).

Pud perd darsi che una forma f coincida con la sua coniu-

gata f; in tal caso la forma si dird reale. Dalla identita:
-

p—'I
Ay ao; == aox a; )

segue anzitutto che & p =g, e inoltre le relazioni fra i coefficienti:

Qi o O Olgr Qs+« Aoy = Qi Ol v« Qg U W« v g = Qo g o+« Qg Ui Ui v + - Aot

Queste esprimono che le condizioni necessarie e sufficienti per
la realita della forma sono che siano fra loro coniugati i coef-
cienti di combinazioni delle x e x fra loro coniugate.

Una forma reale (p p) pud indicarsi simbolicamente con la

. —p . . .. ora
notazione @ «- , nella quale & inclusa la condizione della realita.

1) Il Secre, nella nota a pie’ della pag. 281 alla introduzione al Saggio
citato, proponendo una notazione simbolica per le forme, non introduce due
simboli difterenti a e ay; Egli cosi allontana la possibilita della considerazione
delle forme coniugate, della quale noi non potremmo fare a meno.
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-y .
Di modo che quando vorremo supporre che una forma a; @, sia

reale bastera che poniamo le uguaglianze simboliche :

Ay == Qi [i=1,2,...%].

12. Una forma f pud coincidere con la sua coniugata a meno
di un fattore costante, ossia pud aversi l'identitd:

f==Fkf.

Allora la forma pud ridursi reale moltiplicandola per un con-
veniente fattore costante. Infatti essendo, qualunque siano le w:

k=f:7’

k & un numero complesso di modulo 1, onde pud porsi in infi-

niti modi sotto la forma %; allora si ha:

cf=;7_",

e questo mostra che la forma of & reale. La forma f si dira
riducibile reale.

Se in una forma iperalgebrica f* scindiamo i coefficienti e le
variabili nelle loro parti reali e immaginarie, la equazione f=0
si scinde in due equazioni reali e a variabili reali; & facile ve-
dere che esse si riducono a una sola allora e solo allora che la
forma f & reale o riducibile tale.

13. Per le forme a pit serie di variabili pud adottarsi una
notazione simbolica analoga a quella adottata per le forme a una

sola serie; in generale una forma nelle variabili z, %, ..., z, y,. ..
si potrd scrivere

—p —3

» Ay
arbi. .. ap boy_ ceey
e se & reale:

o b 5"5"_
Pol...azb;
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Iv.

Invariantivita di 1. e 2.° specie.
14. Consideriamo un sistema di forme iperalgebriche

() <I>1(:)c1...xn,a—:l...;cn),fl)g(:cl...xn,;cl...—a-vn)...,q)m(a"l...x,,,}l...},,),

e indichiamo con A i coefficienti della 1.2, con B, quelli della
2.2, ecc. Quando si effettua sulle variabili # una trasformazione
lineare di 1.2 specie

vi=anth+t ...+ anyu[i=1,2...2]
accompagnata dalla trasformazione coniugata per le x:
Ti=anth+ ...+ v,
il sistema () si trasforma in un altro sistema
', (g/l...y,,,yl...@),@’z (yl...y,,,—y_l ....17,,)...@’m(yl...y,,,y/l...y,,),

i cui coefficienti indicheremo con A/, B,... .
Orasiall(AABB...zx 2 «...) una funzione razionale nei
coefficienti A B..., nei loro coniugati A B..., e in una o pid

serie di variabili z '. .. e le loro coniugate; se essendo 0 (@i ax)
una funzione razionale dei coefficienti @i e loro coniugati, si ha

8 (an a) T(AA BB...zz @ o..)=TIA'A BB...yyvy ¢...)

allora = si dice una funzione invariantiva di 1.* specie del si-
stema (o).

Se sulle variabili = si effettua una trasformazione lineare di
2.2 speeie

@i= ag Y+ ... + any.
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accompagnata dalla coniugata per le z, il sistema (») andrad in

un certo sistema

B ettty Py e Yt W) s s @ e Y Y1 )

i cul coefficienti indicheremo con A’ B'... . Il sistema delle forme
coniugate :

q)'l (yl...y., ‘7/_1...5,,), (I)Iz(yl"‘yny—l--'?;n)’--'7qym(yl---?/n;l”'!;n)’

i cui coefficienti sono A’ B'..., si dira sistema trasformato del
sistema (o). Se la funzione Il & tale che si abbia:

0 (@ra) TAABB...oxd7...)=UA'ABB..yyyy...),

si dira che Il & una funzione invariantiva di 2.7 specie del sistema (o).

15. Non ostante la maggiore generalitd che ora noi conce-
diamo tanto alla conformazione del sistema (o) che a quella di
[, le osservazioni che facemmo per le funzioni invariantive di 2.*
specie di un sistema di forme algebriche (art. 1 e segg.) possono
ripetersi senza modificazioni sostanziali; e si ha:

1.> “ Ogni funzione invariantiva di 2. specie lo & anche di 1.*
¢ specie, ossia & invariantiva rispetto al gruppo di tufte le tra-
¢ sformazioni lineari ,.

2.2 “ Fra le funzioni invariantive di 1.* specie sono invarian-
¢ tive di 2.* specie quelle che coincidono a meno di un fattore
¢ costante con le rispettive funzioni a coefficienti coniugati; questa

" N

costante & necessariamente di modulo 1 ,.

16. Noi ci limiteremo sempre alla considerazione di funzioni
invariantive che siano razionali, intere, ed omogenee nei coeffi-
cienti delle forme e nei loro coniugati, nelle variabili e nelle loro
coniugate; in altre parole, che siano forme iperalgebriche nei
coefficienti e mnelle variabili. In tal caso, la funzione 0 (a; au)
che appare nella definizione della invariantivith di 1.* specie & il
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prodotto di una potenza del modulo s della trasformazione e di
una potenza del suo coniugato »; per I'invariantivita di 2.* specie
& un tal prodotto a meno di una costante di modulo 1. (V. art. 5).

Anche molti altri resultati della Teoria delle forme algebriche
si estenderanno facilmente; per esempio, considerando due forme
iperalgebriche simili, ossia dei medesimi ordini, i cui coefficienti
indicheremo con A, A,...., A’} A;...., ed essendo II una funzione
dei coefficienti della 1.* forma e dei loro coniugati, si pud eseguire
la operazione di Aronhold sulla funzione Il riguardata nei coef-
ficienti A o A e rispetto ai coefficienti A’ o A’ rispettivamente,
secondo le due definizioni:

of , ol ,,
éKlAl—i—éXzAg—!—....

oI -, ol -,
__A1+TA2+"-';
9A, oA,

ebbene, ambedue queste operazioni conservano la proprietd inva-
riantiva, tanto di 1.2 che di 2.* specie.

Identico resultato si ha per la polarizzazione, la quale puo

. -4 . .
effettuarsi su una forma f'=al a,; o riguardandola nelle varia-

bili e rispetto a nuove variabili y, o riguardandola nelle z e

rispetto alle y, con le definizioni:

= 1 or 3,
& f'"p(p—l)‘--(p—rﬂ) <8x1 nte g y)

v o, 1 (of - o - \®
A = qlg-1)...(g—-r+1) \351 Bt 8;0”?/”> '

Grazie alla osservazione fatta all’art. 9, dalla identitdy di due
forme iperalgebriche si pud dedurre 1'identitd di tutte le loro
polari. E evidente inoltre che la polarizzazione, tanto rispetto
all'una che all’altra delle variabili, gode qui delle medesime

N

proprieta ed & soggetta alle medesime regole che nella Teoria
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delle forme algebriche; e infatti mentre p. es. si polarizza una
forma af 5:; riguardo alla x, questa forma si tratta come una

. . . —9q . .
forma algebrica di ordine p; la parte a,. nella operazione ri-

mane assolutamente inerte. Ci dispensiamo quindi dall’insistere
oltre su questo argomento.

V.

Forme binarie.

17. Ci proponiamo ora di determinare la forma caratteristica
di una funzione invariantiva, per un sistema di forme iperalge-
briche binarie.

Consideriamo da prima un sistema di forme lineari

Q=0 %, - gy , by=>0x -+ byey, ..
1 - - -

Pi=p 1+ par, G=q 0+ G2, ....
e sia

i (alazalaz....plpghﬁz....)

un loro invariante di 1.“ specie. Effettuando la trasformazione
lineare

x =& x, +7)1?/2 y xz:EzZ/x"I‘“f)z?/z )
il sistema (1) si trasformerd nel sistema:
Amzae?/l“i“ an~y2 ..... ) ]T)‘;:Z—Qé §1+E;}§2 .....
e, ponendo #= (&), avremo una identitd della forma:
e 11 (@ ap 0y @y...) =TI (ag anc?é 5;]....).

Riguardiamo le espressioni dei due membri come due forme
iperalgebriche nelle variabili &+ e nelle coniugate & v; secondo

I'art. 9 la identita sussiste ancova se riguardiamo le § v come in-
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dipendenti dalle & v, onde possiamo porre
=1 &E=0 n=20 =1

senza fare alcuna ipotesi sulle & & 7, 1,; e otteniamo cosi la

identita (essendo r= (&) =1):
T (@) @ @y Goeena py oy Psen. ) =11 a a, a a_z....pgpnﬁlfg....).

Questa dimostra che II, considerata nei soli argomenti
@y0dy.... Py Ps.... € NON nei coniugati, & un invariante nel senso
ordmano del mstema di forme algebriche lineari:

2) Or sy boevvey Pry Qoo

Quindi, secondo 1 noti resultati della Teoria delle forme al-
gebriche, avremo:

I =Yk (ab) (ac)....(ap) (pQ*...... =2EkP,

dove 1 coefficienti £ dell’aggregato sono funzioni delle sole quan-

titd @y ag...prpoeeen.
Se ora consideriamo la funzione

T=3F%b,

anch’essa & un invariante di 1.* specie del sistema (1), e quindi,
considerata nei soli argomenti @, @;....p; p;...., & un invariante

nel senso ordinario del sistema (2); avremo cioé:

N=Y%P=1h(@)@d)".... pg) (@qf ....= 3 Q.

B ben chiaro che, poiché i prodotti P non contengono i coeffi-
cienti @, @y.... Py Po...., 1 quali sono contenuti solo nei coeffi-

cienti k£, i nuovi coefficienti % risulteranno combinazioni lineari dei

prodotti P; e quindi avremo infine, indicando in generale con [
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un certo coefficiente numerico:
0=>1PQ
0=Y1P Q=1 (ab) (@cy... (ap) (pg)"... (@c)* G ...(ag)" (pq)° .-

Cosi & dimostrato che un invariante di un sistema di forme
lineari si pud sempre porre sotto la forma di un aggregato di
prodotti di fattori dei tipi (mn) ed (mn), essendo m, ed #., 0 M,
ed 7z, o m: ed n; due forme qualunque del sistema; la segnatura
insiste o su ambedue gli elementi del determinante o su nessuno.

18. Se si ha un sistema di forme iperalgebriche
a’;&(,: R b;’_bo; g eeae

che siano effettivi prodotti di forme lineari, ogni invariante del

N

loro sistema & anche un invariante del sistema di forme lineari
@y Qo 5 ey oz -... ,

e quindi la sua forma ei & gia nota. Allora si dimostra precisa-
mente come nella Teoria delle forme algebriche *) mediante suc-
cessiva applicazione del processo di Aronhold riguardo ai coeffi-
cienti delle varie forme del sistema e ai loro coniugati, che anche
se le forme del sistema sono rappresentazioni simboliche di forme
iperalgebriche generali, ogni loro invariante pud scriversi simbo-
licamente sotto la forma medesima.

E cosl & esaurita la ricerca nel caso di un invariante di 1.*
specie del sistema dato; ma il caso di un covariante si riconduce
subito a questo. Infatti se consideriamo una forma lineare .,
si vede subito che le quantitd m, e —m,, My € —m, SONo cogre-
dienti alle variabili z; 2, e «, z, rispettivamente; se adunque ab-
biamo un covariante del sistema dato, contenente le variabili

') V. p. es. CuenscH-LixpeMany, Vorlesungen wiber Geometrie, Bd. 1.
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x, x.... e le loro coniugate, e aggiungendo al sistema le forme

lineari m., 7., ecc. poniamo

J
Xy =My , Xog= —My , Xy=MNg 4 2= —Hjgeeeos
e quindi
- = - - 5 = - =
Ty=M , L= —M; , T1=Ny , T2~ = My.-...

otterremo un invariante del sistema ampliato; il quale potra scri-
versi simbolicamente sotto la forma:

3 M (ab) (abo)t (agm)! (agn)™ (am)™ (mn)? (mn)e. . . ..
Onde il covariante potra scriversi:
3\ M (ab)" (agho)* ap. anr @t (@a)? @D). . ...

Questa & la espressione simbolica generale di una forma invariantiva.

19. Che reciprocamente ogni prodotto simbolico costituito
come abbiamo veduto rappresenti una forma invariantiva di 1.*
specie, & ben evidente; e infatti per una trasformazione lineare
di 1.* specie i fattori lineari simbolici si riproducono identica-
mente, e i determinanti simbolici a meno del modulo della tra-
sformazione o del suo coniugato; onde tutto il prodotto si riproduce
a meno di una potenza del modulo e del suo coniugato. Ed anche
un aggregato di tali prodotti simbolici sara una forma invariantiva
di 1.* specie, purché naturalmente sia rispettata 1’omogeneita nei
coefficienti e nelle variabili.

Quanto poi alle forme invariantive di 2.* specie, anch’esse
potranno scriversi simbolicamente come aggregati di prodotti
simbolici della specie veduta; ma affinché inversamente un tale
aggregato rappresenti una forma invariantiva di 2.* specie, &
necessario che, oltre la condizione della omogeneita, i coefficienti
M siano tali che I'aggregato coincida a meno di una costante col
suo coniugato. Questo avviene p. es. quando i coefficienti M sono
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tutti reali. In particolare & chiaro che un solo prodotto simbolico
rappresenta sempre una forma invariantiva di 2. specie.

20. Il lettore avra gia osservato come la ordinaria Teoria
delle forme algebriche, pur rientrando nella Teoria delle forme
iperalgebriche (giacché una forma algebrica non & che una forma
iperalgebrica in cui uno degli ordini & nullo) acquisti in essa una
maggiore estensione; e infatti qui si considerano funzioni inva-
riantive che sono forme iperalgebriche e non soltanto algebriche
nei coefficienti e nelle variabili. E facile vedere perd che come
sistema completo delle forme invariantive di un sistema di forme
algebriche pud assumersi qui quello stesso che si stabilisce nella
ordinaria Teoria delle forme, al quale perd si aggiungano anche
tutte le forme coniugate di quelle che gia ci si trovano. X infatti,
se consideriamo un prodotto simbolico qualunque, e poniamo in
un primo gruppo quelli fra i suoi fattori che non sono segnati,
e in un secondo quelli che sono segnati, ci persuaderemo subito
che, trattandosi di un sistema di forme algebriche, i due gruppi
hanno significato effettivo di per se, giacché se nel prodotto com-

parisce un simbolo @ non ¢i pud mai comparire a, e viceversa.
Di piu il prodotto dei fattori del 1.° gruppo e il coniugato del
prodotto di quelli del 2.° sono due funzioni invariantive nel senso
ordinario, e quindi esprimibili per le forme del sistema completo
ordinario; dunque il 2.° prodotto & esprimibile per le coniugate
delle forme del sistema completo ordinario, e quindi 1'intero
prodotto simbolico & esprimibile per le forme del sistema completo
e per le loro coniugate.

Noteremo infine come per un sistema di forme iperalgebriche
si possano ricercare due sistemi completi, I'uno per le forme
invariantive di 1.* specie, l'altro per quelle di 2. specie. Ma poiché
una forma invariantiva di 2.* specie lo & anche di 1.* specie, cer-
tamente tutte le forme invariantive di 2.* specie sono esprimibili
per le forme del 1.° sistema completo; il quale quindi rappresenta
anche il sistema completo per le forme di 2.* specie, quando perd
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avvenga che tutte le sue forme siano esse stesse invariantive
anche di 2.* specie. In questo caso dunque si ha un unico sistema
completo per le forme invariantive di ambedue le specie.

21. Termineremo queste generalith sulle forme binarie csser-
vando come, considerando una forma a due serie di variabili

— m n _p 7 ¢
f=a; by ay b% s

possa definirsi la operazione Q da eseguirsi su essa o riguardo

alle variabili , y o riguardo alle @, 4, si manterranno evidente-
mente tutte le proprietyh di questa operazione, ed avremo:

gl —P T4 — —p—=1 57¢—1
sz f —] <ab) a:‘ T b;‘ 1 a05 bol; , Qa f =} (a()b()) a;’. b;/L a(); bo; .
Cosi pure considerando due forme

- n - yq
f=a:'ao; ’ (P:bgbo;':

possono introdursi gli scorrimenti dell’uno sull’altra con le defi-
nizioni e le notazioni seguenti:

(fo)r = (ab)" ay=" b &o; 7’02
(o)
n—sg = ¢—1

(f‘? Vei= (ab)y (a_obo)s ay~" b 50- bo; .

x

n—r = ¢—r

oy

((;ozo)r ay b &0

T

Essi si diranno scorrimento semplice r°, scorrimento semplice v°,
e scorrimento misto (r, s) rispettivamente; possono effettuarsi con
Paiuto della polarizzazione e della operazione Q, come nella Teoria
delle forme algebriche, e quindi si conservano anche tutte le altre

loro principali proprieta, le quali si dimostrano partendo appunto
da questa prima Y).

1) V. CuesscH, Theorie der bindren alg. Formen, Leipzig 1872.
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VL

Considerazioni per la interpetrazione geometrica
sul piano di Gauss.

22. La interpetrazione geometrica delle forme binarie potra
effettuarsi su una forma di 1.* specie qualunque, considerando z, x,
come coordinate omogenee di un elemento della forma stessa. E
opportuno perd riferirci a una rappresentazione reale della forma,
per esempio a quella notissima sulla sfera, o meglio sul piano
di Gauss. Considerando una coppia di valori delle due variabili

2, %y, € ponendo ?1 = ¢, noi faremo corrispondere a quella. coppia
2

di valori quel punto del piano di Gtauss che & indice del valore 2
della variabile complessa.

Una trasformazione lineare di 1.* specie delle variabili z; x,
nelle variabili % #,,

x1=ay1—|—Byg ) 372=7?/1+6!/2,

. 1 < . . - .
quando si ponga w = g— da origine a una trasformazione lineare
2

della variabile 2 nella variabile w:

s 2w tf
w43’
e questa a una trasformazione del piano di Gauss in se stesso,
che sara 1'immagine di una trasformazione proiettiva della forma
di 1.* specie che sul piano medesimo pud concepirsi rappresentata.
Le proprieta caratteristiche di queste trasformazioni sono ben
note; ma giacché dovremmo per lo meno ricordarle, preferiamo
ritrovarle per una via semplice e breve ?).

1) Le considerazioni che seguono mi sono state suggerite dalla lettura
della citata memoria del SearE: Rappresentazioni reali delle forme complesse,
Math. Ann. 40.
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23. Per questo osserviamo come pud intendersi ottenuta la rap-
presentazione reale di una forma di 1.* specie sul piano di Gauss.
Assumiamo come forma di 1.* specie obiettiva un fascio di raggi
il cui centro C sia immaginario e il cui sostegno sia un piano
reale II; allora eccezion fatta per la retta che congiunge C col
suo coniugato C', su ogni retta del fascio si ha uno ed un sol
punto reale, che & la sua intersezione con la retta coniugata
uscente da C'; ed inversamente ogni punto del piano sta su una
e su una sola delle rette del fascio C. Si ottiene dunque una rap-
presentazione reale del fascio sul piano II facendo corrispondere
ad ogni raggio il punto reale che esso contiene, e si ha un solo
elemento eccezionale: la retta C C', che ha per immagine tutti i
suoi infiniti punti reali.

Ora sul piano fissiamo un sistema di assi cartesiani ortogo-
nali, e supponiamo che il centro C del fascio sia uno dei due
punti ciclici del piano. Se (z,4) & un punto reale del piano, le
equazioni delle due rette che uscendo da esso vanno ai due punti
ciclici sono:

X+iY=z+iy, X—iY=2—iy,

con XY coordinate correnti. Una di queste rette passa per il
punto C, l'altra per il coniugato C'; sia C quello dei due punti
per cui passa la 1.* retta. Facendo variare il parametro x +iy,
varia la retta nel fascio di centro C; e sempre avviene che la
immagine reale della retta & il punto (z, y).

Sul piano = distendiamo la variabile complessa 2, al modo di
(tauss; in generale il punto (r, y) sara indice del valore 2=x+ iy
della variabile complessa. Cosl avremo ottenuto un piano di Gauss,
e una corrispondenza fra i punti di esso e le rette del fascio obiet-
tivo C tale che ogni punto del piano & I'immagine reale di quella
retta del fascio che passa per esso; e il valore della variabile
complessa in quel punto non & altro che il valore del parametro
a cul corrisponde la retta nel fascio. Alla retta all’infinitor del
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piano corrispondono tutti i suoi punti reali, e a questi I'unico va-
lore 2= oo della variabile.

In questo modo pud intendersi ottenuta la rappresentazione
reale di una forma di 1.* specie sul piano di Gauss.

24. Una trasformazione lineare di 1.* specie delle variabili
x 2, nelle y,7, stabilisce una proiettivita P nel fascio di centro
C, e nel medesimo tempo una corrispondenza T fra i punti del
piano di Gauss, immagine della proiettivita P. Il legame e questo:
se due punti del piano sono corrispondenti nella T, i due raggi
del fascio C passanti per essi sono corrispondenti nella P. Anche
entro il fascio con centro mell’altro punto ciclico C' viene stabi-
lita una proiettivita P' (la coniugata della P) quando si facciano
corrispondere due raggi che proiettano due punti corrispondenti
nella T.

Dunque, dato un punto 2 del piano, ecco come si ottiene il
punto w corrispondente nella T: si considerano i due raggi di
C e C passanti per 2, e di essii due corrispondenti nelle proiet-
tivith P e P, la loro intersezione da il punto w. Ma allora &
evidente che la T & una corrispondenza quadratica in cui i due
punti ciclici del piano sono vertici dei triangoli fondamentali di
ambedue le figure e omologhi di se stessi, e che & quindi una
affinites circolare di Moprus '), ossia una corrispondenza reale bin-
nivoca e continua la cui proprieta caratteristica ¢ quella di tra-
sformare cerchi in cerchi.

Dunque: “ A una trasformazione lineare di 1. specie delle
variabili @, «, nelle variabili %, ¥, corrisponde sul piano di Gauss
una affinitd circolare , .

25. Le affinita circolari di Mosius possono presentare due casi
distinti: esse sono corrispondenze quadratiche reali ?) nelle quali

) Mosrus, Die Theorie der Kreisveru andschaft in rein geometrischer
Daystellung, Werke, Bd. II.
%) Questa non & perd la definizione di Mosius.
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i due triangoli fondamentali hanno due vertici a comune nei punti
ciclici del piano, ma questi possono essere o omologhi di se stessi
o I'uno omologo dell’altro. In base a questo fatto pud farsi la
distinzione in affinita dirette e inverse; e la giustificazione del
nome sta in cid, che ambedue le specie di affinita godono della
proprieta di conservare gli angoli, ma le dirette ne conservano
anche il senso, mentre le inverse lo invertono.

In una affinitd circolare i due terzi vertici dei triangoli fonda-
mentali, necessariamente omologhi, sono in generale a distanza
finita, e sono centri di due fasci di raggi corrispondenti, proiettivi.
Questi due punti M N, che si dicono punti centrali dell’affinita,
corrispondono nelle due figure a tutti i punti della retta all’in-
finito, onde sono necessariamente reali, e non possono trovarsi
altro che contemporaneamente a distanza infinita.

Se la affinita & diretta i punti C C' sono omologhi di se stessi,
e nella proiettivita fra i due fasci M ed N' ai due raggi MC ed
MC' corrispondono i raggi N' C' ed N’ C; ¢id basta per dire che
i due fasci di centri M ed N' sono inversamente wuguali. Se in-
vece la affinith & inversa si troverd che sono direttamente uguali.

A ogni raggio uscente da M corrisponde un raggio uscente
da N'; i due raggi sono riferiti proiettivamente, e ai punti M N’
corrispondono i punti all'infinito dei raggi stessi; & chiaro quindi
che anche ad ogni semiraggio uscente da M corrisponde un se-
miraggio uscente da N', e viceversa. Di pil,, se AA', BB’ sono
coppie di punti corrispondenti su due semiraggi corrispondenti,
vedremo subito che per la proiettivita si ha:

MA . NA'=MB . NB,

ossia il prodotto delle distanze di due punti corrispondenti sui
due semiraggi dai rispettivi punti centrali & costante. Questo pro-
dotto rimane costante anche al ruotare dei due semiraggi, perche
basta notare che, come facilmente si dimostra, a ogni cerchio di
centro M ne corrisponde uno di centro N'. Il valore costante del
prodotto si dira la costante dell’ affinita.
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Si ha cosi una definizione metrica molto intuitiva della affi-
nitd circolare: su due semiraggi uscenti da due punti MN' si cor-
rispondono due punti tali che sia costante il prodotto delle loro
distanze dai rispettivi punti MN'; i due semiraggi ruotano de-
scrivendo due fasci uguali inversamente o direttamente secondo
che l'affinitd & diretta o inversa.

Finora abbiamo supposto che esistessero i due punti centrali
MN' a distanza finita; se questo non &, la corrispondenza qua-
dratica si riduce a una proiettivitd, nella quale i due punti ci-
clici sono uniti o si corrispondono involutoriamente secondo che
Paffinity & diretta o inversa; dunque questa affinith si riduce a
una similitudine rispettivamente diretta o inversa.

Altri casi, se la corrispondenza non & degenere, non sono pos-
sibili.

26. Dunque a una trasformazione lineare di 1.* specie sulle
variabili corrisponde una affinitd circolare diretta (o una simili-
tudine diretta) sul piano di Gauss; inversamente, a ogni tale af-
finita circolare diretta corrisponde sempre una trasformazione li-
neare sulle variabili? La risposta affermativa & immediata; infatbi
si ha una proiettivita fra i raggi del fascio con centro nel punto
ciclico C, quindi una trasformazione lineare sul parametro da cul
dipendono i raggi del fascio, che & la variabile 2, e in conse-
guenza una trasformazione lineare di 1.* specie sulle variabili ., ;.

Ossia: “ Al gruppo delle trasformazioni lineari di 1.* specie
sulle variabili @2, corrisponde il gruppo delle affinitah circolari
dirette sul piano di Gauss ,.

27. Una trasformazione lineare di 2.* specie delle variabili
@, £, pud considerarsi come il prodotto di una di 1.* specie per
il coniugio, il quale sul piano di Gauss & rappresentato dalla for-
mola z=w. Questa relazione stabilisce sul piano una corrispon-

denza che non & altro che una simmetria rispetto all’asse reale;
quindi ad una trasformazione di 2.* specie corrispondera sul piano

R. Se. Norm.
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il prodotto di una affinita circolare diretta e di una tale simmetria,
e percid (come si vedrd subito pensando p. es. alla nostra defini-
zione metrica dell’affinitad) una affinitd circolare inversa. Recipro-
camente & evidente che ogni affinita circolare inversa sul piano
di Gauss corrisponde a una trasformazione lineare di 2.* specie
sulle variabili.

Si ha dunque in generale: “ Al gruppo di tutte le trasforma-
zioni lineari di 1.* e 2.* epecie sulle variabili x, z,, corrisponde il
gruppo di tutte le affinitd circolari sul piano di Gauss ,.

28. Abbiamo considerato soltanto trasformazioni lineari non
degeneri, ma per le degeneri la questione si esaurisce subito. In-
fatti esse stabiliscono sulla forma di 1.* specie obiettiva delle
proiettivita od antiproiettivitd degeneri, per le quali cioé a due
elementi della 1.* e 2.* serie corrispondono tutti gli elementi
della 2. e 1.* serie rispettivamente; cosi sul piano di Gauss
avremo due punti singolari a ognuno dei quali considerato di una
certa figura corrispondono tutti i punti dell’altra figura. Una
tale corrispondenza pud riguardarsi come una affinitd circolare
degenere; basta supporre che la costante sia nulla.

29. Siano A, A, A; A, quattro punti del piano di Gauss, indici
dei valori 2, 2, 23 2,, e supponiamo che il rapporto anarmonico
(21 2, 23 2,) sia reale. Proiettando i quattro punti dai due punti
ciclici C C' otterremo due quaterne di raggi, e i raggi della 1.2
quaterna corrisponderanno ai valori 2, 2, 2; 2, del parametro, quelli
della seconda ai valori 2, 2, 2; ;. 1 rapporti anarmonici delle due
quaterne saranno dunque (2, 2, 23 25) € (2 2 2 54), e quindi uguali
perche (2, 2, 23 24) & reale. Allora, consideriamo il cerchio A, A, A;;
- esso passa per C e C, e stabilisce fra i1 fasci di centri C e C' una
proiettivita in cui ai raggi CA, CA, CA; corrispondono i raggi
CA, C'A, C'A;, e quindi al raggio C A, corrisponde il raggio C'A,;
dunque A, & un punto del cerchio A; A; A;. Di pin sul cerchio
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il rapporto anarmonico dei 4 punti A; A, A; A, & quello dei quattro
raggi proiettanti, ossia & (2, 2; 23 2,); cloé:

“ Se il rapporto anarmonico di quattro punti del piano di
¢ (fauss & reale, essi sono su un cerchio (o su una retta), e stanno
“ su esso in quello stesso rapporto anarmonico reale ,.

Ricordate queste cose per noi essenziali, passiamo all’esame
di qualche caso particolare.

VIL

Forma iperalgebrica (1, 1), reale.

30. Consideriamo una forma iperalgebrica (1,1):

f=oaum 9;1 + ap 52 + g @ 9—9—1 + gy .

Vogliamo supporre che questa forma sia reale; allora i coef-
ficienti estremi saranno reali e i medi fra loro coniugati, e po-
tremo porre simbolicamente

f=ara,=b,b;=....,

ossia in generale a;=a; ax.
Ogni funzione invariantiva di questa forma pud scriversi sim-
bolicamente come un aggregato di prodotti di fattori dei tipi

(ab) , (ab) , a. , a{:;

supponiamo che un certo termine contenga il fattore (abd); svol-
gendo la parte residua avremo termini della forma

M (ab) a; by,

dove M non contiene né i simboli @ né 1 simboli b. Se 1=k il
termine & nullo; altrimenti si ha:

M (ab) a; by = LY, (ab) (@, bi— ax b)) = Iy (ab) (ab) ,
2 2
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e dal termine si stacca il prodotto (ab) (ab), che ha significato
effettivo. Lo stesso prodotto si stacca da un prodotto simbolico

contenente il fattore (ab), come & naturale perché il prodotto co-
niugato contiene il fattore (ab). Si vede dunque che finché un
prodotto contiene determinanti simbolici si stacca il prodotto

(ad) (675), quando finalmente & ridotto. a contenere soltanto fattori

dei tipi @, e a;, non pud essere altro che una potenza di f. Si
vede dunque che, ponendo

D = (ab) (ab),

ogni formazione invariantiva relativa alla forma f si pud rappre-

sentare come un aggregato di termini del tipo D™ f”. Poiche
D ed f sono forme invariantive tanto di 1.2 che di 2.* specie,
si ha che:

¢ Per la forma f=a, a; il sistema completo delle forme in-
“ variantive tanto di 1.2 che di 2.* specie pud ritenersi costituito
“ delle due forme:

“f=uaza; , D= (ab) (ab) ,.

Ambedue queste forme sono reali. Si noti che & D= (ff).i.

31. Ponendo
f=a. C;; = an 51 4 a1, ‘?2 + g @, ,7;1 -+ g @, ?;2,

poiche scrivere la equazione f'= 0 equivale a scrivere le due
relazioni

902=au,7/1+ A2 Ys —x1=021y1+a22?/27

vediamo che la equazione f'=0 stabilisce su una forma di 1.2
specie su cui si eseguisca la interpetrazione geometrica una anti-
proiettivita, e sul piano di Gauss una affinithd circolare inversa.
Ma c’e di piu: l'equazione della antiproiettivita inversa sarebbe

aya; =0, ossia la a,a; =0 stessa; dunque la antiproiettivita
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¢ involutoria, ossia & una antinvoluzione, ed & involutoria anche
la affinitd circolare inversa sul piano di Gauss.

Ci troviamo cosl costretti a una breve digressione su cose
del resto affatto ovvie sulle affinita circolari involutorie. Suppo-
niamo da prima che esistano 1 due punti centrali a distanza finita;
essi, come corrispondenti ai punti della retta all’infinito nelle due
figure, coincideranno in un unico punto O.

Se l'affinita & diretta, mentre un semiraggio ruota intorno
ad O il corrispondente ruota anch’esso intorno ad O descrivendo
un fascio inversamente uguale, e quindi avremo due semiraggi
uniti posti I'uno sul prolungamento dell’altro. Su ognuno di essi
avremo un punto corrispondente a se stesso, e precisamente, se R?
& la costante dell'affinita, alla distanza R da O. Esistono dunque
sempre due punti uniti UV distinti se 1'affinitd non & degenere,
e simmetrici rispetto al centro O. Poiché una tale affinitd rap-
presenta una involuzione sulla forma di 1.* specie obiettiva, due
punti corrispondenti A A’ devono formare gruppo armonicc coi
punti UV (nel senso del piano di Gauss) e quindi (art. 29) i
punti AA' UV stanno in un cerchio e vi formano gruppo armonico.

Ora D'affinitdh sia inversa; 1 semiraggi corrispondenti intorno
ad O descrivono due fasci direttamente uguali, e poiché la cor-
rispondenza & involutoria possono presentarsi solo due casi: 1.0
Ogni semiraggio coincide col suo corrispondente; allora su ogni
uno di essi si ha un punto unito alla distanza R da O, se R* &
la costante dell’affinita, e quindi si ha un cerchio di punti uniti,
di centro O e raggio R. La affinita & la notissima dnversione
quadrica o trasformazione per raggi rettori reciproci rispetto a
questo cerchio. 2.° Ogni semiraggio & sul prolungamento del se-
miraggio corrispondente; allora non esistono certamente punti
uniti, e l'affinitd si pud considerare come un’inversione quadrica
rispetto a un cerchio immaginario.

Supponiamo infine che 1'affinitd circolare non possegga punti
centrali a distanza finita, ossia si riduca a una similitudine invo-
lutoria. In tal caso se & diretta sard la simmetria rispetto a un
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punto, e saranno uniti il centro di simmetria e tutti 1 punti della
retta all’oo, che corrispondono perd tutti all’unico valore 2= oo
della variabile. Se & inversa & la simmetria rispetto a un asse
reale, e sono uniti tutti i punti dell’asse.

Nel caso degenere i due punti singolari coincidono in un solo
(o al finito o all’infinito) cui corrispondono tuttii punti del piano;
il punto singolare & anche 1'unico punto unito, e rappresenta il
centro dell’ affinita.

32. Il complesso degli elementi uniti, quando essi esistono, in
una antinvoluzione su una forma di 1.* specie, costituisce quella
che il Sgere ha chiamato catena semplice. Una catena semplice
sul piano di Gtauss & rappresentata dal complesso degli elementi
uniti di una affinitd circolare inversa involutoria, e quindi da un
cerchio o da una retta, o da un unico punto quando 1’ antinvo-
luzione & degenere.

La equazione f=a, a; = 0 ammette o no soluzioni secondo che
Pantinvoluzione f'=0 ammette o no catena fondamentale; & in-
teressante imparare a distinguere i vari casi. Ponendo — =z,

Ly
y—=w, la equazione dell’antinvoluzione diviene:

Ye

An 2w a2+t anr 4 ap=20.

Il centro O dell'inversione quadrica che questa equazione
rappresenta sul piano di Gtauss, essendo il punto corrispondente
al punto all'infinito del piano, & indice del valore:

Questo valore & infinito, e quindi I'inversione quadrica si riduce
a una simmetria rispetto a un asse reale, quando @, =0; esclu-
diamo per ora questo caso, ed anche escludiamo che 1'inversione
sia degenere.
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Affinché esista un cerchio di punti uniti, & necessario e suf-
ficiente che due punti corrispondenti qualunque A A’ (che sono
allineati con O) si trovino dalla medesima parte rispetto ad O;
ossia che, se P_ & il punto all’infinito del raggio OA, le coppie
AA' e OP_ non si separino, e quindi il rapporto anarmonico
(OP_AA') sia positivo. Prendiamo come punto A I’ origine degli
assi, ossia il punto 2=0; avremo per il punto A' corrispondente:

— a o

22 -
w= ——> , ossia w= —— .
O91 437}

Poich® i punti OP_ A A’ stanno in linea retta, il loro rapporto

N

anarmonico & quello dei corrispondenti valori della variabile
(art. 29), onde si ha:
!

Qa1 (1273 an Qg1 Oy
OPAA)=(-% o, 6 0, —2)= =
an (2313 Ug1  (lge Qg1 Q12— Ao A1y

an O

Secondo che questo numero & = 0, esiste o non esiste un
cerchio di punti uniti. Ma il numeratore & certo positivo, perché
& il prodotto di due numeri complessi coniugati; deve essere
dunque rispettivamente :

—_—
Qg Oy — gy Gy = 0
ossia:

D= (“b) (ab) == 2 (ay A = a1y 1) = 0.

Secondo che dunque & D=0 esiste o no un cerchio di punti
uniti nella inversione quadrica f'=a,a;=0.

Abbiamo escluso che la inversione si riduca a una simmetria
rispetto a un asse; ma in tal caso esiste una intera retta di punti
uniti, inoltre essendo a,,=0 si ha

D=-2a,0y= —205126_112<0v

e quindi il criterio generale & applicabile anche in questo caso.
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Qualche dubbio sull’esattezza del nostro ragionamento potrebbe
sorgere quando !’ origine degli assi coincidesse col centro della
inversione; ma questo caso pud sempre evitarsi mediante una
trasformazione lineare, che non modifica I’ esistenza degli elementi
uniti né il segno di D.

Infine noteremo che 1'antinvoluzione, e quindi 1 inversione
quadrica, & degenere quando & nullo il suo discriminante, ossia
quando &

g Ay — e Ay = 0,

e ciod D=0. In tal caso nella inversione si ha un unico punto
unito.
Dunque: ¢ La equazione f=0 possiede infinite radici o una

&

sola o nessuna secondo che si ha D % 0y ,.

D si dira il discriminante della forma reale f.

33. Nel caso D<_ 0 proponiamoci di determinare il raggio
del cerchio dei punti uniti; escludiamo il caso @, =0, nel quale
il raggio & infinito.

I1 centro O dell’inversione corrisponde al valore — % della varia-

11
bile ; due punti corrispondenti abbiamo veduto poco fa essere A==0,
A'E———gE . Noi qui ammettiamo per un momento che non sia
12
@2 =10, ossia il centro dell’inversione non sia nell’origine degli assi.

Le distanze OA, OA' sono i moduli delle differenze dei valori

della variabile in O ed in A e A’ rispettivamente; ossia

0A’=|_@+Zﬂzi .

Q.
OA———’ _ G :
an an a12]

1) Questo resultato & ottenuto, con altra considerazione, anche dal SEGRE,
nella nota al §. 18 del saggio citato.
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il raggio R del cerchio & tale che R*=0A . OA’; dunque:

R? = g (A azz> Ut Qig dgy — A1 Qp| | Qg Qg O — Ay O o
|l T e -l R e
ap \dn Qe an an Ohe QT a1

. - . A9y .
Ora osserviamo che essendo a;;=dy si ha |[—| = 1; inoltre
Q)2
D
Ao Qg1 — Q1 A = — o
dunque:
R = \ — D _ — D
2a} 2a,?

giacéhé ay & reale e D & negativo.

Abbiamo escluso che si avesse a;,=0; ma osserviamo che al
resultato precedente noi saremmo certamente giunti se in luogo di
considerare due particolari punti corrispondenti AA’ avessimo
considerato due altri punti corrispondenti qualunque, e allora il
ragionamento sarebbe valso anche nel caso @,,=0.

Possiamo dunque senz’altro asserire che il resultato & generale.

34. Quando & D <0, 'equazione iperalgebrica reale a, a; == 0,
ossia 1'equazione

a1122+ amz—l"aglz_i— 02220,

ammette iuofinite soluzioni. Esse sono rappresentate sul piano
complesso da tutti i punti di un cerchio il cui centro & indice

del valore — 2 della variabile, e il cui raggio R—-——\/ - 5]% )
11

an
dove del radicale si intende preso il valore positivo. Dunque la
formola di risoluzione della equazione iperalgebrica &

A9y D ,
= - — i)
an +\/ 2 af "

ove hasta che 6 assuma tutti i valori da O a 2m.
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In questa formola si suppone a;,40; una formola analoga si

ha supponendo ag+ 0. Infatti effettuando la trasformazione z= 1
w

si ottiene 1'equazione

aggww+a21l0+a12u’+all=07

1 s D . -
_ —— — —-— ’Lﬂ .
" 2 oo + 2 a2 ¢

Quando poi si abbia contemporaneamente a;, =0, ayn=0, l'e-
quazione si riduce alla forma:

da cul si ha:

— a21 .
_— T T
(43T

132+ a52=0, ossia

il

una soluzione & 2=ian; e ogni altra & data dalla formola
2 = k iagl 9

dove % & un numero qualunque reale.

Quando & D =0 1’equazione ha un’unica radice, rappresentata
dal punto singolare dell'inversione degenere, che ne & anche il
centro; ossia

a. a
p= A2
an [23¢)
VIL

Forma iperalgebrica (1,1), non reale.

35. Ora passiamo alla considerazione di una forma iperalge-

brica (1, 1) non reale, o per lo meno alla quale non sia imposta
la condizione di essere reale. Sia essa:

f=(l11 x1$1+a12w1wg'{"aﬂxgxl—}“aggxgxz= Ay Qo7 = bgpbo;:....
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Ogni sua forma invariantiva potrd scriversi simbolicamente
come un aggregato di prodotti di fattori dei tipi

(ab) k) (aobo) L] (abo) b (423 L) aor )

e loro coniugati; vogliamo dimostrare che ogni tal forma pud
esprimersi in funzione razionale intera delle quattro forme:

1) oz 5 (ab) (ab) , (aby) (ah) , (aby) ag; bz,

e loro coniugate.
Se in un prodotto & contenuto il fattore (abd), esso & certa-

mente riducibile, giacché se ne stacca la forma (ab) (aghy); infatti,
svolgendo la parte residua si ha una somma di termini del tipo

M (ab) 50137707: H

essi sono nulli se ¢=F, altrimenti si ha
- - 1 - - - = 1 —
M (ab) Aoi bok = —2‘ M (ab) (aoi bo!,; — Ok boi) == E M (ab) (aobo) )

e si stacca la forma (ab) (aob,), come avevamo detto.
Analogamente, la presenza di fattori dei tipi (@), (ab), (agho)
determina lo staccarsi della medesima forma o della sua coniu-
gata (asby) (ab); possiamo dunque supporre che il prodotto sim-
bolico non contenga pit fattori dei tipi (ab), (aoho), e coniugati.
Se contiene determinanti simbolici, essi saranno dei tipi (aby),
(abo); se contiene p. es. (aby), devono comparire di nuovo nel pro-
dotto un simbolo @, e un simbolo b, e se essi sono riuniti in un
determinante si stacca la forma (aby) (ab). Se non sono riuniti,

il prodotto sard della forma

(abo) ao; b -

Se y e 2 sono ambedue variabili non possono essere che uguali,
giacche consideriamo solo covarianti a una sola serie di variabili,

e si stacca la forma (aby) as; b;; se una di esse, p.es.y, & sim-
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bolo, esso non pud essere fornito di indice (0), perché il prodotto

conterrebbe un fattore del tipo (agh,); sara quindi un simbolo
senza indice. Allora poiché per le note identita di Gordan si ha

M (aby) doy bz = M (abs) ay: b; -+ M [(abo) (acb)] (y2) ,

si vede che il prodotto si spezza in due termini dei qualiil 1.°&
riducibile per il fattore b; e il 2.° & gia ridotto. Dunque in ogni
caso il prodotto & riducibile; il caso in cui contenga il fattore (aby)
s1 riconduce al precedente considerando il prodotto coniugato.
Dunque finché un prodotto simbolico contiene determinanti, esso

¢ riducibile; e quando contiene solo fattori lineari, dei tipi @, a;,
Gy On , €550 & necessariamente il prodotto di una potenza della

forma a,a,; e della sua coniugata. E cosi dimostrato che ogni fun-
zione invariantiva della forma f pud esprimersi in modo razionale
intero per le forme (1) e loro coniugate; e poiché le forme (1) sono
invariantive anche di 2.* specie, possiamo ritenere che il sistema
completo di 1.* e 2.* specie per la forma f sia costituito delle
quattro forme:

=tz a0:, 3= (ab) (arb) , p == (aob) daboa, 8y = (aby) (ach),

e loro coniugate. La forma 9, & reale, coincidendo con la sua
coniugata.
S1i noti che é:

8= (fhis do= (i, p=(F1.
36. Se poniamo:

U - A— /'— y o
f = Ay Qo = A1y X1 Y + ap ?/2+ Qa1 X3 Y1 + Qg g Yz s

la equazione f' =0 stabilisce fra gli elementi di una forma di 1.*
specie una antiproiettivita, e conseguentemente sul piano di Gauss
una affinitd circolare inversa. Gli elementi uniti della corrispondenza
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corrispondono alle radici della equazione iperalgebrica f=0. Le
formole della antiproiettivita sono:

Xy = A1 Y1 + Yo y — X1 =0 Y 4 g Yo,

essa & degenere quando si ha:

A gy — Gy Oy = ‘*;* (ab) (“o—bo) "—“,,% 8=0.

Dunque: “ L’essere 8 =0 esprime che l'antiproiettivita f'=0 &
degenere , .

Quando & 8=0, poiché ad ogni punto z deve corrispondere uno
stesso punto y e inversamente, & chiaro che l'equazione f'=0 si

spezza in due fattori lineari, i quali possiamo anche supporre siano
effettivamente @, e ay; . Anche la forma f si spezza dunque nei due

fattori lineari a, e a,;, ed ammette allora certamente due radici in
generale distinte, date dalle due equazioni lineari:

dr =0, @yy=0.
Lo spezzamento della f in fattori lineari avviene soltanto nel caso

3=0, giacche porta seco la degenerazione dell'antiproiettivita [’ =0.

87. Nella antiproiettivita f'=a, a;; =0, od anche
?t;aoy=5;a01y1+cﬁaozyz=0,
ad un elemento 2 corrisponde !’elemento:
Y1t Yo == 5 Qog  — O Gy -

A questo elemento nella antiproiettivith stessa f' = b, by = 0
corrisponde un elemento che chiameremo ancora y, legato ad x dalla
relazione:

(bay) a; Zo; =0, o anche: (m) g byy = 0.
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Questa & 1’equazione della proiettivitd quadrato dell’antiproiet-
tivita /'=0; i suoi elementi uniti sono dati dall’equazione algebrica

P=(;‘0—b)axbor=09

e sono quegli elementi che nella antiproiettivita f'=0 sono uniti
o involutori.

Se la equazione p=0 non @& identicamente soddisfatta, essa pos-
siede due radici alle quali corrispondono due elementi o ambedue
uniti nella antiproiettivita, o fra loro corrispondenti in doppio modo;
nel 1.° caso le due radici (che possono anche essere coincidenti)
sono radici anche dell’equazione iperalgebricaf = 0. Dunque: “I’equa-
“ zione iperalgebrica f=0 ammette o due radici o una o nessuna;
“ nel caso che ne ammetta, esse sono le radici della equazione
“ algebrica p=0 .

Se si ha p=0 identicamente, la antiproiettivity /' =0 & involu-
toria, poiche il suo quadrato & 1'identita; allora la forma f & reale o
riducibile reale. Infatti la antiproiettivith inversa della /' = a, ay; =0
¢ la aya; =0, ossia la ap. a; =0, e poichd le due corrispondenze
devono coincidere, si ha (art. 8) un’identita della forma

da cui in particolare:
@) Qe Gor ==k @or a; , OSSia = k? .

Reciprocamente, se la f & reale o riducibile tale, si ha una iden-
tita della forma della (2); e quindi (art. 9) anche una della forma
della (1), la quale mostra che 'antiproiettivita /=0 & involutoria;
si ha dunque p=0 identicamente. Dunque: ¢ L’annullarsi identico
“ del covariante p esprime la condizione necessaria e sufficiente af-
“ finche la forma f sia reale o riducibile tale ,.

Per questo noi proponiamo per p il nome di realizzante della
forma f.
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38. Se effettivamente, nel caso ; = 0 identicamente, si volessero
applicare alla forma f 1 resultati ottenuti per una forma iperalge-
brica reale, dovremmo prima ridurla ad essere veramente reale,
considerare ciod la forma p. f, con p. costante conveniente. La de-
terminazione di p. & ben facile: dovendo essere

pf=uf, ossia prp=7r:f
qualunque siano i valori delle variabili, basterd per esempio pren-
dere per . il valore che ? assume per certi valori arbitrari di a; ,;
questo valore, ormai fissato, indichiamolo con ).

Ottenuta cosi la forma reale F =(f)7, il suo discriminante &
presto calcolato; infatti si ha:

D= (FF)i= (/) (ffhi= ().
Dunque 1’equazione F =0, ossia la f=0, ammette infinite so-
luzioni o una sola o nessuna secondo che si ha (£)*8 % 0. Nel

caso che esistano infinite soluzioni, esse sono rappresentate sul
piano di Gauss dai punti di un cerchio, il cui raggio R & tale
che (art. 33)

D d

R2 = - _ — ;
2(73)2%? 2 aj

e cosi in g:enerale qualunque resultato che si ottenga per una
forma reale pud applicarsi alla nostra f, considerando in luogo
di essa la forma (f)f.

D'ora innanzi supporremo che non sia p=0 identicamente,
ossia che la forma f non sia né reale né riducibile tale.

39. E noto che quando una proiettivita si rappresenta sim-
bolicamente con la equazione @, b,=0, la condizione necessaria e
sufficiente affinché essa sia involutoria & che si abbia

(ad) =Ry a:b,=10;
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ora dunque la proiettivith p' = (ad) @, by = 0 sard involutoria
quando sia
Q (aoh) az boy = (agb) (aby) = % —=0.

Poicheé la proiettivita ¢/ =0 & il quadrato della antiproiettivita
f'=0, essere essa involutoria significa che l'antiproiettivita /' =0
& ciclica del 4.° ordine.

Dunque: “ L’annullarsi dell’invariante reale ¢, esprime che la
¢ antiproiettivitah f =0 @& ciclica del 4.° ordine ,.

Notiamo che una antiproiettivita non pud mai essere ciclica del
8.° ordine, perché la sua 3.” potenza & ancora una antiproiettivita,
e quindi non pud mai essere 1'identita.

IX.

Fascio sizigetico, »,/1 ). f.

40. Noi vogliamo stabilire un criterio generale per riconoscere
la esistenza o la non esistenza delle radici della equazione ipe-
ralgebrica f=a, a;;=0; per questa premettiamo alcune conside-
razioni. Poniamo

=N+l =M e iz + Do apr 455

dando al parametro X, : ), tutti i possibili valori reali e complessi,
perché le forme f e f sono distinte essendo escluso che sia p=0
identicamente, otterremo una infinitd di forme che diremo costi-
tuire un fascio sizigetico di forme iperalgebriche (1,1). Volendo
tener conto della dimensione reale del sistema, le forme di esso
rappresenteranno una doppia infinita.

Insieme al fascio di forme & da considerarsi il fascio d anti-
proiettivita

) — —
f}\=)\1 [ aol;:)\g Aor a‘,; = 0.

Poiché le due antiproiettivits fondamentali a. ag; =0, @ ¢ =0
sono fra loro inverse e quindi posseggono o i medesimi elementi
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uniti o i medesimi elementi involutori, questo avverra per tutte
le antiproiettivita del fascio. Reciprocamente ogni antiproiettivita
che possegga quegli elementi uniti o quegli elementi involutori
appartiene al fascio; e infatti essa & individuata da un’altra coppia
qualunque di elementi corrispondenti, la quale individua anche
una antiproiettivita del fascio. Dunque: ¢ Ad un fascio sizigetico
“ appartengono tutte quelle antiproiettivita che hanno due certi
“ glementi uniti o due certi elementi involutori ,.

E quindi: “ Se la equazione f=0 possiede due radici esse
“ sono radici anche di tutte le equazioni fj = 0, e di esse sole ,.

Si presenta dunque questo fatto notevole, che le medesime
due radici sono date da una doppia infinitd di equazioni iperal-
gebriche (1, 1) distinte. La dipendenza fra queste & semplicissima:
ognuna di esse & una combinazione lineare di un’altra qualunque
con la sua coniugata. Se le due radici sono &\:a,, 2"1: 2", e
sono radici delle equazioni lineari a,=0, b, =0 che immediata-
mente si costruiscono, una particolare equazione iperalgebrica (1, 1)

a cui soddisfano & la @, b; =0, e quindi ogni altra & contenuta

nella forma:
)\1(195-35'-{— Nebraz=0.

Nel caso in cui I'equazione f=0 possiede un'unica radice, le
precedenti considerazioni debbono ripetersi con qualche modifica-
zione. Questo caso verrd maggiormente illuminato dalla discussione

seguente.

41. Considerando il fascio di antiproiettivita come un ente
razionale, vediamo che cosa rappresenti su esso il complesso di
quelle antiproiettivita che sono involutorie, ossia delle antinvo-
luzioni. La antiproiettivith inversa della

M@ agy + g @pr a; =0

e la
Mayay; +dgap a; =0 , ossia la lpa, a4 M e @; =0

R. Se. Norm.
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essa & naturalmente ancora una antiproiettivita del fascio; seri-
vendola
B1 Qr Aoy - Pp o a7 == 0
si ottiene la relazione
Bt Ue=2Xyt X, ossia anche Ap—Ap, =0,

che lega i valori dei parametri corrispondenti a due antiproiet-
tivita fra loro inverse.

Se interpetriamo il parametro X;:X; su un piano di Gauss
(che chiameremo il piano dei parametri), a ogni antiproiettivita
del fascio corrisponde un punto del piano e inversamente. La
relazione

)\1{11_7\2{12:‘0

stabilisce nel piano dei parametri una corrispondenza nella quale
sono corrispondenti due punti che corrispondono ad antiproietti-
vitd fra loro inverse. Essa non & altro che una inversione qua-
drica, giacche la sua equazione si deduce dalla equazione generale

Ay = 0

Ay Ay P + Qg He + Ay Y1 + ke Mo = 0 Qe = Ay
o2 = (ge
supponendo
an:], a12=0, (12120, 022=—-1.
). . . (2N
Il centro dell’inversione, che corrisponde al valore — i
11

la origine degli assi; il discriminante &
D=2 (011022“%2(421): -2<0,

e quindi esiste effettivamente il cerchio fondamentunle dell’inver-

sione; il suo raggio R ¢ tale che

D

2‘—'——-———:
R*= 5 ag 0,

e cioé & il cerchio con centro nell’origine e di raggio 1.
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Indichiamo con R questo cerchio. Ai punti di esso corrispon-
dono quelle antiproiettivita del fascio che sono inverse di se stesse,
ossia le antinvoluzioni.

Dunque: “ Nel fascio sizigetico esistono sempre infinite antin-
¢ voluzioni, costituenti nel fascio una catena semplice R. Due
“ antiproiettivitd fra loro inverse sono corrispondenti nell’antin-
“ voluzione in cui la catena R & fondamentale, ossia sono separate

¢ armonicamente 1) dalla catena R .

42. Se 1’equazione f=0 possiede due radici, ad esse corri-
spondono due punti UV del piano di Gauss, che devono essere
uniti in tutte le affinity circolari corrispondenti alle antiproietti-
vita del fascio. Alle antinvoluzioni corrispondono delle inversioni
quadriche 1 cui cerchi fondamentali esistono sempre e costituiscono
il fascio di cerchi che ha per base i punti Ue V.

Se I'equazione f=0 non possiede radici, si hanno sul piano
due punti AB dati dall’equazione p =0, che si corrispondono in
doppio modo in tutte le affinitdh circolari; alle antinvoluzioni
corrispondono le inversioni quadriche alle quali appartiene la coppia
AB, non tutte dotate quindi di cerchio fondamentale; i cerchi
fondamentali esistenti costituiscono il fascio di cerchi di cui A e B
sono 1 punti limiti.

Se l'equazione f=0 possiede una sola radice, ad essa corri-
sponde un punto M del piano, che & 1'unico punto unito di tutte
le affinita circolari, eccettuate le inversioni quadriche le quali sono
dotate tutte di cerchio fondamentale passante per M. Poicheé i
punti comuni a due cerchi fondamentali sono uniti in tutte le
affinita del fascio, cosl vediamo che i cerchi fondamentali devono
costituire un fascio di cerchi tangenti in M. L’unica radice del-
I'equazione f'=0 deve essere considerata come la riunione di due

1) SeerE, Saggio, §. 16. La denominazione perd & di Sravpr (Beitrige
zur Geometrie der Lage, n. 212), che per il primo considerd le catene semplici,
sebbene con tutt’altri criteri.
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radici ma in una certa direzione, e al fascio sizigetico apparten-
gono non tutte le forme che posseggono quell’unica radice, ma
quelle fra queste per le quali la riunione & avvenuta in quella
certa direzione. Potremmo fare altre considerazioni, che tralasciamo
per brevita.

43. Le antinvoluzioni del fascio sizigetico, e quindi le forme
del fascio che sono reali o riducibili tali, corrispondono a valori
del parametro che soddisfano alla relazione

)\IXI_)\2X2=O ’ OSSia )\1:)\g=igtil.

Considerando il parametro sotto forma non omogenea, ossia
ponendo h=DX\;:2;, questa relazione assume la forma:

A=1:% , ossia A\A=1.
44. Poiché si ha:

&= (fi fri= (nFHhefs Mfthef)i =
=N (fuith xz‘ff)l,i"‘)\z)\l (?f)l,i'l‘)\g(ff)l,i = )\%8"'2)\1)\2504')\35'

le antiproiettivita degeneri del fascio sono quelle per le quali si
ha, considerando il parametro sotto forma non omogenea:

(1) SN 28A+28=0;

esse sono quindi in generale due. Le antiproiettivita del fascio
potrebbero essere tutte degeneri quando si avesse contemporanea-
mente ¢=0, ¢,=0, ma in tal caso & facile riconoscere che la
antiproiettivith fondamentale f'=0 sarebbe non solo degenere,
ma anche involutoria, ossia la forma [ sarebbe riducibile reale;
il che abbiamo escluso. Infatti gli elementi singolari sarebbero
gli stessi per tutte le antiproiettivita del fascio, e quindi (poiche
fra esse ce ne sono certamente delle involutorie) coincidenti in
un unico elemento per tutte le antiproiettivitda, che sarebbero
percid tutte involutorie.
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Nella rappresentazione del fascio sul piano complesso si rico-
noscono subito le antiproiettivith degeneri. Se 1'equazione f=0
ammette due soluzioni e quindi esistono due punti base UV,
esse sono le due fra loro inverse i cui punti singolari sono UV;
e infatti U e V sono punti uniti in ambedue. Dunque in questo
caso le due antiproiettivith degeneri non sono involutorie.

Se 'equazione =0 non possiede soluzioni, esistono due punti
limiti AB, e le due antiproiettivita degeneri sono quelle i cui due
punti singolari coincidono in A e B rispettivamente; & infatti AB
si corrispondono in ambedue involutoriamente. Dunque in questo
caso sono tnvolutorie.

Se infine I'equazione /=0 possiede un’unica soluzione, si ha
un unico punto base M; le due antiproiettiv;ité, degeneri coinci-
dono in quella i cui punti singolari coincidono in M, e che quindi
¢ involutoria.

Si ha dunque: “ La equazione f=0 non ammette soluzioni o
“ ne ammette due o una sola secondo che le due antiproiettivita
“ degeneri del fascio sono involutorie o non lo sono o si riducono
“ad una sola; ossia secondo che le radici dell’equazione (1)
“ soddisfano alla relazione (art. 43)

“ar=1
“ 0 non vi soddisfano o coincidono ,.
45. Risolviamo effettivamente la equazione (1), escludendo

per ora il caso ¢=0. ’
Se poniamo

A=3585—8,

le due radici sono:

)\/= _60+VTA ),,___ —80'— '—A
e
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Esse coincidono, e quindi I'equazione /=0 ammette un’unica
soluzione, quando & A=0. In questo caso 1'equazione ;=0 pos-
siede una radice doppia, e quindi & nullo il suo discriminante, il
quale col calcolo effettivo si trova essere rappresentato appunto
da A.

Ora supponiamo A+0, e poiché A ha un valore essenzialmente
reale distinguiamo 1 due casi AX.0.

A <C0. Poiché Y =A & reale, si ha

')—I _ - 50"*"\/-;_A

3

Allora la condizione X' N'=1 non & soddisfatta; infatti si ha

82-28V-A-A
_ ’
59

NN =

e sarebbe
B-28V-A-A=083, -2V -4 =24, -5=V-4
3= —A=-03+48, 58=0, =20,

mentre & stato supposto 84 0. Dunque quando & A <0 la radice X'
non verifica la relazione i =1, e quindi esistono due soluzioni
dell’equazione f=0.

Se =0 il nostro ragionamento non serve a condurci a questo
resultato, il quale perd & sempre giusto, giacché si ha A= — 55 <0,
e sappiamo a priori che esistono effettivamente due soluzioni del-
Pequazione f=0.

A>0. Poiché Y/ —A & puramente immaginario, si ha

)_/__ —30"\/:—/3
B
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e perciod:

S|

%+A 8

5% 38

NN = =1.

Dunque quando & A>>0 la radice X' verifica la relazione Ak =1,
e quindi non esistono soluzioni dell'equazione f=0.
In conclusione: “ La equazione f=0 ammette due soluzioni,

-

. < . . .
“ yna o nessuna secondo che si ha A = 0 ,. L’invariante A si

dira il discriminante della forma f; ma non si creda che quando la f
& reale esso si riduca al discriminante D di questa forma reale;
sono il & e il &, che si riducono ambedue al D, mentre il A si
annulla.

X.

Ancora sul fascio sizigetico, \,/4-).f.

46. Tanto per fare qualche applicazione della Teoria delle
forme iperalgebriche a ricerche d’indole puramente geometrica,
procediamo nella considerazione del fascio sizigetico. Proponia-
moci di vedere quando due antiproiettivita del fascio:

fr=MNazag+raa; =0, fo=1p aag-+ s oo E; =0

sono tali che il loro prodotto sia una proiettivita involutoria. Si
pud subito notare che in tutte queste involuzioni prodotto cer-
tamente sono uniti i due elementi base del fascio o i due elementi
limiti, sccondo che esistono gli uni o gli altri; ossia esse coin-
cidono tutte nell’unica involuzione che possiede quei due elementi
come doppi. Ponendo

fr=mnng , f'p=mx17z0; ,

il prodotto delle due antiproiettivita fA =10 ). =0 & la proiet-
tivita

(m ng) nzmy; =0 , o anche (nym) n,mey =0,
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Questa equazione si ottiene uguagliando a zero lo scorri-

mento 1.° delle forme
Ny 5(,; = M g ?lo; + X aora;
Mz Mgy == 1 &= gy + P Qo ay
ossia sl pud scrivere:
Mt (e to7 @z oy)T + Mg (e oz 5 gz @)1+ Do (e €03 4 @2 )7 +
e pa (o a2, 53 )i =
= Dy (@oh) tx by A2y (Do) @ by Dgips (D) Ao by +1aip (o) e by = 0.

Se la proiettivita deve essere una involuzione, deve annullarsi il
resultato della operazione Q effettuata sul 1.° membro dell'equa-

zione ; ossia deve essere:
M1 (@oh) (ab) + 1t (dobo) (aB)+ e (@) (aoho) +atte (aby) (ash) = 0

e cioe:
60)\1;(.1—1- 6)\1{5.2"}—5)\2;1 "l" 80)\2;2-—_—— 0.

Considerando il fascio sizigetico come un ente razionale, questa
¢ l'equazione di una antinvoluzione fra gli elementi del fascio;
dunque: “ Per ogni antiproiettivitd del fascio sizigetico ne esiste
“ nel fascio stesso un’altra tale che il suo prodotto con quella
“ & una involuzione; due tali antiproiettivitd si corrispondono in

“ una antinvoluzione ,.

47. Questa antinvoluzione possiede o no una catena fonda-
mentale o & degenere secondo che il discriminante della sua
equazione

D=2 (a) tp— a; a3) =2 (83—85): -2A

e ~ 0, ossia secondo che & A <>/ 0. Ma essere una antiproiet-

tivita unita in quella antinvoluzione significa che il suo quadrato
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& una involuzione, ossia che essa & ciclica del 4.° ordine; abbiamo
quindi: “ Fra le antiproiettivita del fascio sizigetico ce ne sono
¢ infinite cicliche del 4.° ordine (costituenti una catena C) o una

-
“ sola o nessuna secondo che & A = 0, ossia secondo che il

<

¢ fascio possiede due elementi limiti e un unico elemento base o
“ due elementi base; questa catena C quando esiste & fondamen-
“ tale per 'antinvoluzione C' nella quale si corrispondono due
¢ antiproiettivita del fascio il cui prodotto & una antinvoluzione ,.

Quando 1l fascio possiede due elementi limiti, esistono in esso
due antinvoluzioni degeneri, le quali vanno riguardate anche come
antiproiettivity cicliche del 4.° ordine; dunque: “ Quando la ca-
“ tena C esiste, essa passa per le due antinvoluzioni degeneri del
¢ fascio ,. In particolare quando la catena C si riduce ad un unico
elemento, esso & precisamente 1'unica antinvoluzione degenere che
esiste in tal caso nel fascio.

Quando il fascio possiede due elementi base, esistono due
antiproiettivita degeneri inverse 1'una dell'altra; il loro pro-
dotto & non I'identitd come quello di due antiproiettivita fra loro
inverse generali, ma una corrispondenza perfettamente indetermi-
nata che pud quindi riguardarsi come involutoria, mentre non pud
rignardarsi come tale 1'identitd. Si vede cosl che le due antiproiet-
tivita degeneri sono corrispondenti nell’antinvoluzione C'.

Se due antiproiettivitya del fascio sono corrispondenti nella
antinvoluzione C', & evidente che anche le loro inverse sono cor-
rispondenti in C' stessa; dunque essendo R’ Iantinvoluzione in cul
si corrispondono due antiproiettivitda del fascio fra loro inverse,
si ha che la C' si trasforma in se stessa nella R'; e allora ne
discende che anche la R' si trasforma in se stessa nella C, e le
due antinvoluzioni sono permutabili. Quindi le catene C ed R si
trasformano in se stesse nelle antinvoluzioni R' e C' rispettivamente.

48. Tutte queste cose acquistano in chiarezza quando si con-
siderano le inversioni quadriche corrispondenti alle antinvoluzioni
R e € sul piano dei parametri.
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Su esso si ha intanto il cerchio R di raggio 1 e con centro
nell’origine O, immagine della catena R; i punti D, D, corrispon-
denti alle due antiproiettivita degeneri del fascio sono situati su
questo cerchio o sono inversi rispetto ad esso secondo che il fascio
non possiede o possiede elementi base; quando possiede un unico
* elemento base, i punti D, D, coincidono in un punto del cerchio R.
Se D, D, sono sul cerchio R esiste la catena C, la quale ha per
immagine un cerchio C passante per D, e D,; esso deve trasfor-
marsi in se stesso nell’inversione rispetto al cerchio R, e quindi
deve essere ortogonale ad R. Se 1 punti D, D, sono inversi rispetto
al cerchio R, la inversione C' non possiede cerchio fondamentale;
essa perd & gia perfettamente determinata, perché se ne conosce
la coppia D, D, e si sa che deve trasformare il cerchio R in se
stesso. Se 1 punti D, D, coincidono in un punto del cerchio R,
Pinversione C' & degenere ed ha il suo punto singolare nel punto
stesso.

49. Poiché il cerchio R si trasforma in se stesso nella inver-
sione (', fra i punti di esso viene stabilita una involuzione; il
centro di essa & il centro O della inversione C'. Essa possiede
due elementi doppi se O' & esterno al cerchio R, ossia se esiste
il cerchio C ortogonale ad R, e sono precisamente D, e D,. Due
punti corrispondenti nella involuzione corrispondono a due antin-
voluzioni del fascio il cui prodotto & una involuzione, Ora & noto
che condizione necessaria e sufficiente affinché il prodotto di due
corrispondenze involutorie sia involutorio & che le due corrispon-
denze siano permutabili, ossia che ognuna di esse sia trasformata
in se stessa dall’altra; dunque: “ La antinvoluzione C' stabilisce
“ fra le antinvoluzioni della catena R una involuzione, che ha i1
“ suoi elementi doppi nelle due antinvoluzioni degeneri del fascio
“ se esse esistono. La caratteristica di due antinvoluzioni corri-
“ spondenti ¢ che sono permutabili ,.

Nella rappresentazione del fascio sul piano di Gauss, a due
antinvoluzioni permutabili corrispondono due inversioni quadriche
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permutabili; se ambedue posseggono cerchio fondamentale, come
nel caso in cui esistono due punti base, poické ognuno dei cerchi
deve trasformarsi in se stesso nell'inversione rispetto all’altro,
essi sono ortogonali. Dunque a ogni cerchio del fascio corrisponde
il suo ortogonale.

Se il fascio possiede due punti limiti, due inversioni corrispon-
denti non possono ammettere ambedue cerchio fondamentale,
perché 1 due cerchi sarebbero ortogonali, quindi si segherebbero,
ed esisterebbero due punti base. Dunque di due punti del cerchio R
sul piano dei parametri allineati col centro O’ dell’inversione C'
(in questo caso esterno al cerchio R) uno almeno corrisponde ad
una antinvoluzione del fascio priva di catena fondamentale. Ma
osserviamo che mentre il parametro 2, :),; percorre il cerchio R,
la corrispondente forma del fascio & reale ed il suo discriminante
& & , il quale quindi conserva sempre un valore reale, e variabile
certamente con continuita. Il suo segno decide se la corrispon-
dente forma rappresenta o no cffettivamente una catena semplice;
e poiché questo segno non pud cambiare altro che passando per
1 punti nei quali si ha & =0, ossia per i punti D, e D, che in
questo caso si trovano sul cerchio R, si ha che: * Quando il
“ fascio & privo di base, e quindi sul piano dei parametri i punti
“ D, D, stanno sul cerchio R, i punti di R corrispondenti alle
“ antinvoluzioni del fascio prive di catena fondamentale occupano
“uno degli archi D, D, ,.

E ne segue in modo preciso: “ Di due antinvoluzioni corri-
“ spondenti nella involuzione sulla catena R una possiede catena
“ fondamentale e 'altra no ,. Non si ha dunque una corrispon-
denza fra 1 cerchi rappresentativi del piano complesso; pero dato
un cerchio si pud trovare subito la inversione corrispondente.

Finalmente, quando il fascio possiede un unico elemento base,
la involuzione sulla catena R & degenere, come & degenere la C';
a ogni cerchio corrisponde quel cerchio del fascio che si & ridotto
all’unico punto base.



60 P. Benedetts

50. Proponiamoci un ultimo problema: Considerando una an-
tiproiettivita del fascio sizigetico, esistono nel fascio delle anti-
proiettivita che da quella siano trasformate in se stesse, ossia
permutabili con quella? ). Sia f'=a,ay; =0 l'equazione dell'an-
tiproiettivita; supposto che essa non sia involutoria, la equazione
del fascio sizigetico potra scriversi:

1 g Aoy + ho dgy a; =0,
Se w2, yw sono coppie di elementi corrispondenti nella anti-
proiettivita
' - - -
f:a’rao}:bd‘bo‘:;:clc(};:ov

sl ha:

@yt @y == by byt — by by:

Yot Yo ==C2 Cout — C1 Cow 3

sostituendo nella (1) otterremo l'equazione della sua trasformata
nella f'=0:

@ @) ) B ot e () (00 o e = 0.
Ma si ha:
(ab) (@36) bo: e = [(ab) (auhs)] € o + (aB) (Bot) o: v
(aob) (ac) by: eow = [ (oer) (a0) ] by: bu- (cob) (ac) by: av. 5

con lo scambio di qualche coppia di simboli equivalenti gli ultimi
termini si riducono ai primi membri coi segni cambiati; si ha
dunque

(ab) (a00) By coo = % 5% cos
(o) (@) B o = 5 3 iz, .

1) Per le proiettivitd si pud porre un problema analogo: Considerando
il fascio di tutte le proiettivita che hanno due certi elementi uniti, e una
qualunque di esse, esistono proiettivita del fascio che in quella si trasformano
in se stesse? Ma qui la risposta & immediata: tutte.
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Quindi la (2) pud scriversi:
MBS ey, 2B b b, =0,

o anche ponendo x y in luogo di 2w, cambiando i simboli e
prendendo il coniugato del 1.° membro:

)\lgaxaoy——}-@@aw?q:O.

Questa ¢ 'equazione dell’antiproiettivita trasformata della (1)
nella /' =0; naturalmente essa appartiene ancora al fascio sizi-

getico, e scrivendola
P Gr Qo; = Yo Gox 7 =0

si ha fra i parametri A e p. la relazione:

pq:p.2=)1§: A S , ossia Sy Xz——gpgil= 0,
o anche:
Shpe— e =0.

Questa relazione stabilisce fra le antiproiettivita del fascio
sizigetico una antiproiettivita in cui sono corrispondenti due anti-
proiettivith una trasformata dell’altra nella f'=0; anzi 1 anti-
proiettivityh & involutoria, perché scrivendone I'equazione

PdMpe—idlepm =0,

si vede che sono soddisfatte le condizioni per la realita della forma
del 1.° membro, essendo in essa i coefficienti estremi nulli, e i
medi fra loro coniugati. Se questa antinvoluzione possiede catena
fondamentale, essa & costituita di quelle antiproiettivita del fascio
che si trasformano in se stesse nella f'=0, e quindi permutabili
alla f'=0. Il discriminante dell’ equazione &

D=2 (4, apn—thpay) =2283=-2858<0.

Dunque esiste sempre catena fondamentale; ossia: “ Per ogni

“ antiproiettivita /' =0 del fascio sizigetico se ne hanno nel fascio
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“ stesso infinite ad essa permutabili, costituenti una catena sem-
“ plice P. Due antiproiettivita separate armonicamente dalla ca-

“ tena P sono tali che 'una si trasforma nell’altra nella f' =0 ,.

51. Qualunque sia la antiproiettivityh /' =0, alcune antiproiet-
tivita che da essa sono trasformate in se stesse e quindi fanno
parte della relativa catena P si riconoscono subito. Anzitutto la
f =0 stessa e la sua inversa; poi, se il fascio possiede due ele-
menti base, le due antiproiettivita degeneri fra loro inverse ap-
partenenti al fascio. Se il fascio non possiede base, le due antin-
voluzioni degeneri si trasformano evidentemente 1’una nell’altra
qualunque sia la f'=0, e quindi sono separate armonicamente da
tutte le catene P. Dunque: “ Tutte le catene P relative alle varie
“ antiproiettivita del fascio passano fra antiproiettivitd stessa cul
“ si riferiscono, e passano poi per le due antiproiettivitd degeneri
“ del fascio o sono separate armonicamente dalle due antinvolu-
“ zioni degeneri secondo che esistono le une o le altre. Ossia esse
“ costituiscono un fascio di catene che ha nelle due corrispondenze
“ degeneri del fascio sizigetico i suoi elementi base o1 suoi ele-
“ menti limiti rispettivamente ..

Sul piano dei parametri il fascio delle catene P ha per im-
magine un fascio di cerchi, in cui i punti D, D, figurano o come
punti base o come punti limiti secondo che essi sono inversi
rispetto al "cerchio R o stanno su esso. Risulta anche evidente
che tutti 1 cerchi del fascio sono ortogonali al cerchio R e al
cerchio C quando esiste; ossia: “ Nel fascio sizigetico tutte le
“ catene P sono permutabili alla catena R, e alla catena C quando
“ esiste ,.

Se consideriamo due antiproiettivitd di una medesima catena P,
evidentemente esse sono fra loro permutabili, giacche la catena P
di ognuna di esse & quella stessa su cui stanno; dunque possiamo
dire: “ Le antiproiettivita del fascio sizigetico si distribuiscono
“ in infinite catene costituenti un fascio; tutte le antiproiettivita
4 di una medesima catena sono fra loro permutabili, quelle di
¢ catene differenti non sono mai fra loro permutabili ..
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Lasciando queste considerazioni osserviamo che veramente tutti
i nostri ragionamenti partivano dall’ipotesi che la antiproietti-
vita =0 non fosse involutoria; ma evidentemente : resultati
ottenuti valgone anche quando la f'=0 & una antinvoluzione del
fascio. B infatti quella ipotesi c¢i & stata necessaria solo per con-
cludere che le antiproiettivita del fascio permutabili alla data
costituiscono una catena; ora se la /=0 & una antinvoluzione,
poiché la permutabilitd & una relazione reciproca, le antiproietti-
vith a questa permutabili sono tutte e sole quelle le cul corri-
spondenti catene P passano per essa; ossia tutte e sole quelle
della catena del fascio di catene P che passa per la data antin-
voluzione. Cosl anche in questo caso & dimostrato che costitui-

scono una catena.

XL

Sistema simultaneo di piu forme iper. (1, 1), reali.

52. Consideriamo un sistema qualungne di forme iperalgebriche

(1, 1), reali:

fi=maa=—00=...., (=bb=0gE=....,
f3=cra;=‘[r‘—(;=.... , [i=d,d;=202;=...., ecc.

Volendo costruire per esso un sistema completo di forme
invariantive, stabiliamo intanto di introdurre in esso tutti gli
scorrimenti singoli e simultanei delle forme del sistema; avremo

forme dei 3 tipi:
(fifdi = (ab) ax be , (fif) = (a2) (a2) , (fifi)i = (ad) (ab).

Insieme alle forme del 1.0 tipo intendiamo introdurre anche
le loro coniugate; le forme degli altri due tipi sono tutte reali.
Un prodotto simbolico qualunque conterrd, oltre i fattori
lineari, solo determinanti simbolici dei tipi (¢o) e (abd), e i loro
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coniugati («z) e (ab). Che i fattori (aa) e (a2) siano riducenti &
manifesto, giacché essendo « e o simboli equivalenti la presenza
di quei fattori determina, analogamente a quanto vedemmo altre
volte, lo staccarsi della forma (ae) (@o). Ora supponiamo che il
prodotto contenga il fattore (abd), con @ e b simboli di due forme
distinte f,f%, e vediamo di introdurre nel sistema completo con-
venienti forme affinché anche questo fattore divenga riducente.
Poniamo

02 = (ab) a, b,
e occupiamoci per ora, in luogo del fattore (ab), del fattore (B¢),
in cui ¢ sia simbolo di una qualunque f; delle forme del sistema.
Se in un prodotto appare (O¢c) vi devono di nuovo apparire

i simboli 6 e ¢; onde avremo un’'espressione
(B¢) 0, ¢;

con ey variabili o simboli. Ma si ha:

91‘ ey :—;' (ab) Ay l)!/ —I— ay br }

(6c) 0, ;= 5 (ab) G

(be) ar + (ac) by

e quindi applicando prima 1'una e poi I'altra delle identita
(be) ar = (ba) ¢, + (ac) by , (ac) by = (ab) ¢, + (be) a.

si ha rispettivamente:

(Bc) 0, ¢; = — (ab) (ab) . c. ¢; 4 (ab) (ac) by c; ,

o= o=

(ab) (ad) . ¢, ¢, + (ab) (be) ax c; .

In queste espressioni i primi termini sono ambedue ridotti;
gli ultimi sono riducibili a causa dei fattori (ac) e (bc) rispettiva-
mente se ¢ & simbolo equivalente ad @ e b, ossia se la f; & 'una
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o Dl'altra delle fifx. Ne segue che se si hanno le due sole forme
fifs il fattore (8¢c) & certamente riducente.

Ma supponiamo che avendosi pitt di due forme si abbia anche
l4+i+k. Per rendere riducente (0c) bastera rendere riducibile la

espressione

(ab) (ac) bz c; .

Se qui « ed ¥ sono ambedue variabili, non pud essere che z =4y,
e quindi & sufficiente aggiungere pel sistema completo la forma

Fipi= @73) (616) by za; 3

se poi o o ¥ 0 ambedue sono simboli, possiamo p. es. supporre
che sia y simbolo, perché i simboli b e ¢ nella espressione si
trovano nelle medesime condizioni a meno della segnatura che in
questa discussione non ha influenza, giacché introducendo una
forma intenderemo di introdurre sempre anche la sua coniugata.
Se y & equivalente a ¢, la espressione & certamente riducibile; ma
anche se y & equivalente ad @ o b, giacché applicando le solite
identitad si ha:

{ab) (ac) b, ¢; = [(ac) (ac)] b, b; 4 (cb) (ac) b, a;
(ab) (ac) bec; = [(ab) (ab)] ¢ ¢; + (ab) (be) az¢; =
= » +[(cb)(b0)] ara; -+ (ac) (be) ax b;

e tutti i termini del 2.° membro dell’una o dell'altra sono ridotti
o riducibili, grazie ai fattori a; o b, rispettivamente.

Dunque se si hanno le tre sole forme f;fi i, dopo la intro-
duzione della Fyz; il fattore (O¢c) & certamente riducente; ma ora
supponiamo che si abbiano pitt di tre forme, e che y sia un sim-
bolo d di una forma f,, diversa dalle f; % fi. Avremo la espressione:

(ab) (ac) by (cd) d,
R. Se. Norm. 5



66 P. Benedett

con z 2 variabili o simboli; se ambedue sono variabili ¢ z==z, e
quindi la espressione & ridotta quando si introduca nel sistema
completo la forma

Fiiim = (ac) (ab) (cd) b de;

se ¥ 0 2 sono simboli, possiamo supporre che lo sia 2, perché b
e d si trovano nelle stesse condizioni. Se 2 & simbolo equivalente
a d la espressione & riducibile; trasformando inoltre conveniente-
mente si ha:

(aB) (ac) (cd) be d. = *[(ab) (ah)] (cd) cx ds+ (ab) (be) (od) ax d =

=% ” ‘l‘(_a—b) (bd) (’—d) Az Cs +*(—a—b) [(de) (EZ_)] b

(wb) (ac) (ed) b d = *{(ab) (ac) (ed) (bd)] (x2) + (ab) ac) (cd) b. d, =

=* » +¥[(ab) (ab)] (cd) c: dut (ab) (bc) (cd) a: d

Nei secondi membri i termini segnati con asterisco sono ri-
dotti quando si aggiunga pel sistema completo anche la forma

Rivim= (—‘%) (ae) (bd) @)’

e se 2 & un simbolo equivalente ad @ o b 0 ¢, in una opportuna
delle identita precedenti tutti 1 termini del 2.° membro sono ridu-
cibili. Dunque se si hanno soltanto le quattro forme f; fi fi fam,
cerbamente, dopo aver introdotto nel sistema completo anche le
forme Fiiim ed Rizim, il fattore (B¢c) & riducente.
Ci fermeremo al sistema di quattro forme f, f; fs f1, perché
cid basta per i nostri scopi. Notiamo che se vogliamo che (b¢)
_sia riducente qualunque siano le forme f;fi cui si riferisce la 63,
e qualunque sia la forma f; i cui simboli sono c¢..... , dobbiamo
nel sistema completo introdurre tutte le forme Firi, Firimy Ririm
dove iklm sono scelti in modo qualunque fra i quattro indici
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123 4, purché fra loro distinti; perd & facile persualersi, appli-
cando le solite identitd, che di due delle precedenti forme diffe-
renti soltanto per la disposizione degli indici, basta considerarne
una, giacché l'altra in tal caso diventa riducibile. Ne segue che
¢ sufficiente la considerazione delle forme:

F234 ) F?Al 5 F412 El F123 9 F1234 k) R1234 .

Ora siamo in grado di dimostrare che il fattore simbolico (ab),
o (ab), con @ e b non equivalenti, & riducente. Se in un prodotto
comparisce il fattore (ab), vi sarh contenuta o 1'espressione
(ab) (ab), o la (ab) @ b, con x y variabili o simboli. Nel primo
caso il prodotto & gia ridotto, nel secondo caso se x ed y sono
variabili si ha 2=y e il prodotto & gia ridotto; se poi o o ¥
sono i simboli, si ha, ponendo

0 = (ab) ay b, :
20, 6, = (ad) axby—l—aybrg,

(ab) @z by = 28,0, — (ab) @ b, = 20, 0,— (ad) @, b, — (ab) (ab) . (ya),

2 (ab) ax by =20, 0, -+ (ab) (ab) . (zy) .

Nel 2.° membro 1'ultimo termine & ridotto, I'altro & certa-
mente riducibile contenendo un fattore del tipo (8¢). Quindi anche
in questo caso il prodotto & riducibile.

Cosi, dopo aver dimostrato che tutti i determinanti simbolici
dei vari tipi sono riducenti, & ben chiaro che le forme introdotte
nel sistema completo sono sufficienti; ossia il sistema completo
di 1.* e anche di 2.* specie per quattro forme (1, 1) reali pud
ritenersi costituito delle forme :
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fi= ey =050z, fo=b:b; =Bubz, fo=CaCs =%atz, fr=deds =5:55,
B,5=(ad) azby , 015=(ac) azer y Ou=(ad) Azl , Oos=(B¢) baCx o Op=(b) byl , O=(cd) c.
Dy, = (a%) (@3) , Deo=(58) BF) , Dio=(e1) (1) , Du=(d3) (@)
Dye=(at) (ab) , Dis=(a¢) (ac), Du=(ad) (ad) , Des=(be) (be), Deoc=(bel) (bd) , Dos=(ed) e
Fys = (b0) (bl) cadli , o = (cd) (ca) dott; , Fp = (da) (dD) azb; , Fro = (ab) () b
Fregs = (ab) (ac) (ed) by dy , Rugse= (ab)(ac) (bd) (cd) .
Di tutte queste forme vanno considerate anche le coniugate;
notiamo perd che le f e D sono reali, e delle Fiz; e della Ryp
non importa considerare le coniugate, perché sono delle nuove

Fixi ed Ririm, e di queste abbiamo detto che & sufficiente la con-
siderazione delle gia scritte.

53. Faremo qualche considerazione sulla interpetrazione delle
forme del sistema completo nel caso di due sole forme. Se esse
SONo

f1=axa;=b,5;=.... , ﬁ:aﬁ.;:@xﬁ;,:....,

il sistema completo sara costituito, oltre che dalle due forme
stesse, dalle forme:

0 — (ﬁ) Qe Ol
Dy = (ab) (ab) , Dy = (ae) (aa) , D= (=f) (2P,
e dalla coniugata dell'unica che non & reale, ossia la
0= (a0) a; 0.

Che cosa esprimano Dy, e D,, col loro segno e col loro an-
nullarsi & gid noto. Ora poniamo

f'1=axa;' 3 f’2:°‘1’;§ ,
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e cerchiamo 1’equazione dell’antinvoluzione in cui si trasforma
la ;=0 mnella f,=0. Se 2, y w sono coppie di punti corrispon-
denti nella f;=0, si ha:

HA xz’":’az;;: -—-alaz y Wt y2=52_¢2: —Qx-ﬁ;,;
sostituendo nell’equazione f';=0 si ha 1'equazione
(a) (@f) oz B, =0,

ossia, ponendo
F, = (aa) (ap) o B; ,

la equazione F', =0 rappresenta P'antinvoluzione trasformata della
f'l =0 nella f,g =0.
Trasformiamo questa equazione. Si ha:

(@a) (af) 2 B; = (20) (a0) B B; + (aot) () & By =
= Dy, f'z + ”
(a0) (28) az f; = (af) (2B) ae; + (o) (af) a. a; .

Il 1.° termine del 2.° membro, scambiando i simboli « e B, si
riduce al 1.° membro col segno cangiato; onde:

(@) (38) 0B = 5 () (6B) 4 @ = = D'

e quindi

i T 1 !
F1=D12f2—‘——2“D22f1-

Analogamente, se F;=0 & l’equazione dell’antinvoluzione
trasformata della =0 nella /', =0, si ha:

1 J 1 !
F2=D12f1'—‘§‘Dufz-
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Cid mostra che, se le due antinvoluzioni f,=0 f,=0 non
coincidono, “ la condizione necessaria e sufficiente affincheé le due
“ antinvoluzioni si trasformino in se stesse 1'una nell’altra, ossia
“ affinché esse siano permutabili, ¢ che si abbia D,=0 ,.

Sul piano di Gauss alle due antinvoluzioni corrispondono due
inversioni quadriche, ed essere D;;=0 esprime la loro permuta-
bilita, e quindi la ortogonalita dei loro cerchi fondamentali quando
essi esistono, ossia quando & D;, < 0, Dg <0.

Si discute facilmente il caso in cui & D;;=0 0 Dgyp=0.

54. Se ad un elemento « corrispondono, nelle due antinvolu-
zioni f,=0 f,=0, due elementi z e w, si hanno le relazioni

a,?t;_——O , ax&;———O,
e fra queste eliminando la z si ha l’equazione della proiettivita

prodotto delle due antinvoluzioni:
(ae) az05 =0, o anche (a0)a;a,=0.

Dunque la equazione 6 = (ac) a, 0,=0 da quegli elementi che
appartengono ad una coppia comune alle due antinvoluzioni, o
che sono uniti in ambedue le antinvoluzioni. Se 0 (che si dird
anche Jacobiano delle due forme) & identicamente nulla, le due
antinvoluzioni coincidono; se non & identicamente nulla, la equa-
zione 6=0 da o i due elementi di una coppia comune o due
elementi uniti comuni. Vediamo di distinguere i due casi.

Per questo consideriamo il fascio di antiproiettivita

fr=NlFdefe=Nd a,+ hoor0; =0
e insieme il fascio di forme iperalgebriche (1, 1);
ﬁ\ =N fl + e f2~

Fra le forme del fascio sono reali quelle che corrispondono

a valori reali del parametro X,:),, e sono fra loro coniugate
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quelle corrispondenti a valori coniugati del parametro. Dunque
questo fascio pud immaginarsi determinato da una forma iperal-
gebrica non reale e dalla sua coniugata, ed & quindi un fascio
sizigetico di forme iperalgebriche (1, 1). Secondo che il fascio
possiede o no una base, le antinvoluzioni f,==0 f;=0 posseg-
gono o no elementi uniti comuni.

Per vedere se il fascio possiede o no base, basta esaminare

il segno del discriminante A di una forma non reale qualunque
del fascio. Si ha:

8, = (f?\ ML= N fifi+ M re (A f2)1,'1 A iy (fzf1)1,i -+ 2 (fzfz)lj =
== )\‘I’ Dn + 2 )\1 )\2 D12 + )\g D22

0= (fl 77\)1,1 = )‘17‘1 (flfl)l, i + )\17\2 (fl f2)1, i+ )\Jl (fzfl)l, i+ )\27\2 (fzfz)l,i =
= 7\1 Xl Du + ()\1 Xz—!‘ )\2 Xl) D12 + )\2 )Tz D22
e quindi, come facilmente si trova:

A =& 0\ — 8\ = \ 72 —N %) (D1 Dy —Dyj).

Ora osserviamo che (A, %, —)},) & una quantith puramente
immaginaria, e quindi il suo quadrato & una quantita reale essen-
zialmente negativa; dunque si ha ‘

<
A i 0 quando D), Dyp—Dj

NIV

Poiche il fascio sizigetico possiede due elementi base o uno
~
solo o nessuno secondo che & A)\% 0 (art. 45), cosi abbiamo:

“ Le due antinvoluzioni f',=0 f,==0 posseggono due 0 uno o
“ nessun elemento unito comune, ossia le due catene semplici
¢ (quando esistono) fi=0 f;==0, o i due cerchi rappresentativi
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“ sul piano di Gauss, si segano o si toccano o non si incontrano

“ affatto, secondo che si ha:

“Af4f2=D11D22'—D1§> 0% ,.

=

L’invariante Ay, 7, si dird risultante delle due forme f fs.

55. Per il sistema di due forme iperalgebriche (1,1) reali si
ha I’invariante assoluto

2
12

D, Dy, °’

vediamo quale & il suo significato geometrico, supponendo che
ambedue le forme rappresentino effettivamente una catena sem-
plice, ossia due cerchi sul piano di Gauss, e che di pit essi si
seghino; cioé che si abbia:

Dll<0 L] D22<0 k) ])II‘DQZ_D1§>O'

Siano C, C, 1 due cerchi, ed UV i loro due punti di interse-
zione; le equazioni cartesiane dei due cerchi sono le /=0, f;=0,
se si suppongono ridotte a forma non omogenea e si pone

% =z + iy, e la equazione del loro fascio, del quale vogliamo
2

ora considerare tutti i cerchi reali e immaginari, &

=nli+kfe=0.

Nel fascio si hanno tre cerchi degeneri: uno costituito della
retta UV o della retta all’infinito, e gli altri due costituiti di
due coppie di rette immaginarie che dai punti UV vanno ai due
punti ciclici del piano. La forma fi corrispondente al primo &
reale e non degenere; quindi alle due forme fn degeneri, che

1) Ad un resultato analogo perviene anche il Secre, nella nota al §. 18
del Saggio citato, mediante la considerazione del fascio di antiproiettivita,
ma non naturalmente riportandosi ai resultati da noi ottenuti per il fascio
sizigetico.
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effettivamente si spezzano in due fattori lineari, corrispondono
gli altri due cerchi degeneri. Dunque i valori del parametro 2;: 2,
corrispondenti a questi cerchi sono dati dall’ equazione:

(r i= TN (fifdni + Mk (flfz)l,i + XM (fof)ui 4+ 2 (fofdni=
"—"Du)\?’{“ 2D12>\1)\2+D22)\g=0 .

Allora per una nota formola di Caviey, se indichiamo con ¢
I'angolo dei due cerchi C, C,, si ha

_ D,
s = ————— |
\/ Dll D22
e quindi
cos® ¢ = D
D11D22

Questo & il significato semplicissimo dell’invariante assoluto.

Al medesimo resultato si pud del resto giungere anche con
procedimento pin diretto, considerando il triangolo O, O, T,
se 0, 0; sono 1 centri dei due cerchi, e ricordando le espressioni
dei raggi dei due cerchi e dei valori della variabile complessa
corrispondenti ai punti O, O,.

XII.

Sistema simultaneo di una forma iper. (1,1), reale,

e di una forma algebrica gquadratica.
56. Consideriamo il sistema di una forma algebrica quadratica
e di una forma iperalgebrica (1, 1) reale:
p=ol=f=..., f:a,&;:b,%:... .

Occupiamoci anzitutto della determinazione del relativo sistema
completo; in esso vogliamo intanto che siano contenute, oltre le ¢
e f, le forme

D= (3=}, D = (ff)i=(ab) (@),
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e le coniugate di quelle fra queste forme che non sono reali,
ossia le forme

§;=a52 ’ ]—)‘_—@)2

Ogni prodotto simbolico conterra, oltre fattori lineari, deter-
minanti simbolici dei soli tipi (abd), (¢a), (28) e coniugati; ma se
nel prodotto sono contenuti fattori del 1.° o dell’ultimo tipo,
manifestamente, come abbiamo visto pid volte, il prodotto & ridu-
cibile. Ora suppouiamo dunque che nel prodotto sia contenuto

un fattore del tipo (¢2), o (as) che & lo stesso.

Nel prodotto simbolico devono comparire di nuovo i simboli
a e o, che non possono esser riuniti in un medesimo determi-
nante; avremo dunque

(ao) a; oty

con xy variabili o simboli. Qui possono distinguersi tre casi:
1.0 2z e y ambedue variabili; 2.° x e ¥ una variabile e una sim-
bolo; 3.0 # e y ambedue simboli. Nel 1.° caso non pud essere

altro che =y, e il prodotto & ridotto quando si introduca nel
sistema completo la forma

0 = (xa) o a; .

Nel 2.° caso, se « & simbolo latino o y & simbolo greco il
prodotto & certo riducibile; supponiamo dunque p. es. che y sia
simbolo latino, e allora z variabile. Avremo !’espressione

(a0) @, (2b) b: .

Se anche z & variabile, & =2, e allora & sufficiente aggiun-
gere pel sistema completo la forma

D = (aa) (bo) az b; ;

se 2 & simbolo latino il prodotto & riducibile; se 2z & simbolo
greco, si ha 1 espressione:

(aa) (2b) (b9) a; B -
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Se anche v & variabile & xz=v, basta aggiungere pel sistema
completo la forma
U = (a0) (b2) (af) bs Bs;

se v & simbolo greco il prodotto & riducibile; se & simbolo latino,
notiamo che si ha:

(a2) (28) (bB) 8z B = (aox) (2d) (OF) a5 Bz + () (20) (BB) (aB) (x¥) .

Nel 2.° membro il 1.° termine & riducibile, e il 2.° & ridotto
quando si convenga di introdurre nel sistema completo la forma:

R = (a9) (bo) (ap) (0F).

Cosi ¢ esaurito il caso in cui nella espressione (aa) a; 0y la @
& variabile e la y & simbolo; ora supponiamo x simbolo e y va-
riabile, e basterd x simbolo greco. Avremo 1'espressione

(a0) (“—B) Oy EZ .

Se anche z & variabile basta introdurre pel sistema completo
la forma

F=(a0) (af) o B ;

se 2 & simbolo greco il prodotto & riducibile; se 2 & simbolo
latino si ha

(a2) (aB) 2 (BD) b

N

Se v & variabile il prodotto & gia ridotto, staccandosi la co-
niugata della forma U gia introdotta, ossia la U; se v & simbolo
latino il prodotto & riducibile; se v & simbolo greco si ha

(aa) (af) (Bb) oy by = (aa) (af) (86) o b, + (aa) (aB) BB) (ab) (yV).

la quale mostra che il prodotto & riducibile, giacché nel 2.° membro
il 1.° termine & riducibile e il 2.° & ridotto essendo stata gia in-
trodotta nel sistema completo la forma R.
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Cosi il 2.° caso & finalmente esaurito. Nel 3.° caso, in cui nella
espressione (ax) a; o, tanto x che y sono simboli, il prodotto &
certamente riducibile se non & x simbolo greco e contemporanea-
mente y simbolo latino. In questo caso poi si ha I'espressione:

(aa) (af) (20) Bz b; -

Se z e v sono variabili, si stacca la forma U gia introdotta;
se 2 e v sono simboli uguali non possono essere che greci e il

N

prodotto & riducibile; in ogni altro caso si ha:

(a0) (af) (xb) B: by = (a2) (@) (28) B; b: + (a2) (aB) (20) (D) @),

nella quale I'ultimo termine & gia ridotto staccandosene la forma
R, e la quale quindi mostra che, siano 2 e v variabili o simboli
dell’una o dell’altra specie, il prodotto & sempre riducibile.

Dimostrato cosi che tutti i determinanti simbolici dei varii
tipi sono riducenti, ne segue immediatamente che le forme via
via introdotte sono sufficienti per il sistema completo di 1.2 ed
anche di 2. specie per le forme f e ¢; ossia le forme:

¢ = ol f =00
D = (aB)* D' = (ab) (ab)
0 = (aa) ox a3
& = (aa) (ba) ay by F = (a0) (af) o B:
U= (aa) (ba) (@) b:fx R = (ac) () (aP) (BP).

A queste vanno aggiunte le coniugate di quelle che non sono
reali; reali sono le

f.D,F,R.
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57. Poniamo:

' 1
(‘D=azy_y 3 f:axa!;’

Q' = (aa) 0o)ac by , F = (aa)(ap)o.B; ;

le equazioni ¢'=0 ®' =0 f'=0 F' =0 rappresentano due involu-
zioni e due antinvoluzioni rispettivamente, e quindi sul piano di
Gauss due affinith circolari dirette involutorie e due inversioni
quadriche. Indicheremo con A e B idue elementi dati dall’equa-
zione ¢ =0, uniti nell’involuzione ¢ =0, e con C la catena f=0,
fondamentale per l'antinvoluzione f =0, quando esiste.

Se z 2, yw sono due coppie di elementi corrispondenti nella
antinvoluzione f'=0 si ha:

B X=Gpazt —aaz , YiYp=0 by — b by ;

sostituendo nell’ equazione ¢ =0 si ha 1'equazione
(e.a)) (ab) @z D=0, o anche (aa) (ba) a.b,=0.

Questa non & altro che 1'equazione &' =0; dunque: ¢ L’in-
voluzione ®'=0 & la trasformata dell’involuzione ¢'=0 nella
“ antinvoluzione ' =0 ,.

Analogamente si ottiene che: “ La antinvoluzione F'=0 & la
“ trasformata della f'=0 nell’involuzione ¢' =0 ,. Ne segue che
le antinvoluzioni /' =0 F' =0 posseggono o non posseggono con-
temporaneamente catena fondamentale.

&

58. Affinché le due corrispondenze ¢'=0 f =0 si trasformino
in se stesse 1'una nell’altra, & necessario e sufficiente che coin-
cidano p. es. le due corrispondenze f'=0 F' =0, ossia le due
forme f ed F. Il Jacobiano di queste due forme &:

(f B)i = [b: bz, (a0) (aB) 22 B: ]i = (a2) (aB) BB) brow=T,

e quindi le forme f ed F coincidono quando & identicamente U =0.
Dunque: “ Essere U=0 identicamente esprime che la coppia di
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“ elementi A B si trasforma in se stessa nell’antinvoluzione " =0,
“ e quindi quegli elementi o costituiscono una coppia dell’ antin-
“ voluzione o appartengono alla catena C ,

Sul piano di Gauss, se il cerchio C esiste, quando & U=0
identicamente i punti A B o stanno ambedue sul cerchio C o
sono inversi rispetto ad esso. Impareremo in seguito a distinguere

1 due casi.

59. La antiproiettivitd prodotto delle due corrispondenze f'=0
¢'=0 si trova subito essere rappresentata dall’equazione

(2a) op a; = 0;
i suoi elementi uniti, che quando esistono sono dati dall'equazione
8= (0a) oy ;=0

sono tutti e soli quegli elementi che o sono uniti per ambedue
le corrispondenze o fanno parte di coppie di elementi corrispon-
denti in ambedue. La forma 9 non pud essere identicamente nulla,
perché coinciderebbero le due corrispondenze ['=0 ¢'=0, e questo
non potrebbe essere altro che essendo ambedue degeneri e col
medesimo elemento singolare.

La equazione 6=0 non apparisce che sia reale o riducibile
tale; per assicurarcene calcoliamo la sua realizzante, che é&:

(08); = [ (2a) 0z a3, (B0) B beli = (a ) (BP) (@) oe br = U.

Dunque la 0 & reale o riducibile tale solo quando la U sia
identicamente nulla, ossia quando sul piano di Gauss i punti AB
appartengano al cerchio C o siano inversi rispetto ad esso.

Escludiamo per ora che sia U= 0 identicamente, e calcoliamo

allora il A relativo alla forma iperalgebrica (1, 1) non reale .
Si ha:

8 = (00).,1=[ (2@) o @z , (B)) B b3 ],.1 = (act) (bB) (ab) (2)
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e con opportuna semplice trasformazione si ottiene subito:
23y = (of)* (ad) (ab) =DD'.

Si ha poi:

B = (00),,1 = [(20) 0 az, () Bz bul,1 = (2a1) (BD) (20) (aB) =R.

Quindi :
M=y —d=, DD DR
Consideriamo 1 vari casi:

Ay > 0. La equazione 6 =0 non possiede radici, e quindi la
involuzione ¢'=10 e I’antinvoluzione f'=0 non hanno né& elementi
uniti né coppie di punti corrispondenti a comune.

Ay < 0. La equazione =0 possiede due radici distinte; ad
esse corrispondono due elementi che o sono uniti in ambedue le
corrispondenze e costituiscono una coppia comune ad ambedue.
Ma il 1.° caso va escluso perché i due elementi A e B starebbero
sulla catena C, ossia sarebbe U==0 identicamente, contro 1’ ipotesi.

Ag =0. La equazione 6 =0 possiede un’unica radice; ad essa
corrisponde un elemento necessariamente unito per ambedue le
corrispondenze, ossia uno degli elementi A B deve trovarsi sulla
catena C effettivamente esistente.

60. Sul piano di Gauss i vari resultati sono suscettivi di una
interpetrazione notevole quando si supponga che esista il cerchio C.
Ricordiamo che in queste considerazioni si intende sempre che
si abbia D+0, D'40. )

Nell’ultimo caso (Aj==0) uno dei punti AB si trova sul
cerchio C, e non c’é niente da aggiungere; nel 2.° caso (Aj < 0)
esiste una coppia di punti M N inversi rispetto al cerchio C, e
che stanno in un cerchio C' coi punti A B separandoli su questo
armonicamente. Il cerchio C' passando pei punti M N inverso ri-
spetto a C & ortogonale a C, e lo sega in due punti HK; os-
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N

serviamo che come & noto i punti H K sul cerchio C' separano
armonicamente i punti M N; dunque alla involuzione su C' che
ha per elementi doppi M N appartengono lo coppie HK, A B.
Cid mostra che la coppia H K non pud separare la coppia A B,
ossia i punti A B sono ambedue nell’ uno o nell’altro dei due
archi HK, e cioé e ambedue interni al cerchio C o ambedue
esterni.

Inversamente se 1 due punti A B sono ambedue interni o
ambedue esterni al cerchio C, esiste una coppia comune alle due
corrispondenze f'==0 ¢' =0, ossia & Ay <C 0. Infatti consideriamo
il cerchio C' passante per A e B e ortogonale a C, che seghi C
nei punti H e K; sul cerchio C' la involuzione alla quale appar-
tengono le coppie A B, HK, che non si separano, ammette due
punti doppi M N; essi godono della proprietd di essere armonici
tanto rispetto alla coppia A B che H K, e quindi rappresentano
una coppia comune alle due corrispondenze f'=0, ¢'=0.

Dunque concludendo abbiamo: * I due punti A B si trovano

“ o in una medesima regione del cerchio C o in ragioni diverse

“ 0 uno di essi & sul cerchio secondo che si ha:

“A9=%D]3D'2——R2§O,,.

Questo resultato & giusto quando non sia U==0 identicamente,
il che pud avvenire soltanto nel caso Ay = 0.

61. Se & U=0 identicamente la forma 0 & riducibile reale.
Gli elementi che hanno un medesimo corrispondente nelle due
corrispondenze f'= 0, ¢'=0 o costituiscono un’intera catena
semplice o non esistono affatto. Per poter distinguere i due casi
consideriamo 1l discriminante della forma reale

0 — (0) 0

a cui la 0 pud ridursi (art. 38); si ha come vedemmo:

Dg = (0)° 5 — % ®DD, (arh 59)
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e quindi 1'equazione 8=0 rappresenta o non rappresenta effetti-

vamente una catena semplice secondo che si ha (8)*D D' = 0.
Non pud darsi che la catena si riduca a un punto, essendo
D40, D'F0. ‘
Abbiamo gia osservato che quando ¢ U=0 identicamente i
due punti AB o stanno sul cerchio C o costituiscono una coppia
dell’ inversione quadrica f'=0. Se i punti A B stanno sul cerchio C,
considerando il cerchio C' ortogonale a C e passante per A e B
esso & evidentemente luogo di coppie comuni alle due corrispon-
denze f'=10 ¢'=0, e quindi siamo nel caso (8)* D D'<C 0; o anche
se vogliamo, essendo D' <0, nel caso (6)2 D> 0. Se pur esistendo
sempre il cerchio C i punti AB sono inversi rispetto ad esso,
non puo esistere un cerchio luogo di coppie comuni alle due cor-
rispondenze; infatti esso dovendosi trasformare in se stesso nel-
I'inversione f'==0, sarebbe ortogonale al cerchio C, onde lo
segherebbe in due punti che dovrebbero essere uniti anche nella
corrispondenza ¢'=0, la qual cosa invece non & Dunque siamo

nel caso (8))DD' >0, e quindi (6)*D<C0. Se infine i punti AB
costituiscono una coppia dell’inversione /=0 e non esiste il
cerchio O, sulla retta AB abbiamo due involuzioni di punti, su-
bordinate rispettivamente alle due involuzioni f'=10 ¢'=0; una
di esse non possiede elementi doppi, e quindi esiste una coppia
comune ad ambedue. Questo basta per dire che siamo nel caso
0D D' <0, ossia, poiche & D' >0, nel caso (8) D <C0.
Otteniamo dunque: “ Nel caso in cui sia U==0 identicamente, i
“ due elementi A B stanno sulla catena semplice C o si corrispon-

“ dono nell’antinvoluzione f' =0 secondo che si ha (0)°)D =0 ,1).

1) Si noti che effettivamente ()2 D & un invariante, e anche per il segno;
infatti per una trasformazione lineare di modulo », p. es. di 1.2 specie, D si
riproduce a meno di un #2, 6 a meno di un » ¢ quindi (6)2 a meno di un +2,

e per cid tutto il prodotto a meno di unm (r.#)?, che & quantita essenzial-
mente positiva.

R. Se. Norm.
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X1II.

Sistema simultaneo di due forme iper. (1, 1),
non reali.

62. Prima di passare alla determinazione del sistema completo

nel caso di due forme iperalgebriche (1, 1) non reali, facciamo
una osservazione generale di cui ci varremo anche in seguito.

Sia f una forma iperalgebrica (p, p) non reale, e indichiamo con a
1 suoi coefficienti; possiamo scrivere:

2f = (D) + (F=D = (F+D —i.i (F=7).
Le forme iperalgebriche (p, DE
Fef+f . F=il(f-P),

sono reali, e indicheremo i loro coefficienti rispettivamente con
A e A'. Dalla relazione

f=2F 4 pnF

con )\=l

o =75, discendono fra i coefficienti le relazioni

a=>)A+pA , a=NAA+pA.

Ora sia Il (o, o) una funzione invariantiva (invariante o co-
variante) della forma f; ponendo in essa per le o, e non per

le o, le loro espressioni per le A e A/, avremo svolgendo con la
formola di Tayror, se II & di grado % nelle a:

(o, o) = T (At Ay o) = M IT(A, o)+ 5, TT (A, o) +. +k’ SII(A, )

dove o} & il simbolo dell'operazione di AronmoLp eseguita 7 volte

sulla funzione Il (A, ) riguardata nei coefficienti A e rispetto
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agli A'. La funzione II (A, ) & invariantiva del sistema delle due
forme f ed F, perché si ottiene dalla funzione primitiva Il ese-
guendo su essa k volte I'operazione di AronmoLp riguardo ai coef-
ficienti = e rispetto agli A (art. 16); e quindi nel 2.° membro della
precedente uguaglianza si ha una somma di funzioni invariantive
delle tre forme f, F, F'.

Una di esse sia II, (A, A, ), e operiamo su questa riguardo

ai coefficienti o come abbiamo operato dianzi sulla TI (e @) ri-
guardo ai coefficienti o; otterremo II, espressa per una somma
di funzioni M, (A, A, A, A") invariantive del sistema delle due
forme reali ¥, F'. Tl, & esprimibile in funzione razionale intera
delle forme del sistema completo (supposto che si conosca) rela-
tivo alle forme F ed F', e quindi nel medesimo modo anche IT,
e anche II stessa. Ne segue che se riusciamo a determinare un
sistema di funzioni invariantive della forma f per le quali le forme
del sistema completo delle forme reali F ed F' siano esprimibili
in modo razionale intero, certamente le funzioni di questo sistema
sono sufficienti per il sistema completo della forma f.

Allora, sia J (A, A, A/, A') una forma del sistema completo
delle forme reali F ed F'; per le relazioni che si hanno fra icoef-
cienti di una forma reale, la forma precedente pud sempre con-
siderarsi ridotta al tipo J (A, A).

Avendo posto F=f+f,F =i (f=f), si hanno le relazioni:

A=ata, AN=id —idy;

dove con un indice (0) si distinguono i coefficienti della forma f£,
e dove nella seconda abbiamo posto degli apici alle lettere o non-
per dire che esse indichino coefficienti diversi dagli ¢, ma per
ricordare sempre che esse sono scaturite dalla considerazione det
coefficienti A", Svolgendo al solito con la formola di Tavror avremo:

JAA) =T (at+oy, i0 —idy) = 2 M,.. 8, ¢;J(2,0),

dove M, , sono certi coefficienti numerici, e dove le operazioni
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di AronmoLp si devono eseguire riguardo ai coefficienti o e o' e
rispetto ai coefficienti o, e o’y rispettivamente. Le funzioni

(I) 8; 6;/.’ J (d’ a,)

sono invariantive per la forma f, e per esse si esprime linear-
mente la forma J; considerando tutte le forme J del sistema
completo delle due forme reali F ed F', tutte le funzioni (I) che
da esse si ottengono sono certamente sufficienti pel sistema com-
pleto della forma f.

Osserviamo come possono ottenersi tutte le funzioni (I). Po-
niamo simbolicamente :

f= akab; F= AZ Apé * F= A-’); A_'p; 3

per ottenere la J(a, o) bisogna nella J (A, A') porre in luogo
delle A le o, e quindi, se la J (A, A) & scritta simbolicamente,
porre in luogo dei simboli A, A, A, A’ i simboli a, a,, @', dy; ot-
tenuta cosi simbolicamente la J (2, o) bisogna su essa eseguire
le operazioni di Arontorp riguardo ai coefficienti o ed o' e rispetto

agli o, ed oy, ossia riguardo ai coefficienti @, @s.... a; ag: dom.... don
e ayouu. diope... oy € Tispetto ai dor.... Aot Wk nov dy © op.... Aot
@'k....dy. Simbolicamente noi sappiamo eseguire queste opera-
zioni: si ottiene una somma di termini che si ricavano da quello
su cui si opera ponendo al posto di alcuni nei simboli riguardo
al quali si eseguisce la operazione quelli rispetto a cul si ese-
guisce, ossia nel nostro caso attribuendo 1’indice (0) ad alcuni
simboli che non lo possedevano e togliendolo ad altrettanti che
la possedevano; per es. ponendo in luogo dei simboli «, l:, ¢,d....,
ovunque si trovano, i simboli a,, by, ¢oy Co...., € viceversa.
Cosl otteniamo simbolicamente tutte le forme (I); e poiche
esse sono sufficienti per il sistema completo della forma f, sa-
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ranno anche sufficienti pel sistema medesimo anche tutte le forme
ottenute dalle varie forme J («, ') con lo scambio degli indici (0)
eseguito come abbiamo detto. Siamo giunti cioé al resultato:

¢ Per il sistema completo della forma f=a? a}; sono suffi-
¢ cienti le forme ottenute nel modo seguente: Si considerano le

¢ due forme reali A? A”- e A" A"; , e tutte le forme del loro si-

¢ stema completo; in esse si pongono in luogo dei simboli A A/,

¢« A A' i simboli ad, g, o, intendendo che due simboli distinti

“ goltanto per 1'apice siano equivalenti; e oltre alle forme che
in questo modo si ottengono si considerano tutte quelle che si

ricavano da esse effetbuando tutti i possibili scambi degli in-

&

¢ dici (0), ossia ponendo in luogo delle lettere a, ay, b, by, .... le
¢ lettere ay, @, by, b, .... in tutti i modi possibili ,.
Il nostro ragionamento sta evidentemente anche per un sistema

qualunque di forme, purche di uguali ordini rispetto alle z e z.

63. Consideriamo il sistema di due forme iperalgebriche bi-

narie (1, 1) non reali:
fi =ax?lo;=i);—bog=.... , fz——:aan;:ﬁrBo;:.... .

Per la determinazione del sistema completo ad esse relativo
ci varremo del resultato ottenuto nell’articolo precedente; consi-
dereremo cioé le quattro forme reali

Aﬁ‘l'l . A,w-AIE ) A, ZZ [} A’x Z,; ’

e nelle forme del relativo sistema completo determinato all’art. 52
porremo in luogo dei simboli A A' A A', A A" 4 A4 i simboli
ad oo, aydymay; ricordando che due simboli distinti solo per
I'apice sono equivalenti, otterremo solo le 16 forme distinte:
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Iy (ab) (aobo) AL)  (aghy) @z by (IIT)  (aobo) (@) by o
() (agt) (o) tz oty (o) (af) o Bz
(@B) (2f0) (20B0) 0 Be (20Bo) () Be o

(ad) ag: b (20to) (@2B) az by;
(a “)710;30;
(o B) o Boz
(V) (aobo) (@) (o) b B
(obo) (@ o) (BB) (o0fo)

(0 B) (dm) (2B) bz Fos-

Le ultime tre forme del gruppo (II) e 1'ultima del gruppo (IV)
provengono dalla considerazione delle coniugate delle forme 6;;
ed Fls4, appartenenti anch’esse, come dicemmo, al sistema com-
pleto delle quattro forme reali. Sulle forme ottenute dobbiamo
effettuare tutti i possibili scambi degli indici (0); le forme del
gruppo (I) danno cosi:

1) (ab) (acho) 1) (@) (arm) 1) (2B) (o)

2) (a0 0) (a by) 2) () (o) 2') (2 B) (2 Bo)

3) (aby) (a0 d) 8) (a 2) (%) 8") (o Bo) (2 B)

1) (aobr) (@ b) 4) (a) (@) &) (aafu) (2 B) -

Le forme (2) e (3) e le (2") e (3") sono identiche. Dunque dal
gruppo (I) si ottengono pel sistema completo le forme:

(ab) (agby) , (agb) (aby) , (a%) (a9%) s (a0%) (a%), (2B) (%) s (2B) (2R,

e le coniugate di quelle fra queste che non sono reali. Dopo
la introduzione di queste forme nel sistema completo, & chiaro
che i fattori simbolici dei tipi (ab), (@oby), (B), 23,), e coniugati,
sono riducenti.
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64. Le tre prime forme del gruppo (II) con un solo scambio
degli indici (0) danno le

1) (agbo) @ b 1) (ag%) e % 1) (oofo) 0t Be

2) (o b) t oy 2) (a0 ) Gz Ogg 2" (0t B) 0t Bor
3) (@ o) o % -

Procedendo negli scambi degli indici (0) si ottengono altre
forme che evidentemente si ricavano da quelle scritte con lo spo-
stamento totale degli indici; questa & una osservazione generale
di cui ci varremo sempre in seguito: se una forma contiene »
sorta di simboli basta su essa effettuare % 0 % scambi degli
indici (0) e considerare poi anche tutte le forme che si ottengono
da quelle cosi ottenute con lo scambio totale degli indici (0).

Le ultime tre forme del gruppo (II) danno luogo ad altret-
tante forme che non sono perd evidentemente altro che le co-
niugate di quelle ottenute dalle prime tre.

Ora si noti che le (1) e (1"), e quindi anche quelle che se ne
ottengono con lo scambio totale degli indici, sono identicamente
nulle 1); le altre con lo scambio totale degli indici non danno di
nuovo altro che la forma (a2) tr 03 quindi si ottengono per il
sistema completo le forme

(370}—)) azbog (9;;) Aor Olor 4 (aﬂo) Ay Ol (3@) Ay Oy o (;&0) o Oz o (@) Oy pox

e le loro coniugate.

1) Quando si ha una identith scritta simbolicamente, con lo scambio totale
degli indici (0) si ha una nuova identitd, che non & altro che la prima scritta
per la forma o il sistema di forme coniugate. In particolare se una forma &

identicamente nulla lo ¢ anche quella ottenuta con lo scambio totale degli
indici (0).
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65. I1 gruppo (III) da le forme

) (abo) (@0) b 0z 1) (aon)) (@P) o Bz 1") (oB0) (20 @) Be ac:
2) (aby) (@) br 0 2) (@) (@) oz Boi 2 (2 Fo) (o0t) Br to:
) (@08) (@0) bur o;  3) (a0 ) (@P) 0orfoi ) (300 (% 1) Boe oz

)
4) (ah) (@90) br 0z 4) (agn) (aBo) 2= B 4") (%aBo) (00) Be

1) (aa0) (28) @r bz
2" (o a) (%od) e by;
3") (s @) (@ b) dtoz bo;
4") (o) (b)) ax b

ottenute con un solo scambio degli indici (0), e quelle che si
ottengono da queste con lo spostamento totale degli indici. Le
forme (1) (4) (1") (4") sono riducibili e quindi inutili per il si-
stema completo, perché quando se ne sono staccate alcune delle
forme gia introdotte rimangono delle forme di grado inferiore, e
quindi esprimibili anch’esse certamente per le forme gia introdotte
e non gia per quelle che si introdurranno, che saranno di grado
pitt elevato. Sono anche riducibili le (1) e (2'), giacché per es.
per la (1) si ha

(a—o;o) (aB) Oy Eo; = [(070;(0) (3'“)] Bx_poi + (d;ao) (d ﬁ) RI—BOE

e analogamente per la (2'). Scambiando fra loro i simboli greci
e latini si vede che sono riducibili anche le (1") e (2").

Osserviamo poi che le forme (2) e (4"), (8) e (83"), (8) e (8"),
(2" e (4), possono esprimersi 1'una per 'altra a meno di forme
gia introdotte nel sistema completo; infatti si ha

(@bo) (@0%) be o0z = (a.0t0) (@9) be boz + (0bo) (a”) be a;
ossia, indicando in generale con R una forma riducibile o ridotta:

@) = R — (4").
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Scambiando i simboli greci coi latini si ha:
(2") J— RI —_— (4’);

e analogamente per le altre due coppie di forme. Potremo con-
siderare dunque soltanto le forme (2) (3') (2") (3") e quelle che
se ne ottengono con lo scambio totale degli indici (0). Ma si ha:

(550) (202) by —U—oi = [(&ZO) (aob) ] o ao?v + (;50) (bor) ag, &o; )

ossia

@ =R—(3);
scambiando i simboli greci e latini si ottiene
(2") — RI . (8”) .

Queste mostrano come le forme (2) e (2") si esprimano per
le (3) e (38"), e quindi per le (3") e (3'); dunque & sufficiente la
considerazione delle forme (3") (3") e delle due che se ne otten-
gono con lo scambio totale degli indici (0), ossia le:

(a_%) (@ofto) 0 E& 3 (Oa—o) (ct0by) @tz 5; .

Con qualche scambio di simboli equivalenti si vede che queste
sono le coniugate delle (4) e (4"), e per cid esprimibili per le
coniugate delle (3) e (3"), che possono quindi essere ad esse
sostituite. In conclusione basta considerare per il sistema com-
pleto le forme:

(BI;‘) (aB) aox_ﬁoi ) (@) (2b) ag, Eo; 3

e le loro coniugate.

66. Consideriamo infine le due prime forme del gruppo (IV);
esse sono del 4.° grado nei coefficienti e quindi & sufficiente ef-
fettuare su esse uno e due scambi degli indici (0). Quando effet-
tuiamo il 2.° scambio, sapendo di non doverne effettuare altri,
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tralasceremo
Avremo le

Con 1 scambio:

Con 2 scambi:

P. Benedetir

di scrivere le forme manifestamente

1) (aebo) (@ &) (o) br Be
2) (aby) (%) (%) be B
3) (a5 0) (@ o) (o) bue B
4) (aobo) (@ ) (@ Bo) br B
5) (aoho) (@ o) (o B) bx Boa
6) (@ bo) (ayro) (2 Bo) be Be
) (aby) (a5 0) (2 B) b fue
8) (a0 b) (@ o) (2 Bo) bue Be
9) (a06) (@) (2 B) bor Bos

riducibili.

1) (acby) (@ a) (b B) (o)
2) (a by) (a %) (b B) (o)
3) (a(;?’o) (@) (BB) (’«'Z)Eo)

.

4) (“_50) (@0) (b B) (@0)
5) (zn’o) (a0 ) (BB0) (5‘:{3)
6) (a0 b) (@ 0) (o) (o o)

e quelle che si ottengono da esse con lo scambio totale degli
indici (0). La 3.* forma del gruppo (IV) manifestamente darebbe
le coniugate di quelle ottenute dalla 1.* forma. Sono riducibili le
forme (1) (2) (8) (4) (5), (1) (2) (3); le rimanenti si cambiano
soltanto 1'una nell’altra con lo scambio totale degli indici. Le
identita:

(abi) (30%0) (9B0) baBe = (abo) () (230) b toz +- (i) [(Bt0) (o) b 20
(@bo) (80%0) (#o) b == (abi) (b210) (oB) 80z B - [(abo) (85b)] (oBo) dtoe B

mostrano le relazioni:
6) =

e con lo scambio totale degli indici (0) abbiamo:

9=-@+R",

- (7)+R , (6)=- (8)+R, ’

9) = —(7)+R" .

Dunque tutte le forme (6) (7) (8) (9) sono esprimibili per
una qualunque di esse, la cui considerazione quindi & sufficiente.
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Possiamo scegliere pes es. la (9), o una qualunque per cui essa
sia esprimibile; poiché si ha:

(aqb) (@21) (248) box Bor == [(ag2t) (a2)] (08) Box Pox 1 () (a2) (26b) Box Box
potremo scegliere la
(aof) (a2 (agb) i Box »

di cui dovremo considerare anche la coniugata, che avremmo
ottenuto dalla 3.2 forma del gruppo (IV).
Occupiamoci finalmente delle forme (4') (5') (6'); la identita:

(abo) (aqto) (bB) (o) == [(abo) (agh)] [ (:3) (2Be)] + (abo) (aB) (bt (93,)

mostra la relazione:
(4) =R —(5)

e con lo scambio totale degli indici (0) si ha:
(6) =R —(5).

Bastera dunque considerare p. es. la (5), ossia la forma

(bo) (a0B) (aob) (@) -

67. In conclusione, il sistema completo di 1. e anche di 2.*
specie per due forme iperalgebriche (1, 1) non reali, pud ritenersi
costituito delle forme:

fi=tea; , [o=0x0
(ab) (aohs) , (@bo) (aod) » () (@) 5 (ao) (@) , (o) (3f) , (2B) (o)
(00D @ boe 5 (00) i Oty (0%0) Oy {A%) ey (@00 oz, () O Boe
(a2) (@) %or fo: 5 (2a) (0td) tge by
(@a) (@f) (tb) bor Bor
(abo) (oB) (1ab) (o) -
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Fra esse sono reali solo la 2.* e 5.* della 2. riga; di tutte le
altre, eccetto che dell’ultima, vanno considerate anche le forme
coniugate !). Se vogliamo il sistema completo nel caso di una
forma reale e di una non reale, basta porre le identita simboliche
a;==dy:; si vede allora che alcune delle precedenti forme divengono
identiche, e altre si manifestano inutili, e precisamente 1’ultima e
I’ antipenultima.

XIV.

Forme ternarie.

68. Anche nello studio delle forme ternarie iperalgebriche,
come in quello delle algebriche, oltre la considerazione delle va-
riabili @, 2, x5 e coniugate & opportuna quella di altre variabili
W) Uy U3 e coniugate, che si trasformino come i coefficienti delle
forme lineari wu, e wu; rispettivamente. Una forma iperalgebrica
nelle variabili # si scriverd simbolicamente:

»o—y
Ua Uy

i suoi coefficienti o, ... o doh Aok .. Ggm SONO cogredienti ai pro-
dotti =, zs... ¢ th :;C—oe...}om, essendo &) X, X3, Lo XTpe Xp3 due serie
di variabili cogredienti. Considerando un sistema di forme iperal-
gebriche alcune nelle variabili « ed altre nelle variabili «, una
funzione invariantiva del sistema non si presenta del tipo sotto
cui fino ad ora I'abbiamo considerata, ma si pud subito ad esso
ricondurre considerando le variabili # come coefficienti di forme

1) Tralasciamo a dirittura la interpetrazione delle forme del sistema, es-
gendosi in essa presentati, oltre i resultati ovvii, solo dei resultati, se pur
interessanti, troppo isolati. Si capisce che in seguito potra essere opportuno
cambiare qualche forma del sistema; quelle che abbiamo scelto sono tali che
il sistema gode di una perfetta simmetria rispetto ai simboli greci e latini,
e si presentano subito ai primi passi nell’ interpetrazione.



Sulla Teoria delle forme iperalgebriche 93

lineari u, aggiunte al sistema, e ai coefficienti delle forme nelle
variabili « sostituendo dei prodotti di variabili cogredienti alle .
Valgono dunque ancora tutti i resultati ottenuti, e in particolare
quelli per la invariantivita di 2.* specie.

Col medesimo procedimento che abbiamo seguito nel caso delle
forme binarie (art. 17), riconducendoci cioé ai resultati noti della
Teoria delle forme algebriche, noi vedremo subito che per un
sistema di forme lineari

Qo bryovvey Gy iy ooy May UBy o vey U, U, ...

ogni funzione invariantiva pud scriversi come un aggregato di
prodotti di fattori dei tipi:

Uy y Qg 5 Uo , Qo ,

wu'n'), (aw'nd'), (abu), (abo), (@a'2"), (ax'a"), (aB), (aB7),

e dei coniugati #;,....c., W td),y.0u...

E sempre come per le forme binarie, ossia mediante successiva
applicazione del processo di Aroxmorp, si dimostrerda che “ Ogni
¢ funzione invariantiva di un sistema qualunque di forme iperal-
¢ gebriche ternarie

N u”a—z—ﬂ&o,
.
si pud scrivere simbolicamente come un aggregato di prodotti
di fattori dei tipi precedenti, costruiti coi simboli delle forme
del sistema medesimo ,.

I vari tipi si possono ridurre ai due unici u, e ﬁ;, conve-
nendo di potere porre per la u i simboli @, @, e 1 binomi («'z");
(2B)i (280): (2ePo); ad essa cogredienti, e per la x i simboli o, 0, e
i binomi (w0 u"); (ab); (aby); (teds); ad essa cogredienti. Si noti che
la segnatura insiste sempre o su tutti gli elementi di un fattore
simbolico, 0 su nessuno.
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69. Cosi abbiamo determinato la forma necessaria di ogni
funzione invariantiva. Inversamente un aggregato di prodotti
simbolici costituiti come abbiamo detto rappresenta sempre una
forma invariantiva di 1.* specie, quando naturalmente sia rispet-
tata 1'omogeneitd nei coefficienti e nelle variabili; e infatti i vari
fatbori simbolici si riproducono a meno di una potenza del modulo
della trasformazione o del suo coniugato, onde i vari termini
dell’aggregato si riproducono a meno di una potenza del modulo
e di una del coniugato, e anzi delle medssime potenze, per la
omogeneita. Per l'invariantivita di 2.* specie bastera aggiungere
la condizione che l'aggregato si riproduca a meno di una costante
quando 1 coefficienti dei vari suoi termini si cambiano nei loro

coniugati.

XV.

Forme iperalgebriche ternarie (1, 1), reali.

70. Considereremo sempre soltanto funzioni invariantive con-
tenenti una sola serie di variabili z e una sola serie di variabili u.
La determinazione di un sistema completo di tali funzioni nel
caso di una forma (1, 1) reale, o di due forme reali, pud rag-
giungersi con un procedimento molto analogo a quello usato nella
Teoria delle forme algebriche per una e per due forme ternarie
quadratiche 1), e quindi c¢i limiteremo soltanto ad accennare ai
passi che via via converra muovere.

Ogni funzione invariantiva della forma f=a, a; potra scri-
versi come una somma di prodotti di fattori simbolici dei tipi
ey (@bu), (@bc) e coniugati; considerando per il sistema completo
le forme

f=aa: , F=(abu)(abw , A=(abo){abo)

1) CresscH-LINDEMANN, Verlesungen iiber Geometrie, Bd. I, Ab. ITI, §. VIIL
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si vede subito che esse sono sufficienti. E infatti il fattore (abc)

e (abc), & riducente, giacché se esso & contenuto in un prodotto
simbolico, svolgendo la parte residua si hanno termini contenenti

la espressione (abc) a;bncr, che & nulla se alcuno dei numeri
i b k sono uguali, e in ogni altro caso pud scriversi;
-

(abe) a; by o =

l be) {aibneitanbic rard, craibychagbye~ax, el = l (abe) (abe).

@.

Supponendo allora che in un prodotto simbolico non siano

pitt contenuti fattori dei tipi (abc) e (abc), se vi & contenuto un
fattore del tipo (¢bu) sono possibili i soli casi:

(abu) (acu) (bdu). .., (abu) (acu) . (abw) @ ., (abu) a; (bew)...

il 2.° caso coincide col 4.°, nel 3.° caso il prodotto & nullo; nel 1.°
e 4.° caso svolgendo gli ultimi due termini con le note identita
si vede che il prodotto & riducibile. Ridotto il prodotto a con-
tenere solo fattori lineari, esso non pud essere che una potenza di f.

Se introduciamo anche per la F una notazione simbolica, po-

nendo F = e vz, ossia a;= (ab), (af)i=(abe) d:, le forme del si-
stema completo di 1.2 e di 2.* specie, si scrivono:

f=aca; , F=u,u, , A=ua,a;.

Per una forma ¢=w, u; il sistema completo di 1.* e di 2.*

specie sard costituito dalle forme
e=u,u, , = (apa) (@fa) = o a; , A= (afy)(2B1) =a, a,

essendo a; = (aB);, (ab); = (afy) .

71. Sia ora il sistema di due forme reali, f=a.a;, f =a's0;;
nel relativo sistema completo introdurremo intanto le forme

F,= (abu) (ﬁu) =u, Mo , Foppo= (al 7 %) ((17_5’—?-1) =u, ;a, ,
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e potremo evidentemente proporci di determinare il sistema com-
pleto. invece che per le sole due forme f /', per le quattro forme
{1 Fu Fy. Ogni prodotto simbolico, facendo ovunque si pud le
sostituzioni (ad); = oy, (d'b); = o'y, potra ridursi a contenere
fattori dei soli tipi

M Ur Gr o Ud Qo @d Qo Ao (0 d'u) (00 z)

e loro coniugati. Non ¢’¢ dubbio che nel fare la detta sostitu-
zione qualche simbolo greco non possa acquistare significato,
giacché se in un prodotto abbiamo un fattore p. es. (abw) con u
variabile o simbolo, in esso abbiamo I’ espressione

1

(abu) a; b; — 5 (abu) fa; b; — a; b; } = % (abu) (abv)

con zy variabili o simboli, e dove abbiamo posto v; = (x »);; onde

. 1 — oo
effettuando la sostituzione otteniamo 5 U U s dove il sim-

bolo o comparisce il numero dovuto di volte.

Cominciamo a introdurre nel sistema completo le forme:
- ! ' T P - ', TN .
a,a, , d, a7, (adu)(adu), d, d,, a,a,, (2dz)(2dx);

si vede allora subito, come nell’articolo precedente, che i fattori
dei tipi a« o'« e coniugati, ossia (abc) (¢'b'c) e coniugati, sono
riducenti, provocando con la loro presenza lo staccarsi delle forme
a,a, =(abc) (abe) e dyay=(bc) (dbC).

Si ha poi un teorema analogo a quello di Gorban !) e che si
dimostra con le identiche considerazioni: “ Se in un prodotto
“ simbolico sono contenuti due fattori dei tipi (I) su uno dei
“ quali insiste la segnatura e sull’altro no e che contengono due
“ simboli uguali e due equivalenti (a meno della segnatura) il
“ prodotto & riducibile; nel senso che o se ne stacca una delle
¢ forme gia introdotte o si pud ridurre il numero dei simboli ,.

1) CreBscH-LinDEMANN, Loco cit.
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Notiamo infine che si pud sempre evitare che in un prodotto
simbolico si trovino riuniti due determinanti dei tipi (va'u) e
(eo'z) o coniugati, e cid senza aumento si simboli; infatti si ha:

!
a, a, [«5] a'l X, (473 a'a Ua
(adu) (ad'z)=| ay &y us | . | 0 0y T | = | ad ! UL
! ! !
a3 03 Ug O3 Og X3 A Gx Uy

Dopo queste considerazioni si riconoscono facilmente quei
prodotti di fatbori dei tipi (I) e coniugati che non sono riducibili,
o almeno non ci appariscono tali; essi insieme alla forme gia
introdotte sono certamente sufficienti pel sistema completo, il quale
cosi ci risulta costituito delle forme:

f=a. @ = d d;
Fu == Ua Ua F12 = (aa'u) (a_ﬁ) Fgg = Ud' U

by, = (0o 2) (00 )

- " - -
Am =a, a, A-uz =a,a, A]gz = a&. A222 = a,'a, a'&,
B,=d a;u, By=ay, azuy
N=(ad'u)a;d; N = (0o'z) Ut

(= (ad'u) d ;ﬁ; u, Cp=(dau) (;;z, - u, Ii= (o) 5&.5& ay Ty = (aa’.v)?&'& 74;1, '
D = (aa'w) 507 Ja u, uy A = (n0l) 5’& E&, Uy Q.

Delle forme che non sono reali devono essere considerate

anche le coniugate. Questo & il sistema completo di 1.2 e anche
di 2.* specie.

72. Se vogliamo eliminare i simboli greci dalle forme del
sistema completo, lo possiamo facilmente; infatti, ponendo o; = (abd);,

R. Se. Norm.
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o'i=(a't);, si ha:
(0ol ) = ad by — bot @y = (a @' b) by — (b’ ¥) a,
(aod'x)= —(dax) =Vady— doby= (¥ ab) d,— (¢’ ad) ¥,
e quindi:
B, = (00'x) (0oz) = —[(ad¥) b, — (ba'b) ). [ ((ab) b5 — (Vab) d'; |=
= —4 (adl) (ab) b, ¥z
N = (ad'x) aa ) =
={[(ad't') b: - (ba'b) a,] (abu) ((Bu) = 2 (aa’V') (abu) (V') b, .

Analogamente si trasformano I'; I'; A; cosi che le forme del
sistema completo espresse in soli simboli latini, sono, disposte
per grado crescente nei coefficienti:

f=a a Fy=(abu) (abu) Ay == (abc)(abc)
f=d.d; Fy = (ad'v) (adu) Ay, = (ab ) (abd ¢)
Fyy = (a'V'u) (V) Ay = (ab'¢) (ab¢)
N=(ad'u)a; d; Agge = (@V¢) (dV¢)
D= -4 (aaV) (dab) b, b; B, = (ab() (&—b—u) re
C, = (ad'u) (bed) (beu) az B,= (¢ ¥ c) (dVu) c;

C = (dau) ¥ca) Vcu)as T\=2(ud¥) (@bu) (@bc)bece
N =2 (ad’¥) (abw) ((Vu)b. T, =2(d ab) (@) (@bc) b s
D = (ad'u) (V'¢'a) (bed) (b'¢'u) (beu)
A =2 (ad't) (abc) (@bc) by e, e

alle quali vanno aggiunte le coniugate di quelle che non sono reali.
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XVL

Forma iperalgebrica ternaria (1, 1), non reale.

73. Per il calcolo del sistema completo relativo a una forma
f=a, ay; non reale, seguiremo il procedimento generale esposto
all’art. 62 e che gia seguimmo per il caso di due forme binarie
non reali; anzi terremo conto di tutte le osservazioni d’indole
generale fatte in quella occasione. Considereremo dunque le due
forme iperalgebriche (1, 1) reali F=A, A;, '=A', A’; e tutte le
forme del loro sistema completo; in ognuna di queste si sosti-
tuiranno ai simboli A A A’ A’ ed equivalenti i simboli a a, o' o,
ed equivalenti, intendendo che i simboli ¢ &' siano anch’essi equi-
valenti; sulle forme cosi ottenute si effettueranno tutti i possibili
spostamenti degli indici (0), e otterremo cosi un complesso di
forme certamente sufficienti per il sistema completo della forma

f= Qg 505 .

74. Le forme del sistema completo delle F' ed F' che danno
origine a forme del 2.° grado sono

F,~(ABu) (ABu) , F1,~(AB'w) (AB) , Fo~(A'B'u) (A'B'w), N=(AB'w) A;B';
e la coniugata della N, esse ci offrono le tre forme distinte:
(@bu) (@byt) , (abu) auides , (agbyte) azbs.

Dalle prime due si ottengono le forme !):

D @bu) (abo) 1) (adu) ah:
2) (agd u) (@ byu) 2) (apd u) a; by;
3) (aobow) (Eﬁ) 3) (abou) az —bi .

1) In generale per ricordare se su una coppia di simboli si & gia effet-

tuato lo scambio dell'indice (0), osserviamo che primitivamente sui simboli
che posseggono I'indice (0) insiste anche la segnatura.
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La 3.* darebbe evidentemente le coniugate di quelle della 2.*
serie. Le forme (1) (3) sono identicamente nulle, le (1) e (3)
sono fra loro coniugate; onde abbiamo solo le forme

(ab u) (go—bo_u) , (acbu) (;"—507) , (acbu) EE Eoi

e le coniugate delle due estreme; la media & reale.

75. Le forme del 3.° grado si ottengono dalle
A, =(ABC)(ABRC),A=(ABC) (ABC), A= (ABC) (ABC),
| = (A'BC) (ABT)
B,=(ABC) (ABw)C;, B,=(A'BC)(AB) C;
e dalle coniugate delle B, e B;; esse sono le tre sole
(abe) (avboco) 5 (@be) (agbow) oz s (aoboco) (@bu)ea.
Le prime due danno le forme:
1) (abe) (abe) 1) (abe) (aobote) s
Con 1 scambio: 2) (abc) (@by) 2) (ahe) (ab) co
3) (¢ ba) (ah) e
Con 2 scambi: 8) (ahc) (@bey) 4) (ahoe) (@bu) co
5 (agh ¢o) (@ bot ) ¢
Con 3 scambi: 4) (abeco) (@be)  6) (aohoco) @bu) ¢ ;

x 9

la 3.* darebbe le coniugate delle forme della 2.* serie. Le forme
(1) e (4), (2) e (3) sono coniugate; queste forme

(abe) (arbycy) ; (ache) (@bocy)

e le coniugate, si introdurranno tutte nel sistema completo. Dopo

cid i fattori (abc), (abyco) e coniugati sono riducenti, provocando
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lo staccarsi, dal prodotto simbolico in cui si trovano, della forma

(abc) (aohoco) o della coniugata. (V. forma reale, art. 70).
Le forme (1') e (6") sono riducibili, e quindi inutili pel sistema
completo; si ha poi, trasformando la (2'):

(@b ¢) (abow) coz = (agh ¢) (cobo) 8z — (aob ¢) (coan) byz + (b ¢) (coabo) U

ossia, con opportuni scambi di simboli equivalenti:
= (eob @) (asbou) c; — (aoeb) (Boass) coz + [ (aiho) (conbo) |4z
2@2)=—E@B)+R;
e con lo scambio totale degli indici (0):
2(0)=—d)+R.
Basta percido considerare le forme (3') e (4), ossia le
(ab co) (acbou) ¢z , (aghee) (abu) oz

di esse vanno considerate anche le coniugate.

76. Le forme del 4.° grado si ottengono dalle
®,, = (AB'C") (ABD)C; Dy

0, = (AB'w) (CD'w) (CD'A) By, C;=(A'Bu) (CDw) (CDA) B,

N == (ABu) CDu) (ACD) By

l

e dalle coniugate delle ultime tre (la 1.* & reale); esse sono le

(@b o) (ahods) coz day (abu) (cdue) (Cotlte) bz s (obite) (codos) (e a) b
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Le prime due danno le forme:

1) (@be) (ahods) cs de 1) (@bu) (cdu) (codots) bos

Con 1 scambio 2) (abc) (a_bo_do) o dy  2) (abu)(cdu) (ch(Ta)Zo;
3) (@be) (abod) ¢ de 8) (@bom) (e du) (codoao) bz
4) (abe) (abod) o dox 4) (@bu) (cxdu) (o doty) by

Con 2 scambi B) (aohoe) (@b do) cosde  B) (aohge) (c du) (codont) bz
6) (acb o) (@body) cz e 6) (abu) (cdw) (e do) bz
7) (abe) (@bed) ciidor ) (@ boe) (o w) (¢ doao) b;

8) (abeoy) (wbod) e dox 8) (abu) (codors) (cd ao) by

e quelle che se ne ottengono con lo spostamento totale degli
indici (0); la 3.* forma darebbe le coniugate di quelle della 2.*
serie.

Fra le forme della 1.* serie sono riducibili le (1) (3) (4), e
anche la (2) perché si ha:

(a5he) (abyds) cozdo+(dage) (@body)co;ba—(dbe) (abod) costort[(dagh) (@body) Jcscx
22 =R+R.
Si ha poi, trasformando la (5):
(@oboc) (abd,) go;df'(%boc) (cobdo) ;;dm_(aoboe) (C-OaFo) Bidx‘l‘[(aoboc) ((;”I;)] aoidf

= (cottoh) (Boady) ¢; dy — (agced) (boady) c: de + R

(6)=-2(6) + R,
e con lo scambio totale degli indici (0):

®)=-2 (M +R
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Basta considerare quindi le forme (8) e (5), che si scambiano
fra loro con lo scambio totale degli indici (0); osservando che
sono fra loro coniugate, come si vede con lo scambio dei sim-
boli equivalenti ¢ e d, potremo dire che basta la forma

(aoboe) (;mo) Eo; de
e la sua coniugata.
Fra le forme della 2.* serie sono riducibili le (1) e (3'). Tra-
sformando la (2') si ha:

(aobu) (cdu) (codga)bsz =
= (aobu) (cdw) (bedya) eos — (aob) (cdas) (bocya) doz +(aobu) (cdu) (bocody)as

(2) = 2 (aobt) (edu) (budod) ¢z + R.

Effettuando sui simboli del 2.° membro la sostituzione ciclica
[¢cbd] si ha:
@2)=-2(4)+R.

Trasformando la (8) si ha:

(abu) cydyu) (af;o) be; =

= (abu) (codots) (bodag)c; — (wbu) (codyrt) (boca) d; + (abu) (codstt) (bocd)as; -

Effettuando sull’ultimo termine la trasposizione [ab] e sul pe-
nultimo la [cd] si ha:

2 (8) = 2 (abw) (cxdw) (bodac) c;: = — 2 (5 ,

come si vede effettuando sui simboli le trasposizioni [ad] [bc].
Analogamente:
6)=—(7).

Bastera dunque considerare le forme (2') (5) (7)) e quelle che
se ne ottengono con lo scambio totale degli indici (0); ma no-
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tiamo che per questo scambio le (5') (7') danno origine alle (8
e (6'), che sono state gia scartate.
Trasformando la (5) si ha:

(aghou) (cdu) (C_odo—a) b; =(chou) (a,du) (C—odw)_bi — (caou) (bdu) (codoa)—bé
(5) =—2(7),

come si vede con qualche scambio di simboli nel 2.° membro.

Dunque basta considerare le forme (2') e (5'), e quella che si ot-

tiene dalla (2") con lo scambio totale degl indici; ossia le:

(agbu) (cdu) (codoa) s, (abou) (codou) (cdag) b; , (aghou) (cdu) (codoa) b .

Di queste forme devono considerarsi anche le coniugate.

77. Le forme del 5.0 grado si ottengono dalle
I, = (AB'C') (ADw) (B'C'E) D, E,, T, == (A’BC) (A’Du) (BCE) D", K,
e dalle loro coniugate; esse danno origine alle due forme:
(abe) (eoboto) (aodott) €x e s (anbots) (ebe) (adu) eg; do:
Dalla 1.*si ottengono le:
1) (abe) (e {adow) ex de
Con 1 scambio: 2) (aob ¢) (eodoto) (@ don) ey dis
3) (abue) (b ) (aodos) ex do
4) (@ be) (ebies) (ad ) e dos
5) (abe) (eboco) (aodots) eor
Con 2 scambi: 6) (ade) (eob co) (@ dou) e« de
7) (ab ¢) (e boc) (a do) ez de
8) (@ boco) (;;5—) (a_oom) o
9) (aboe) @b ar) (@d i) e dur
10) (abie) (e b co) (aodo) eor da
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e quelle che ne vengono con lo spostamento totale degli indici (0);
effettuando il 2.% scambio abbiamo tralasciato di scrivere le forme
manifestamente riducibili. La 2.* forma darebbe le coniugate delle
forme gia scritte. Sono riducibili le forme (1) (2) (4) (5), e anche

la (3), perche si ha:
(aboC) (ebeo) (aodott) ex de = [ (ebye) (egbey) | (todott) 8z de —
— (eac) (eobco) (ot box dx = (eaby) (obeo) (@odtd) cq do;

lultimo termine rappresenta la (3) stessa col segno cambiato,
onde:

2@) =R+ R
La precedente identitd in cui si ponga d per d, e d, per d
mostra che anche la (9) & riducibile; la medesima identita in cui
si ponga e in luogo di ¢, ed ¢ in luogo di e, offre:
(10) = R — (euae) (ebeo) (aoot) bor i+ (eoabo) (ebeo) (tohot) e d

effettuando le trasposizioni [ec] ed [eb] sui simboli dell’ ultimo e
penultimo termine, rispettivamente, si ha

2 (10)=R—(8).
Analogamente
2(@®)=R—(7),

onde possiamo limitarci a considerare le forme (6) e (8), e quelle
che ne vengono con lo scambio totale degli indici (0). Ma si ha:

(@oboc) (EOBTO) (;d_ou) er dr = [ (aebot) (%Eo)] (?od;ﬁ €r e —
— (asboc) (aeqo) (bdgu) ex de - (asbyc) (aeob) (codov) e

e trasportando il 2.° termine del 2.° membro nel 1.°, con qualche
scambio di simboli:

2 (6) = R — (8).

Considereremo percid soltanto la (8), e quella che se ne ot-
tiene con lo spostamento totale degli indici (0):

(aboco) (6o b €) (adou) exdy, (8obc) (ebycy) (aodu) eqr dor .

Di queste forme devono esser considerate anche le coniugate.
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78. Le forme del 6.° grado si otterranno dalle
D=(ABw (C'D'u) (ERu) (C'D'A) (ERB)
A= (AB'C) (ADE) (B'C'R) DyR;E/
e dalle loro coniugate. Esse sono:

(abu) (cdu) (eru) (cooma) (earobo) » (aobotd) (codote) (eorote) (cda) (erd)
(abe) (aodoeo) (Butaro) de 72 €x 5 (aobycy) (ade) (ber) doz 7o; eo:
Dalla 1.* si hanno le forme:
1) (abu) (cdu) (erw) (adua) (erobs)
Con 1 scambio: 2) (abu) (cdu) (eru) (codoa) (es7obo)
8) (abu) (codu) (e ru) (cdoas) (exrobo)
Con 2 scambi: 4) (abo) (¢ d u) (e 7 u) icodoa) (€o70b)
5) (aobu) (codu) (e ru) (¢ doa) (egrobs)
6) (aobu) (cdw) (1) (codo@) (e70b0)
7) (abyw) (codu) (e7u) (cdoas) (eo70D)
8) (abu) (codote) (eru) (cd as) (eorobo)
9) (abu) (cdu) (eyru) (cdyag) (eryby)
Con 3 scambi: 10) (acbg) (codu) (e u) (c dya) (eorod)
11) (acho) (¢ d ) (eyr) (codya) (e 700)
12) (a0b) (code) (exrw) (c dy @) (erobo)
13) (aobu) (c du) (erou) (codoa) (e by)
14) (abyw) (codo) (e ru) (c d ag) (6070 b)
15) (abu) (codote) (eo7) (o d ag) (e76b0)

e quelle che si ottengono da queste con lo scambio totale degli
indici (0); la 2.* forma darebbe le forme coniugate. Sono ridu-
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cibili le forme (1) (2) (8) (5) (8); le (4) e (9) sono nulle identi-
camente, perchd cambiano di segno effettuando sui simboli le
sostituzioni cicliche [arb] [ce]. Con le medesime sostituzioni le
(6) e (7) divengono uguali a meno del segno; ma la (6) & iden-
ticamente nulla, perché si ha:

(ahu) (cdu) (resu) (codoa) (erobo) =
= (a,bu) (rdu) (cegu) (codya) (e74by) — (abu) (reu) (dequ) (codoa) (e 74b)

e nel 2.° membro i due termini sono ambedue nulli, come si
vede effettuando sul 1.0 le trasposizioni [rd] [bc] [ae], e sul 2.°
le [rc] [bd] [ae]. Dunque le (6) e (7) sono identicamente nulle.

Effettuando le trasposizioni [ab] [ce] [dr] si trova:
(10)=-(11) , (13)= -(14),

onde basterd considerare solo le forme (11) (12) (13) (15), che si
permutano fra loro a meno del segno con lo scambio totale degli
indici (0). Perd trasformando la (12) si ha:

(acbu) (codu) (eoru) (¢ dy @) (eroby) =
=(eobu) (codu) (acru) (cdya) (er,bo) — (€otot) (codu) (bru) (cdya) (e70by
2(12)= —(10) =(11) ;

e trasformando la (13):

(agbn) (cdu) (erow) (codoa) (e by) =
== (cbu) (a,du) (erowe) (codo @) (e 7 by) — (cagu) (bdu) (eyrowe) (co doa) (erby) .

Nel 2. membro ambedue i termini si riducono alla (15), il
1.° con le sostituzioni cicliche [aecd] [dr], e il 2.° con la [aecrdb];
onde si ha

(18) =2 (15),
e con lo spostamento totale degli indici (0):

—(13) =2(11).
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Dunque basta considerare la sola forma (13), che si cambia
in se stessa a meno del segno con lo scambio totale degli in-
dici (0); ossia la forma:

(aobu) (cdu) (egrou) (codea) (erhy).

Di essa deve esser considerata anche la coniugata.

79. Finalmente operiamo lo scambio degli indici sulla 3.*
forma; avremo le forme:
1) (abo) (adoe) (bocoro) do 72 ex
Con 1 scambio: 2) (aebc) (a doty) (Bocoro) de 7z €
8) (abue) (andots) (be) de 7 e
4) (abo) (adoe) (bocoro) dox7z e
5 (abc) (adotr) (boc) de Tor
Con 2 scambi: 6) () (@ dey) (bcyro) de 7z €z
7)) (abe) (@de) (bocoro) dox 7z e
8) (o) (adue) (o) do rox ez
9)  (aboco) (aodoe) (bero) de 72 €
10) (abye) (aod e) (bcgro) dog e ex
11) (@ bye) (aedots) (beor) do Tor o
12) (abe) (ade) (boeors) dox?z €s
13) (abo) (ad e) (bocor) dog Yor €z
Con 3 scamhi: 14) (apbec) (a d ey) (bcory) dox 7z €x
15)  (aobec) (@ doto) (bcor) de 7ox e
16) (ah o) (ade) (boosr) doxTor bx
17)  (aboco) (aod &) (bcro) dox7s €
18) (abie) (aud e) (b coro) dox s €oe

19)  (abe) (aod e)) (b cor) dor Tox €x
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e quelle che se ne ottengono con lo spostamento totale degli
indici (0). La 4.* forma darebbe le forme coniugate. Sono ridu-
cibili le forme (1) (2) (3) (4) (B) (7) (9) (11) (12) (13); le (6) (8)
(15) (18) sono identicamente nulle, giacché cambiano di segno
con lo scambio dei simboli equivalenti ¢ e d. Anche la (10) &
riducibile; infatti

(aboe) (@eder) (bcoro) dox Tx == (rhyc) (aode;) (b cyry) dor 2 —
— (rac) (adey) (b eoro) doxbosex -+ (raby) (@od ) (b o) dozCa e s

e nel 2.° membro 1'ultimo termine si riduce al 1.° membro col

segno cangiato, e gli altri due termini sono uno ridotto e uno
riducibile.

Rimangono dunque da considerare soltanto le forme (14) (16)
(17) (19), le quali con lo scambio totale degli indici danno rispet-

tivamente le — (19), — (17), —(16), — (14). Trasformando la (14)
si ha:

(aoboc) (av d eo) (b cOro) dox rx ea‘ = (aoboc) (b d eo) (a C() 1'0) d()x 7'1 ex_
- (aoboc) (b a e()) (d Cy r()) dow Ty €y _I" (aoboc) (b a d) (eocoro) dox Ve €y

Pultimo termine & nullo perché cambia segno con la trasposi-
zione [er], il 1.° termine si riduce al 1.° membro col segno
cangiato con la trasposizione [ab], il 2.° termine si riduce alla (17)
con le [ac] [er]. Dunque:

2 (14) = - (17),
e con lo spostamento totale degli indici (0):
-2 (19) = (16) .
D’altra parte trasformando in altro modo la (14) si ha:

(aohoe) (adey) (Beyry) doxrzer==1(rboc) (@dey) (bcory) dox Apr €2 —
—(rasc) (@ dey) (b coro) Foxbox €4 (taoho) (a de) (b cory) dyz Can.
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Nel 2.c membro il 1.° termine & nullo perché cambia di segno
con la trasposizione [ad], il 2.° termine ri riduce alla (16) con
la [#0], e il 3.° termine si riduce al 1.° membro col segno cam-

biato con la [¢r]. Dunque:
2 (14) = - (16) ,

ossia:
2(14)=—-(16)= - (17) =2(19).

Basta percid considerare p.e. la sola forma (17):
(abocy) (apdey) (bery) dye 7e x.

Nel medesimo tempo dobbiamo considerare anche la forma

coniugata.

80. Di modo che il sistema completo per la forma a. Qo puo

ritenersi costituito delle 16 forme:

(1) a5 @) (abu) (abw) (&) (@bt dz box
@) (adu) (abu)
(B) (abe) (abocr) () (abe) (ah) cx
(6) (acke) (@ buco) (8) (ahoe) (@b u) coe

©9) (o) (abdy) cide
(10) (wbu) (cdu) (otoe) b (13) (ade) (ebicy) (@ du) o doa
(1) (abw) (cdo) (cdan) b, (14) (abocs) (e ) (aodote) €x e
(12)  (aobs) (cdw) (cudoa) bz
(15) (agbw) (cdu) (egow) (codow) (e7 )
(16)  (aboc,) (d aye,) (rbc) dye s 10

e di tutte le loro coniugate. Per la forma (abu) (a,bu) adottiamo

una notazione simbolica, ponendo:

(o) (agbd) = u,
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ossia
ag= (ab)i, voi = (@bo)i; (af)i == {(abe) di, (ooffy)i==(ab0Co) lyi -

Allora anche nelle altre forme del sistema completo possono
introdursi 1 simboli greci; p. es. si ha:

(3be) (agbate) =t gy » (aube) (@bug) = oy a5

e queste forme si cambiano in se stesse o nelle loro coniugate
scambiando i simboli greci coi latini, ossia, diciamo, sono corre-
lative di se stesse o delle loro coniugate. Le forme del sistema
completo sono state scelte in modo da potersi distribuire in coppie
di forme fra loro correlative. La correlativa della forma (3) & la

(0B ) (75090);
ora notiamo che, ponendo per un momento ;= (vw);, si ha

(x,B2) == Vg, W — Wy, V8 3

conveniamo di porre sempre, in tutta questa discussione:
o = (ab)i o, = (asbo)i; Bi=(cd); B,, = (codo)i;
allora si ha:
(00 B ) = (a,by0) (¢ & w) — (@, b,w) (¢ d v)
e, per 'identits
(edr) (vaghe) — (vdw) (canbs) + (vew) (dasbe) — (ved) (wa,b,) = 0:
(0toBi) = (caobs) (vdiv) — (dateby) (vew) = (daobo) ¢z — (Catobs) do .

Inoltre avremo:

(@B, @) = (doad) c; — (coad) do; ,
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e quindi:
(o) (o35) = [(detobo) (doD)] e cozH{(cubs) (c,2b) ] e dui~(dobi) (o) oy~
— (caoby) (doab) dy co; .

Nel 2.° membro i primi due termini contengono le forme (1)
e (6); gli altri due termini rappresentano la (9), e quindi alla

forma (9) del sistema completo si pud sostituire la (o, 8) (o Bo2).
La correlativa della forma (4) & la

(% B ) war uf,
e per una identita gia notata si ha:
(tf) a ug, = (daghs) (abu) (codott) c; — {cauby) (abw) (codow) d; = — 2 (12).
Le due forme
(7 =Zo;l Uy s 8 = 5&0 u, Co,
sono correlative I’una dell’altra. Le correlative delle forme:
(10) = (abu) (_Zgo by wu, 5 (11) == (abw) ag, b u,
sono le

(%B) e, ;60 e (2Bok) 2&0 53 e,
e si ha, sempre per la solita identitd:
() €0, . €x == (dade) (D) (codott) ex ¢ — (caubs) (eaah) (colatt) ex dx =
= — 2 (cash) (6,b) (codott) €, dy = — 2 (14),

come si vede effettuando sui simboli la sostituzione ciclica [abe];
con lo scambio totale degli indici (0) si ha:

(2Be2) €, ug €0, = —2(13).
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La correlativa della forma

(15) = (abu) a; bof) U W,
¢ la forma

(7 B) el,; ré—o Or Tor ==
== (datobs) (e0ad) (reydy) ex o ¢z — (ctobs) (€oab) (reody) €x roe d =
— 2 (casby) (reude) (20b) 1oz e dr = =2 (16),
come si vede effetbuando sui simboli le sostituzioni ecicliche

[abe] [der].

81. Quindi il sistema completo, di 1.* e anche di 2.* specie,

per la forma a, ay;, potra ritenersi costituito delle 16 forme:
f = a; ® = o g,
F=(abw) (abp)  ®=(a.f) (afor)
R = (aobu) asbos P = (2,2) ua ug,
4 =a, Eogo
B = a,, _(ia“o
K= a,; Ug, e

K,— gy W e

C, = (ash u) &&0 by o Ly = (a8 2) a,, ug ar
Co= (a byt Qg b; s, o = (aBy) @, w;
D = (a,b u) ua ug, &&0 Z"B A = (0l 2) tr by 50& Z;’Bo

e di tutte le loro coniugate 1).

!) Le equazioni a: a; =0 ¢ a. a;; = 0 rappresentano rispettivamente,
quando rappresentano qualche cosa, quegli enti che il Seere nel Saggio piu
volte citato ha chiamato iperconica ed ente @; non possiamo perd inoltrarci
qui nell’ interpetrazione geometrica, sebbene in essa si presenti sub:to qualche
resultato che pud sembrare degno di nota.

R. Se. Norm.



