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Dott. AZEGLIO BEMPORAD

SUI GRUPPI

DI

MOVIMENTI E SIMILITUDINI
NELLO SPAZIO A 3,4 & 5 DIMENSIONI






Il lavoro classico sui gruppi di movimenti Euclidei nello
spazio ordinario € una memoria del JorpAN pubblicata negli
Annali di matematica del 1884 1). In questa memoria il Jordan,
partendo dall’osservazione che i movimenti rigidi dello spazio
sono operazioni suscettibili di composizione, determina tutti i
possibili sistemi (continui e discontinui) di tali movimenti for-
manti gruppo fra loro.

Dei gruppi continui di movimenti e similitudini & poi trattato
nell’opera fondamentale di Lie ?) pel caso dello spazio a 3 e 4
dimensioni. Propriamente pero nell’opera di Lie son trattati
soltanto gruppi sémili a quelli di movimenti e similitudini, pre-
cisamente i gruppi proiettivi che lasciano ferma una conica reale
del piano (o iperpiano) all’infinito.

Ora & chiaro che se le due ricerche si equivalgono analiti-
camente, si viene a perdere nella ricerca del Lie il concetto
ordinario di movimento, e vengono anzi a comprendersi sotto
questo nome trasformazioni che non corrispondono a movimenti
reali.

In quel che segue mi son proposto appunto di tornare ai
concetti del Jordan, applicando la teoria generale di Lie alla

1) JORDAN., — Mémoire sur les groupes de mouvements. Annali di
matematica 1884 (serie II, Tomo II).

?) Lie. — Theorie der Transformationsgruppen. Bd. III. Pag. 214,
247, 251,
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determinazione dei vari tipi di gruppi comfinui di movimenti
reali nello spazio ordinario e in quello a quattro dimensioni, ed
estendendo poi le ricerche, per quanto mi & riuscito, allo spazio
a 5 dimensioni. Non ho potuto servirmi per questa determina-
zione del metodo generale del gruppo aggiunto 1), percheé appunto
in questo metodo come in tutti i procedimenti generali di Lie,
non si ha distinzione fra i gruppi reali ed immaginari.

Determino dunque dapprima, colla considerazione di spazi
lineari invarianti, i tipi pitt generali di gruppi di rotazioni ad
un parametro in 8,, (piu particolarmente in S, Spmie, Semtr)
ed osservo un sistema di funzioni invariantive delle corrispon-
denti trasformazioni infinitesimali, che agevola la determinazione
del tipo. Applico in seguito i risultati generali ai casi di
n=3,4,5 per determinare i rimanenti tipi di gruppi di movi-
menti. La ricerca & perd completa solo pei casi n=3,n=4 e
pei gruppi di S; con 1, 2, 3,4 e 9 rotazioni infinitesimali, non
essendomi riuscito negli altri casi di discutere in modo semplice
le relazioni di composizione. Ho determinato infine colle stesse
limitazioni anche i gruppi reali di movimenti e similitudini in
Ss, Sy, Ss.

In una recente memoria ?) il Prof. Bianchi ha determinato
tutti i possibili elementi lineari di spazi a tre dimensioni, che
ammettono gruppi continui di movimenti reali (cioé di applica-
bilitad in se stessi), ottenendo per ciascun elemento lineare tutti
i corrispondenti tipi distinti di gruppi. I risultati che qui ottengo
intorno al gruppo delle rotazioni in S, collimano perfettamente
coi risultati di questa memoria in quanto riguarda gli spazi a
curvatura costante positiva.

1) Lie. — Op. cit.
2y Memorie della Societa italiana delle Scienze (detta dei XL). Serie I11,
Tomo XI, 1897.
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Sul gruppo dei movimenti nello spazio ad s~ dimensioni

———

§. 1. — Definizioni.

Intendiamo il gruppo dei movimenti in S, definito dalle

formole:

A =@t oy - O T b

\ Ty ==y &) - Ogg Ty -} .o O Ty + g

ey

o= Opy Xy + Ong - .. -—}‘ Onn Ty + An

colle a,, a3, ... a, costanti arbitrarie e le o4 coefficienti di una
sostituzione ortogonale a determinante 1, legate quindi dalle re-
lazioni: ’

gaﬁ+a;§+---+a,~§+1 (i=1,2,..n)

A
@) [ oo+ gkt oeo - CinOn=0 (G, k=1,2,..0;iFk).

Che queste trasformazioni formino gruppo risulta senz’altro
dal fatto che il prodotto di due determinanti ortogonali uguali
ad 1 & di nuovo un determinante ortogonale eguale ad 1. Il
computo delle costanti mostra poi che si tratta di un gruppo

ad

n(n+1)
2
a considerare le trasformazioni reali di questa forma, che costi-

parametri in generale complessi. Noi ci limiteremo perd

tuiscono dunque un G. 4y .
2
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Ogni movimento (1) & composto di una rotazione intorno alla
origine:

(2) Zi== 0,2 + iz Ty 4+ ...+ Gin Tn t=1,2,...n
e di una traslazione:
x’i=x,‘—|—a,~ (i=1,2,...72).

La determinazione dei tipi distinti di movimenti finiti (1) e
di movimenti infinitesimi nel senso di Lie siriduce evidentemente
alla risoluzione del problema analogo per le rotazioni.

Poiche il gruppo G delle rotazioni contiene insieme ad ogni
rotazione la sua inversa, & senz’altro un gruppo di Lie generato
da trasformazioni infinitesimali !). Per queste possiamo prendere

le w rotazioni infinitesime:
- o of - .
Xe‘k-“wta—xk—xk‘a‘;i G k=1,2...0;i<k).

Queste infatti sono certo contenute in &, poiche le trasforma-
zioni finite di tutti i gruppi ad un parametro generati dalle Xy

rientrano nella forma (2). Sono poi in numero di n(n—z—l) linear-

mente indipendenti, dunque generano -effettivamente tutto il
gruppo G.

§. 2. — Teoremi sulle rotazioni finite ed infinitesime.

Ci proponiamo ora di determinare le forme canoniche delle
rotazioni finite e infinitesime in S,. Quantunque per le prime
la questione sia gid stata risoluta dal Jordan %) crediamo utile

1) Lie. — Op. cit.,, 111, pag. 566, Satz 2.
?) JorpAN. — Essai sur la géometrie a n dimensions. Bulletin de la société
Mathématique de France, 1875. Tomo III, n. 4, 5, 6.
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riprendere la trattazione per 1'intima connessione delle rotazioni
finite colle infinitesime, e anche perché nella dimostrazione del
Jordan si nota qualche lacuna.

Chiamiamo spazio assiale di una rotazione finita o infinitesima
lo spazio lineare per 1 origine costituito dai punti invarianti

(reali) di questa rotazione. Le equazioni di questo spazio per la
rotazione finita (2), sono:
"/ (an—l) X + a12x2+... + d1n$n=0
(@) S O 2+ (=12 ... 4 0 2y =0

Oy By A G @ .. (O —1) =

e per la rotazione infinitesima :

(3) 2“ "Bik Xix =li ' &, ;%]; (e <k)
sono:
[ & = Bre®s + Bia s + ... By =0

L= —Bum +Bsas+ ...+ P =0
®) &= —Buxi —Bu® +oit B =0

bn=—Bmai—Bente—... — By, Xuy =0 .

Indicheremo con [o] e [B] rispettivamente i determinanti dei
sistemi () e (8). Si ha subito:

Lemua 1. — Qualunque rotazione (finita o infinitesima) di uno
spazio con un numero dispari di dimensioni ammette uno spazio
assiale per Uorigine di dimensione > 1.

Infatti per una rotazione finita (2) basta osservare che se si
moltiplica il determinante A=1 dei coseni di direzione oy per [o]
si ottiene [o] stesso con tutti gli elementi cangiati di segno.
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Dunque
[e]=(=1)" [«]
e per n dispari [a]=0, cid che dimostra 1’asserto.

Per’la (3) poi basta ricordare che un determinante emisim-
metrico d’ordine dispari & sempre nullo.

Se chiamiamo rotazione simmetrica una sostituzione ortogonale
a determinante —1 (in quanto che pud pensarsi come combina-
zione di una rotazione e di una simmetria rispetto ad un piano
Zi=m,...2,_ ,=2.,,2y,= —x,), sussiste per queste rotazioni un
teorema analogo al precedente, per quanto riguarda le trasforma-
zioni finite, e per uno spazio di dimensione pari, cioé:

1, — Una rotazione simmetrica di uno spazio con un numero
pari di dimensioni ammette uno spazio assiale per U origine di
dimensione > 1,

e si dimostra in modo affatto analogo.

1, — Lo spazio assiale di una rotazione infinitesima ha un
numero pari o dispari di dimensioni, secondo che & pari o dispari
la dimensione n dello spazio ambiente, vale a dire & in generale
un Sn_za .

Infatti un determinante emisimmetrico & sempre di caratte-
ristica pari.

Lemma 2. — Con una rotazione reale di S, si puo trasformare
un qualunque spazio lineare reale S, per I origine:

an® 4+ i+ ...+ G 2a=20

@< « « - - oo
Onrs1 @~ Cnryo s+ .o Fauryn@n=20

in uno spazio coordinato o’ ugual dimensione:

x1=0, .’172——-‘0,... xn__r=0 l).

1) Se considerassimo anche rotazioni immaginarie, il teorema varrebbe
anche per un S, immaginario, purché non tangente al cono-sfera per lorig.

2 2 . . .
w24 .. ah= 0, che si trasforma per qualunque rotazione in se stesso.
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Se tra le ai passano le relazioni caratteristiche dei coseni di

direzione :
ai +ag+...+al=1
iy U+ g Wrg + o = Win din =0
(nel qual caso si parlerd di % —r iperpiani (@) mutuamente orto-

gonali) la cosa risulta subito.
Infatti dalle relazioni:

@ Cn—riy1y1 + i Ap_rd1y2 +... ‘l’ Ain An_ryyy0=— 0 (l =1,...n—7)

si potra determinare (coll’arbitrarieta di » costanti, poiche le ()
si suppongono naturalmente indipendenti) un (# — »+ 1) iperpiano
ortogonale agli #—# iperpiani (a):

Qpr4191 21 + pyqrr2 %2+ ... -+ Mppprsn®, =0, -

ed essendo le @n_,qp1,s reali, si potra anche supporre:
2 2 2 pa—
au—-—r-{-l’ 1 + a’n—r-{-l 92 + oo + an—r-l—l,n - 1-

Cosi continuando, & chiaro che si pud costruire coll’ arbitra-

rieta di r+(r-1)+...+1 = Lw(r;—l—) parametri un’ #-upla di iper-

piani mutuamente ortogonali:

an &+ Qe+ ...+ G @, =0

Ay Ty 4 ety + ...+ @2, =0

di cui fanno parte gli iperpiani (a), e potrd supporsi in ciascuno
la somma dei quadrati dei coefficienti uguale ad 1. E allora colla
rotazione:

y=an @+ ap 2 + ... + a2,

. . . . . . . . . . . .

! v
= T+ G4 ... + A,
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lo spazio S, si riduce appunto allo spazio coordinato:

! U /
=0, 2y=0, ... 2dp,=0.

Tutto & ridotto dunque a dimostrare che ad »n —r iperpiani (a)
indipendenti per 1'origine si possono sostituire n —» iperpiani del
loro fascio mutuamente ortogonali.

Per due iperpiani la cosa risulta subito. Supposto che sia
possibile per m — 1 iperpiani indipendenti, mostriamo che lo & pure
per m. Consideriamo dunque m iperpiani:

an T, + 0+ ...+ a2, =0

Am_iy1 @)+ Am_yy 2 @2+ oo o Ay 0, =0

O Ty + Amg Ty + oo A2, =0
di cui i primi m — 1 siano mutuamente ortogonali, talche si abbia:
iy @y -+ G g oo Gin Gy =0 (7/, k=1...m-1, i%k)
aitai+...+a2=1 , t=1...m) ,

e facciamo vedere che, posto

Gk = Gt + M@+ oot oo My Gy =100,
possono determinarsi le A ;... An_; in guisa che sia:
i @y + Cig O+ oo+ i Ay =0 (=1,2...m~=1).
E infatti per le supposte relazioni fra le
Giry Qigy .o ttin (@F=1l...m=1),
quest’ultimo sistema pud scriversi:
@iy Gy + @i Omg oo Vi W +Mi=0, (E=1..m-1)

cosicché ne vengono perfettamente determinate le A.
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TroreMa. — Le piis generali rotaziont reali (finite o infinitesime)
di uno spazio S, con un numero dispari di dimensioni son simili
@ rotazioni dello spazio di dimensione pari immediatamente inferiore.

E infatti una tale rotazione pel lemma 1 ammette certo un S,
per origine di punti invarianti (se ha uno spazio assiale di dimen-
sione 7 —2s>>1 basta considerare in questo un S, qualunque per
l'origine). Si pud allora (lemma 2) trasformare la rotazione con-
siderata in maniera da ridurre questo S, all'S, coordinato:

6, =0, =0, ...2,_,=0.
Dopo di cid,

a) se la rotazione & finita (sia la (2)), facendo nei secondi membri
r=0,2=0,...2,_,=0, deve risultarne #, =0, 2,=0,...2,_,=0,
7, =2,, qualunque sia z,.

Cid porta che sia:

U-,,1=U-,,2=----:a",n__1=0 9 ann=00

La rotazione prende dunque colla detta trasformazione la
forma:

¥ =y + e oo O,y Xy

. . . . . . . . . . . . . .

!
X 1= an—l? 1 xl + du—l 12 x2 + L + an—l 9 n—1 xn—l
/

xu = xu (]
e questa & precisamente una rotazione in S, ;.
b) Per una rotazione infinitesima X B, Xz appare dalle prime
n—1 delle (8) (dovendo risultare & =0, &=0,....&_,=0 per
tH=2=...=2,,=0 e x, qualunque) che sara:

plu == ﬁ2n= LR =Bn—l9n =O b

talché nella rotazione trasformata X'f non compare affatto la
variabile «,. Si ha dunque ancora una rotazione di S,_,.
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Questo teorema & manifestamente un caso particolare dell’altro
che si pud dimostrare in modo affatto analogo: Una rotazione
reale finita o infinitesima di S, che lasci fermi tutti i punti di
un S, per Uorigine & simile ad una rotazione di S,_,.

Per le rotazioni infinitesime il teorema dimostrato pud anche
enunciarsi: Ogni gruppo (reale) di rotazioni ad un parametro
in Sp.a & simile a un gruppo analogo in S,,.

Per le rotazioni finite si ha poi un teorema analogo per
uno spazio di dimensione pari, se si considerano le rotazioni
simmetriche, e si applica il lemma 1,, e cioé: La pit generale
rotazione simmetrica di S,, & simile ad una rotazione simmetrica
di Sps. .

Una rotazione finita o infinitesima di Sy, per la quale il deter-
minante [o] o [B] risulti diverso da zero, non pud esser simile a
rotazioni di uno spazio di dimensione inferiore, cioé, come diremo,
appartiene ad S,,.

E infatti, supposto per un momento che la rotazione R in
discorso sia simile ad una rotazione R’ dell’S, (,%;,... o) con
r<2n, poiché quest’ultima ha certo in S,, uno spazio assiale 2,
(lasciando invariati tutti i punti dell’S;,_, #, =0, 2,=0,...2,=0),
anche la rotazione proposta R avrd uno spazio assiale (il trasfor-
mato di X), cid che contraddice all’ipotesi

[¢]#0 o [B]#0.

Dopo cio bastera determinare i vari tipi distinti di rotazioni
finite o infinitesime appartenenti ad S,,. La questione & risoluta,
come si vedra, in ambedue i casi dalla considerazione degli iperpiani
e degli S;,_; invarianti per 1’ origine.
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§. 3. — Forma canonica delle rotazioni finite.

Se @@ +as ot ...+ @y, 02, =0 & 1'equazione di un iperpiano
invariante per la rotazione finita:

@ dimawmmtoprt. .t oz (=1,2....20)
dovra essere identicamente (nelle x):

My a &yt A p =k (2, A2 . ... ay, o)
con )\ costante, eppero:

on a1+f7-21 g+ o oo A gy oy = A,
O @y = 0oy @ 4 o o - Oguyp Uy, =Nty

Oy on 1 1 Ogyon Gy = - oo Olguy g0 Goy == N llg,

Perché esistano valori non tutti nulli delle @ che verifichino
questo sistema, dev’essere:

O — A Oge... Ogy,

Ohe  Ogp— huuu.Oguyp

.
01324 OlgygneeseOagyyon——A

e alle radici reali di questa equazione, e a queste soltanto, cor-
risponderanno iperpiani reali invarianti.

E facile verificare che queste radici reali non possono essere
che +1. Ricordando infatti che se si scambiano nel determinante
di una sostituzione ortogonale le linee e le colonne si ha daccapo
una sostituzione ortogonale e che zi+a%+ ... +2% & un invariante
per una tale sostituzione, si avra dalle (5) quadrando e sommando:

d+ai+...+ad, =0 @+ a}+...+ d)
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Da cui appunto, se ai+di+...+a%,+0, (cid che accade certo
per iperpiani invarianti reali) segue A=+1.

Nel caso nostro perd il segno inferiore non & ammissibile per
Pipotesi [a]40; potra aversi dunque al pid la radice reale A=1
e tutte le altre saranno immaginarie coniugate 1).

Se » & la caratteristica del determinante D (—1), esiste-
ranno oo*~" (in particolare nessuno se »=2#) iperpiani reali
invarianti formanti fascio intorno ad un S, per 1 origine, e se ne
potranno prendere 27 —7 mutuamente ortogonali come iperpiani
coordinati:

wr+1=0, Z'.r+2=0, .---xg,b=0.
La rotazione considerata (4) prende cosi la forma:

¥y=on o2 .o o @y

. . . . . . . . . . . .

Ty =ty &) + o Xp + ++o - Oy @y
/
Lyp1= — Ty

. . . . .

!
Loy = — Tauy

costituendo le prime r formole una rotazione od una rotazione
simmetrica (secondo che » & pari o dispari), priva di iperpiani inva-
rianti reali. K chiaro allora che dev’esser sempre » pari, perche

un’equazione D' (\) =0 di grado dispari ha sempre una radice
reale.

1) Per un teorema di Brioscur semplificato da FaA b1 Beuno (Journal
de Liowwille. Tomo XIX, 253, 254) le radici immaginarie sono 2 a 2 reciproche.

Questo teorema perd non & esattamente enunciato per quanto riguarda le
radici reali.
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Dunque: Ogni rotazione finita appartenente ad Ss, pud ridursi
alla forma :

[ wr=on & + 0¥ 4 . .. oy, g Xy
'\ Hp=opn ¥+ Op @+ ... g0 Xpr
(6) { &p == 0Ogry1 1+ Oarya @2+ ooo - Ooryor Tor
/ .’1:'2,-_,_1 = = Zorga
(I
\ Loaw = — Loy

dove le prime 2+ formole costitwiscono una rotazione appartenente
ad Sy con nessun Sy, reale invariante per U origine.

Questa rotazione avra allora qualche S,._, reale invariante

(intersezione di due S,._, invarianti immaginari coniugati). Ridu-

Y Zor 1= 0

cendo le equazioni di un tale S,_, alla forma

Ty =0

(lemma 2), e introducendo queste equazioni nelle (6), dovra ri-

sultarne 2y, =0, @5 =0, qualunque siano 2, %, ... Xer_g,

e percid dev’essere:

— — — —_ 2 2 —
Ogr—191 == Olgr_192 == «0 s == Ogr_1y2r—2 — 0, o 1yer1 0B 1y2r = 1

Gory) == Ogryp ==...==0gr,op =0, 05,9 +0h,sr =1
Ogr_1yar—1 Ogry 2r—1 =1 Ogr_1y 2r Ogryor == 0.
Posto quindi Olor_yy or—) = COS 0.
Ogr—14 2r = S€NO,
sara Ogr y or—1 = — & S€n o
Oary or == € COS O,

indicando ¢ 1'unith positiva o negativa, e la rotazione considerata
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di S, prenderad la forma:

g ¥i= o0& - Gip Ty ..o Aoy g s T (1=1,2,...27-2)
W) ( 'or_1 = Xgr_; COS O . sen o

Lor= —¢ &y, 560 0 -2y COS O,

le prime 27 —2 formole costituendo una rotazione o una rotazione
simmetrica secondo che e=+1. Ma questa rotazione deve appar-
tenere ad Sy, e per un teorema precedente una rotazione sim-
metrica non pud mai appartenere ad uno spazio di dimensione
pari. B dunque e=1 e le prime 2+ —2 formole della (7) costi-
tuiscono una rotazione appartenente ad S,_, senza iperpiani
invarianti reali. Su questa pud ripetersi lo stesso ragionamento e
cosi si conclude che la (7) & simile ad una rotazione della forma:

'y ==, cOS 0. — X, Sen a.

) ,
o'y = x, sen o -+ @, cos o
! ! !
'y =5 cos § — &'y cos B &'or_1== Zgr_) COS o — Tpr SEN
oy =x38en f 4 2, cos f Lgp == Lgr_, €N p 4 Xy COS P .

Se si osserva poi che anche le formole:

] )
Lorg1 = — Lorqa L o541 = Lgsp

! r
Xow = — Tgu Lo == Tgu

rientrano nella forma (8) per o~f-...—p=n o per a=f=...=p=0,
si pud concludere col teorema dovuto a Jorpaw:

Tutte le rotazioni finite reali di S,, sono simili a rotazioni
della forma (8) con r < .

E se chiamiamo rotazione elementare di S, una rotazione simile

. . Xy=w cosa—x,sen o
alla rotazione del piano , , sl ha che:
X9 =2 Seén o. + I, COS 0.
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Ogni rotazione finita reale di S, é composta di rotazioni ele-

mentari in numero < {T‘i} intorno ad S,,._, assiali mutuamente

ortogonali.

§. 4. — Forma canonica delle rotazioni infinitesime

e dei movimenti infinitesimi.

Un risultato affatto analogo pud stabilirsi per le rotazioni
infinitesime.

Chiamiamo iperpiano invariante per l'origine rispetto alla tra-
sformazione infinitesima X/ un iperpiano:

o=mt+ e+ ... +a,2,=0

tale che sia Xop=2»\o con A costante.

Gli iperpiani determinati da questa condizione son tutti e soli
gli iperpiani invarianti comuni alle co' trasformazioni finite del
gruppo ad un parametro X7 (L I, pag. 112, Teor. 14).

1...2n
Una rotazione infinitesima Xf= ¥ B Xa (i<k) apparte-
ik
nente ad Sp, non pud avere iperpiani invarianti reali.

Se ne avesse uno infatti, prendendolo come iperpiano coordi-

nato x,, =0, dovrebbe essere X x,, =Aa,, cioé:

&2n= —ﬁlwn &Ly — 627 mLg —— e an—-n?n Loy = )‘wﬂn

epperd necessariamente 1,5, =B3s,0.=...=Pou_1,2,. =0, talché nella
espressione di X/ non figurerebbe la a;, contro l'ipotesi che Xf
appartenga ad S,,.

D'altra parte la ricerca degli iperpiani invarianti per l'origine
rispetto ad una rotazione infinitesima X/ conduce come per le
rotazioni finite ad un’equazione A (\)=0 di grado 2x in X, alle

RB. Se. Norm. 2
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cui radici corrispondono sempre iperpiani invarianti reali o imma-
ginari coniugati.

Esistono certo dunque nel caso nostro due iperpiani invarianti
immaginari coniugati:

b=, + ¢y , Qo=@ —i¢,

con ¢, ¢, reali. Essendo allora X ¢, =X, ¢;, X ¢y =X g, & chiaro che
ogni iperpiano del fascio ¢, =0, $,=0, cioé passante per I'S,,_,
reale ¢, =0, ¢, =0, vien trasformato dalla Xf in un iperpiano del
fascio stesso. Prendendo dunque questo S,,_, reale (che riesce

manifestamente invariante per tutte le trasformazioni finite del
G, (Xf)) come S,,_, coordinato x,,_, =0, x,, =0, dovra essere:

X m2::——1 = a x?u.—l + prn = &2::-—1

X Xan = [ Xon—1 ‘|‘ 0 dg, == &2.; .
Da cui segue, ricordando le espressioni di &, e &,

Bryowa = foypa=...= Bo2star =10
Bl’2u = B?’ 2u‘ ="'=B2n—-272n =0

a=03=0 B=-7.

La X{f prende dunque la forma:

1...20—2

2 Bik th + Y X2u—l y2m 9
1, k

dove la prima sommatoria rappresenta una rotazione infinitesima
appartenente ad S;._,. Su questa pud ripetersi lo stesso ragiona-
mento, talcheé si conclude infine:

Ogni rotazione infinitesima reale di Sy, & riducibile alla forma
canonica :

(9) oy Xop + 0y Xy + cee + o, Xgs 32

con n—1 parametri essenziali. (Propriamente abbiamo trovato
questa forma per le rotazioni infinitesime appartenenti ad S,.,
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ma le altre, appartenendo a spazi S, con r < n, si ottengono dalla
forma precedente annullando #—# delle o).

Per determinare dunque tutti 1 tipi distinti di rotazioni infi-
nitesime basta far questa ricerca sulla serie (9). Appartengono
intanto allo stesso tipo due rotazioni infinitesime della forma (9)
1 cul coefficienti o, siano uguali (propriamente proporzionali) a
meno dell’ordine. Infatti colle rotazioni:

) !
Xoi1 = o1 Lgk—1 == Xgi—1

@) ) ,
Loi == Lok Lok == Lo
si possono scambiar fra loro in (9) due rotazioni infinitesime qua-
lunque Xy 1,0 € Xopi, gie
Applicando tali rotazioni, pud pensarsi che nella (9) le o, , ay,... 2,
siano disposte in ordine di grandezza decrescente, e si otterranno
quindi tutti i tipi distinti di rotazioni infinitesime anche dalla

forma ridotta:
(9*) Xf= X12 ‘I‘ hl X34 + + hu—l in—l, 2n

con 1> | 2| > ooo 2 ]

A sistemi distinti di valori assoluti delle h corrispondono tipi
distinti di rotazioni infinitesime. Basta per cid far vedere che ogni
rotazione R che trasformi una rotazione infinitesima (9) in una
altra della stessa forma conserva il sistema di valori assoluti:

oo | o o]y oove]on].

Per questo determiniamo innanzitutto la totalita delle rota-
zioni R che soddisfano alle condizioni richieste. Una tale rotazione,
dovendo trasformare il sistema degli S,,_, invarianti della prima
trasformazione infinitesima in quelli della seconda, conserverd il
sistema degli # S,,_, coordinati:

x, =0 <x3=0 Sx%_l:O

2, =20 (x4=0 T '(xg,, =0,
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E viceversa ogni rotazione che conservi questo sistema tra-
sforma la (9) in un’altra rotazione infinitesima della stessa forma.
Tutte queste rotazioni costituiscono un gruppo misto che pud
riguardarsi come prodotto di un gruppo discontinuo di = (#)
rotazioni finite (composte colla (o)), che permutino fra loro in
tutti i modi possibili gli S,, ,, e del gruppo G delle rotazioni che
lasciano fermo ciascuno degli S,, .. Infatti ogni rotazione che
conservi il sistema degli S,, , pud riguardarsi come prodotto di
una particolare rotazione che permuti gli S,._, nello stesso modo
per una conveniente rotazione che li lascia ciascuno in se stesso.

Le rotazioni di & poi (come subito si vede in modo analogo
a quello che ha condotto a stabilire la forma canonica (8) delle
rotazioni finite, e solo ricordando che non hanno ora il vincolo
di appartenere ad S,,) hanno la forma:

o'y = x, €Oos o — T, Sen o

&y = (280 2.+ 2, cos &) &

&y = x5 cos f—x, sen 901 = Ty, 1 COS Y — Ty, SEN Y

) 1
&y = (x3senf +x, cos f) ¢ Xy = (¥g.1 €NV + Ty, COSV) €,
dove gi=+1 e ge...5=1.

Possono riguardarsi quindi come composte delle rotazioni (f)
del gruppo continuo di trasformazioni due a due permutabili

Gn = (Xl2, X34 PR in—l’ 2»)
e delle trasformazioni del gruppo discontinuo di rotazioni:
Q9] Ho=cimu (i=1...m) =41, ¢ &...c,=1.

Basta dunque esaminare successivamente quale effetto hanno
le (), le (8) e le (1) sui valori assoluti |as|, ed & chiaro che tutte
lasciano questi valori inalterati salvo 1'ordine (in particolare
le (), per la permutabilita notata, lasciano affatto invariata ogni
rotazione infinitesima (9), essendo questa una rotazione infinite-
sima generica di G).



Sui gruppi di movimenti e similitudini nello spaxio ece. 21

Risulta cosi che sono certo parametri essenziali della (9%) i
valori assoluti delle #. Resta a vedere se sia anche essenziale il
segno di qualche A.

Pud intanto supporsi, se nella (9%) alcune delle 2 sono nega-
tive, che lo sia una sola. Infatti una rotazione (9%) con due A
negative, ad es. Ay, hs_;, pud ridursi con una rotazione (y)
X'y = —Xgr, Tas= —Tys ad un’altra trasformazione simile con
questi due coefficienti cangiati di segno e gli altri inalterati.

Un’ osservazione analoga mostra che si pud sempre supporre
sia hy il coefficiente negativo. Tutto & ridotto dunque a vedere se
sia essenziale il segno di 4.

Ora questo segno non pud cangiarsi che con rotazioni (%),
ed effettivamente se # & dispari, se si considera cioé uno spazio
ambiente Symie, si posson rendere colla rotazione:

] ) /
o= —Xy 4 Xg= — X e Lo, = — Xy,

tutti i coefficienti della (9%) negativi (se lo & anche ) e quindi
appare che in questo caso il segno di %, non & essenziale. — Questo
non si pud invece per un Sy, e quindi in questo caso il segno
di 4, & essenziale. Si conclude che:

Si ottengono tutti i tipi distinti di rotazioni infinitesime reali
di Simys, € ciascuno una sola volta, facendo percorvere alle by, hy. . hom
nella trasformazione infinitesima :

Xf= X12 —f hy X34 "|' LR + h2m X4m+17 4m4-2

tutti © possibili sistemi distinti di valori per cui
1>k >he > o0 > hew > 0.

Si ottengono tutti i tipi distinti di rotazioni infinitesime reali
di Symy € ciascuno una sola volta, facendo percorrere alle hy hy,y ... ham_y
nelle trasformazioni infinitesime :

X1f=X12+h1X34 A P X+« o o A homs X1y am
Xof =Xio — I Xgy + he Xss 4 -« . + homes Ximery am
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tutti i possibili sistemi distinti di valori per cui:
12> h >0 2wy 2 0.
Infine:

In uno spazio di dimensione dispari Ss... si ottengono tutti i
tipt distinti di rotazioni infinitesime reali, facendo percorrere ad
hiyhyy ... by nella trasformazione infinitesima :

X]g + hl X34 + ce e + k,,,._.l X2 —19y 20

tutti i possibili sistemi distinti di valori per cui:
1> >k > ... > h > 0.

Infatti in questo caso non & certo essenziale il segno di %,
potendosi sempre colla rotazione:

] !
X3= — %3 Lonp1 = — Tout

passare dal caso %, < 0 al caso %, >0.
Si ottengono subito ora anche 1 tipi distinti di movimenti infini-

tesimi pit generali. Il pit generale movimento infinitesimo di S,
ha la forma:

) ) )
)\Xf—}~ala—£+ aZa—i—{—....—{—aﬂ&i
dove Xf indica una rotazione infinitesima e le %, a,, @,, ... @, sono
costanti. Mediante una rotazione preliminare (che cambia una
traslazione infinitesima in un’altra traslazione) pud pensarsi la Xf
ridotta ad una delle forme canoniche trovate sopra. Sono da di-
stinguere allora i due casi dello spazio di dimensione pari e dello
spazio di dimensione dispari.
Nel primo caso se la rotazione Xf appartiene ad Sp, se cioé
tutte le 2 sono differenti da zero, si posson render nulle con una
traslazione tutte le a,, a,...ds. ’
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Dunque il movimento infinitesimo pity generale di un Sy, & una
rotazione infinitesima.

Se invece alcune delle % son nulle la riduzione indicata non
pud farsi che in parte e precisamente si pud ottenere con una
traslazione la forma:

I8 I_Xn"l' lesr'l" + hy_y X21—1a2r] -+ a21+1 f + + Uz..a f

2:L

che a sua volta con una rotazione sulle wpy,...2, si riduce al-
Paltra:

N[ Koo i X oo By Xrayo] + I L

axzn

restando & un parametro essenziale.
In uno spazio di dimensione dispari infine il movimento infi-
nitesimo pilt generale & riducibile alla forma:

A [Xus A I Kot A oo - By Koyar] -+ L

exzn-i-l

§. 5. — Riduzione di una rotazione infinitesima

alla forma canonica. — Invarianti.

Data una rotazione infinitesima qualunque di Sg.:
(10) }: Bix Xix

un modo per determinare la forma canonica a cui pud ridursi &
gia indicato dal procedimento generale.

Basta determinare gli S,, , invarianti, prendendo una coppia
di iperpiani ortogonali per ciascuno, ed assumere i 2# iperpiani
cosi ottenuti come nuovi iperpiani coordinati. Si riconosce subito
perd che non & necessaria 1'effettiva trasformazione per determi-
nare le costanti Ay, %y, ...A,,. Se si scrive infatti 1’ equazione
caratteristica A (\) =0 per la trasformazione infinitesima:

Xf: kl X12 + kg X34 + “ s e + kn XQu—l? 2n
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appare subito che le radici di questa equazione sono
+hki, ki, ....xtk,;.

Ora queste radici non cambiano per una trasformazione di
coordinate, perché la relazione X¢ = kip trae seco l'altra X'¢' = ki,
indicando X7 e ¢' le trasformate di Xf e v mediante una rota-
zione qualunque. Data dunque la (10), basta determinare le radici
della corrispondente equazione caratteristica:

=X plz BI3 LRI Bly 2n
=B —h B ... Boya
AO\)= "Bm "Bz; “)\n-Ba,z’z =0

B —Be —Pau... =X
e 1 rapporti dei moduli di queste radici (disposte in ordine di
grandezza decrescente) forniranno subito le quantita by, Ay, ... A,
salvo la questione del segno di %, (nel caso di un S,) che sara
subito decisa.

Per analogia con note denominazioni relative alle trasforma-
zioni proiettive generali possiamo chiamare le &y, Ay, ... b, tnva-
rianti assoluti della rotazione infinitesima.

La questione del segno di #; (nel caso di un 8,,) pud decidersi
colla considerazione di una particolare funzione invariantiva dei
coefficienti 8. Consideriamo 1’espressione:

U(Q)=2i6ikﬁrs- ~'put

dove ik rs...ut s'intendono percorrere tutte le permutazioni
degli indici 1, 2... 27 col vincolo ¢ <k, r<s,...u<t, e §'in-
tende preso ogni volta il segno superiore o 1'inferiore secondo
che questa permutazione & di 1.* e 2.* classe. Si riconosce facil-
mente che questa espressione & appunto una funzione invariantiva
dei coefficienti, talché sara in particolare:

2i@”ﬁpl's---Sui:—-‘—k]kg-..kn,
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indicando %, k, ... &, 1 coefficienti della rotazione infinitesima tipica
trasformata della X B X, epperd per un S,, sard da prendere
7 X, 0 secondo che risultera U (§) X 0.

Che la U (f) sia una funzione invariantiva delle B risulta nel

seguente modo. Applicando alla rotazione infinitesima:

Xf: kl X1~2 + kz X34 ’I‘ e + ku X2n—1’2n.

la rotazione finita qualunque:
g .
Yi=ondy @t .o Ciye 0 , (0=1,2,...2n0)

si ottiene per la rotazione infinitesima trasformata:
1.. 2

Xf= 3 (DY + kDY + ... + &, DY) Xy (1<H)
A

indicando in generale DY) il minore di 2.° ordine comune alla
matrice delle colonne (27— 1)™¢ e 2+™¢ e alla matrice delle linee
i"t ¢ k™ pnel determinante:

233 O o o+ Ogy gy

O.gy Ogg o o o Ogygy

.
.

|
i
|
l
|
1
l O2uy1 Olguyze » « Oouyon
Si ha cioé per la X'f:
pik = kl DE}? + k? D(ti) _I_ L + kn D('l]t) )

e si tratta ora di vedere che la funzione U (B) costruita con questi
valori si riduce al prodotto k&, ks ...k, .

E infatti nello sviluppo di U (8) questo prodotto compare col
coefficiente :

Y +DYDY...DY

che & lo sviluppo di D per minori del 2.° ordine ed & quindi
uguale ad 1. Tutti gli altri prodotti in cui le £ non sono tutte
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distinte hanno invece per coefficienti gli sviluppi di determinanti

con almeno 2 matrici di second’ ordine eguali epperd certo nulli.

Un’altra funzione invariantiva delle 8 facile a riconoscersi &
la somma dei quadrati delle Bi.

E infatti colle stesse notazioni di sopra si ha:

1...2a
VE= Ye=r3DY +BRDY ...+ & XDy

ok 14 ik ik

+ 23 & ks Y, DYDY
rs ik

Ma notoriamente in un determinante ortogonale la somma
dei quadrati dei minori estratti da una matrice qualunque & =1,
mentre la somma dei prodotti dei determinanti omologhi estratti
da due matrici distinte ¢ =0. Resta dunque:

Ve =K+E+.. .+
come si era enunciato.

Nel caso 27 =4 1 due invarianti:

U (B) = iz Bau — Bs Bas + Bua Ps
V (B) = Bl + Bl + Bl + B+ Bl + B2

sono gia sufficienti per determinare il tipo a cui appartiene la

1..4
rotazione infinitesima 2 Ba X di S,, poiché le relazioni:
LA

B+i=1V (8
bk =T @
determinano k; e k,.
Chiaramente per la proprieta invariantiva dimostrata le espres-

sioni U (8), V (8) sono due invarianti del gruppo aggiunto T' sulle

variabili B relativo al G. .y delle rotazioni 1).
2

1) Lie. — I, 270. III, 667 e segg.
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Ora dalla coincidenza delle due espressioni:

-X @12 ﬁla LI 5192,.
'312 -\ st . e Bz,zn‘
= (C+k) OF+K) ... W+

—Apl 120 _ﬁ23 2n _BS yQu e e —A

appare che 1’espressione indicata con U () & una delle radici del
termine indipendente da A\ nello sviluppo del primo membro ossia
del determinante emisimmetrico delle B, (precisamente il pfaffiano
(1,2...n) corrispondente a questo determinante !)). Dunque il
determinante stesso [ U (B)]* sara un invariante del gruppo aggiunto.

Similmente & un invariante (e precisamente =V (§)) il coef-
ficiente di A*~* nello sviluppo stesso, e altre n —2 funzioni inva-
riantive analoghe sono fornite dai coefficienti delle altre potenze
di . (esclusa la 2**) cioé dalle somme dei minori principali dei
vari ordini (pari) nel determinante delle j.

Questi » invarianti del gruppo aggiunto che possiamo indi-
care con U, (B), Uz (B), ... U, (B) costituiscono poi effettivamente
un sistema completo di invarianti indipendenti del gruppo, cioé
un sistema completo di soluzioni del sistema di equazioni alle
derivate parziali lineari ed omogenee :

(11) Ef=0, Ef=0, ... E.uyf=0
2
(Ef, Ef, ... Biwoyf indicando le trasformazioni infinitesime ge-
2

neratrici del gruppo aggiunto).
E infatti secondo la teoria generale di Lie esistono nel

gruppo G..—y delle rotazioni tanti tipi distinti di trasforma-
2

zioni infinitesime generiche, quante varietd invarianti di prima

specie pel corrispondente gruppo aggiunto I' sulle variabili omo-

1) Pascar. — Determinanti, pag. 79.
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genee B (giacch® clascuna di queste varietda stabilisce con un suo

punto generico un determinato tipo di G, in G. ).
2

Poiché dunque abbiamo riconosciuto esistere soltanto oo tipi
distinti di rotazioni infinitesime reali, se ne deduce che rispetto
al gruppo aggiunto esisteranno soltanto co"™' varietd invarianti
distinte reali, e quindi solo 7 soluzioni indipendenti del sistema
(11) (non 7~ 1 poiché per determinare le varieta invarianti, causa
la condizione dell’ omogeneita delle B deve aggiungersi alle (11)

. of . .
I’ equazione 22 Bir T 0 @G k=1...2n;i<k)).

Il sistema (11) non ha dunque certamente pi di % soluzioni
indipendenti. Che poi siano indipendenti le U,, U,,... U, segue
senz’ altro dal fatto che, variando le B, assumono oo sistemi di
valori distinti in corrispondenza agli oo tipi di rotazioni infi-
nitesime.

Rimane cosi determinato il sistema completo delle soluzioni
del sistema (11) ciog, per esteso, del sistema:

1..® (n——l)

Euf = 2‘ Cipk e@ == <gx 1,2.. 1)>

dove le ¢,pi sono le costanti di composizione del gruppo delle
rotazioni (=1 o 0).



1I.
Applicazione ai gruppi di movimenti e similitudini
nello spazio ordinario

e

Come Trasformazioni infinitesime generatrici del gruppo G
dei movimenti € delle similitudini in S; possiamo prendere le tre
rotazioni infinitesime intorno a tre assi ortogonali z, y, 2

)
Xy kel Xf=s L —ol Xf=a Ly,

le tre traslazioni infinitesime lungo gli assi stessi:

o o
' Jy’ e

e la similitudine infinitesima rispetto all’ origine:

Xf =0 Lty e

a) Gruppi di rotazioni ad wun parametro. — Secondo la
teoria generale che precede i tipi di rotazioni infinitesime reali in
S; sono gli stessi che in S;, dunque il pit generale gruppo di
rotazioni ad un parametro & quello generato dalla trasformazione
infinitesima X;f, che ha per formole finite:

¥ =uwcost—ysent

y =uaxsent+| ycost.
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b) Gruppi di rotazioni a due parametri. — Dette Y,f, Y
le rotazioni infinitesime generatrici del gruppo, potremo porre
(con una rotazione preliminare che riduca la Y, al tipo X)):

- Ylf - le
Yof = 2 Xof + p Xof

Ora si ha, formando 1'espressione alternata (Y,, Y,):
(Y1, Yo) = =R Xof 4 0. Xof

Questa, non potendo essere h=p.= 0, deve coincidere colla Y,,
¢id che porta X+p*=0, A=+pi.
Non esistono dunque in S; gruppi veali di rotazioni a due pa-
rametri.
¢) Gruppi di rotazioni a tre parametri. — Il gruppo totale
delle rotazioni:

2 (Xl ’ X2 ’ X3)'

Traslazioni infinitesime formanti gruppo con una rotazioue
infinitesima.

a) una sola traslazione infinitesima. Se Y,f=X; & la rota-
zione infinitesima e Y f = o, gfv -+ %A, of -{— o af la traslazione in-
finitesima, dovrd essere (YI,Y2)=XY2f , cloé:

L SNOR S Ty
da cui per la realita:

ay=a,=0, A=0.

Si ha quindi il G, di trasformazioni 2 a 2 permutabili formato
da tutti i movimenti elicoidali attorno all’ asse z:

3 <af oF o

oy Yor’ 3
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colle formole finite:
¥=wxcost—ysent , yy =xsent+ycost, 2 =z2+kt
con t ek parametri arbitrari.

b) con due traslazioni infinitesime. Si pud porre:

Yf= X3’Y2f—“alaf+ 2f Yof = 1af+bza];+bsf

Si ha allora (Y,,Y)=-a, 8f + 35 f . Non potendo essere

a,=a,=0 questa trasformazione 1nﬁn1tes1ma dev’ esser combina-
zione delle Y, Y;, epperd & necessariamente b5 = 0. Si ha cosi il G;:

. i af of

8y Y " dy

di tutti i movimenti complanari al piano 2=0 (o se si vuole il
gruppo totale dei movimenti in S;) colle formole finite:

& =xcost—ysent+ a
j y=wxsent-+ycost4b.

¢) con tutte le traslazioni. Si ha il Gy:

5 ’ i of af o o

YTV w0 %

di tutti 1 movimenti elicoidali attorno ad un sistema oo? di assi
paralleli, colle formole finite:

¥ =wcost—ysenit+a , y =wsenttycost+b , & ==z+c.

Traslazioni infinitesime formanti gruppo col Gy delle rotazioni.
Si trova unicamente il gruppo totale G dei movimenti:

°of 9
6 (X11 Xza X3a aé ag aé
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Gruppi di movimenti pitt generali conienenti trasformazioni
infinitesime elicoidali.

I pit generali gruppi di movimenti contengono (in modo es-
senziale) fra le trasformazioni infinitesime generatrici, oltre alle
rotazioni e traslazionl infinitesime isolate, altre trasformazioni
infinitesime composte di rotazioni e traslazioni che chiameremo
trasformazioni infinitesime elicoidali.

Troveremo questi gruppi piu generali cercando quali nuovi
tipi si ottengono da quelli gia trovati col prolungarne le rota-
zioni infinitesime, mediante 1’aggiunta di traslazioni infinitesime
W:%W+%%+3J

2

Cosi verremo a trovare effettivamente tutti i pit generali tipi
di gruppi di movimenti in S;, perche, come tosto si vede, da ogni
gruppo siffatto, togliendo i prolungamenti delle rotazioni infinite-
sime, si ottiene daccapo un gruppo, che rientrera quindi neces-
sariamente nei tipi di gruppl gid determinati:

a) in corrispondenza al G, I troveremo i vari tipi di tra-
sformazioni infinitesime elicoidali. La trasformazione infinitesima:

9 )
X5+ o f+azaf+ 3 f
Y
pud ridursi con una traslazione sulle z, y alla forma:

7 X -+ an f =z o __ af + f

%
che non & ulteriormente riducibile (con soli movimenti), vale a
dire contiene in @ un parametro essenziale. Questa trasformazione
infinitesima genera il gruppo ad un parametro dei moviment: eli-
coidali d’egual passo attorno ad un asse colle formole finite:

Z=xcost—ysent, ¥y =xsentt+ycost, #=z+at (a=cost.)

b) in corrispondenza al G; 2 non si trova alecun nuovo tipo.
Se si cercano infatti 1 G5 della forma:
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of af

Y =Xf o ot ng

t %5

Vf =X+ LA b b

of of of

i'\ Y3f=X3f+71 + 25, + (33, 2

si ha subito:

——

O S e T

CY) =Xt Ltnd —@r o

3f

l\ Ys Y)=-X; + 7 + %2 f — (fston) 3!

da cui le relazioni:

O3 = =1, PetVs=0y , Gy=— B
Bs=="%, Bi=—0y, Ystoy = [y
utBe=T, 1 =03, Y= —L%5.

Di qui si ricava a; =3, =73=0, che insieme alle altre relazioni

danno:

Y = () 2 — 48 L
Yo = (+8) L — (o) L

Y.f = (x+172) % — (y+a-3) gé s

e queste si riducono subito con una traslazione alle X, X,, X;.

R. Sc. Norm. 3
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¢) dal Gs 4 si ha il nuovo tipo:

g (O o
\ dy S‘ac+ 2 E')y/

di tutti 1 movimenti elicoidali d’egual passo attorno ad oo® assi
paralleli. I tipi 8, 5 non conducono a nuovi gruppi.

Aggiungendo infine ai precedenti i tre tipi di gruppi di pure
traslazioni:

 [of af NESEEES
9, 10, 11 é?c’( Ay e’ dy’ az)

si vede che esistono soli undici tipi distinti di gruppi continui

di movimenti.

Gruppi di movimenti e similitudini.
Ogni sottogruppo di G&; che non sia un gruppo I' di puri
movimenti pud ridursi alla forma:

(Y., Yo, oo oy Y, Uf)

dove (Y;,Y;...,Y,) & uno dei gruppi I' anzidetti o 1'identita, e
la U/ contiene la trasformazione infinitesima X,f.

a) il gruppo 1' & Uidentita. La trasformazione infinitesima:
of Sf
Uf=a1X1+02X2+G3X3+04X4"]-bl +b2 +b3
(dove a,+0) si riduce con una rotazione alla forma:
) ) )
X4»-}—(1X3—|—b1 f+b2 f"l—bs f

of

=(9”‘a’y+bl)§56+ f.

(x+ax+by) gg + (z+ bs) o

Poiché ora nelle relazioni:

r—ay+tbh=2o -ay , ytaxtb,=y+ax , 2+by=72¢
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il determinante dei coefficienti delle x, y (e cosi delle o/, y) & di-
verso da zero, si pud con una traslazione rendere b, = by=b;=0.

Si ha dunque come rappresentante del pit generale gruppo
ad un parametro di G, il G, generato dalla trasformazione infi-
nitesima :

12 X5+ X, =(cx—y)g—]; - (cy+x) g + (c?) BI (con ¢+£0)

a cul corrispondono le formole finite:

& = ¢ (xcost—ysent)
(2) y = ¢ (xsent+y cost)

d =,

I1 parametro ¢ pud supporsi positivo, perché tale si pud sempre
rendere, se non &, colla rotazione:

Il valore assoluto di ¢ & perdo essenziale, perché le trasfor-
mazioni di &, che conservano la forma 12 (cioé l'origine e 'asse 2):

®=Fk(@xcosa—ysena)e
y =k (xsena+y cosa)

d=kz:

conservano anche il valore assoluto di c.

Le traiettorie di questo gruppo sono spirali cilindro coniche
disposte sui coni di rotazione intorno all’asse 2 con vertice nella
origine e tutte d’egual parametro c. Possiamo chiamare le tra-
sformazioni (o) roto-similitudini intorno all’asse z e all’ origine.
La relazione mutua di queste traiettorie & meglio chiarita dalla
seguente proprieta geometrica:
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Tutte le traiettorie uscenti da wun contorno iniziale assegnato
ad arbitrio incontrano sotto un angolo w coslante per ciascuna i
successivi contorni generati dal primo, e la superficie spirale che
le contiene forma coi successivi piani meridiani (per lasse 2) un
angolo Q che si mantiene pure costante nei punti di ciascuna traiet-
toria. La dimostrazione si ha subito colla considerazione di un
conveniente sistema di coordinate curvilinee sulle dette superficie
spirali, applicando note formole di geometria differenziale.

b) il gruppo T' é il gruppo | di rotazioni, cioé:

)
=(X), Ur=Xi+aXi+aXe+bg+ bgaf+b3af
Si ha
(XsUf)z‘alxz"i‘azXl f*‘bza};

da cul ay=a,=b,=0,=0. Si pud rendere inoltre con una tra-
slazione lungo l'asse z anche b;=0, e si ha quindi il G, di tra-
sformazioni 2 a 2 permutabili:

13 (X5, Xy

composto di tutte le possibili roto-similitudini attorno allo stesso

asse e collo stesso centro.
9 ) )

O T=(X,XX), U =Xt b Lt bel + 0.
Si ottiene il G,:
|4 (le X27 X33 X4)
di tutte le roto-similitudini intorno all’origine.

0 ) 2

d) TI'= (Xs, oy, Uf=X4+a1Xl+a2X,+blaTC+bza~§.

Si ottiene il Gj:

5 <X3,X,,, g};)

di tutte le roto-similitudini collo stesso asse 2.
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) I'= <X3 , gf gf> Uf =X+ o X+ ae Xo+ 05 af

Si ottiene 1l Gy:
of o
16 (Xs, X, I, 8—y>

di tutte le roto-similitudini col centro in un punto qualunque del
piano 2=0 e con assi paralleli all’asse z.

) ) )
0 1~E<X3, f 3/; a’;) U =X+ e Xy + 2, X5
Siha il Gj:
o O o
|7 <X37X499_x3@’ é%/

di tutte le roto-similitudini con assi paralleli.

R :_—(XI,XQ,Xg,,gf oI af) Uf=X,. Siha il Gy:
18 di ‘tutti 1 movimenti e delle similitudini.

. 9 P} )
Uf = ot Xk s Xt by L 40y L4, L

?
W P=X4al 2t gyt

oz
La relazione di composizione porta subito a,=ay=b=0b,=0.
Si pud rendere poi con una traslazione anche b;=0. Restano
. . ) _ .
cosi 1 gruppi <X3 + a 9_’; , XA , dove s1 pud anche rendere a =1
Y /

con una similitudine rispetto all’origine. Si ha dunque un solo
tipo di G, di trasformazioni 2 a 2 permutabili:

19 /X3+ )

che si distingue dal G, I3 in cid che le roto-similitudini non
hanno tutte il centro nell’ origine, ma il centro varia in relazione

. . 1
col passo ¢ lungo l'asse 2 (e precisamente la sua 2 & — <)
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. oF 2

i) FE(Xs-—I- a]; F f> Uf = X, +a.X,+ a.X,+ b, af .
Si ha il Gy:

o o of
20 (Xa—i—a X—xa—?;>

_ (3 o O
) I'= (az/l , Uf=X+a, Xi+a, Xota; X540, a é?/ .

Si ha il G,:

of
21 <X2+ cX,, 3;)
di tutte le roto-similitudini d’ugual parametro ¢ collo stesso asse 2.

oF 2 3
m) I‘E<£, é) . Uf=X, tay Xota Xo+a; Xo-+bs 32-

Si ha il Gj:

22 <X3—}— X4g—fgl;>

di tutte le roto-similitudini d’ugual parametro ¢ con assi paralleli
e i centri nel piano z=0.
) r_<3f of of

el Sy 3 , Uf=X+a, X +a, Xota; X;.

Si ha il Gy:

¥ o of
23 <X3+cx,,,a_§,é§,£

di tutte le roto-similitudini d’ ugual parametro ¢ con assi paralleli.

Questi sono dunque tutti i tipi distinti di sottogruppi di Gs.
B da osservare perd che nei gruppi 7, 8 considerati come di &,
il parametro @ pud ridursi all’unitd (con una similitudine rispetto
all’ origine).
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Distinguendo questi vari tipi in relazione al numero dei pa-
rametri, abbiamo trovato in Gy:

4 tipi di gruppi ad 1 parametro:

e e L A S = R

”

”

»

”

a 2
3

4
5
6
7

parametri :
”
»

”

10,
4,
14,

9, 12,

13, 19, 21.

8, 11, 15, 22,
16, 20, 23.



I11.

Del gruppo G,, dei movimenti e similitudini in S,

§. 1. — Gruppi di rotazioni ad un parametro.

Secondo il risultato generale si ottengono tutti i possibili tipi
di rotazioni infinitesime reali in S,, e ciascuno una volta soltanto,

facendo percorrere ad % in
| Xye + b Xg

tutti i valori da —1 ad 1 gli estremi inclusi. Di tutte queste
trasformazioni la sola X, non appartiene ad S, ma ad S,. Son
gia determinati dunque i gruppi di rotazioni ad un parametro e
troviamo per le corrispondenti formole finite:

Zy=umu cost—x,sent r'y=uwxscosht—x,senht

xy=x,sent—x, cost ¥y=umysen ht+x,cosht.

Per la determinazione degli altri sottogruppi del gruppo G
delle rotazioni poniamo per comodo di notazione:

X23=X1 ’ X31=X2 ) X12=X3
X14=X4 3 X24=X5 3 X34=X6
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e osserviamo che si ha per le corrispondenti espressioni alternate :
P X)=-X,, X Xy=-X,, X, Xp)=-X,
X X)=0, XX)=0, (XX =0
(2) XXy =X, KXy) =X,, X X)) =X;
, X Xp)=-X5, X Xy)=-X;, X, Xo)=-X,
X X)=-X;, X5 Xo)=-X,, (X3 Xp)=-X,.

§. 2. — Gruppi a due parametri.

Le trasformazioni infinitesime generatrici di un &, di rotazioni
in S, posson pensarsi ridotte con una rotazione preliminare alla
forma:

Ylf=X3+kX6
Yi=eaX + X4 e, X 4 e X5+ 65 X -

Si ha per le (2):
(Y, Yy) = (e 4k e5) Xy, — (er+F ey Xo+ (es+k ) Xy — (eatk e) X5,

ma dev’essere inoltre per la proprieta di gruppo (Y, Yy)=XrY,+p Y,

con A, p. costanti, — Si hanno dunque le relazioni:
etke=nuype
~61—7£e4=p,62
0 = A
estke,=ype

—es—ke=ype

“'\ 0 =p.86+k7\.

Poiche il determinante della prima, seconda, quarta e quinta
equazione :
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l—p. 1 0 %
D=|—1 -u -k O o , , e
N e TG ey

-k 0 -1 -p

non ha radici p. reali che per k=g, si conclude che per ogni altro
valore di %, sard per un G, reale e =e,=¢,=¢;=0 e resterd
solo ¢ arbitraria. Cid da il-G; di rotazioni due a due permutabili:

2 Xs, Xo).

Nel caso escluso k=¢ si ottiene =0, es= —c ey, 4= —c ey, 6
arbitraria. Si hanno cosi gli o® G, ancora di trasformazioni per-
mutabili:

® XteXs, Xi—eX4+k (Xy—e Xp)+% Xo) -

Risulta subito perd che tutti i gruppi (8) sono simili ai
gruppi 2. Percid basta far vedere che in ogni tal gruppo (f)
esistono due rotazioni infinitesime appartenenti ad S,, che cioé
ammettono un S, assiale.

E infatti la trasformazione infinitesima generica di un G, (§)
pud scriversi:

A (XKpteX) b Xy-e X,k (X,—eXy) + K Xg=

0 d . , 9
=[ = Motk xgte ] a?i; + [haasthe 2] gi + [~k arta—(K+he) 2] 6)77:3
: of
4 [ —ex—kexpt+ (K +he) xs] 3.
Ly

Si ha dunque per il determinante indicato in generale con [3]:

0 —-x-K Kk e |

AE 0 -1 ke l
-k 1 0 —Xe
-t =k he O

6] = = D0 K - (LT




Sui gruppi di movimenti e similituding nello spaxio ecc. 43

ed & manifesto che l'equazione [3]=0, qualunque sieno i valori
reali &, ¥, ha due radici reali e distinte.

Queste radici abbasseranno poi necessariamente [§] alla carat-
teristica 2, perché un determinante emisimmetrico & sempre di
caratteristica pari.

Si conclude dunque che:

Esiste un unico tipo di Gy reali di rotazioni in Sy, e si puo
prendere come rappresentante del tipo il G:

(X3 9 XG) .

§. 3. — Gruppi a tre parametri.

a) G; contenenti G, reali.

Si potra porre per le trasformazioni infinitesime generatrici
del gruppo:

Y1f=X3 3 Y2f= XG P Y3f: (9 X]_ '—{" 62X2"l— 04X4+e5 Xs.
Avendosi:
MV Y)=-eaX;+ 66X —e X4 X,

questa trasformazione infinitesima deve coincidere salvo un fat-
tore p. colla Y,, epperd per la realith e =¢,=e¢,=¢=0. Si
conclude dunque che:

Non esistono in S, dei G; di rotazioni reali contenenti un G,
reale.

b) G; non contenenti un G, reale.

Si riconosce facilmente che un tale G; pud ridursi in ogni

caso alla composizione tipica:

(A) (Yl Y?) == st ’ (Y2 Ys) = Ylf ’ (Ys Yl) == Yzf .

Sara intanto, dette Y.f, Yof, Yif le trasformazioni infinitesime
generatrici del gruppo:
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Y, Yy)=nY, +2Y,+2Y,
(=) (Yo Yo )= Vit Y +ps Y,
Ys Y)=wY, + %Y.+ %Y,
con Xg, I, vo diverse da zero, altrimenti si avrebbero subito dei &,
reali. Pud prendersi dunque in particolare X Y, +2, Y, +2, Y,

come nuova Yz, cioé supporre l,=hg=0.
Dalla nota relazione di Jacobi:

(Y9, Yo) + (V. Ya), V) + (T Y, Vo) =0

si ottiene (essendo XA, =X3=0):
— P2t =0
® sV —pyvs =0
PaVe — Mev3 = 0.

Se oltre p., sono anche p,, p; diverse da zero, dalle due ultime
relazioni (3) segue:

=k, vo==kpy, vs=kps cioe (Y;Y,)=£k(Y,Y;)

per modo che il gruppo conterebbe un G, reale, il primo gruppo
derivato. B dunque o0 p,=0 o p;=0.

Nella prima ipotesi segue dalle () v,=vw=ps=0, talche si
ha la composizione:

o) Y1 Y)=psYs, (YY) = MY, (BY)=pY,.

Nella seconda ipotesi segue dalle (B), v;=0, v, =p,, talche
si ha:
Y Y)=mY,4pmY,
Y; Y)=p, Y, 4+ »Y,.

Si pud prendere allora (poiché p,+0) la p, Y,+p. Y, come
nuova Y, (con che restera sempre (Y, Y;)=XYs), e cosi renden-
dosi p, = 0, si ottiene di nuovo la composizione (1) (con 1, e, ttsF0).
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Resta tuttavia a vedere se un gruppo di tale composizione
pud aver sottogruppi reali. Per questo osserviamo che, prese due
trasformazioni infinitesime Ujf=a, Y 1+, Yo+ as Ys, Usf=b,Y 140, Y +b, Y
del gruppo, si ha:

(U, Up) = (@b — a3 bo) pr Xy + (@301 — a1 b3) 0o Xy + (@1 b, — a3b,) p3 X
talche dovra essere, perché Uyf, Uy generino un G,

(@) (azbs"asbz) p=ka, 4 by, (ash,—a,by) Vo==Aay+ p. b,
(b= az b)ps=has 4 wb; .

Se riguardiamo ora le (@, a3, @) (b1, by, b5) come coordinate
omogenee di due punti in un piano, le ayb;—as by, ..... sono le
coordinate &, &, & della loro congiungente, epperd i primi membri
delle (3) le coordinate del polo di questa retta rispetto alla conica
(inviluppo) o EHp. E+psE=0.

Le (%) esprimono dunque che la retta immagine di un @&, deve
contenere il suo polo rispetto alla conica anzidetta, cioé deve
essere una tangente.

Ora, se le .., 1., ps non hanno tutte lo stesso segno, esistono
tangenti reali e quindi &, reali nel G; (7). Nel caso nostro dunque
le py, pe, pg devono avere ugual segno, che si pud supporre poi
positivo, bastando se occorre cangiar di segno alle Y., Y., Ys.
Prendiamo allora come trasformazioni generatrici del gruppo:

MY, , hYy, hsYs,
determinando le A dalle condizioni:
Valiho="hy , pihohy="h , pehsby=hs,
0, ¢i0 che & lo stesso, dalle altre: ‘

(5) h3=p‘3h1k2, Pqﬁlshg‘_—‘l y Hels ?:—“ .
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B chiaro che con questo il gruppo (7) si riduce appunto alla
composizione (U, Uy) = Usf, (U, Uy) = Uyf, (U; U,) =TUyf, e in modo
reale, perchée dalle (¢) si hanno valori reali per le %, avendo
Wi, e, s lo stesso segno ?).

Applicando c¢id al caso nostro, potremo supporre un qua-
lunque G di rotazioni reali di S, ridotto alla composizione tipica
(A). Con una rotazione preliminare, che non altera la composizione,
si pud supporre le Y, ridotta alla forma tipica p. (X;+k X;), talche
ponendo :

Yf=X; + kX,
Y?f"-—-—el Xl—i‘ 62X2+....+86X6
Y3f:e'1X1+e'2X2+ v X,

avremo la composizione:
(Yl Yg) == )\ Y3 y (Yg Ys) == )\ Yl 3 (Y3 Y)) == )\ Yg
dove A indica un conveniente fattore costante.

Si hanno cosi, formando effettivamente le espressioni (Y; Yi)
i tre sistemi di relazioni:

/ etk es=\ ¢, | 5 €56, €xtes €55 €5=0 otk ds= —\e
\ ek eg=M\¢, e, €s—ey ¢ te dge5d,=0 ——ké,= —hey
) =\ 6,3 €y 6’1—61 6'2+35 6,4—34 6’5 =A 0 = —A €3
@) ® C Wy, .,
esth e, =\ é, € €9—6y €gtes ds—e €5=0 dstk ey, = —Ne,
ek e =\ ey €536 te does¢,=0 ke = —he
\ 0 =\ 36 (23 e’l—el €’5+62 6’4“64 3’2 =Nk 0 = —=A €6«

1) Questo resultato trovasi enunciato senza dimostrazione nella memoria
citata dal prof. Bianchi (§. 13 in fine).
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Da (2) e (y), essendo 230, si ha e;=¢;=¢3=¢,=0, che intro-
dotte nel sistema (8) lo riducono alle due equazioni:

[ e’l - € e’2+€5 6,4 - €y 6'5 =\
(73 e’l - € e’5+62 6/4 — €4 e'g S )\k .

Sostituendo in queste le espressioni di ¢, ¢, ¢35, ¢, ricavate
dalle (o), ed eliminando X\ si ottiene:

(restees) (1-F) =0,
da cul 0 k=¢ 0 e etee=0.

1.* woresi: k=e. Introducendo questo valore in (o) e (y) ed
eliminando le ¢, si ottiene il sistema:

/ 2 (81-{-8 34) - )\261

2 (62-}-‘/ 85) - )\262

o) ,
2 (es+c €) = W,
V2 (05—]—2 92) = )\235

che, affinché sia qualche e; diversa da zero, (come & necessario)
da per A 1’equazione:

@-MP=4 , 2-2=2¢
e infine, non potendo essere A=0, da V=4,
Si ha allora e, =ce , 6==¢é6
e per le (2) anche di=c¢cée,, ds=c¢d,.
Si hanno cosi i due tipi di G; reali:
3 Xi+eX,, Xo+:eX5, Xg+eXp)

distinti fra loro, anzi ciascuno invariante nel gruppo totale delle
rotaziont.

2.* IPOTESI: ee;+ ee=0, k++1.
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Eliminando ancora le ¢ fra le («), (y) si ha:
e (1+E=2) +2ke,=0
\ e (144 =22 + 2k e; =0
[ e (1+k =) + 2k e, =0
e (145 -2 +2ke,=0.

(&)

Dev’esser dunque, affinché le e,... ¢ non siano tutte nulle:
1+ =2 —4 =0
ciod N=(1-ke?.

= —¢ce

Sostituendo in (&%), se k+0, si ottengono le ;__ eel che
5= 2

introdotte nella ¢, ¢,4+¢, s=0 danno ei+e¢; =0, ciod per la realitd

ey=¢6,=0, e quindi anche ¢,=¢;=0. Questa ipotesi non conduce

dunque ad alcun Gj reale, salvo il caso k = 0, che resta da esaminare.

Per k=0, e quindi A=¢, le (2) e le (y) forniscono:
Go=—c¢€,, —0=c€y, t5=c€,, —g=c¢;,

che introdotte nella terza delle (3) danno:

(") A+ea+eagt+ed=1.
Si ha inoltre dalla e, e;+e,65=0, supposte e, ed e; diverse da
zero, e;=Mhe;, 4= —hes (M indicando una nuova costante) e

queste introdotte in (§*) forniscono:

— SEli = cos ¢ ¢ = A sen¢ e4_—>\cos<p
V1F22

€

Vi’ Vi o iR’
¢ indicando un angolo ausiliario.

Si ottengono cosi (essendo il parametro A soltanto apparente)
gli o' G5 della forma:

(X3, senp X, + cosp X, sen¢ X, — cos ¢ X,) .
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e questi mediante la rotazione:
S Xy = aysen ¢ -+ ;08 ¢
!
z Ty= —%3 c08p |- x48en g

si riducono all'unico tipo:

4 Xy Xy Xy

cioé al G; delle rotazioni in S;.
Nei casi esclusi (6,=0 0 e;=0) si torna sempre con trasfor-
mazioni analoghe al tipo 4.

§. 4. — Gruppi a quattro parametri.

Ogni G, reale contiene dei (f; reali. Si sa infatti !) che il
gruppo derivato di un G, possiede al pid tre parametri. Se &
precisamente un G, questo & senz'altro un Gy reale. Se poi &
un G, 0o un G, o 'identitd, poiché un numero qualunque di tra-
sformazioni infinitesime aggiunte al primo gruppo derivato ge-
nerano sempre un gruppo, si pud ottenere in ogni caso un G
reale di G,.

Basta cercare dunque i G, reali che si ottengono aggiungendo
una rotazione infinitesima generica ai tre tipi di G; reali de-
terminati.

Poiché 1 primi due tipi di G4, come si & notato, sono inva-
rianti in G, qualunque rotazione infinitesima forma con essi
un G In ogni caso perd questa rotazione infinitesima potra
ridursi alla forma X;+kX, con una rotazione che lascia invariato
il G; in discorso.

Si hanno cosi i due tipi di G,:

b X, +<X,, X2+9X5, X, Xo).

1) Lie. — III, pag. 723, Satz 19.

R. 8c. Norm. 4
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11 G; delle rotazioni di S; non & contenuto invece, come su-
bito si verifica, in nessun G, reale.

§. 5. — Non egistono G, di rotazioni reali.

1...6
Siano ora Y;= 2 e Xx (¢=1,2....5) le trasformazioni
-

infinitesime generatrici di un G di rotazioni.

B facile riconoscere che mon possono esser tutte reali.

Osserviamo per questo che, dovendo essere le Y; linearmente
indipendenti, sard diverso da zero uno dei minori della matrice
delle ¢;. B indifferente quale sia. Supposto sia quello che si ot-
tiene sopprimendo la prima colonna della detta matrice, si po-
tranno esprimere linearmente le X,, X3, X,, X;, X; per le Y; e
per la X,. Posto che risulti:

1...5
Xi= ¥ éaVi—aX,, (i=23....6)
% ¢

si potranno prendere come trasformazioni infinitesime generatrici
del gruppo le

X2+42X1, Xs+as Xy y Xg+as Xy, X5+ a5 Xy, Xs‘I"ale-

Poiche allora I’espressione alternata delle due prime trasfor-
mazioni infinitesime & composta delle sole X;, X,, X3, queste due
trasformazioni infinitesime formano necessariamente un G,.

Ma si & visto che non esistono G, di rotazioni reali appar-
tenenti ad S;, dunque non esistono neppure Gs di rotazioni reali

ill S4 ‘) .

1) 1l teorema puod estendersi anche agli spazi con un numero gqualunque
(anche dispari) di dimensioni, cioé: Non esistono nel gruppo totale G, delle
rotuzioni in uno spazio qualunque dei G,_, reali.

E la dimostrazione & affatto analoga.
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Ai tipi precedenti & da aggiungere infine il gruppo totale
delle rotazioni:

6 (X19X2vX3sX47X57XG)'

§. 6. — Movimenti non Euclidei di un S,

a curvatura costante positiva.

11 gruppo Gy delle rotazioni in S, permuta transitivamente in
sé stessa clascuna dpersfera con centro nell’origine secondo un
gruppo I's dato dalle stesse formole di G, ove si ponga:

2+ o+ o} 4 =K.
Questo gruppo I's & manifestamente il gruppo dei movimenti
. .1 . .
non euclidei dello spazio a curvatura costante positiva ek I tipi

distinti di gruppi formati da questi movimenti sono, come si &
visto,

@) una serie o' di gruppi ad un parametro X;+% X, di cui
il solo gruppo X; & comune allo spazio ordinario a curvatura nulla.

b) il gruppo a 2 parametri (X;, Xg).

¢) il gruppo a 3 parametri (X,, X,, X;) comune anche allo
spazio ordinario.

d) i due gruppi (X;+¢ X, X;+¢ X, X3+¢ X;) che compren-
dono le due serie di movimenti non Euclidei noti sotto il nome
di scorrimenti (Schiebungen) di 1.% e 2.° specie.

e) il gruppo a 4 parametri (X;+e¢ X,, X,+e X, X5, X,).

f) il gruppo totale dei movimenti (X;,X,..., Xy).

Si ritrovano immediatamente le proprietd note 1), che tutti
gli scorrimenti di una specie son permutabili cogli scorrimenti del-
Ualtra specie, (non perd fra loro), che mediante la loro combina-

1) F. KueiN. — Zur Nicht-Euklidischen Geometrie. — Mathematische
Annalen. Bd. 37, 1890, pag. 544.
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zione possono oftenersi tutti gli altri movimenti non euclidei ecc. Ci
limiteremo qui a ritrovare le formole degli scorrimenti finiti:

[ ©y=Ar,—Bxr,— Cay; —Du,
#y=Bwx, + Axy—Duax;+ Cax, (per gli scorrimenti

xla — C Ty + D w2 + A Xy — B Ly di prima‘ SpeCie)
\ y=Da,— Cay+ B+ Az,

1)

#y=Ax,—Bx,— Cuz; —Duw,
gx'2=Bxl+Ax2+Dx3——Cx4
e (2) ¥y=Cx, — Duxy+ Auws 4+ Ba, (per gli scorrimenti
(w’.,:Dxl—f- Cay—Bas+ Az, di seconda specie)

dove:

®) ANLB LD =1.

Bssendo tutti gli scorrimenti infinitesimi¢ di prima specie ridu-
cibili al tipo X3+X, il tipo pit generale di scorrimento finito
sara dato dalla trasformazione finita generica del corrispondente G,
cio¢ dalle formole:

'y = x, cos 0. — I, sen o

@ S oy = xysenao -+ 2, cos o
A

( '3 = o3 CO8 0. — X, sen o

&y = wzseno 4 x,cosa.

Il pit generale scorrimento sarh dunque il trasformato di ()

mediante il pid generale movimento dello spazio ellittico con-
siderato:

(4) X0 - %a e + O ys + 2y (0=1,2,38,4).
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Effettuando la trasformazione si ottiene, indicando con Dy il

. . > . O %1p O3 Oy
minore delle colonne "¢, k™® nella matrice

Olg)y Olgg Olog Olgg
91 =1 cos & — ¥ (D1o+Ds,) sen o+ g5 (Dgy — D) sen ot — ¢, (D14 +Dys) sena
o= 1% (D1z+Dsy) sen o+ g5 cos o — 5 (Dys+ D) sen o+ y,(Dy5 — D) sena
¥fs =91 (D13 — Dyy) sen o -y, (Des+Dry) sen ot -y, cos o — g, (Dyo+Dyy) sena
1= 11 (Di+Dg) sen a.-{- ¢, (Dyy — D) sen o+ y3(Dyp+ Dyy) sen o+ y, cos o

che ha precisamente la forma (1), essendo anche verificata la (3)
per le relazioni che legano i coseni di direzione oy .

Con un procedimento affatto analogo si otterrebbe la forma (2)
degli scorrimenti di seconda specie trasformando colle (4) lo
scorrimento tipo:

,'x'l = &, COS ¢, — &y Sen o.
\ 2y = x, sena -} x, cos o
® } X'y = @3 co8 0 -} x,8en a
\ Zy= —axzsena -+ x,cos0.

I risultati ottenuti per i gruppi di movimenti dello spazio
ellittico in se stesso concordano, come si & accennato in prin-
cipio, coi risultati della memoria citata del Prof. Bianchi sugli
spazi a tre dimensioni che ammettono un gruppo continuo di movi-
menti. Risulta in effetto da questa memoria che uno spazio a cur-
vatura costante positiva fra i due tipi possibili di G, di movimenti
reali ammette solo il tipo con trasformazioni due a due permutabili,
¢ similmente che ammette un sol tipo di @; intransitivi, e che fra
i 9 tipi possibili di G; transitivi reali ammette solo il tipo IX
isomorfo e quindi simile ai due G di scorrimenti. Finalmente
questo spazio ammette anche un solo tipo di G,, contenente come
sottogruppo il G del tipo IX, e non ammette nessun Gj.
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§. 7. — Traslazioni formanti gruppo coi gruppi di rotazioni.

Se si considerano le formole finite di un gruppo di trasla-
zioni in S,:

(1) Ti=2i 4+ on b+ aiply + oigty (1=1,2,38,4)

(a 1,2 0 8 parametri secondo che la caratteristica della matrice
delle o & 1,2 0 8) & chiaro che per ogni punto determinato
2, =20 (i=1,2, 3, 4) queste formole rappresentano al variare dei
parametri # uno spazio lineare (S, 0 S; 0 S;) che, secondo le
denominazioni generali, & la varietd minima invariante rispetto al
gruppo corrispondente al punto in discorso.

Viceversa, dato un S,0 S, 0 S;, vi & un gruppo di traslazioni
perfettamente determinato (un G; o un &, o un Gj), che ammette
questo spazio come varietd minima invariante. Per averne le for-
mole finite basta scrivere le equazioni di questo spazio sotto la
forma parametrica (1), dove ; siano le coordinate correnti e z;
le coordinate di un punto fisso dello spazio stesso. Le trasforma-
zioni infinitesime generatrici del gruppo sono poi le

i=4 a =4 a =4 a
V=3 angl Yzf=21ama£, Y3f=2{aq3£-

Da tutto cido segue in particolare che ogni gruppo di trasla-
zioni & perfettamente caratterizzato dallo spazio lineare invariante
minimo per I origine (o per un determinato puunto qualunque).

Questa considerazione pud applicarsi alla ricerca delle trasla-
zioni formanti gruppo con un dato gruppo I' di rotazioni. Perché I'
formi gruppo con un gruppo G di traslazioni & necessario e suf-
ficiente che tutte le trasformazioni di I' trasformino G in se stesso
(dovendo G riuscire invariante nel gruppo composto G.I'), eppero
che lascino invariato lo spazio caratteristico di G per 1’ origine.
Determinati dunque gli spazi lineari invarianti (per I’ origine)
comuni a tutte le rotazioni di T, si avranno nei gruppi G di tra-
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slazioni corrispondenti a questi spazi tuttl e soli i gruppi di tra-
slazioni formanti gruppo con I

Cominciando allora dai gruppi I' ad un parametro, ricordiamo
il teorema di L Y):
Un sistema di equazioni:

2) Q (@), oy oo @) =0, oo Qum (@1, Ty ov ) =0

ammette allora e solo allora le trasformazioni di wn gruppo ad
un porametro Xf, quando ammetta la trasformazione infinite-
sima Xf, cioé quando tutte le n —m espressioni X Q si annullino
per =0,....Q n=0.

Nel caso particolare che la Xf sia una rotazione infinitesima
(pit in generale una trasformazione lineare omogenea) e per un
sistema di equazioni (2) lineari omogenee (in generale omogenee
di un grado qualunque) I'espressione analitica della condizione
enunciata nel teorema & che si abbia:

Xh=an®%+...4 ttynmQu_n Ek=1...0n-m)

colle a;; costanti.

In particolare dunque per S.: Gli iperpiani per U origine:
P= & + G @+ a3+ a0, =0

imvarianti per tutte le rotazioni di un gruppo Xf devono soddisfare
la, condizione :

3) Xo=0»Ao;
e gli Sy invarianti ¢ =0, $=0 devono soddisfare le condizioni:

(4) Xo=ho+pd, X¢=1o+tm¢

colle ), . costanti.

Y) Transformationsgruppen. I, pag. 112, Teor. 14.
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Per gli S, invarianti si pud procedere pitt semplicemente nel
modo che segue. Scritte le equazioni di un tale S, sotto la
forma x; =X o, (con X parametro variabile dei punti dell’S, e le o
costanti), dovra risultare per una rotazione finita qualunque

@i = aaxx (R) del gruppo Xf:
[x'i—l:t,:_—l o = Moo,

dove ), dipenderd in generale dal parametro ¢ della R ma non
dalle 2. Sara cioé per qualunque valore di ¢:

wr‘———"‘)\ o4

[x,‘—i—tXxi—{—l—tngzx.--k...] =\ 0,

epperd anche derivando rapporto a ¢ e facendo ¢=0:
() (X @]y —o, =D o

con A, costante, relazione che determina le ;.

Anche per gli 8, invarianti la ricerca & semplificata dall’os-
servare che wn S, reale per I origine invariante per una rotazione
infinitesima Xf & sempre intersezione di due iperpiani immaginari
coniugati invarianti.

Prendendo infatti due iperpiani ortogonali per S, come nuovi
iperpiani assiali 3=0, 2,=0, per la rotazione infinitesima Xf
trasformata della Xf dovra aversi in virtha delle (8):

X’x3=otx3+ﬁx4 y X'4="{$3—|—8x4

dove (come si notd in generale per gli S,,_, invarianti di una
rotazione infinitesima di S;x) sard a=90=0, y= —f, talché:

z+i1ey=0 , wy—ix,=0

sono precisamente due iperpiani invarianti immaginari coniugati
per S;.

Nella determinazione degli iperpiani invarianti giovera dunque
tener conto anche degli iperpiani immaginari.
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Applicando la condizione (3) alla rotazione infinitesima
Xif+k Xof, e discutendo il corrispondente sistema lineare per le a;,
si hanno i risultati seguenti:

Per la Xyf+k Xof con k+0,c: due coppie di iperpiani inva-
rianti immaginari coniugati :
w1+iw2=0 w3+7:w4=0
.’El—’ix2=0 :123—ix4=0.
Per la Xif: una coppia di iperpiani immaginari e un fascio
di iperpiani reali.
o+ ix,=0
—ix,=0 axs+br,=0.
Per la Xyf+¢ Xof: due fasci di iperpiani immaginari coniugati :
amticy) +b(@tice) =0 a@—ix)-+b(@s—iax)=0

dove @, b dovranno supporsi complessi per poter ottenere tutti gli
iperpiani invarianti immaginari.

Gli S, invarianti, conformemente all’ultima osservazione, sa-
ranno per la Xg4-k X, con ke, 1 due
g x =0 z3=0
( 2, =0 § xr,=0,
per la X;+e X; la serie oo®:
\) (a +ia) @+ ias) + (by+iby) (Wstiex) =0
' =i ag) (@—img) + (Br—i by) (@s—iea)==0
cioé:
(@+ad) z, + Gray+bag)xs +e(brag—ag b)) g=20
(@3+ad) 2, + (by a1 — s b)) x5+ ¢ (b + by a5) 2, =0
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o infine pit semplicemente, cambiando rotazioni:

Aoy aaxs+ b oxy=0

ANz, — bews+ asx,=0.
Finalmente, per gli S, invarianti, dalle relazioni:
(5%) I_XS (@) + kX, (w')]xl= o hog (1=1,2,3,4)

si ha subito che esistono S, invarianti reali per la sola Xif, e
precisamente il fascio di S;:

x1=0
Xy ==
axs+bay=0.

Venendo allora al nostro problema (determinare le traslazioni
infinitesime formanti gruppo con gruppi di rotazioni) e ponendo

per brevita p; = —aag ((=1,2...4), avremo che:

@) pud aggiungersi un @, di traslazioni reali soltanto alla X;,
e si ha precisamente la serie o' di G, (con trasformazioni due
a due permutabili):

A) (X5, aps+bpy)

b) pud aggiungersi un @, di traslazioni a qualunque rota-
zione infinitesima, e precisamente si ottengono i Gy:

(B) (X3+k Xsa P1, 202) 9 (X3+k X6 s D3y _204)
e per k=c¢ la serie oo® di Gj:
() (Xste X5, apy— bpa+hps , € bp+e ap,+hp,)

¢) pud aggiungersi un Gj di traslazioni alla sola Xyf, e si
ha precisamente la serie o' di Gy:

(D) Xsf s pry P2y apstbpy) .
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Resta a prendere fra questi tipi possibili di gruppi quelli effet-
tivamente distinti ciod non simili nel gruppo totale G,, dei
movimenti.

Osserviamo per questo che nella serie (A) la traslazione infi-
nitesima aps+bp, con una rotazione sulle w3, x,, che non altera
la Xof, pud ridursi alla forma p,.

Similmente la seconda delle due serie (B) di &; si riduce alla
prima colla rotazione:
di=x, dy=wm , ¥y=uw , ¥y=1,,
salvo il caso k=0 in cui si hanno due G; effettivamente distinti
(essendo soltanto il secondo di trasformazioni 2 a 2 permutabili).

Nella serie (C) si pud anzitutto supporre A=1, perche il
caso A=0 & simile all'altro ¢ =0=0. Si osserva poi che colla
rotazione:

o) == 2, cos 0. — X, Sen o

2y = x, sen o -} @, cos o

(che non altera la Xjg+e X,) si ottiene:

Pst ap—bp,==ps+ (acosatbsena)p + (asena—bcosa)p,

talché d i puc b
alché ponendo, come sl pud sempre, tang o = PR il nuovo

coefficiente &' risulta nullo. Basta cercare dunque i G distinti
della serie:

X5+ ¢X; pst+ap , 194+a5102)-

Ma anche qui il parametro @ non & essenziale, perché colla
rotazione:

;@ == &, cos o. -} '3 sen o
\ Xy = — 2y sen o + &5 cos o
X3 == X, COS o + €X' sena
/ ]
xy= —exysena 4 24 cos o con tanga=a
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ci si riduce in ogni caso al gruppo:
(X3+ EXBa_pls Pz)

che rientra poi nella serie (B) per k=e.
Si hanno dunque in conclusione soltanto i seguenti tipi di-
stinti di Gg, G3, G4, G5:

7 X5, ps)

8 Kat+kXo, psy p) B[S

9 (X3, p1y po) (gruppo di movimenti di S,)
10 Xsy pry P2y Po)

I Ko+EXe, pry poy oy ) [B|<1.

Passando al gruppo di rotazioni a due parametri (X3, Xy), le
traslazioni che possono aggiungersi a questo in guisa da ottenere
di nuovo un gruppo devono formar gruppo separatamente colle

X; e X; e con ogni altra rotazione infinitesima del gruppo. Cid
da solo 1l G, e il Gy:

12 X5, X, Dry P2)
13 Xsy Xoy 1y P2y P2y Pa)-

Con una considerazione analoga il G; (X, X;, X;) conduce ai

tipi di Gy, G5 e G

l4 (Xl L] Xza X31 p-t)
15 Xyy Xoy X3, p1y P2y ps) (gruppo di mov. di Sy)
|6 (X17X29 X3’plap2vp37 p4)'

Invece pei Gy (Xi+eX,, Xp+e X, X;+e X,), esprimendo la
condizione affinche le

Btap+0bp
Ps—bep +acp,,
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formanti gruppo colla X;+eX;, formino gruppo anche colle
X, +: Xy, X;+¢ X5, si trova che dovrebbe essere «*+8*= —1.
Questi @3 conducono dunque unicamente ai Gy:

|7 (X1+E X4 9 X2+5 XS 3 X3+E X6 9 ]91, p21p37p4)'

E cosi finalmente in corrispondenza ai G, 5, considerando che
questi G4 contengono i &; ora esaminati, si trovano unicamente
itipi di Gy:

18 (Xl"”E X4 y X2+3 Xs y X3 y XG y D1y P2y P3y 204) y

e infine in corrispondenza al G, totale delle rotazioni, il G, to-
tale dei movimenti:

19 (Xn X;, X5, X, Xs, X5, 101,192,103,104)-

§. 8. — Gruppi di movimenti pit generali con trasformazioni

infinitesime elicoidali.

Otterremo al solito i rimanenti gruppi di movimenti in Sy,
cercando quali nuovi tipi si ottengono dai precedenti mediante
prolungamento delle rotazioni infinitesime con traslazioni infini-
tesime.

Cominciamo a determinare i vari tipi di trasformazioni infi-
nitesime elicoidali X3+k Xs+Tf.

Escluso il caso k=0, questa trasformazione infinitesima si
riduce sempre colla traslazione:

a3

Q,
! ! ! 4 !
rh=x+dp, ¥y=u— 0, , x3=933+—k‘, w4=a4“’“‘k“

alla forma X;+k X,
Nel caso escluso con una traslazione sulle z,, z, e una rota-
zione sulle 3, 2, si ottengono gli oo! tipi:

20 X; - aps
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dove il parametro ¢ pud supporsi positivo (bastando in caso con-
Ty= -2y \

trario applicare la rotazione , , ma non pud ridursi
Xyg= — Xy

ulteriormente, perché questo dovrebbe ottenersi con movimenti
in S; cid che non & possibile.

In corrispondenza al G, 2 dobbiamo cercare i tipi distinti
di G della forma:
X+ TF, Xo+ TF).
Una traslazione preliminare permette di supporre:
Tf=ap+ asp. , Tf = asps+ asps,
dopo di che la relazione di composizione :
Xy, TH)=(Xs, Tf)
porta @, =a,=a3=a,=0, talche si torna al G, 2.

Cosl in corrispondenza ai Gy 3 dovremo considerare i G della
forma:

Xi+e X+ TF, Xote Xe+TF, Xote Xe+T'F).

Con una traslazione preliminare possiamo supporre T'f=0.
Dovra essere allora per le relazieni di composizione:

Xs+eXg, Tf)= -2TF, X+e X, Tf)=2Tf,
ciog:
Ay pr— Gy Pote (agps— agps) = — 2 (@ 1+ o pot dsPs+a'sps)
adopr— “'1]924“5 (“'4293 —dsp) = 2 (0, pi+aspetas Pstaipa),

da cui subito:
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Pel Gy (X,+T.f, Xo+Tof, X5+ Tyf) si osservera che con una
traslazione preliminare in S; si ottiene la forma:

(Xs+aps, Xo+4 tapy, X5+ aspy),

e dopo cid le relazioni di composizione portano a,=a,=a;=0.

Infine pel G, 5 per quanto & gid stato detto riguardo al G; 3
¢i si pud limitare alla discussione della forma:
(X1'+'5X4 y X2+ EX«;, X3+ e X, y X3—€X6+ Tf),
dopo di che le relazioni di composizione portano Tf=0.

Con ragionamenti analoghi pei successivi tipi si trovano sol-
tanto in corvispondenza ai gruppi 7, 9, 10 i nuovi tipi:

21 Xs+aps, p)
22 (X3 —+ APsy Pry 202) (“20)
23 Xs+aps, pry pey pa)-

Oltre ai tipi di gruppi continui di movimenti di S, cosi deter-
minati non vi sono che i gruppi di pure traslazioni di cui posson
prendersi come rappresentanti:

24, 25,26,27 pi, (p1yp2) (Pry P2y 23)  (Pry P2y D3y Pa)-

§. 9. — Gruppi di movimenti e similitudini.

_ . of , . °f of C e e
Detta Xf = =, 3z, + 37, 4 a5 - + 2, o, la similitudine in

finitesima rispetto all’ origine, osserveremo che, come in S;, ogni
gruppo di movimenti e similitudini (non composto di puri movi-
menti) pud ridursi alla forma:

(Ylf’ Y2f7 "-Y'"f’ Uf)
dove (Y.f, Yof, ... Y,f) rappresenta uno dei tipi I' di gruppi di
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movimenti gia determinati oppure 1'identita, ed Uf & una trasfor-
mazione infinitesima contenente esseunzialmente la X.f.

12 I' & Didentita, Uf = Xof 4o, Xi+.. .40 Xo+b prt...+b, py.
Si ha per esteso:

) 2
Uf = (1402 03 — 03 05 — a4y 24+ ) 9_37;1 + (ot as @, — ) x5 — a5 2,4 by) ég
2

of of
+ (x5t a1 2 — @ @, — a6 T4+b3) oz, —+ (@4t a4 21+ a5 24} a5 03+ b)) 5,

Ponendo:

)
@)+ Qg X3 — A3 Ty — g Ty+-by = &)+ 0, &5 — A3 ¥y — a4
Tyt g @), — Oy B3 — A5 Ly+by = Ty t-a5 @) — 0, X5 — 05 7
Tyt @) 2y — dy Ty — A X4 +b3 = 3+, ¥y — 4, 7 — a5 2,
/

\ Tatq Tyt @y Xy + Qg Ty +by = Tyt ag &1+ a5 Xy + ag 7,
poiché il determinante dei coefficienti delle x (o delle z’, che &
lo stesso) & in ogni caso diverso da zero, si conclude che con una
traslazione possono annullarsi tutte le b;.

Con una rotazione poi, che non altera la X,f, si pud ridurre

la rotazione infinitesima a;, X,+...+a¢X; alla forma tipica X5+ X
e si ha cosi:

(1) Uf=X3+hX6+kX7.

Per vedere su questa se i parametri 2 e k sono essenziali
cerchiamo le trasformazioni che portano Uf in

U’f= X3 + h’ Xs + k’ Xq.
Queste trasformazioni dovranno conservare gli S, invarianti:

§x1=0 §t3=0

[ 2, =10

comuni alla Uf ed Uf. Percid le loro formole finite saranno:



Sui gruppt dé movimenti e similituding nello spaxio ecc. 65
2y =k (x, cos 0. — x, sen o)

n \ @y =ke (x, sen o + x, cos a)

| @5 ="k (x; cos B—a,sen f)
oy =ke (23 sen B + x, cos B)
composte, se occorre colla:

! —_— ’_ I__ I___
™) T1=T3 , T2=Xy , Tg=X1 3 Ty=X5.

Le T) a lor volta son composte delle trasformazioni finite g
del gruppo G (di trasformazioni due a due permutabili):

Xy X, Xy)
combinate eventualmente colla
T**) .17'2= — Xq y x,4= - Xy4.
Ora le ¢ per la permutabilith notata in G lasciano invariata
la (1) che & una trasformazione infinitesima del gruppo. La T*
scambia fra loro le X;, X4, cosicché pud ancora supporsi come
prima 2] < 1. Infine la T** cambia il segno alla X3+ X,, dunque

pud supporsi k> 0.
Si hanno cosi gli oo? tipi distinti di G;:

28 X, +hXe+ kX,  [R|<1, k>0.

2.0 F = .X.3+k X6 9 Uf= X7+(ll X1+a2 X2+a4 X4+a5 X5+(16 XG+
+b; pr+be potb; ps+by py. L’ espressione alternata:

X4k Xq, Uf) = (a2 +k a5) Xy = (m+k a) X, +
+ (as+k ay) Xy — (1 +k ) X5+ bepy — by pe -+ & (b s — b3 ps)
non contenendo n& la X,f né la X,f, & necessariamente nulla.

B. Se. Norm. 5
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Dev’ esser dunque:

[ @+ kas=0 b,=0
\ b+ kas=0  b=0

as + ka, = kb =0
\ag+ka=0 kby=20.

Per k reale diverso da ¢ le a,, a., a4, a5 son dunque nulle e
cosi pure le b, salvo il caso £=0 in cui & solo b, =0,=0.
Escluso per ora questo caso, resta Uf=X;+a X;, dove il pa-
rametro ¢ come sappiamo & essenziale, ma pud supporsi positivo,
7= —a,
applicando eventualmente la rotazione | o=~ che non altera

la X, e cangia solo di segno la X34k Xs. Si ha cosi il G,:

29 Xs+ kX, Xo+aXy) (0<I[kI <1, a>0).

Nel caso escluso, k=0, con una rotazione sulle x;, z, pud
rendersi b3=0 e con una similitudine rispetto all’ origine &,=1.
Resta quindi il Ge:

30 (Xs,X7+aX6+g> (@>0).

Per k=¢ infine si ha b,=b,=b;=56,=0 e inoltre:

e

Q= —ea; , A= —€ Ag.
Y/ =Xs+eXs, Yf=Xota (X, —e X)) + (X, — e X)) + a, X

dove resta a vedere se i parametri i, s, @; siano essenziali.
Poiche la X;+¢ X; & unica del suo tipo in questo gruppo, do-
vremo cercare come vengono trasformati i parametri a,, a,, a;
dalle trasformazioni di G,; che lasciano inalterata la X;+¢ X,
cioé al solito delle trasformazioni:
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x =k («; cos o — &'y sen o)
@y =k (¥ sen o + &', cos a)

T)
w3 =k (5 cos § — &, sen )
xy ="k (s sen § 4 2, cos p)
combinate eventualmente colla #',= —x,, ;= — 2, e colla:
! !
T*) h=wxy, Ty=x,, ¥y=x, d,=u,.

Quest’ultima pud trascurarsi, perché non fa che scambiar tra
loro le X;, X5 e cosi le X;, X, e le X,, X5 senza alterare il valore
dei parametri. Per la T poi la Y, diviene:

X, - (a1 cos (2.~ B &) + azsen (1—B)) (X, — ¢ X) +
4+ (—arsen(o—Be) + aycos (0 —fe)) (Xp—e Xs) + a5 Xs .
Pud rendersi dunque &'y =0, prendendo tang (o—f¢) = %2— .
1
Dopo cid il valore assoluto di o, resta certo un parametro
essenziale (e cosi di ds) perché come si vede tutte le trasforma-
zioni che conservano al @&, la forma in questione conservano il
valore di a}+a3 e cosi pure il valore assoluto di as. Si pud perd
supporre ', > 0, applicando se occorre la rotazione y= —x,,
#,= —x, che non altera la X;+:X,. Si ottiene cosi la serie oo® di G,:

31 Xg+e X, Xo4 o (Xi—eX,) + 6Xp) (@>0).

3.° FE <X3, Xﬁ) ) Uf: X7+a1 X1+a2 X2+a4 X4+a5 X5+Tﬁ
Poiché ancora le operazioni alternate (X;, Uf), (X¢, Uf) non
contengono neé la Xj;, né la X;, né la X,, dev’'essere:

X5, Uf) =0 (X, UNH=0.
Questo porta:
Tf=0, G=as=ag=a;=0.

Resta ciod unicamente il G di trasformazioni 2 a 2 permutabili:

32 Xs, X, Xy).
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Con discussioni analoghe dai successivi tipi di gruppi di mo-
vimenti si ottengono i nuovi tipi di gruppi ampliati:

33 Xi+e X, , Xot+eX;, Xg+eXs, Xit+aXy) (a > 0)

34 (Xl L) XZ ) XS k) X’T)
35 (XH‘E Xy XoteXs, X3, X, X'z)
36 (Xl ] Xz 9 X3 L] X4 L] Xs L] XG 9 X’7)

(gruppo dei movimenti non Euclidei e delle similitudini):

37 X3, ps > Xotp)

38 Xy, XotaXetps , ;s p2) (a=>0)
39 Xa+kXe, XotaXe, oy po)  (J5]<1,0>0)
40 Xs y XotaXe, psy P (e >0)
41 Xz, Xotpsy P1y P2y Do)

42 Xo+kXs , XotaXe, 1y Doy Psy Do) (@>0)
43 Xy+eXe, XoFaXi—eX)+0Xe, pry Doy D3y Po)
4 X, Xo, Xotpsy, 21y o)

45 Xsy, Xo0 Xy pry P2y Doy D)

46 X, Xy X5, X5, po)

47 Xy Xy Xy Xobpuy Py P2y P9)

48 Xy, Xo X5, Xoy Pry Poy Pss Po)

49 X +eX,, Xe+e Xy, Xot+eXe, Xo+aXs, pry Doy Py Do)
50 Xi+e Xy, Xot+eXs, X5, Xo, Xy pry P2y P35y Do)
51 Xy Xeooon Xy pree.py)

gruppo totale dei movimenti e similitudini.
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Ai tipi 20, 21, 22, 23 non corrisponde nessun gruppo ampliato
perché, essendo a0, I'espressione alternata (X;+a p;, Uf) con-
tiene essenzialmente p; senza contenere la X;. Dai tipi 24, ...27
si hanno invece i gruppi ampliati.

52 (7 » XotaXy) (a=>0)
53 (p, per XsthXetkXy) (12| <1,£>0)
54 (Pry P2y ps s XotaXy (a=>0)
55 (Prs Pos D3y Pay Xsth Kotk Xy) (2] <1, 6>0).

Sono cosi determinati tutti i tipi reali di gruppi di movimenti
e similitudini in S,. E da osservare perd che nei gruppi 20, 21,
22, 23 (considerati come sottogruppi di () il parametro ¢ pud
ridursi ad 1 con una similitudine rispetto all'origine. In ordine

al numero dei parametri si hanno dunque in G;:

4 tipi di G, reali: I, 20, 24, 28.

8 , G , 2, 7,21,25,29, 30, 3I, 52.

9 , G , 3 4, 8, 922 26,32, 37, 53.

2 , G , b5,10,12, 14,23, 27, 33, 34, 38, 39, 40, 54.

6 , Gs , Il,35,4l,44, 46, 55.
5 , Gs , 6,18,15,42, 43.

5 , G , 16,17, 36,45, 47.

3 ,» Gy , 18,48, 49.

r 5, G , 50

L, Gy , 19

1

» Gu » 5'.



IV.

Sul gruppo dei movimenti e delle similitndini in S,

——————

Trasformaziont infinitesime generatrici:

X1f= X23 ) X2f= X:n [} X3f=X12 ) X4f: X14 ) Xs =X24
Xﬁf = X34 1) X'7f == le £ XSf = X25 3 X9f= X35 9 X10f= X45
) ) ) ) ) 0 )
Xof—=a aj f f f foo_of o

+. .ty = — _— — — = .
2, +5ax5’f’1 3w Py P ey P G BT g

Gruppi di rotazioni. — Per le rotazioni infinitesime oltre alle
relazioni di composizione che sussistono fra le X;, X,...X; (le
stesse che in S,) si hanno le altre:

(X X)) = 0, X Xpg=-X,, X Xg)=X;5, X, X;p)= 0
XXy = 0, X, Xg)=-X;, XX)=X,, X, X;p)=0
XXy = 0, XX)=-X;3, XX)=X;, X;Xp)= 0
X X)=-Xp, X)) = 0, X,X)= 0, X X=X,
X X)=-X;p, XXg) = 0, XKX)= 0, (XX,) =X
XX = =Xy, XeXp) = 0, XX)= 0, (XsX;) =X,

X, Xg=-X;, X Xg=-X,, Xy Xp)=-X;

X, X =-X,, XKX)=-X;, XXy=-X;.
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a) Gruppi ad un parametro. — Son tutti riducibili per quanto
si & visto in generale ai gruppi ad un parametro di S,:

| X3+ kX,

Qui perd pud supporsi k>0, bastando applicare se occorre
la rotazione:

! '
Xy= —Xy 4 5= —Ty.

b) Gruppi a due. parametri:
Yf=X;+ kX
Yf=eXi+ e Xo+ e, Xy + ...+ €10 Xop-
Si ha:
(Y, Yy) = (eg+ke) X, — (e +key) Xo+ (es+ke) Xy— (es+k e) X5+
+ g Xy — e X+ & (€19 Xo— €9 X)) -

Questa espressione, perché le Y,, Y, generino un &, dev’esser
combinazione delle stesse Y,, Yy, ma non contenendo la X; coin-
cidera salvo un fattore p. colla Y,, sard cioé:

1) etke=pe 5 e =une
2) —ei—key=1pe 6) —e; =g
3) etkhke=ype 7 key=1pe
4) —es—ke=yp. e . B) —key=mp.ey.
weg=0. '

Dalle 5), 6) non potendo essere =1 segue ¢;=¢;=0. Dalle
7), 8) parimente se k, p. non sono ambedue nulle si ha ¢,= ¢, =0,
talché si ottiene un G, dell'S, (x,, =, 23, #,) epperd riducibile
al tipo:

2 X, Xy).
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Peor £ =p.=0 restano ¢, e, arbitrarie ¢, = ¢, = ¢, = ¢, = 0, talchs
si hanno i G,:

(Xs y Xg +eX, + e Xxo) .

Ma la Xg+e, Xo+ey Xy rotazione infinitesima generica dell’S,
(23, x4, @s) pud ridursi con una rotazione di questo spazio che non
altera la X; alla forma X,, talché si torna al tipo 2.

¢) Gruppi a tre parametri.

1.0 G3 contenenti un (. Si pud porre:
Y/r=X;, Yf=X,

{ Yof = e, Xy +ep Xoto, Xyt Xst oy Xoto o450 Xy
Dev’ essere:
Y. Ys) = Xi—e, Xotes Xy—e, Xoteg Xo—e; Xy = Yyf
Y.Ys) =eXi—e Xste Xy — e, Xotey Xo— e Xjo=v Yy

da cui per la realita:
e=e=...= ¢=¢,=0.

Non esistono dunque in Ss (come in S,) dei Gy contenenti G,.

Il teorema si pud estendere come segue: Nel gruppo delle ro-
tazioni di Sy, 0 Sgnys non esiste alcun Gy, reale contenente il
gruppo G, di rotazioni 2 a 2 permutabili:

(X12 [} X34 LR in——l ) 2n) 1)'

2.° (s non contenenti &, reali. — Potranno ridursi alla com-
posizione:
YY) =pYsf, (YY) =pYf, (YuY)=pYf

con p. reale e diverso da zero.

1) Questo teorema comprende anche 1’altro noto che non esistono G, di
rotazioni reali nello spazio ordinario
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Posto:

=10

=]

i=10

Y1f= X3+kX6 , Y2f=2 e; Xi , Y3f= 2 e’i Xi
=l

dovra essere:

[ e+ ke=ypeé

e —ke=ype,

(2) =5
e+ ke, = ¢,

|- —k€1=p.e'5

—kéds=npe

e'1+k8’4=p.62
® 0 =uve

—6'5—k6'2=p,e4
i

\ e'4+ke'1=p«€5

0 =ypés

6 = €y
—e =€,
keow=p ¢,
—keg=yp ¢y
0 =uve
-y = ey
e = e
~key=1.¢
key=np.ey.

Essendo p.+0, si ha subito di qui e;=¢,=¢5=¢, =0, per cui

il sistema (7) ricavato dalla terza relazione di composizione si

riduce a

—g byt egdy =0 ,

’ r
—ely+ ey =0 3

" ! ! ]
M- € ytesd\—e,estesd e, dgteg i = ,

U !
—e€ptepe; =0 )

! 1
—eglitepes =0 s

Eliminando fra le (o), (8) le ¢,

ottiene:

—4€ gty € —0,6 05 & 1—0y € ey €y =

—elytegdyt e ey—enéy =0

! ! ! 1
€1 8g—Ce1+ 65619~ €19 €5 —
! 1 ! ’ —
C€y—€r€yt 636 —€ g =

—e €, ted,—es g+ g€ =

come si pud perché p.F0, si
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A-pe+EkQRethe)=0 , (1-p?e =0

\ (- etk @eathke) =0 , (1—p2e =0

f A-p)e+kReatke)=0 , E-p’e =0
I-phe+EbkQRetke)=0 , (K —-pHe,=0.

Q)

Se ¢,=¢5=6,=¢,,=0 & anche ¢,=¢z=¢;=¢,,=0, talche si
torna al tipi noti di S,:

3 (XI ) X2 ] X3)
4 Xi+e X, , XpteXs, X;+eX)

dove per una osservazione precedente pud anche supporsi e=1.
Per un G; non appartenente ad S, deve aversi dunque:

o p=c¢ o p=ke.

1.* wores;, p.=-¢. Si ha da (9):

E@ethe) =0 (B=1)e =0
EQe+ke)=0 -1 e,=0
k2etke)=0

( (2etke)=0
(8%)
|

Anche qui si presentano due ipotesi o k=¢ o0 e=e,=0.

@) k=¢. Le (3%) danno ¢, =¢,=¢,=¢;=0 e quindi anche
é,=¢y=¢,=2¢5=0. Introducendo questi valori nelle (y) e facendovi
inoltre ¢;=cey, €y= ~ce,, dy=c< ey, ¢,y= —c¢ ¢ si ottengone

per e;, e, €, ¢, le relazioni:

2 2
e +e=1 33‘*'9?0—1
U
gyt ereg=0 , ee,—¢cee=0,

che sono incompatibili perché le due ultime avendo per determi-
nante (nelle e, ¢) —¢ (€34e2) = —¢ danno e¢,=¢,=0 contro la
seconda.
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b)) k+e,e=ey=¢=¢€,=0:
8) dr=ce; , €3= —ce.
Sono da distinguere ancora due casi:

(b)) k=0. Le (3) sono identicamente verificate e resta

o) o

Le (3), (4) introdotte in (y) danmno:

et etetelteaite=1
0

e e+ e,e5 =0

9194“‘6265_

—e4€3+e7€5=0-

Se scriviamo ora le equazioni degli spazi assiali della Y,f e
della Yf:

[ eatz—esxy—e, 05 =0 {’ e Xzt ey tegas =0

\elx3+esx4+egx5=0 €3 — € Xy— ;05 =10
(D) « e Xa—eyx; =0 (I) ¢ e+ e x5 =10

, e ey, =0 ]) es Xy — ey X, =10

i
| €1 X+ €50, =0 sty — e Xy =0,

¢ chiaro che per le 3 ultime della () tanto le (I) che le (II) si
riducono a due sole indipendenti. Supposto che sia ¢,30 (e una
delle 6 costanti e, ...e; dev’esser bene diversa da zero) possiamo
prendere come equazioni degli spazi assiali in discorso:

e, X3+es Xateg v =0 e Tytes xytes s =0
1) (IT*

elw2—62x1=0 elml'{"egxg:O.
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Essendo 1 due iperpiani @, — e, 2, =0, e,21+ 6,2, =0 fra loro
ortogonali, possiamo prenderli come nuovi iperpiani coordinati
,=0,2,=0 (con una rotazione che non altera la Y,f=X;).

Similmente essendo il piano e @3+esx+es25=0 ortogonale
al due z,=0,x,=0, possiamo con una rotazione sulle s, z,, z;
che non altera la X, prenderlo come nuovo iperpiano coordinato
2;=0. Con cid veniamo a trasformare il G, considerato in un
altro simile dove & ancora ¢,+£0 ma ¢, =e;=¢,=0 e per le (1%
anche e¢,=¢,=0.

Si ritrova dunque il G, 3.

(b)) k+0,¢. Il sistema () da 0k=2¢ o=, =¢,=¢,=0.
In quest’ultima ipotesi sarebbe anche ¢, =¢,=¢,=¢5=0 talche
si avrebbe un G, della forma X;+kX;, X;, X;) e dovrebbe
essere k=0, contro 1'ipotesi. Il valore k =2¢ poi & senz’altro da
escludere se vogliamo limitarci a valori di % inferiori in valore
assoluto all’ unita.

2.* rporEsy, P =k e — Possiamo supporre senz’altro k¢
altrimenti si ricadrebbe nella prima ipotesi p=+1. E dunque
tz=es=¢,=¢3=0. Il sistema (8) poi diviene: °

2k€4+€1:() 2ke5+62=0
2ke+ =0 2ke,+ =0

e fornisce quindi o k== —; ovVVero ¢, =e,=e;=e;=0.
Quest’ultima ipotesi, portando anche ¢, =¢,=¢,=¢5=0, con-

durrebbe ad un G; della forma (X;+%&X,, Xy, X,5) che non pud

sussistere (essendo (Xy Xy0) = — X) se non perk=co, e per questo

valore poi si ottiene di nuovo il gruppo delle rotazioni di S;.

!

S .
Per k = 5 i ha invece:

' . ’ y ’
€4= —ec € , 6= —8 6 , €g——E€), € = —¢€b
e dalle (o):

/ ! ’ ’
€r=cce, €o=—2de, éy=—ce, di=cze.
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Questi valori introdotti nelle (y) forniscono:
, 1 3
dtd=71, d+d=",

talché si pud porre:

1 1
6 =5 Senp , 6= C0SYy
3 3
eg———\/?senq) , ew=\{700s¢,

e sl avra:

Ylf=X3+% Xe

of = 2— sene (X, —¢ X,) 4 % cosp (Xp—¢'X;) + % (send Xg4- cos ¢ Xyp)

ol

stze—zicosgo X, -¢X,) — 523 seng (X, — ¢ X;) + % (cos ¢ Xy—send Xy) .

Come subito si vede, posson prendersi come trasformazioni
infinitesime generatrici del gruppo le

X; + %Xe , X;—e X, -+ \/§ (sen p Xy, + ¢ cos p Xy)
X, —¢ .Xs -{—’\/g (cos ¢ X, — ¢ sen ¢ X,)

(indicando ¢ un nuovo parametro).

Queste trasformazioni infinitesime stabiliscono certo un tipo
di G distinto dai due gid trovati in S,. Infatti nei due tipi anzi-
detti la trasformazione infinitesima generica & del tipo X; 0 X3+¢ X

!

rispettivamente '), mentre nel &; attuale compare la X; 4~ —;XG,

che & di tipo diverso.

1) Come subito si riconosce applicando le considerazioni fatte in generale
sulla riduzione di una rotazione infinitesima alla forma tipica.
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Resta solo a vedere se il segno ¢ e il parametro 7 siano

essenziali. Per un’osservazione gia fatta appartenendo le X3+%X6,

1 . .
X, — EXG ad uno stesso tipo in S;, possiamo supporre senz'altro

= -1, vale a dire porre:

1 _
Y1f=X3--—§X6 , Yof =X, 4 X, v 3 (sen ¢ X;, — cos ¢ Xy)
Yf = X, + X; + V3 (cos ¢ Xo+sen ¢ Xo) .

Si pud osservare ora in primo luogo che come nei due pre-
cedenti tipi di G anche in questo: Tutte le trasformazioni infini-
testme del gruppo appartengono allo stesso tipo. Basta per questo
mostrare che nella trasformazione infinitesima tipica Z,f~k, Xgt+k, X4
corrispondente alla trasformazione infinitesima generica del gruppo
Zof = 1 Yof +ps2 Yof +ps Yof & costantemente |k | =2 |k;|. B in-
fatti, secondo il metodo generale per la determinazione del tipo
di una trasformazione infinitesima, detti D (A), A () 1 primi
membri delle equazioni caratteristiche delle Z,, Z,, dall’identita
D)= A@}) ciod:

Pr oy — Vs ) —Pe ’
-\, Vg , — s , 0
ST -\ , %3 , V3 (pgseng—p, cosp)
vg — %‘ , -X , v 3 (1o sen ¢H15 COS )
0, v/§ (2 cOS p—pgsenp) , —y/ 3 (pesen g+y; cose) , -
= =N (N +E) O2+-k)
sl ricava:

2

Bk =5 (st pi+ B ) =54
2\ 2

B =4 (4t B ) = an

dove A non puod esser nulla, eppero come si diceva |k |=2 k.
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Per decidere ora se il parametro ¢ & essenziale, cerchiamo in
generale le rotazioni che trasformano il gruppo Y,, Y., Y; nel
gruppo:

1 _
Y, =X iy Xs, Yo=X,+X,+ V3 (Xypsen ¢ — X, cos )
Y, =X, 4 X5+ V3 (X cos $ + X, sen ¢)
(dove ¢ indica un altro valore del parametro ¢), conservando la
1
X; — 5
sono tutte e sole le rotazioni della forma:

X;. Le rotazioni che godono di quest’ultima proprieta

2, = (2, cos o + 25 sen o)

@y = (~a\sena - oy cos o) ¢

—_
[
=

a3 = (25 cos B - oy sen f)
xy = (—'ssenf + &, cos ) e

Ly = &s.

Una tale rotazione deve trasformare le Y,, Y,, Y; in tre ro-
tazioni della forma:

Zo=Y,, Zo= Y, +p Y.+ vYs, Zy=pY 4+0Y,+ 1Y},
in modo che sia conservata la composizione del gruppo.
Dovra esser quindi:

1 1
(Z1Z2)="‘—2‘ Zy , (Z2Z3)=—2Z1 ) (Z3Z1)=—75 Zs

da cul subito:
A=p=0, o=-v, t=p, p4+vV=1.
Posto dunque:
P==coS® , V==seno
sara:

Zo=ccesoY;-FsenoY;, Zy=—seno Y, cosw Y,
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Questo & il modo pitt generale di ottenere 1'isomorfismo oloe-
drico colle condizioni poste. Per stabilire allora se si pud con una
rotazione (a) trasformare il gruppo (Y., Y., Ys) in (Y, Y5, Y)
trasformiamo effettivamente le Y, Y3 colla (¢) e identifichiamo le
espressioni che ne risultano colle Z,, Zs.

Si ottengono in tal modo le relazioni:

ecos (@+f) = cos ®
esen (o +f) =seno
sen (pe — f) = sen (w+¢)
cos (pe—f) = cos (w+9)

che forniscono i valori pit generali di o e § per cui la rotazione (2)
. . . 1
trasforma il primo G; nel secondo, conservando la X; — EXG.

In particolare si vede che prendendo o)%O, B==ep,a= —cp pud
sempre rendersi ¢=0.
Si conclude dunque che tutti 1 G; (1) sono simili all’unico:

, 1 — —
5 (X5 %, XX y3Xe, Xt X —V3X,)

appartenente ad Ss.

d) Gruppi a 4 parametri. — Ci serviamo al solito della pro-
prieta che ogni G4 reale contiene dei G reali.

Supponendo dapprimo che questo G sia del tipo X, X,, X;
potremo porre:

Y.=X,, Vo=X,, Vu=X;, V=106 X, + & Xs+....+F €0 Xy.
Dalle tre relazioni di composizione che legano la Y, si ottiene:
g G =€ 346’3 =1 € g—eg = p.., A E—eg = p,' > g—eht = p," es (—er= P-” A

! ! "
—€5 =% € €9 =1L € Cy=P € ( 3= € ? es="e, eg=. &

da cui per la realita di p, »/, p" segue e,=e;=...=¢=0.
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Resta quindi Y, =X, che essendo permutabile colle X;, X,, X
da effettivamente un G:

6 (Xl L X2 ) XS L] Xl())

appartenente ad Ss, coll’ultima trasformazione infinitesima ecce-
zionale nel gruppo.
Similmente in corrispondenza al G; 4 potremo porre:

Y1=X1'4—X4 ) Y2=X2+X5 ’ Y3:X3+X6
Y4:84X4“f—65X5+-...+610X10.
Avendosi:
(Y1Y2)= - Y, 6 Yo+ e Xg — 05 Xy + €9 Xy — 7 Xio

dev’ essere:
g €9 = L €3 3 €= &

—bg =L €& —6; = €y

ciog, per la realitdh di p, e;=¢e;==¢6y=0¢,,=0. Si ritrova dunque
il tipo di G, appartenente ad S,:

7 (X1+X21 X2+X39 X37 XG)‘

Infine in corrispondenza al G; 4, porremo:

1
Y1=Xs—§Xs

Y2=X1 +X4+\/§X10
Y. =X, + X —V3X
VY, = 64X4+95X5+.---+910X10-



82 A. Bemporad
Si ha:

1 .
(Y1 Y4) = —¢, X5+ X, - €y Xs"‘eg X7+ "2‘ (€4 X, — 73 X1+P9 Xy — €10 Xe) .

Poiché in questa non compare la Xj, cosi sara:
Y Y)=p Y, +vY; + 0 Y,

si hanno cioé le relazioni:

1
W= —'2/65 » V=g b, ptpe,=e , vtpe=—e, peg=>0

—_ 1 5 1
per=e, peg=—e;—v\y3 Fpe= —g fo P\/S +P€10=§€9-

Per la realita di p si ha subito ¢,= ¢;= 0. L’equazione per ¢,
da poi 0 =0 o p=0. In quest’ultima ipotesi & p=¢,,v= —g¢,
che confrontate colle due prime danno p.=v=¢,~=e¢,=0, dopo
di che per le ultime due anche ¢,=¢,=0. Si ha quindi Y,=X,
che da luogo effettivamente al Gy:

8 K+X+ V33X, X+ X—V3X,, X, X,

appartenente ad S;. L’altra ipotesi ¢,==0 non conduce a G reali.
Rimangono cosi determinati tutti i gruppi di Gy, G, G, G,

di rotazioni in S

Pei gruppi di rotazioni con pil di quattro parametri la ricerca
& piu difficile per la mancanza di teoremi sulla composizione dei
gruppi reali. Teoricamente perdo basta in ogni caso la discussione
delle relazioni di composizione.

Piu facile & dimostrare feoremi di non esistenza. Cosi per es.
si riconosce che

Non esistono in S; dei Gy di rotazioni reali con sottogruppi a
due o pit parametri, non esistono gruppi contenenti il G, delle
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rotazioni di S,. Nom esistono gruppi di rotazioni reali con 9 para-

metri 1) ecc.

In corrispondenza agli 8 tipi determinati di gruppi di rotazioni
sarebbe facile costruire i gruppi prolungati con traslazioni infi-
nitesime e ampliati colla similitudine infinitesima X,f. — Omet-
tiamo questa ricerca perche non potrebbe riuscire completa e non
richiede procedimenti diversi da quelli che hanno servito per S;ed S,.

Nora. — Continuando le ricerche su questi gruppi di rotazioni di S
con pitt di 4 parametri, ho potuto stabilire che non esistono nemmeno
gruppi reali con 8 parametri. — La ricerca rimane dunque limitata ai
gruppi con 5, 6 e 7 parametri.

) Dimostrazione analoga a quella che ha servito per dimostrare la non
esistenza di Gs reali di rotazioni in Sy4.



