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Prof. ONORATO NICCOLETTI
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SULLA TRASFORMAZIONE

EEEEE

BOUATIONT LINEART DEL SECONDO ORDIN






Le difficoltd gravi e, nella maggior parte dei casi, insuperabili
che presenta 1'integrazione diretta delle equazioni a derivate par-
ziali ed i pochi risultati che 1’analisi ha conseguito per questa
via, danno una importanza grandissima alla teoria della ¢rasfor-
mazione di queste equazioni.

Coi metodi di questa teoria da un’equazione a derivate par-
ziali, di cui sia noto I'integral generale, si deducono delle nuove
equazioni, il cui integral generale dipende in guisa perfetta-
mente nota e determinata da quello dell’equazione proposta e si
puo quindi senz’altro riguardare come conosciuto. In certo modo
la teoria della trasformazione delle equazioni a derivate parziali
moltiplica infinite volte (mi si permetta la frase) i risultati ot-
tenuti per altra via nell’integrazione di queste equazioni e ne
aggiunge infiniti altri nuovi.

Ho trattato in questo lavoro un problema molto particolare
della teoria della trasformazione e precisamente il problema se-
guente:

“ Data uw’ equazione lineare omogenea del 2.° ordine con due
variabili indipendenti :

Qe)=ar+2bs+ct +2dp+2eq+ f2=0,

a) determinare tutte le funzioni 0, composte linearmente ed
omogeneamente con z e colle sue derivate, le quali, per ogni forma
della funzione z integrale dell’ equazione data, soddisfano ad una
equazione analoga ;
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b) determinare tutte le fumzioni ¢ il cui differenziale & dato
da un’ espressione lineare omogenea in 2z e nelle sue derivate, e che
per ogni forma di z, integrale dell’ equazione data, soddisfano ad
un’ equazione analoga. ,,

Una tale funzione 8 si dira una trasformata differenziale della
z di ordine m, quando contenga (in modo essenziale) le derivate
della # fino all’ordine m: e 1’equazione in 6 si dird ottenuta da
quella in ¢ mediante wuna trasformazione differenziale dell’ or-
dine m.

Analogamente una funzione ¢ che soddisfi alla seconda con-
dizione, si dird wna trasformata integrale della z di ordine m,
quando contenga le derivate di # fino all’ordine m; e 1’equazione
in ¢ si dira trasformata di quella in 2 mediante una trasforma-
zione integrale dell’ ordine m. ’

La teoria delle trasformazioni differenziali delle equazioni del
2.° ordine con due variabili indipendenti é stata gia molto stu-
diata: basti ricordare per le equazioni del tipo iperbolico la tra-
sformazione di Laplace ed il metodo d’integrazione che se ne
deduce, la trasformazione del Lewy, ed i risultati del Darboux,
esposti nel Cap. VIII delle sue belle lezioni sulle equazioni di
Laplace; e per le equazioni di forma arbitraria la bella memoria
del sig. Ruggero Liouville sulle forme integrabili delle equazioni
del 2.° ordine 1).

Meno studiate sono state le trasformazioni integrali; ad ec-
cezione del noto teorema di Moutard e dei risultati che enuncia
nella introduzione della sua celebre memoria, bruciata negli in-
cendi della Comune; di alcune interessanti formule del Darboux
nelle ultime pagine del capitolo citato, di un teorema del signor
Liouville, ritrovato poi per le equazioni del tipo ellittico dal si-
gnor Burgatti, non sono a mia conoscenza altri risultati di indole
generale; e questi stessi risultati sono stati ottenuti dai diversi
autori con metodi distinti e sembrano privi di qualunque legame.

1) Le indicazioni bibliografiche seguono nel testo.
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Riunire e coordinare questi risultati sotto un solo punto di
vista, dedurli insieme con altri nuovi, almeno finché mi era pos-
sibile, con un metodo naturale, organico, senza grandi sviluppi di
calcolo, & stato lo scopo del mio lavoro ed eccone in breve le linee
principali.

Ho premesso nel primo capitolo alcune considerazioni prelimi-
nari, ricordando alcune nozioni generali relative alle equazioni a
derivate parziali del 2.° ordine (le componenti di un’equazione del
2.0 ordine, la equazione aggiunta, il concetto d’integral gene-
rale.....;) eran tutte cose note, ma ho creduto bene riunirle
insieme e presentarle sotto il punto di vista a me piu opportuno:
ho inoltre dimostrato un teorema, fondamentale per la teoria se-
guente, relativo a certi sistemi di equazioni ai differenziali totali,
che si puo pero ritenere implicitamente contenuto nei noti lavori
di Meray e Riquier sulle equazioni a derivate parziali e nei la-
vori di Lie.

11 secondo capitolo & dedicato allo studio delle trasformazioni
differenziali. Cominciando da quelle del 1.° ordine, ho dedotto dal
teorema fondamentale sopra accennato le condizioni necessarie,
affinché un’espressione:

b=az-+0p-+r1g

soddisfi, per ogni valore di 2, integrale dell’equazione data, ad
una equazione analoga: ho dimostrato poi che queste condizioni
erano anche sufficienti: e di questo teorema ho dato due dimo-
strazioni diverse, una ispirata ai metodi di Darboux, 1’altra ad
un’idea del Liouville, che & poi fecondissima di risultati anche nei
casi ulteriori. Ho studiato quindi le trasformazioni di ordine su-
periore e dimostrato per esse il risultato importante che si otten-
gono tutte quante componendo (nel senso generale della teoria
delle operazioni) delle trasformazioni del 1.° ordine in un ordine
qualunque. Ho ritrovato cosi, come era naturale, tutti i risultati
degli altri autori ed anche dei nuovi: cosi ad es. la trasfor-
mazione che ho detto singolare delle equazioni del tipo parabo-
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lico; la relazione che lega le due equazioni aggiunte di due altre,
I’una trasformata differenziale dell’altra; la legge di composi-
zione ed il teorema di permutabilita delle trasformazioni diffe-
renziali. Richiamo anche 1’attenzione sul metodo seguito per
eseguire i caleoli relativi alle trasformazioni differenziali di or-
dine superiore e sui risultati ivi ottenuti.

Ho studiato nel terzo capitolo le trasformazioni integrali.
Cominciando anche qui da quelle del 1.° ordine, ne ho ricon-
dotto la ricerca all’integrazione di un’equazione del 2.° ordine,
che ho detto 7’ equazione della trasformazione e che comparisce
nella questione nel modo il piu naturale: ho dimostrato che, noto
I’integral generale della equazione della trasformazione, eran note
anche futte le trasformate integrali del 1.° ordine dell’ equazione
data, tranne alcune trasformazioni singolari, trovate dal Darboux
per le equazioni del tipo iperbolico e che io ho determinato anche
per quelle del tipo parabolico. Ho quindi dedotto dal teorema
fondamentale del Cap. I il modo di- costruire futte le trasformate
integrali del 1.° ordine, non singolari, dell’ equazione data e ho
quindi anche assegnata la forma dell’ integral generale della equa-
zione della trasformazione. Di qui ho dedotto come casi parti-
colarissimi i risultati del Moutard, del Liouville e del Burgatti.
Ho dato le formule generali relative alla trasformazione del Mou-
tard (supponendo I’equazione scritta in modo affatto arbitrario):
ho preso quindi a studiare la trasformazione di Liouville e di-
mostratone alcune importanti proprieta, non osservate dagli altri
autori: come essa porti di nuovo alla costruzione di tutte le
trasformate integrali del 1.° ordine dell’equazione data, come in-
sieme con ogni equazione trasformata sia noto anche 1’integral
generale della equazione aggiunta e in qual modo questo si de-
duca dall’equazione aggiunta alla data: come infine 1’ applicazione
ulteriore del medesimo processo non richieda piu che quadrature.
Ho considerato quindi le trasformazioni singolari del 1.° ordine
ed ho fatto vedere (seguendo un’idea del Darboux) come nei
due casi iperbolico e parabolico, nei quali esistono, diano un
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terzo modo, molto interessante per costruire tutte le trasformate
integrali del 1.° ordine della equazione data. Ho determinato
poi tutte le trasformazioni integrali di ordine superiore, e dimo-
strato per esse il risultato notevole che si ottengono componendo
(in un’ordine qualunque) una trasformazione integrale del 1.°
ordine con una differenziale; ho di qui dedotto il teorema della
permutabilitd di una trasformazione integrale con una differen-
ziale; ho dato infine alcune formule, che a me sembrano note-
voli, relative a queste trasformazioni di ordine superiore.

Nel quarto capitolo ho dato poi le formule principali relative
alle trasformazioni inverse delle trasformazioni differenziali ed inte-
grali: ho trovato cosi la relazione che lega due equazioni aggiunte
di due trasformate, differenziali o integrali, di ordine qualunque,
ed accennato infine ad alcune ricerche, suggerite dalla teoria
svolta.

Esposte brevemente le linee generali del mio lavoro, debbo
io il primo riconoscere che esso ha certamente dei difetti; tut-
tavia spero che possa offrire agli studiosi qualche interesse:
ad ogni modo se anche non ho raggiunto lo scopo modesto che
mi ero prefisso, sara perdonato, io spero, al buon volere.

Avverto infine che gli enunciati dei teoremi esposti furono in
parte comunicati in una mia nota ai Lincei dell’agosto 1896.

Roma, febbraio 1897.

ONORATO NICCOLETTI.






§ I
CONSIDERAZIONI PRELIMINARI

1. Sia data un’equazione lineare omogenea del 2.° ordine:
(1) QR)y=ar +2bs+ct+2dp+2eq+ fz2=0,
dove, secondo le notazioni di Monge,

e 2,
=y g_ay, .......

Nello studio che faremo, avremo riguardo in modo speciale al
caso in cui tutti 1 coefficienti dell’ equazione data siano reali e che
le funzioni da considerare siano funzioni reali di variabili reali:
e ci serviremo della teoria delle funzioni di variabile complessa,
solo quando dovremo ricorrere ai teoremi classici di Cauchy sul-
I'esistenza degli integrali delle equazioni a derivate parziali. Osser-
viamo perd esplicitamente che i risultati che otterremo, valgono
in massima parte, anche nel caso in cuil le variabili possano pren-
dere anche valori complessi. Supponiamo inoltre che siano sempre
soddisfatte tutte quelle condizioni sulla continaith e derivabilita
che ci occorreranno.

2. Posto cio, definiamo come componenti del 1.° e 2.° ordine
dell’ espressione differenziale Q (2) le espressioni differenziali:

Q ) =ap-tbyg+dz ; Q@ =0bp+cq+ e

(@)
QR)=az; Q@R=Q,r) =bz; Qs (@)=cz



10 0. Niccoletts

donde risulta subito che le componenti del 2.° ordine della Q (2)
sono le componenti del 1.° ordine delle sue componenti del 1.°
ordine. — Le componenti dell'espressione differenziale Q (2) godono
di alcune proprietd che importa notare:

a) Mutando proporzionalmente la funzione incognita col porre:

(3) z2=\2

ed indicando cogli accenti tutti gli elementi relativi alla funzione 2/,

avremo in 2’ l’equazione:
(1) Q@E)=dr+20s+dt42dp+2e¢d+f2=0
dove possiamo porre:

1

' 1 ;1
(4) o = Q)5 b = Q00 5 ¢ = Qe () 5
1 1 1
,-_—-_‘— ) . ,=——— M ,:4 ]
T=10 0 d=1 2% 0; =5 20
ed in particolare :
d=a; b=b; ¢=c

Se in particolare A & una soluzione dell’equazione data, la
nuova equazione non contiene esplicitamente la funzione incognita
e inversamente.

Tra le componenti antiche e nuove hanno luogo le relazioni:
(5) Q@E=2u@); G, Ek=0,1,2; Q=23 Q=2 ; Q=9).
b) Eseguendo un cambiamento di variabili colle formule :

(6) E=C(@y) ;s 1=n(2y),

avremo, indicando con due accenti i nuovi elementi, nella fun-
zione 2' (§1) = 2z (x y) 1'equazione:

(117) gu (zn) — Cl”?’”+2 bllsll+clvtvl+2 d"p"-l—Q e"g"+f"z" J— O
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dove
S (N 2 a
“"N@/ 2%@+”@)
v _ % I /06 9n . 9 o8 91
b “mm+ @x%+@&9+ dy 3y
, a aa a\
(M ow
B, % 1/ % o o
dr=dz + e@+2< T2 g e s >
v 20, 9 L(j )
c—da'xTeay+2 a3x2+2bax’c)y+‘ >

fr=r
e le nuove componenti sono legate alle antiche dalle relazioni:

! " a
QH@:ﬁQ@+~$@+

| t5 (G @@+ 25 s %@+ 5l 0ula)

RN TNOR

1 % o L
+5 (G mE@+2 Soay B0 @) 5 % (z))

23 az;

@ =(5) Mm@ +25 5@+ (5) 0

.. 062 ok on 90 %9
@) = g @@+ (Gt e g ) )+ 5 59

o @)= (5) @@+ 25 5 0l )+( T o o
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3. La quantita
(9) A=t —ac
é un invariante dell espressione differenziale Q (2); non muta per
la sostituzione (3); per la (6) si moltiplica per il quadrato del
d@Emn,
d(xy)’

coefficienti reali ed il cambiamento di variabili & reale, esso con-

determinante funzionale se quindi 1'equazione data ha i

serva il segno di prima. L'invariante A dicesi il discriminante
della equazione (1).

I1 segno dell’invariante A ha una grandissima importanza per
lo studio delle equazioni lineari del 2.° ordine a coefficienti reali
e conduce ad una classificazione di queste equazioni.

Si consideri infatti I’equazione a derivate parziali del 1.° or-

dine e del 2.° grado:

6N 2 29 29 D\ 2
9 = ~ _— — —
(10) € @) a(ax) +2baxay+c(ay> 0.

Essa si decompone in due fattori lineari, che saranno reali e
distinti, quando sia A>>0, reali e coincidenti per A=0, com-
plessi coniugati per A < 0. Le linee caratteristiche delle due equa-
zioni lineari del 1.° ordine, nelle quali la (10) si spezza, si dicono
anche linee caratteristiche dell’equazione data. Cido posto, se:

a) A=0*—ac>>0 nel campo che si considera, prendendo come
nuove variabili  ed y due integrali indipendenti della C (8) =0,

I'equazione si riduce alla forma normale:

11) I@=s+ap+0b9g+c2=0

dove @, b, ¢ sono funzioni note di x e di y. L’equazione data di-
cesi allora del tipo iperbolico o anche a caratteristiche reali e
distinte.

b) Se A <0, prendendo come nuove variabili due integrali
coniugati dell’equazione lineare del 2.° ordine che si ottiene annul-
lando il parametro differenziale secondo A, della forma differen-
ziale quadratica:

ady’ — 2bdx dy + cda?,
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I’ equazione si riduce alla forma normale:

(12) E@=r+t+2ap+2bg+cz=0
e dicesi in tal caso del ¢ipo ellittico od anche a caratteristiche
immaginarie.

¢) Se finalmente A =0, prendendo come nuova variabile y un
integrale della (10), I'equazione si riduce alla forma normale:

(18) PR =r-+42a+2bg+4c2=0

e la riduzione & possibile in infiniti modi. L’equazione dicesi allora
del tipo parabolico o a caratteristiche reali e coincidenti.

4. Ad ogni equazione lineare omogenea del 2.° ordine & coor-
dinata una equazione analoga, legata ad essa molto intimamente:
I’ equazione aggiunta. Essa si pud ottenere semplicemente al modo
seguente :

Si moltiplichi il primo membro della (1) per una funzione « di
e di ¥ e si cerchi di porre il prodotto u  (2) sotto la forma:

_3 I PRI S
(14 vQ @) =g Gp+bria) + 5 oo =5 + 5
Si avranno come condizioni necessarie e sufficienti:
o=qu; o«+f=20bu; f=cu;

.9B o PO G
'Jf‘ + 3 + + '=2eu ; é;/.‘i_ay'_‘fu

alle quah tutto si soddisfa nel modo pilt generale ponendo:
o=oau ; B=0bu—-v; d=butv; [=cu

(15)
P L LU B VI Y

o o(bu) 9 (cw) , o
dx dy  dy’ 7 o oy

+9x

dove v & una funzione arbitraria di x ed y; ed u soddisfa alla
equazione lineare del 2.° ordine:

o (au) 32 (bu) | 2 (cw) 9 o(du)

0 (ew)
ot ax Ay + oy’ ox

3y +fu=0

(16) @ (u) = -2
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od anche

Su u Fu du
* —
(16%) @ () = “a*+2baza ag+2dla +2ela +fiu=0

dove d,, e;, f; hanno i valori:

1=%+§/—d; e’=3_x+3—y—e;
17)
a b o od
hi= 9x2+ ax3y+ 2% +f

L’ equazione ® (u)=0, a cui il moltiplicatore # deve soddi-
sfare, & appunto 1'aggiunta della Q(2)=0. Essa dicesi anche
equazione del moltiplicatore. Un’ equazione e la sua aggiunta ap-
partengono dunque al medesimo tipo e si riducono alla forma
normale col medesimo cambiamento di variabili. Esse sono iden-
tiche quando sia d,=d, e,=¢ (il che porta anche f,=f), cioe
quando si abbia:

oa b

5 7 dy 2d;
(18)

b de

W + 3 = 2e,

All’ equazione aggiunta di un’equazione lineare del 2.° ordine
si & condotti altresi dalle considerazioni seguenti:

Indicando con 2 ed u due funzioni arbitrarie di « e di ¥, si
cerchi un’espressione G (u), differenziale lineare in u, tale che per
ogni forma di 2 e di » si abbia identicamente:

(19) w®(@)—z G <“)=g—£ + g_?‘jl

esssendo P e Q funzioni lineari omogenee in 2 e nelle sue deri-
vate (ed ugualmente per ). Noi diciamo che deve essere:

G () =& () ;

cioé 1'espressione aggiunta della Q (2) & la sola per cui la (19) sia
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soddisfatta. Si osservi infatti che facendo G (x) =P (u), la (19) si
verifica subito, riducendosi ad una formula nota di derivazione:
bastera dunque provare che non vi sono altre espressioni diffe-
renziali che vi soddisfano. Ove una tale espressione G (u) esistesse,
la (19) insieme all’altra:

aPV U
(19% wQE—® W) =% + 3,

darebbe:
X Y
2 (G (u)—P () = -+ 8_3} ’

essendo X ed Y funzioni lineari di 2 e delle sue derivate, mentre
nel primo membro figura soltanto la 2, il che evidentemente &

impossibile, tranne per gl; -+ % =0, G u) = (u), cid che di-

mostra appunto quello che si voleva. 1)
Risulta di qui in particolare:
1.° che la relazione tra un’equazione e la sua aggiunta &

N .

involutoria: una qualunque delle due equazioni & aggiunta del-
Valtra;

2.° che essa non muta, mutando variabili;

3.° che essa non muta, mutando proporzionalmente la fun-
zione incognita.

1) Il medesimo ragionamento pilt in generale dimostra che, essendo
ancora z ed  due funzioni affatto arbitrarie, la relazione:

WQE =20 @y = 5 + 53

dove ora G & una certa funzione di x e di y (dipendente naturalmente da u)
e P e Q sono ancora funzioni lineari omogenee in z e nelle sue derivate, porta
di necessita:

G(ry) =192 (v).

Questa osservazione ci sara utile in seguito.
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Le due prime osservazioni sono evidenti: per dimostrare la
terza, si osservi che ponendo:

z=12; u=ypu

la (19*) stessa diventa:

! i ! SF 9(—2
9 )\ —_— A [} ! _ — —_
pUR0H) 1P )= 4
e quindi le due espressioni:
(20) Q@) =pQ02); & W)=1(u)

sono aggiunte I'una dell’altra. )

Cerchiamo ora quando un’equazione e la sua aggiunta siano
equivalenti, si possano cioé ridurre 1'una all’altra con un cam-
biamento di funzione incognita e limitiamoci in questo al caso
di A£0.

Le (4) del n. 2 danno allora come condizione necessaria e

sufficiente:
b dc da ob \
_—‘E‘)x? A )
b de da . b
N Gty -y <‘az+a—y—2d>§=0.
o ( A ’

e quando questa condizione sia soddisfatta, il fattore X di pro-

_|_

porzionalitd che riduce 1'una equazione all’altra, si determina con
una quadratura.

Dalla relazione che lega due equazioni, aggiunta 1'una del-
I'altra, segue che 1'espressione H & un invariante dell’equazione
data: il calcolo diretto verifica subito questa proprietd e dimostra
che H rimane invariato per la (3); per la (6) si moltiplica per
d(@y)
d(€n

il determinante

1) Cf. DarBoux. — Legons sur la théorie des surfaces, vol. 1I, pag. 71.
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L’annullarsi dell’ invariante H esprime dunque che 1'equazione
data & equivalente alla sua aggiunta e si pud ridurre a questa
mediante un cambiamento di funzione incognita. Fsso si pud con-
siderare anche come un invariante simultaneo dell’equazione data
e della aggiunta e scrivere quindi sotto la forma simmetrica:

b(e—e)— ¢ (d—d)

9 (a(er—e) —b(d—d) )
o dy A

ox A f_'_@y

(21*) H =

5. Dimostriamo ora un teorema sulle equazioni ai differenziali
totali, che &, si puo dire, il fondamento di tutta la teoria da

svolgere.
Siano # variabili indipendenti @, @,... 2, ¢ p loro funzioni
212.... 2, legate da un sistema (A) di relazioni finite e diffe-

renziali, il quale goda della proprieta seguente:

“ Considerando insieme colle relazioni (A) tutte quelle che si
“ ottengono derivando tante volte quante si vuole, da un certo mo-
‘ mento in poi si ottengano tante nuove derivate a calcolare, quante
“ nuove relaziont (indipendenti) .

Un sistema (A) di relazioni che goda di questa proprieta, si
dird. per brevita un sistema completo 1).

Vogliamo allora dimostrare che le funzioni pilt generali
21 %.... 2, che soddisfano al sistema (A), si ottengono da un si-
stema di equazioni ai differenziali totali, per il quale le condizioni
d’integrabilita sono soddisfatte in forza delle relazioni date.

Possiamo innanzi tutto supporre di avere gia aggiunto al si-
stema (A) tutte quelle sue conseguenze differenziali che lo ren-
dono un sistema completo: e dopo questo possiamo, introducendo
nuove funzioni incognite, supporre ancora che il sistema (A) sia
del 1.° ordine, non contenga cioé derivate delle funzioni incognite

di ordine superiore al primo.

1) Un sistema completo gode evidentemente delle proprietd seguenti:

@) *Qualunque sistema algebricamente equivalente al dato & completo.
b) Qualunque sistema si ottenga dal dato, aggiungendovi delle conse-

Y

guenze differenziali delle relazioni del sistema dato, & completo.

R. Sec. Norm. 2
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Sono allora da distinguere due casi: o il sistema (A) stesso ci
da tutte le derivate delle funzioni incognite espresse per le funzioni
stesse e per le variabili indipendenti, oppure questo non accade.

Nel primo caso noi potremo scrivere un sistema formale di
equazioni ai differenziali totali, a cui le funzioni 2, 2, . ... 2, devono
soddisfare; ma & facile vedere di piu che in tal caso le condizioni
d’ integrabilita del sistema di equazioni ai differenziali totali, se
pure non sono identicamente soddisfatte, lo sono di certo in forza
delle relazioni del sistema (A) dato. Queste condizioni d’integra-
bilita si ottengono infatti uguagliando due espressioni di una me-
desima derivata del 2.° ordine delle funzioni incognite, ottenuta
da due diverse derivate del primo ordine; si ottengono quindi de-
rivando due relazioni del sistema (A). Ove dunque due di queste
relazioni differenziali fossero diverse, (tenendo naturalmente conto
della (A)) noi avremmo che, derivando il sistema (A) ancora una
volta, otterremmo un numero di relazioni nuove maggiore di
quello delle derivate nuove, il che per ipotesi & escluso. Le equa-
zioni ai differenziali totali nelle funzioni 2, 2; ....2, sono dunque
integrabili, tenendo conto delle relazioni (A), le quali sono tali di

, pit che quelle tra esse che sono finite, danno, derivate, delle rela-
zioni che sono evidentemente contenute in quelle espresse dalle
equazioni ai differenziali totali.

Consideriamo invece il secondo caso, quando cioé le relazioni
del sistema (A) non danno tutte le derivate prime delle funzioni
Rleeen 2y,

In questo caso differenziamo queste relazioni fino ad ottenerne
un altro gruppo (A') di relazioni, dalle quali si possano ottenere
tutte queste derivate prime delle funzioni 2,....2,. Il gruppo (A')
conterra in generale anche alcune derivate di ordine superiore,
ma ricordando che il sistema (A) & completo, potremo dalle (A')
eliminare tutte le derivate di ordine superiore al primo (o per via
algebrica, o abbandonando le relazioni che le danno) ed ottenere
da (A') un sistema (A") (completo come i precedenti) che ci dia
tutte le derivate prime delle funzioni 2, 2,....2,. Siamo allora
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ricondotti al primo caso e valgono quindi le medesime con-
clusioni. '

Nell'uno e nell’altro caso siamo dunque condotti ad un si-
stema di equazioni ai differenziali totali nelle funzioni 2, 2;.... 2,,
per il quale le condizioni d’integrabilith sono soddisfatte o iden-
ticamente oppure in forza di m velazioni della forma:

(22) G (2. 25 B2y 0n) =0 i=1;2...m
(le relazioni finite del sistema A), le quali danno di pit differen-
ziate, delle relazioni d ¢; =0, conseguenze delle equazioni ai dif-
ferenziali totali stesse. F facile allora vedere che le funzioni
2,2 ...2; contengono nella loro espressione pit generale p—m
costanti arbitrarie.:

Scriviamo infatti le equazioni ai differenziali totali nelle 2

sotto la forma:

(28) dz;:Ea;kdwk; ¢e=L2....p; k=1,2...n)

s
e risolvendo le relazioni ¢, =0 rispetto ad m delle 2, (il che deve
esser possibile), ad es. rispetto alle prime m, scriviamole sotto

la forma:
(22*) zi——ﬂ(zm+1zm+2....zp H xlxg.a.xn):() (i=1,....m).

Sostituendo allora nelle ultime p—m equazioni (23) i valori
di 2,...2, dati dalle relazioni antecedenti, esse diventano ¢llimi-
tatamente integrabili. Infatti le condizioni d'integrabilita ad esse
relative devono essere soddisfatte in forza delle (22) o delle (22%)
che sono ad esse equivalenti: e questo & impossibile, ove non lo
siano identicamente, non contenendo queste condizioni d'integra-
bilita 2, 2,... 2. Soddisfatte poi le ultime p—m equazioni (28),
¢ inutile tener conto delle prime m ; prendendo infatti 2, 2,.... 2m
come sono date dalle (22%), poiche le d ¢, =0 sono conseguenze
lineari delle (23), le prime m equazioni (23) saranno identica-

mente soddisfatte.
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L’integrale pilt generale delle (22) e (23) contiene dunque
p —m costanti arbitrarie (che sono i valori di Zmt1s 2uge--.-. 2
in un punto arbitrario del campo) delle quali si pud disporre in
guisa che in un punto arbitrario (2°) del campo le 2,2;....2
prendano i valori pit generali che soddisfano alle (22).

Concludendo, abbiamo quindi il teorema:

Dato in p funzioni incognite 2, 2,...2, un sistema completo di
relazioni, si soddisfa & questo sistema nel modo pitt generale con
funzioni 2, 2,...2, che dipendono da un certo numero di costanti
arbitrarie (magari nessuna), delle quali si puo disporre in guisa
che le funzioni 2, ...z, prendano in un punto del campo i valori
pi generali possibili, compatibili colle relazioni finite del sistema
completo dato.

6. Ricordiamo infine alcune nozioni sul concetto d'integral
generale.

Come & noto, dicesi integral generale di una equazione a de-
rivate parziali del 2.° ordine con due variabili indipendenti una
funzione z che soddisfi all’equazione e che dipenda da due fun-
zioni arbitrarie, delle quali si possa disporre in guisa che !'inte-
grale stesso 2 ed una delle sue derivate prime prendano dei va-
lori arbitrari lungo una curva C del piano (zy) che non sia una
caratteristica dell’equazione; o, come si dice in linguaggio geo-
metrico, in guisa che la superficie integrale 2 (ry) si possa far
passare per una sviluppabile assegnata, affatto arbitraria. La ri-
cerca di un tale integral generale costituisce il problema di
Cauchy per 1'equazione data.

Quando il primo membro di questa sia una funzione analitica
(nel senso di Weierstrass) di tutti i suoi argomenti e quando le
funzioni iniziali si suppongano pure analitiche, i teoremi generali
di Cauchy, di Darboux, della Kowaleschy dimostrano l'esistenza
dell’integral generale. Molto pit recentemente gli studi del Pi-
card sull’ integrazione delle equazioni lineari del 2.° ordine, restando
sempre nel campo delle funzioni reali di variabili reali, e 1'esten-
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sioni a queste equazioni del suo metodo delle approssimazioni suc-
cessive hanno condotto alla dimostrazione dell’ esistenza dell’ in-
tegrale di una equazione lineare a derivate parziali del 2.° ordine
sotto condizioni molto meno restrittive che non quelle poste dai
teoremi classici di esistenza.

E precisamente il Picard ha dimostrato che nel campo ove i
coefficienti dell’equazione rimangono finiti e continui, valgono i
due teoremi fondamentali:

a) Un integrale di un’equazione lineare del 2.° ordine del tipo
ellittico & determinato dai valori che esso prende lungo un con-
torno chiuso. Questi valori si possono dare arbitrariamente, colla
sola condizione della continuitd e 1'integrale corrispondente &
unico, quando il contorno sia sufficientemente piccolo.

b) Un integrale di un’equazione lineare del 2.° ordine del tipo
iperbolico & determinato dai valori che esso ed una delle sue de-
rivate prime prendono lungo una curva C, che (almeno nel campo
considerato) sia incontrata in un sol punto da ogni linea caratte-
ristica dell’equazione, ed anche dai valori che 1'integrale stesso
prende lungo due caratteristiche di sistema diverso. Questi valori
si possono dare arbitrariamente colla sola condizione della conti-
nuita e derivabilita: e 1'integrale corrispondente & unico.

Per le equazioni del tipo parabolico non & stato ancora dimo-
strato alcun teorema analogo: queste equazioni, finora sotto questo
punto di vista le meno studiate, presentano dei caratteri singo-
larissimi, che le distinguono in modo essenziale dalle equazioni
degli altri due tipi e che fanno prevedere come la loro trattazione,
si dovra fare per via affatto diversa: per esse dovremo dunque
limitarci ai teoremi classici di Cauchy.
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LE TRASFORMAZIONI DIFFERENZIALI

7. Ci prbponiamo in questo capitolo il problema seguente:
¢ Essendo z Uintegral generale (che suppowiamo noto) della
“ equazione:

(1) Q@=ar+2bs+ct+2dp-+2e+fz2=0

“ determinare tutte le espressioni 9 della forma:

@) 9= D o 2u (0<i—]—k<m z=~aﬁlji>

P ik Ok 25 YV IS v kT A ayk

“ che per ogni forma dell’ integrale =z soddisfano ad un’ equazione
“ analoga alla (1). ,

Quando questo accada, diremo che 9 & una trasformata diffe-
renziale della z di ordine m, se 9 contiene qualche derivata di 2z
dell’ordine 7 in modo essenziale, in guisa cioé che non possa
venire eliminata per mezzo della (1) e di quelle che se ne otten-
gono derivando; e 1’equazione in 0 si dird una trasformata diffe-
renziale dell’ ordine m dell’equazione in 2.

8. Cominciando dalle trasformazioni differenziali del 1.° ordine,
scriveremo 6 sotto la forma:

3 O=az4Bp+r1g
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e supporremo che effettivamente  soddisfi, per ogni valore di 2,
integrale della (1), ad un’equazione:

00 00 0% 20 o0
=3 e p ~ ~ ~ % ~ ~_ g=
W) PO=AS,+2B oy +C3, +2D g+ 2B f Fo=0.

Consideriamo allora insieme la (1) e la (3) ed aggiungiamovi
le equazioni che si ottengono derivando 6 rispetto ad z e ad y:

o9 oo, ) 0
st (ot a) p gt et

/
®) ; M . o 3 ‘

= n et sty ) atpst
Se nelle (1), (3), (5) riguardiamo 6 come nota, la 2 come in-

cognita da determinare, e se il determinante:
a 20 ¢ '

6 D= B v 0 }=a%—2bsv+c@2

0 ( B
& diverso da zero, in guisa che la (1) e le (5) possano risolversi
rispetto ad 7, s, ¢; il sistema delle (1), (3), (5) & un sistema com-
pleto, nel senso gia definito al n. 5.

Per dimostrare la nostra asserzione, osserviamo innanzi tutto
che, poiché 8 soddisfa per ipotesi ad un’equazione del 2 ° ordine,
di tutte le sue derivate di un ordine qualunque m, due sole sa-
ranno indipendenti, inquantoché in forza dell’equazione in 0 e
di quelle che se ne ottengono derivando, tutte quante le derivate
di 6 dell’ordine m si potranno esprimere linearmente ed omoge-
neamente per due tra di esse e per le derivate di ordine inferiore
(potendo anche, come nel caso dell’equazione:

s+ap—+ bg+cz2=0

alcune derivate, le miste, esprimersi soltanto per quelle di ordine in-
feriore). Ki naturalmente un’osservazione affatto analoga vale per 2.
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Posto cio, si osservi che derivando nuovamente le (5) rispetto
ad  ed y, si ottengono, tenendo conto della (4), soltanto due
nuove relazioni, le quali contengono le due derivate terze di 2,
che si possono riguardare indipendenti: ed ancora seguitando a
derivare, si otterranno sempre ciascuna volta due nuove relazioni
e due nuove derivate della funzione 2 a calcolare. Ed ognuna di
queste nuove relazioni sara indipendente dall’altra del medesimo
ordine e dalle precedenti, in quantoché per I'ipotesi fatta che il
determinante D sia diverso da zero, noi possiamo sostituire alle
(1) e (5) quelle relazioni che esprimono r, s, ¢ in funzione delle
derivate di ordine inferiore ed & chiaro allora che, derivando nuo-
vamente, si ottengono ogni volta due relazioni indipendenti.

Ne segue che, se scriviamo le formule che danno 7, s, ¢ sotto

la forma:
£ e
r=kztpptvete s +oa,
1 ' ! Iag Iag
O S—kz+w+vq+pax+ca—y,
I39 llva_‘9

t=)\"z+pv"_p+ynq+p’a_x+oay

dove \, X'.... d" sono funzioni note di z ed y, il sistema di equa-
zioni ai differenziali totali nelle tre funzioni incognite 2, p, ¢:

( de=pdx -+ qdy
(8 (dp:rdw+sdy O=oa2+4Bp+19
dg =sdx+ tdy ,

dove per 7, s, ¢t intendiamo poste le loro espressioni date dalle (7),
sard senz’altro integrabile: e la funzione 2z pilt generale che vi
soddisfa, dipenderd da due costanti arbitrarie o, ed a,, dalle quali
si potrad disporre in guisa che la 2, p, ¢ prendano in un punto del
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campo 1 valori pitt generali che soddisfano alla (3): ciog, a causa
della forma lineare del sistema (8), 2 avra la forma:

9 e=Z+ a2+ a;2,,
dove Z, 21, 2 sono soluzioni particolari della (1), e analogamente
sara:
p=PH4ap+ap
(9%

g=Q+aq +aq.

Sostituendo allora nell’ espressione (3) di 9 1 valori (9) di 2, p, g,
i coefficienti di a, ed @, debbono annullarsi; cioé 6 deve annullarsi
identicamente per z2=2,, 2=2,.

Queste condizioni determinano di pit completamente la fun-
zione 6 (a meno di un fattore di proporzionalita, che nella nostra
ricerca & inessenziale): non pud accadere infatti che la matrice:

( |

sia identicamente nulla, poiché dalle relazioni:

2 Y4 'R

£2) y 2 G2

=A% pI=Ap; Q=A@

seguirebbe k= cost. e quindi nelle (9), (9%) resterebbe una sola
costante arbitraria.

Abbiamo dunque il teorema:
Quando il determinante D sia diverso da zero, condizione ne-

cessaria perché 0 soddisfi ad wn’ equazione lineare del 2.° ordine
¢ che si annulli per due soluzioni particolari dell’ equazione in 2
e sia determinata da queste condizioni Y).

Questa condizione & inversamente anche sufficiente. Supponendo

1) Cf. DarBoux. — Legons, vol. II, pag. 172.
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infatti che B si annulli per due soluzioni particolari della (1) e ne
sia determinata, 1'espressione:
o0 0%

Sxay—!_ca‘y?:

%0
@ ~n + 25
0% o0? 9 (2) R (2)

o0
=ty Ty T T Ty

¢ lineare omogenea in 2, p, ¢; #,s,¢ e quindi per la (7) in 2, p, g,

o8 26

3% 3" si avrd cioé una relazione della forma:
z oY

o0 % 0 ob 06
a§;2+2bax—az—/+c @2+2Dé—x+2E§:—y—)\z+}L‘p+Vq,
e poiché B, e quindi anche tutte le sue derivate, si annullano per
2=2, 2=2,, anche il secondo membro di questa relazione si annul-
lera per 2=2,, 2=2,: sard dunque proporzionale a f e si avra:

% 9 on? 29 L]

* o’ 97 g o) o9 0—
(4%) a8x2+2baxay+c8;/2+2D3x+2E39+F 0
il che dimostra che 0 soddisfa ad un’equazione della forma vo-
luta ). Si osservi di pid esplicitamente 1'uguaglianza (che si sa-
rebbe potuta dimostrare anche direttamente) dei coefficienti delle
derivate seconde nelle due equazioni in z e in b.

Abbiamo dunque il teorema:

Condizione necessaria e sufficiente perché un’ espressione 9 della
forma :

b=aztBp+1q

') B chiaro poi che 6 non pud soddisfare ad altre equazioni del 2 © ordine
distinte dalla (4*), dipendendo essa 0, come 2z, da due funzioni arbitrarie.

(Cf. Biaxcur. — Sulle soluzioni comuni a due equazioni a derivate par-
ziali del 2.0 ordine ecc. Accademia dei Lincei 1886, pag. 218, 237, 307).
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soddisfi ad uw equazione lineare omogenea del 2.° ordine, quando
il determinante:

D=uy—2087+ of

si supponga diverso da zero, é che 9 si annulli per due soluzioni
particolari della equazione in z e sia determinata da queste con-
dizioni.

9. Consideriamo ora il caso eccezionale, che il determinante D
si annulli. Questo pud accadere soltanto per le equazioni dei tipi
iperbolico e parabolico e noi li discuteremo separatamente, ridu-
cendo 1'equazione alla rispettiva forma normale.

Cominciando dal caso iperbolico, scriveremo 1’equazione sotto

la forma:
(10) stap-tbgtce=0.

I1 determinante D si riduce in questo caso a — v e pud quindi
annullarsi solo per B=0 o y=0. L’un.caso deducendosi dall’altro
collo scambio di # con y, bastera discuterne uno solo, quello
ad es. in cui 7=0.

Dobbiamo dunque ricercare quando un’espressione:

(1) O=oz+tpp

soddisfi per ogni valore di 2, integrale della (10), ad un’equa~-
zione lineare del 2.° ordine.

Supponendo che questo accada, associamo alla (10) quella che
si ottiene derivando la (11) rispetto ad y:

o0 o. op
12 A = ﬁ—c>z (—— a)a a—bp)g;
a2 =[5 + (5, —Ba)p+ =000
ed allora se & o ~0(340, ciod se 1a (10) e la (12) permettono di
esprimere 8 ¢ ¢ in funzione 2 e di p, un ragionamento affatto
analogo a quello del caso generale dimostra che il sistema delle

(10), (11), (12) & completo,
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Infatti la derivata di 9 rispetto ad x:

20 a. ' o8
(13) O et (e B pgpr

porta la nuova derivata +, ed ogni altra derivazione porterebbe
due nuove relazioni e due nuove derivate. Supponendo dunque:

a‘—"bQ*Oy

allora, poiché $ & certamente non nullo, potremo dalle (10),

(12), (13) ricavare r, s, ¢ in funzione lineare omogenea di 2, p e

6 0

dl @’9‘; .
0
7‘=)\2+P'20+P3; )
1} ! Iae
(14) q=%z+up+o§—y,

i " " nae
| S=Netppto 3
e quindi il sistema di equazioni ai differenziali totali in z e p:

de=pdx -+ qdy
15 0=u0z2 P
1) dp =vrdx 4+ s dy TP
dove per ¢, 7, s si intendono posti i valori dati dalle (14), & an-
cora integrabile: donde, come nel caso generale, deduciamo che 6
deve annullarsi per una soluzione particolare 2, dell’ equazione (10).

Questa condizione, oltreché necessaria, & anche sufficiente.
%9
Supponendola infatti soddisfatta, la derivata seconda é%a.—y puo
porsi sotto la forma:
AN N
Wiy 24pptvgtr

e quindi per le (14) 1’ espressione:

o
woy  FaT %%
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lineare omogenea in 2 e p e si annulla come 6 per 2=2;. Essa

(%

dunque proporzionale a 0: cioé questa soddisfa all’equazione:

[

o0 Pl
T

N
(16) W—P%—/G@—I—-ue—o,

il che dimostra quello che si era affermato.
Rimane ora a considerare il caso che sia o.—b =0, ossia:

(1% 0=8(p+02).

Ma in tal caso la teoria elementare delle equazioni del 2.°
ordine ci dice che 0 soddisfa ad un’equazione della medesima
forma della (10) e che si ottiene da questa mediante una trasfor-
mazione di Laplace. Questo caso non richiede dunque ulteriore
discussione e possiamo enunciare il teorema:

Condizione necessaria e sufficiente perché un’ espressione 9 della
forma:

B=oaz+4pp (oppure 0=0z2+ 19

soddisfi per ogni valove di 2, integrale della (10) ad uw’ equazione
analoga, ¢ che 9 sia una delle trasformate di Laplace dell equa-
zione in 2 oppure st annulli per una soluzione particolare dell’ e-
quazione stessu.

La seconda parte di questo teorema & dovuta al sig. Lucien

Lewy ).

10. Consideriamo ora il caso parabolico. Scriveremo 1'equa-
zione sotto la forma:

(17) r+2ap+2bg+ce=0.

Il determinante D riduce a v* e si annulla quindi solo per
1=0. Dobbiamo dunque anche in questo caso ricercare quando

) Of. DarBoux. — Legons, Ib., pag. 177.
L. Lewy. — Sur quelques équations linéaires aux dérivées par-
tielles. (Journal de 1'Ecole Polytecnique — LVI Cah., pag. 63, 1886).
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un’ espressione 0, data dalla (11), soddisfi ad un’equazione lineare
del 2.° ordine. Associamo in questa ipotesi alla (17) la equazione

che si ottiene derivando 0 rispetto ad z:

20 o, 4 3

a9 2 =(Z—pe)e+(ats—280)p—2080,

allora un ragionamento affatto simile al caso precedente, dimostra

che il sistema delle (11), (17), (18) & completo. Derivando quindi 6

rispetto ad y:
20 Sa SB

potremo ottenere g, r, s espresse lineamente ed omogeneamente

f 20
per 2, p, gx 2 , traendole dalle (17), (18), (19) (si noti infatti
che b e sono certamente diversi da zero) colle formule:

/ 0

a
g=kz+pp+op

(20) re=Nehppty % :

" " IIE’)e
\ s=Nz+pp+¢ 9x+

ed il sistema (15), dove ora per ¢, r, s si intendano poste le loro
espressioni date dalle (20), sard ancora illimitatamente integrabile
e quindi 0 si annullerd identicamente per una soluzione 2, della
equazione (17).
Inversamente, se questo accade, derivando la (18) rispetto ad z,

sl avrd:

o0

A e teptvg—208s
e quindi I'espressione differenziale:

e a+2br<"a+" )
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& lineare omogenea in z e p e si annulla per 2=2,: & dunque pro-
porzionale a 0 e si avra:

2% , %

2 .36
(21) ﬂz—vpé;vntsz(p A

_y>‘+ge=o.

Possiamo dunque enunciare il teorema:
Condizione necessaria e sufficiente perché un’espressione 8 della

forma:

b=oaz+4 Bp

soddisfi per ogni valore di z, integrale della (17), ad un’ equazione
analoga, & che O si annulli per una soluzione particolare dell’ e-

quazione stessa 1).

11. Della seconda parte dei teoremi superiori possiamo dare
un’altra dimostrazione, la cui idea fondamentale & dovuta al
Liouville 2).

Trattando dapprima il caso generale, supponiamo che 0 si
annulli identicamente per due integrali particolari 2, e 2, dell’e-
quazione in 2, lineamente indipendenti. Indichiamo allora con z
un’altra soluzione dell’equazione data, tale che il determinante:

21 2 2
(22) y2 P2 Ps = (& P2 93)
9 92 qs

1) Si osservi esplicitamente 1'uguaglianza che si ha in tutti i casi tra i
coefficienti dei termini del 2.° ordine dell’equazione data e della trasfor-
mata.

2) Cf. Rocer T10UvILLE. — Sur les formes intégrables des équations li-
néuires du second ordre. (Journal de 1'Ecole Polytecnique LVI Cah., 1886,
pag. 32 e ss)
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sia diverso da zero !); ed indicando con 2 una funzione arbitraria
di z e di y, con p e ¢ le sue derivate prime, determiniamo le fun-
zioni ), v,, 0 dalle tre equazioni lineari:

2:217;1+22”2'+‘236

(23) p=101171+292 @‘z+l>39
g=q 0 + ¢ v, “i‘([ae-

Da questo deduciamo, con notazioni analoghe alla (22):

T (ap g

cioé 6 & una funzione lineare omogenea in 2, p, ¢, che si annulla
per 2=z, =2, (e diventa uguale ad 1 per 2=zy).

Vogliamo ora dimostrare che quando nella (24) si sostituisca
per z l'integral generale della (1), 6 soddisfera ad un’equazione
lineare del 2.° ordine.

1) L'introduzione di questa terza soluzione z;, estranea alla questione,
(che del resto si potrebbe anche evitare modificando solo leggermente la di-
mostrazione) & molto utile e perché introduce nei calcoli una grande simmetria
¢ perché evita alcune discussioni particolari. K sempre possibile poi prendere
la z5 in modo che il detexminante (z, p, ¢;) risulti diverso da zero: ove infatti
questo non fosse possibile, la z soddisferebbe insieme ad una equazione del
1.9 ordine ed ad una del 29, il che & assurdo.

B facile poi vedere come cambia la funzione 6, quando in luogo della
soluzione particolare z; se ne prenda un'altra z,. Infatti dalle formule:

Ep ), o _ (0

(P01 42) ' T (1)
deduciamo :

! (23 Py 22)
=10 6 L%
(@ (24 71 92)

cioé le due funzioni 0 e 6' sono proporzionali ed il coefficiente di proporzio-
nalita & dato dalla formula ().
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Deriviamo infatti la prima delle (28) rispetto ad x ed a y;
avremo le due relazioni:

o o0, oh 301 v, 20
2 a s
(254) Aian + 23x+239x 0 ; "}‘ 23 + 2 39y =0

alle quali possono aggiungersi le altre due:

% 81)2 6 . a/Ul 37)2 e
/ Py, TRy Thy =0yt eyt ey
o v,
@ (}91 “+ e +ps5- ) +
(25%) ox ax E')x
avl 802 o, 302

o, 802 99\_
+c< S ggt by ) =06

le quali si ottengono, la prima derivando la prima delle (254)
rispetto ad y, la seconda rispetto ad e sottraendo; 1'altra, cal-
colando dalle (23) #, s, ¢ e sostituendo in Q (2).

Le (254), (25¢) possono riguardarsi come 4 equazioni lineari nelle 4

funzioni incognite g@ , g;‘ ; g? gi? ; né pud il determinante dei

loro coefficienti esser nullo, altrimenti 0 soddisferebbe per ogni
forma di 2 integrale della (1), ad un’equazione lineare del 1.°
ordine, il che & assurdo, dipendendo 0, come 2, da due funzioni
arbitrarie. Esse si possono dunque risolvere rispetto alle quattro
derivate superiori e precisamente si ha:

v, 1 H
/av Az - %gx [(plzg) §a (p22s) +0 (ge2a)f 4 (9225) fb (pr29)+c (glzg)}jl+
+cz (2120243) 37 + 2, (p2) Q (2
(26) Qv 1 6 96T
!— |
Yy Aup, —a 2 (2P gs) {.)},"l_@ l_(Pzzs) fa(pre) +0 (g2 +

+ (9122) {b (P22s) + ¢ (g225) iJ =+ 2 (¢ 2;) Q (2)

3
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1 (296
,g: Az’%% W [ (pe2) @ (pr2s) +0 (u2a)}+ (q125) %b pe21) +¢ 9221)*
\ —c2 (31}’293) + 2 (p22) Q(2)
(27) \aog 1

% a2y 21]92 93) 3x+a {29123) %a(p221)+ b (9221)f+

+ (g221) ib (pr2s) +c(q125) %} + 2 (2 2) Q)

a.l/ Azi 2y

dove in generale si & posto:
(i br) = a; by — ay. b;
e
(28) Aryoy=a (12 + 2 (pr22) (@222) + ¢ (12e)° -
Le equazioni superiori possono anche scriversi abbreviatamente:

O

3—50 +P'2ﬁ*—P‘9(z)a
(6%) 0 20 20

7)1__ Y7 rTE ! .

) 20 20

"a—zz=v1 3—.7)+v2 a“?;"l‘vg(z)v
7%

avz r

ay Vi ax_i— 2 ay + v“‘(‘a)

Se quindi z soddisfa alla (1), la (26%) da immediatamente:

2/, 8\ 8/ d a8\
@) (g tey) g By ey ) =0

cioé O soddisfa ad un’equazione omogenea del 2.° ordine, nella
quale i coefficienti delle derivate seconde sono, come subito si ve-
rifica, proporzionali ad «a, 2, ¢

Dal modo con cui & stata ottenuta 1'equazione in 0, parrebbe
che, scrivendo la condizione d’integrabilita per le (27%), si avesse
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in 6 un’altra equazione del 2.° ordine. Ma & facile vedere che
questa nuova equazione & identica alla (29): infatti, ove essa
fosse distinta, 8 soddisferebbe insieme a due equazioni del 2.° or-
dine, il che & assurdo.

Dalla forma dell’equazione in 2 segue imoltre che le due
funzioni:
(apeg) g Ve (aipege)

1

NI
(30) '8.1 - a e Azi ) ’ a Azizx

sono due soluzioni particolari dell'equazione aggiunta a quella a
cui 0 soddisfa.

12. Discutiamo ora i due casi eccezionali.

Cominciando dal caso iperbolico, sia 2, la soluzione particolare
della (10), per cui 0 si annulla e sia 2, un’altra soluzione della
(10), tale che non annulli il determinante:

(1pe) =210 — 2, P

Indicando allora di nuovo con z una funzione qualunque di z

ed y, poniamo:

=20 + 20,

(31)
p=pv 4 pe 0,
donde:

- (22271) )

Differenziando queste equazioni si ottengono le altre:

o o0
Zl’a—zl”‘l“zzé_x:—'-o

o, 206 .
(pi+b2) 5+ (b 5 =2 @)

se quindi non & p,+b2, =0, cioé se O non & una trasformata di
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Laplace dell’equazione in 2 (la quale avrebbe di pit nullo I'in-
variante & di Darboux), si avra:

n_ %
o~ 2 ox
(33)
Iy Pt bz, 9 1

Q(2);

a_jJ— pitba dy pmt+bz

e quindi, se z soddisfa alla Q(2)=0, si ha I'equazione in 6:

9 (petbz ag}__q LA
(34) STvip1+bzl oy Ay 2_197)_0

che & del tipo iperbolico e ridotta alla forma normale ammette
come soluzione dell’equazione aggiunta la funzione:

_ (&)
(35) = 2(ptba)

Nel caso parabolico poi ancora le (31) derivate danno le re-

lazioni:
v, = B
g 2 Ox
(36) '
om 1 20 20
(@*szf (plzg)@~26212297 —l-—z,Q(z)l,

donde, per Q (2)=0, segue 1’equazione in 0:

(87) oz zm <(291 ?,) T 202 2 @>;+@

é@%.
2 dx)

che & del tipo parabolico e scritta sotto la forma normale, ha
come soluzione dell’equazione aggiunta la funzione:

(38) 9= @2
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I teoremi superiori sono cosi nuovamente dimostrati 1).

18. Passiamo ora alle trasformazioni di ordine superiore.
Sia:
(39) 0= N oz ; 0Litk<m

una trasformata differenziale della 2 di ordine m e per ogni valore
di 2, integrale della (1), soddisfi ad un’equazione come la (4).
Vogliamo ricercare le condizioni necessarie e sufficiente perché
cid accada. Procederemo percid con un metodo affatto analogo a
quello tenuto per le trasformazioni del 1.° ordine.
Supponendo che effettivamente 8 soddisfi ad un’equazione li-
neare del 2.° ordine, deriviamola rispetto ad z e ad y:
g% == 2 Ok Big1y & ""Egg.;—k Zik o
(40)

oo daip
T D it 2iy 1+ By Rik

" ed associamo a queste equazioni quelle che si ottengono derivando

la Q(2)=0 fino all'ordine m—1. Le equazioni derivate dell’or-

dine m —1 si scriveranno allora:

M Q (2)
oy

) = LZZ)\_{_g’ p+2627\+1,p+1 + c2, -2 —l— ....... =

1) Del- resto nei due casi eccezionali & quasi evidente che anche 6 soddisfa
ad un’equazione del 2.9 ordine. In questo caso si pud infatti prendere:

=1
dx \z
¢ facendo z,=1 (cambiando proporzionalmente la funzione incognita nell’equa-

zione data) 6=p: e dobbiamo allora dimostrare che se z soddisfa all'una o
all’altra delle due equazioni:

st+ap+0bg=0 ; r+2ap-+2bg=0

anche la derivata prima p soddisfa ad un’equazione analoga, il che subito risulta
derivando le due equazioni rispetto ad a.

0
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dove Ap.=m—1 e dove i termini non scritti contengono tutte
derivate di 2 di ordine inferiore ad m+1.

Quando le relazioni (40) e (41) possano risolversi rispetto alle
derivate di 2 dell’ordine m+1, cioé quando il determinante:

Omo  Om—1y1 Om—gy2 Om3gy3 . » « « « O1ymoy Ooym O
0 Omo  Om—1s1 Om—gyg « « o + « Ogym_s 1y mey1 Oom
(42) D a 2b c o ..... 0 0 0
0 a 2b C e 0 0 0
0 0 0 0o ..... a 20 c

sia diverso da zero, il sistema formato dalle (39) e (40), dalla
Q(2)=0 e dalle equazioni che si ottengono derivando fino all’or-
dine m —1 & un sistema completo. Basta per questo ripetere un
ragionamento affatto analogo a quello tenuto per le trasforma-
zioni del 1.° ordine.

Scritte allora le formule che danno le derivate della 2 di or-
dine m+1 sotto la forma:

R R
(43) Ziy ma1—i =2)\(,A)sz,.s—1— )\()a; + u()a?

0<r+s<m ; (@=0,1,2....m+1)

(m+1) (

potremo costruire nelle 2m+2) funzioni incognite 2y =2,

R=P) Bn=Qyeee Bmoy eveen Zom 1l sistema di equazioni ai differen-
ziali totali:

g dzix = 2iga, 1 do - 2,, /] (i+k<m)
(44) e Qe
—_— j . - = ——— - —
(G—Za,-kzzk, W-—O 03)\+p.£m 2
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e nelle ipotesi fatte, questo sistema sard illimitatamente integra-
bile e quindi il suo integral generale conterra (lineamente):

_ (m+1) m+2)  m (m+1)

5 5 —1=2m

costanti arbitrarie a,, a;.... dgm, delle quali si pud disporre in
guisa da dare alla z e alle sue derivate fino all’ordine m i valori pilt
generali che soddisfano alle relazioni finite tra le (44). In par-
ticolare 2 avrad la forma:

(45) t=Z+ a2+ -t ant.... . Gm2m

dove le 2; sono tante soluzioni (linearmente indipendenti) della
equazione in 2z e di qui, come per le trasformazioni del 1.° ordine,
segue che 0 deve annullarsi identicamente perz=2; (i=1,2....2m)
ed & di pitt determinata da questa condizione a meno di un fattore
di proporzionalita.

Questa condizione, oltreché necessaria, & anche sufficiente. In-
fatti, quando essa sia soddisfatta, si pud formare un aggregato
delle derivate prime e seconde di 0:

9

che sia una funzione lineare omogenea di 2z e delle sue derivate
fino all’ordine # incluso e che, annullandosi, come 0, per tutte
le soluzioni particolari z=2;, le sarad proporzionale: cioé 0 sod-
disfa ad una equazione della forma:

Al 20 Al -—|—2D —[——ZE FO=0.
@3t @g@*' az +

Si noti inoltre qui esplicitamente 1’uguaglianza dei coefficienti
delle derivate seconde nell’equazione in 2z e in quella in 0.

Abbiamo dunque il teorema :

Condizione necessaria e sufficiente perché una funzione 8, lineare
omogenea in z e nelle sue derivate fino all’ ordine m, soddisfi ad
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\

una equazione lineare del 2.° ordine é, quando il determinante D
sia diverso da zero, che 9 si annulli per 2m soluzioni particolari
dell’ equazione data e sia determinata (a meno di un coefficiente
di proporzionalita) da questa condizione. L’ equazione in 8 & in
questo caso della medesima classe di quella in z e si riduce alla
forma normale collo stesso cambiamento di variabili.

14. Consideriamo ora il caso che il determinante D sia uguale
allo zero.

B chiaro, per il significato che ha 'annullarsi di D, che questa
condizione & indipendente dalle particolari variabili indipendenti:
potremo dunque supporre ridotta 1’equazione ad una delle sue tre
forme normali. ’

o) Caso ellittico.

L’ equazione in 2 ha la forma:

(46) r+t+2ap+2b¢g+4c2=0
il determinante D ha il valore:

D = (otmo— 6m—py2FOm—sys= o)’ 4 (Omory1 = Om—zy 3+ Omsys—oree )%

pud quindi annullarsi soltanto ove sia:

Omo — Om_gye ~F Om_aya —oeveee =0

Olyp—191—0m—3, 3’+am_5 95 T eseeee =0.

Ma in questo caso 1’espressione di O contiene le derivate m.*"°
di 2z solo apparentemente, in quanto esse si possono elimi-
nare per mezzo delle equazioni che si hanno derivando la (46)
m —2 volte. Se dunque 0 contiene in modo essenziale le derivate
di 2 dell’ordine m, questo caso non puo presentarsi; il determi-
nante D & diverso da zero.
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b) Caso iperbolico.
L’equazione in 2 ha la forma (10); il determinante D il valore:
D = & omo %m ;

pud dunque annullarsi solo per omo=0, oym=0.

¢) Caso parabolico.
L’ equazione in 2 ha la forma (17); il determinante D il valore:
D = ofm;

pud dunque annullarsi solo per oym=0.

Questi due casi vanno discussi separatamente.

Per 1l caso iperbolico la discussione & stata fatta in modo
completo dal Darboux !); basterd dunque enunciarne i risultati.

Supponiamo percid che sia aym=0 (il caso di ome=0 si riduce
a questo collo scambio di # con y) ed osserviamo che usando
della equazione in 2z e delle sue derivate, possiamo eliminare dalla
espressione di 0 tutte le derivate miste; scrivere quindi 6 sotto la

forma:

(47) 0= oz+ o210+ 0920t «eeest OmOmot+ B2+ Bafoat eevee +Buon (0<t)
che il Darboux indica brevemente con:
47 0= (m,n).

In questo caso il Darboux ha dimostrato che, quando sia #>>0,
6 deve necessariamente annullarsi per m-+n integrali particolari
dell’ equazione in 2 ed & determinata da questa condizione: quando
poi sia =0, cioé O abbia la forma:

(47%%) O=oaz4 ;2 + 02y +..... b O Zmo

essa o si annulla ancora per m integrali particolari dell’equa-

1) Cf. DarBoux. — Legons, vol. II, cap. VIII, pag. 172-178.
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zione in 2, oppure coll’ applicazione di i trasformazioni di Laplace,
pud ridursi alla forma:

0= o9& - off 2+ -k o 2o

e si annulla quindi per m — i soluzioni particolari della equazione
in 29 e percid anche di quella in z.

Inversamente queste condizioni sono anche sufficienti, ed, ove
siano soddisfatte, O soddisfa effettivamente ad un’equazione lineare
omogenea del 2.° ordine della forma di Laplace.

Abbiamo dunque per queste equazioni il bel teorema di
Darboux :

Condizione necessaria e sufficiente perché uw’ espressione (m, n)
soddisfi ad una equazione lineare omogenea del 2.° ordine, & che
st annulli per m+n soluzioni particolari dell’ equazione data;
solo quando n=20, essa pud anche dedursi con i trasformazioni di
Laplace da una espressione analoga (m —1i,0), che si annulla per
m—1i soluzioni particolari di un’ equazione, ™ trasformata di
Laplace della equazione data ).

15. Una discussione affatto analoga si pud fare per le equa-
zioni del tipo parabolico.

Intanto per mezzo dell’equazione a cui 2z soddisfa, potremo
eliminare tutte le derivate della funzione 2, nelle quali la deri-
vazione rispetto ad x comparisce pit di una volta, e scrivere
quindi 8 sotto la forma;

(4é) O=oaz4 )20+ 22—t ..o 1 Op_1 20y p1
F+ Bt Lant oo+ Bmoryma (p_<_m)

) Questo teorema generale pud subire delle modificazioni, quando la serie
di Laplace dell’equazione in z termini prima di m equazioni da un lato, prima
di » dall’altro: su questo caso eccezionale perd rimandiamo al Darboux
(L c., pag. 168 nota).
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Derivando allora 0 rispetto ad « ed y, si ha:

20 , ) ' )
@=az+alzo,+ ..... —2bBm2em+ Br2wt oo Bm2iymas
ae " " \

5 =a'2+ 0" 2gF eeeees F 0y 20p + B2t eee B imy

e quindi, perché b & certamente diverso da zero, se non & B, =0,
cioé se 0 contiene effettivamente qualche derivata dell’ ordine m,
le due relazioni precedenti ci daranno le due derivate 2ym, 21m

in funzione di quelle di ordine inferiore (e della medesima forma)

. o8 . . .
e di 3 3y ; e abbiamo allora di nuovo un sistema completo.

Prendendo quindi come funzioni incognite le funzioni:

B35 2y iy eeees Rlym—1 3 Ro1y Rpgeeees %oy m—1

potremo costruire in queste 2 m funzioni un sistema di equazioni
ai differenziali totali, le quali tenendo conto della relazione (48)
che da 0 e nella ipotesi che 6 soddisfi ad un’equazione lineare
del 2.° ordine, sono di nuovo illimitatamente integrabili; 1’integral
generale di questo sistema conterrd dunque 2m —1 costanti arbi-
trarie (in modo lineare) e quindi 0 dovra annullarsi identicamente
per 2m —1 soluzioni particolari della equazione in 2 ed esser de-
terminata da questa condizione. Inversamente questa condizione,
oltreché necessaria & anche sufficiente. Deve dunque aversi, se 0
non & identicamente nullo, p=m; ed abbiamo il teorema:

Se U equazione in z ha la forma (17), condizione necessaria e
sufficiente perché un’ espressione 0 lineare omogenea in 2 ¢ nelle sue
derivate fino oll’ ordine m, soddisfi ad un’ equazione analoga, é che
essa abbia Uuna o Ualtra delle due forme:

b=az+tomznt..c.. tomaom+BizotPernt.ooo Bu2iyma
0 =0z} 0 21t v v v A Om_1@y my+Br210 Beon+t.... + Buziyma
e st annulli nel primo caso per 2m, nel secondo per 2m—1 solu-

zioni  particolari dell’ equazione in 2. L’ equazione « cui in tal
caso 8 soddisfa & ancora del tipo parabolico ed ha la forma normale.
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16. Alle trasformazioni differenziali di ordine superiore pud
estendersi il metodo di dimostrazione del Liouville per le trasfor-
mazioni del 1.° ordine.

Considerando ad es. il caso generale, indichiamo con2®, 29, ... 2%
le 2m soluzioni dell’equazione in 2, che annullano 1’espressione 0:
ed indicando con 2*"*V un’altra soluzione particolare della equa-

zione in 2, scriviamo il sistema di equazioni:
49) za=20v, + 22 v+ ... 2 vom F 2O 0<i+Elm

nelle 2m+1 funzioni incognite v,, v, .... 0m, 0. Queste equazioni
sono compatibili in forza dell’equazione a cui 2z soddisfa (per
ipotesi) e di quelle che se ne ottengono derivando, e si riducono
appunto a 2m+1 indipendenti, dalle quali in particolare si deduce
per 0 un’espressione lineare omogenea in 2 e nelle sue derivate
fino all’ ordine m, che si annulla per z=2; (i=1, 2....2m). Dalle
relazioni (49), opportunamente differenziate, si ottengono 4 m rela-
zioni lineari omogenee nelle derivate prime delle 2m funzioni v;
e della 0; e si pud sempre supporre di aver preso 1'ulteriore so-
luzione 2®#"+) in guisa che queste relazioni possano risolversi ri-
spetto alle derivate delle funzicni #;, che vengono cosi espresse
come funzioni lineari omogenee delle derivate prime di 6. Segue di
qui immediatamente che 6 soddisfa, per ogni forma di z integrale
della (1), ad una equazione del 2.° ordine; anzi questa equazione
verra scritta sotto m forme diverse, ciascuna delle quali fara co-
noscere una soluzione particolare dell’equazione aggiunta a quella
a cui 8 soddisfa. Ed un ragionamento affatto analogo vale evi-
dentemente per le trasformazioni singolari ).

1) Vi é perd una lieve differenza nel caso delle trasformazioni differenziali
di ordine superiore, in quanto le (49) sono compatibili, solo poiché la funzione #
soddisfa alla Q (2)=0. Quando invece z sia una funzione affatto generica &
necessario sostituire alle (49) le altre equazioni:

2m ) ,\P+g ) (2 .
(49%) 24 = 21’ A vy - & 0+2P5 7\()5 -0—9-(6—) 0<i+k<m ; 0<pt+s<m—2
1 P dy
essendo le A 5 altre w indeterminate,

e
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17. Volendo eseguire i calcoli accennati nel numero precedente,
un metodo breve e che conduce a risultati simmetrici risulta dalle
considerazioni seguenti:

Facciamo innanzi tutto un’osservazione d’indole puramente
algebrica. Consideriamo una serie ricorrente (finita o no) di numeri
o di funzioni, definita dalla relazione a tre termini:

(50) ali+bhip+chiga=0 (E=0,1....).
Noto 24 e X;, la formula superiore da evidentemente il mezzo di
calcolare successivamente i valori di qualunque A.
Considerando allora tre termini consecutivi di tre qualunque
di tali serie, definite dalla medesima relazione fondamentale (che
di piu possono anche coincidere) abbiamo le relazioni:
a)\i —I" b )\{_|_1 + C)\j+2 =0
a )\’h -—]— b )‘I’l+l + 4 )\,h+2 =0
a )\”k -|" b )\”};_l_l “I" c )\"k__l__z — O

dalle quali deduciamo:

a: b 0= )\’h_l_l )\”k+2 - )\,h+2 )\"](_l_l M )\,h+2 )\"]; - )\,h )\”];.’_2: )\Ih )\"]{_’_1 - )\’},_*_1 )\”k
= )\"k+1 )\i-;-z - )\"Ir+2 )\i+1 : )\”/x+2 A= g hije N )\i+1 - )\”k-{-l Ai
_ )\j_l_l )\’h+2 - )\H_z )\'}1_'_1 M )\1'+2 )‘-'h - )\, )\,h+2 M )\[ )\’],_I_l - )\H—l )\’h

e quindi anche in particolare:

)\i )\’h+1 - )\i.|.1 )~’h . )\i+1 )\’h+2 - )\i.;_e )\'h-{-l . .'\1‘+2 )\Ih - )w‘ )\'Iig
)\i )\"k+1 - )\i+1 )\"k )\1'+1 )\"I. 42 )\i+2 )\"L-{-l )\i+2 >\"k - )\i )\"Ir+2

cioé. il rapporto di due tali determinanti del secondo ordine for-
mati colla legge superiore non cambia sia aumentando di uno
ciascun indice, sia ruotando ciclicamente tre indici consecutivi.
Una tale proprieta vale evidentemente anche per gli aggregati
lineari omogenei di tali determinanti del 2.° ordine.
Questa semplice osservazione da luogo a delle conseguenze
importanti. Ricordiamo infatti che, se 2 & integrale di una equa-
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zione lineare omogenea del 2.° ordine Q (2) =0, delle sue derivate
di un ordine qualunque due sole sono indipendenti, anzi tra tre
derivate consecutive qualunque del medesimo ordine ha luogo la
relazione simbolica:

azr+ 202, 1t coioyrpe=0

dove col simbolo = 0 abbiamo voluto indicare che 1'aggregato
del primo membro si esprime linearmente ed omogeneamente per
le derivate di ordine inferiore.

Si formino allora con delle soluzioni particolari (linearmente
indipendenti) dell’equazione data (in numero dispari) dei deter-
minanti della natura seguente:

La prima linea contenga le soluzioni particolari scelte;
la seconda e la terza contengano rispettivamente le derivate prime
di queste soluzioni;
la terza e la quarta due qualunque derivate seconde;
la quinta e la sesta due qualunque derivate terze; . . . . .
la penultima e 1'ultima (supponendo il determinante di ordine
2m+1) due qualunque derivate dell’ ordine .

L’ osservazione algebrica superiore ed un semplice processo
d’induzione dimostrano allora:

1.° che il quoziente di due tali determinanti, corrispondenti
a due diversi sistemi di soluzioni (diversi in tutto o in parte),
ma ugualmente formati, che contengano cioé le medesime derivate
nello stesso ordine, & indipendente dalle particolari derivate dei
diversi ordini che figurano nel determinante stesso.

2.° che tre qualunque di questi determinanti, corrispondenti
al medesimo sistema di soluzioni particolari, nei quali tutte le
linee coincidono, tranne due che contengano derivate dello stesso
ordine e che in queste linee contengono ciclicamente due di tre
derivate consecutive, hanno valori proporzionali ad «, 2, c.

Se invece si considerano dei determinanti di ordine pari 2m,
nei quali le prime 2m —1 linee siano formate come nei deter-
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minanti superiori, la 2 m™® contenga invece una derivata dell’ or-
dine m, tre tali determinanti che non differiscano altro che per
la derivata che costituisce 1'ultima linea, e che contengano in
questa tre derivate consecutive del medesimo ordine si possono
evidentemente considerare come tre termini consecutivi di una
relazione ricorrente come la (50) e quindi i determinanti del se-
condo ordine formati con essi soddisfano a relazioni analoghe a
quelle nelle 1. T chiaro inoltre che anche per questi determinanti
valgono osservazioni perfettamente analoghe a quelle gia fatte
per i determinanti simili di ordine dispari.

Queste conclusioni si modificano in parte (ed & facile veder
come) quando 1’equazione Q (2) =0 contenga una sola derivata
del secondo ordine, cioé quando 1'equazione appartenga al tipo
iperholico o parabolico ed abbia la forma normale.

18. Premesse queste osservazioni & facile risolvere le equazioni
di cui si & parlato al n. 16. Queste equazioni si possono scrivere
infatti (ponendo per maggior simmetria 0=wv.4.):

Wt O
(51) 2@ e a;:() 21‘,' z‘t.{gy—=0 0§t+u§m—1

1

2m—-1 . .
(52) 2;‘ <3(”'.)—A,1 S—Z — ZS:)_If_J,z+1 g%> =0 k=0,1,2..... m—1
1

delle quali le (51) si riducono, in forza della Q@ (2) =0, a 2 (2m ~1)
indipendenti, le (52) a due soli indipendenti e quindi costituiscono
tra tutte un sistema di 4m equazioni lineari omogenee nelle
4 m+2 funzioni incognite o ) o .
or ' dy

Per trarre allora da queste 4 m equazioni le derivate delle 2m
prime funzioni ), ¥s.... % in funzione di quelle di ymy,, Osser-
viamo intanto che il primo gruppo delle (51) ci da il modo di
esprimere linearmente ed omogeneamente le derivate rispetto ad

delle prime 2m —1 funzioni » per le analoghe di oym, voups, ©
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precisamente colle formule:

(53) '(3_1;;,2 _ [21 200000 By ZomBiga oo e Zam—1 | @2@ _
ox [12.0ce By Bk B1gy oeens Zem_1]| Ox
_ [2’1 ..... Zk—1 Bogml Rl v oo 2’2”1,1] 8v2m+1
[21ev o @ @ga oo Zom—1] oz
k=1,2..... 2m—1)

dove abbiamo posto per brevith 2"=z; e col simbolo L....] ab-

[]

biamo indicato il quoziente di due determinanti di ordine 2m+1
formati rispettivamente colle soluzioni rinchiuse dentro parentesi

(ma del resto in ugual modo) che sappiamo essere indipendente
dalle particolari derivate che entrano a formarli.
Affatto analogamente dal secondo gruppo delle (51) otteniamo:

(54) aﬂ_ _ [zl 22 e 21,'_1 22,,. Z}(_I_l ..... ZQm_l] é‘?_% _
3y [z)_ zg cee e 2](_.1 2k Zk_H ..... 2'27)1__1] ay
. [21 DY 21{__1 zgm_l_l z1(+1 ..... zgm_l] a’ng_H
[21e0ee iy 2k Zhg oe e e Zam— | oy
k=1,2..... 2m — 1)

od anche con notazione pit breve:

e [1,2...k=1,2m k+1l....2m—1] dvpu _

* —_—
(537] ox [L,2....k-1,k, k+1....2m~1] Oz
[, k-1 2mt ] R4 2m = 1] Qg
[1,.... k=1, % kt1...... 2m—1] o

(54%) v [12....k-1,2mk+1....2m—1] vm
dy [L,2.... k-1,kk+1..... 2m~1] oy

[1....k=1, 2m+1, k+1....2m—1] dvgup
[1....k-1,k k+1....2m—1] dy

k=1,2.....2m—-1).
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Sostituendv poi questi valori relle (52), queste diventano:

v, 2t

9
(b5 (@@2..... 2m), 3

4+ (1,2....2m—1, 27;z+1),??2t;ﬂ —

a@2m+1
ox

=(1,2....2m)up agm +(1,2....2m =1, 2m+1),4,

(t=0,1,2. Zm 1)

dove ad es. col simbolo (12....2m);, si & espresso il coefficiente
Vgm
oy
prime 2m—1 linee sono formate colle funzioni 2, 2,...2.m nel

che non & che un determinante di ordine 2m, le cui

di

modo gia accennato e 1'ultima linea contiene di queste funzioni 2,
le derivate (2i)m—_iy -
Consideriamo allora due qualunque di tali equazioni, corri-

a m a m
spondenti agli indici ¢ e k. Da esse possiamo dedurre % ) —;%

colle formule:

o 1
=—-112....2m) (12...2m -1, 2m+ 1)y, —
| o As‘k%( m) ( m m+ )k+1
a'1)2m+1
— (12....2m); (12....2m - 1, 2m+1)ip, e
A |
4+ A—.kg(lz....m),- (12....2m—1, 2m+1), —
a77zm+1
— (12... 2m) (12....2m — 1, 2m+1);
(56)
av?m 1
= A—”‘3(1,2....2m—1,2m+1),+1 (12....2m)p —
}37)2»:.1,-1
— (12....2m -1, 2m+1)y, (1 2m)1+1$
1
~ E%(lZ...Zm—l,Zle)i (12...2m)y, —
97sz+1
— (12...2m—-1, 2m+1) (12... 2m)ip, 3y

R. Sc. Norm. 4
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dove

B7) Ap= (12...2m); (12...2m)p — (12....2m) (12.... 2004 ;

e sotto questa forma si riconosce immediatamente che i valori
ottenuti sono indipendenti dai valori particolari degli indici ¢ e £.
Si noti inoltre che indicando con

[12....2m—1, 2m, 2m+1]u

un determinante di ordine 2m+1 affatto analogo a [12....2m-1] ma

o o
Q= Qe Qut
i determinanti (...... ) superiori sono di esso minori corrispondenti
all’ ultima o penultima linea e quindi per note formule della teoria
dei determinanti le (57) possono anche scriversi:

in cui le ultime due linee contengono le derivate =—

/ abzm — Af'” ] g . [12 2m 2m+ 1]t1 k1 a_vfla”,"l'l +
ann:—H
+[12....2m, 2m+ 1]u 3y %
(56%)
w. .2m—1] om
( _;/ AT——— % [12 ..... Zm 2m+1]n+la E41 2a+l -
3”2"1-}-1
\ —[12...2m, 2m+1]ipy & ——— 3y

e in questa forma semplice danno una coppia delle 2m relazioni
che esprimono le derivate delle prime 2m funzioni » in funzione
di quelle della vy, =0. Segue di qui che 8 soddisfa ad un’equa-
zione lineare del secondo ordine e che la funzione:

1 [12....2m, 2m+1]x
{)'m: — ! e - =
(58) . AL [12....2m —1]
_1 [12....2m, 2m+1] 41y [12....2m—1]
a Alk
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o anche pit brevemente:
(58%) S =1{12.....2m, 2m+1) [12....2m — 1]

¢ una soluzione dell’ equazione aggiunta a quella a cui 0 soddisfa.
Un calcolo perfettamente simile dimostrerebbe in generale
che le funzioni:

(59) dp=1{12....2m, 2m+1} [12....p-1, p+1,... 2m—1, 2m]

sono altrettante soluzioni dell’equazione aggiunta a quella in 9,
come appunto il metodo di Liouville faceva prevedere.
B opportuno fare ancora le osservazioni seguenti:
Dalle formule (59) che definiscono le ¥, seguono immediata-
mente le relazioni:
2m

(60) Yo &) 9p =0 0 t+u<m-1

1

dalle quali si deducono le altre 1):

2m

60% D ) (Y =10 0t o+ +u'<<m — 1
1

in particolare dunque le seguenti:
¥ A (B =0  0<t+ulm-1
e quindi anche
(61) p=[NV.... ¥ Ypp... V] (p=1,2....2m)
dove col simbolo = si & indicata la proporzionalita.

19. Delle formule perfettamente analoghe valgono per le tra-
sformazioni singolari.

Cominciando dal caso iperbolico, sia 9 un’espressione (m, %)
che si annulli per m+n soluzioni particolari 2%, 29, ....2m+"

1) Cf. DarBoux — L c., pag. 187.
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dell’equazione in 2. Poniamo allora per simmetria 6=2v,,,,, e
indicando con 2"+t un’altra soluzione particolare dell’ equazione
in 2, (opportunamente scelta), determiniamo 9 insieme con altre
m+n funzioni v, v,...Vmyn dalle equazioni lineari:

mi a mkd " et
(62) 2 = D, 2% 5 2p = D Rpy Vi3 Ros = ) 25 vi5 (p=1..m,0=1.0).
1 1 1

Da queste equazioni differenziando deduciamo le altre:

s a?)"*O p=0,1,2....m-1

PO dr
(63)
W o c
2 2 e 0 a=1,2...... n
~ § a’l),'
(Zz%,&yzo p=1,2..... m
(63%)

(4) a?),'
220337:0 6=0,1,2....n—-1.

Indicando quindi con D il determinante di ordine m+n+1:
—_— 1 3 n.+-1 42 A(m}3 el
(64) D= ("2, =8...... i S Cu i s S Ak

con D;,iy Dityim 1suoi minori del 1.° e 2.° ordine corvispondenti
alla linea ¢ e alla colonna k& (oppure alle linee ¢, k e alle colonne
I, m), abbiamo le formule:

vy, Dmtiyn Omgnp . % . Dugngasn _a_vn:+11+1 .

65 AL = ) ’
(65) ox Dugrs mpnpa 0% oy Dm+m+lam+n+1 oy

e quindi 1’equazione in vy, si pud scrivere sotto le m+n forme

diverse:

0 { Dmpiyn @ Um+n+1§ d g Digngrsn Mnynt —0:
D

66 ~ - A 3
(66) Y |Dog1y mpnta ox ox Meeti1 y Ml oy
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il che fa vedere che le funzioni:

(67) 9, — Dm—|—1 s h Dm+n+1 y m4g-n4-1 Dm.|_1 s wnl Dm+n+1 yh
LU = — ==
Dm-'_l’ m--n-4-1 Dm-]—n-[—l 3 M4-n--1

D
Dnl+11 -1 Dm-|-n-|-1 y M-l

== Dm+1, mn1; Fy mgng (h=1, 2.... ’WH‘?’I)
sono altrettante soluzioni dell’ equazione aggiunta a quella in 9,
quando questa sia scritta sotto la forma normale.

Dalle (67) seguono anche le relazioni:

(68) D) 29=03 W2l =03, %zl =03 (=1, 2m=1; 0-1,2..0-1

dalle quali si deducono conseguenze analoghe a quelle del caso
generale 1),

20. Consideriamo ora le trasformazioni singolari del tipo pa-
rabolico.

Se indichiamo con 2, 2@, ... 2® Y le soluzioni particolari della
(17) che annullano la trasformata singolare 6, con 2®® un’altra
soluzione, potremo determinare 8 =1y, insieme colle altre fun-

zionl ¥ ¥3... tem_, dalle relazioni:

2 2m 2m

. (0 2
(69) 2:2:”. 20,5 2p =, 2y ii p = " 2 i (p=1,2...m—=1)
1

1

dalle quali deduciamo le relazioni differenziali:

@ ov;
z zo()"a;'«o H {1:0’1,2....77’&—'1
(70)

Ezm avi—‘O s o=1,2..... m~2

1 9x

1) Cf. Darsoux — L c., pag. 187.
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di cuil una qualunque del secondo gruppo, si ottiene al modo
seguente:

2 s ;
z (210) = 295 = 'c)y;ﬂ (220) = 215 + B 20,041 + 7 207 3

donde per le (69) seguono appuuto le ultime (70).

Si ottiene analogamente 1'altro gruppo di formule

() Ov;
p zol,)@=0 i p=0,1,2....m—2

! z‘fﬁ,%—":o ; o=1,2....

(71)
m—2
alle quali bisogna aggiungere !’altra:

A,
(72) Y W 5+ 25 Ay a —0.

Quest’ultima relazione si ottiene al modo seguente

Dalle (69) segue:

Xl o
Ry m_g = i 28 .o v;i; allora dall’altra:

S
zl, m—1 — zi z(l",)m—l Vi
e dall’identita:

d
53‘/ (%2y m—2) — 3 21y m) =0

segue:

31), ov;
21’ 2(2',)';.—2 z z(l)m —1 0

ossia, tenendo conto delle equazioni a cui le 2; soddisfano, ap-

punto la (72).
Indicando allora con D il determinante di ordine 2m

5 ) — 1 2 3) 5 14-1 2
(73) D= (" 2, ..... TP o B A,
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con D, Dit,1m i suoi minori ete..., dalle (70) deduciamo le

formule:
o Domyn Ovom .
(74) 5% = Dony on 02 h=1,2...... 2m —1
e quindi
o 1 D) D L)
NJPN() = L TN N Z7m
2‘1 Zl,m—l ax Dzm s om &v Zl D2m, 1 zl,mvl D2m, o ax .

Le (71) e (72) diventano allora:

/ 2m . av.
| N (%) i
| i OP@—_—-‘O (p=0,1....m-2)
2m o avi
{ ; 1,,55'—'—-“0 (6=1,2....m—2)
N i D Bvim
t <0, m—1

L2t T T D O
dalle quali deduciamo:

%)_h__ ng 13 aLzm_D . Dzmy m; amy h am
a!/ D2m y 2m ay 2 b ng, om ox

(74%) h=1,2....2m-1)
donde si ha 1’equazione in vy, =0 sotto 2m — 1 forme diverse e si
deduce anche che le funzioni:

. D . D21n1 m; 2my h

(75) l‘)h—-— 2[)—]);”’7“ (h=1,2....2m—1)

sono altrettante soluzioni dell’ equazione aggiunta a quella a cui 6
soddisfa, quando questa sia scritta sotto la forma normale.
Dall’ espressione (75) delle funzioni ¥ deduciamo le relazioni:
2m—1 2m—1

(716) D »&;.z(:,ZZO; D &hzi}:=0;p=0,l,2....m—-2
1 v 1

dalle quali seguono delle altre formule perfettamente analoghe
a quelle dedotte nei casi precedenti.
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21. I risultati fin qui ottenuti possono riassumersi nei seguenti
due teoremi generali:
@) per le trasformazioni del 1.° ordine:
Se 2 & integral generale di un’ equazione lineare omogenea del
2.° ordine con due variabili indipendenti, condizione necessaria ¢

sufficiente perché una espressione 0 della forma:

b=oz4+Bp+14

soddisfi, per ogni forma della funzione z integrale dell’ equazione
data, ad una equazione analoga, é che O si annulli per due soluzioni
particolari della equazione data e sia determinata da questa con-
dizione o meno di un fattore di proporzionalita. L’ equazione a
cui in tal caso 8 soddisfa ¢ della medesima classe dell’ equazione
in z e si riduce alla forma normale collo stesso cambiamento di
variabili.
Vi sono pero due casi di eccezione:
1.° se U equazione in z & del tipo iperbolico (ed ha la forma:

s+ ap+bg+ee=0),

un’ espressione O=0 2+8p (oppure 9=o0 247 q) soddisfa ad una
equazione analoga, quando essa o sia una delle due trasformate di
Laplace della funzione z, o si annulli per una soluzione particolare
dell’ equazione stessa (trasformazione del Lewy).

2.° se I equazione in 2 & del tipo parabolico (ed ha la forma:

r+2ap-+2bg 4 ce=0),

un’ espressione 9 = o 2+ p soddisfa allora ed allora soltanto ad wna
equazione analoga, quando si annulli per una soluzione particolure
dell’ equazione stessa.
b) per le trasformazioni di ordine superiore:
Condizione necessaria e sufficiente perché un’ espressione 8 della

forma:
b= 2 Oik Rik <i+k<lm

soddisfi, per ogni forma della funzione 2 integrale dell’ equazione
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data, ad una equazione analoga, é che 0 si annulli per 2m solu-
zioni particolari dell’ equazione stessa e ne sia determinata o meno
di un fattore di proporzionalita. L'equazione in 8 & in tal caso
della medesima classe di quella in 2 e si riduce alla forma nor-
male col medesimo cambiamento di variabili.
Vi sono anche qui due casi di eccezione:

1.° se Uequazione in z & del tipo iperbolico (ed ha la forma
solita) un’ espressione 8= (m, n) soddisfa ad un’ equazione analoga
quando o si annulli per m-+n soluzioni particolari dell’ equazione
in 20 st deduca con trasformazioni di Laplace da una espressione
simile (teorema di Darboux).

2.° se U equazione in z & del tipo parabolico ed ha anch’ essa la
forma normale, un’ espressione:

9=az+a.l 2o t0s2pet ... +0lmﬁ1207m;1+31 Zlo+322n+ e +Bm21,m_1

soddisfa allora ed allora soltanto ad un’equazione analoga quando
si annulli per 2m—1 soluzioni particolari dell’ e§uazione data.

22. Queste trasformazioni, a cui accennano i teoremi supe-
riori, non sono tutte tra di loro indipendenti: vi sono tra di esse
delle relazioni, che riducono di molto il numero di quelle effet-
tivamente distinte. Queste relazioni c¢i proponiamo ora di trovare.

Cominciando percid dalle trasformazioni del 1.° ordine, osser-
viamo innanzi tutto (e questa osservazione & generale) che per
ogni trasformazione differenziale la funzione 8 & determinata solo
a meno di un fattore di proporzionalita: e quindi, disponendo op-
portunamente di questo fattore, potremo senz’altro riguardare
come identiche due equazioni equivalenti, che si deducano cioé
I'una dall’altra con un cambiamento proporzionale di funzione
incognita. Posto ¢id, introduciamo le notazioni seguenti:

Indichiamo con Az 2 la trasformazione generale corrispondente
alle soluzioni 2, e 2, dell’equazione data, per la quale dunque
si ha:

W) Auyn) O=(p q);
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(col simbolo == indichiamo la proporzionalita); con E, E' le due
trasformazioni di Laplace della equazione (10) e precisamente sia:
(78) E)b=p+bz; E)=qg+az;

con Lz, L'; le due trasformazioni del Lewy corrispondenti alla
soluzione particolare 2;:

(79) L) 0=(ep) ; La) 0=(eq)
e finalmente con
(80) P.) 6=(2p)

la trasformazione singolare della (17) corrispondente alla soluzione
particolare z,.

Inoltre, quando dall’equazione in 2z mediante una certa tra-
sformazione S (il ragionamento & affatto generale) si passi ad una
equazione in una funzione trasformata B, e da questa con un’altra
trasformazione T si passi ad un’equazione in una nuova funzione ¢,
anche le due funzioni 2 e { saranno legate da una certa trasfor-
mazione, che noi diremo composta di S e T e indicheremo col
simbolo ST (scrivendo prima la trasformazione eseguita prima);

e se la trasformazione T dipende dalle soluzioni 8;, 8.....
dell’ equazione in 0, corrispondenti alle soluzioni 2z, 2; .... dell’e-
quazione in 2, scriveremo anche T sotto la forma Tez....; ed

allora la trasformazione ST si scriverd anche:
ST:. s .....

Con queste convenzioni si dimostrano subito le relazioni se-
guenti:
EE=1;LyaE=FLy=L) ; LxyE=EL;,=1La
&) Ly Ley= Lo Ly =Ly Lp=L\ L = As 5,
(82) Py Py =P, Poy=A: »,

(dove con 1 abbiamo indicata la trasformazione identica, o pit
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generalmente un qualunque cambiamento proporzionale di fun-
zione incognita); dalle quali relazioni seguono immediatamente i
due teoremi:

a) Ogni trasformazione differenziale del 1.° ordine di un’ equa-
zione del tipo iperbolico si puo ottenere dalla composizione di due
trasformazioni elementari e precisamente di una delle due trasfor-
mazioni di Laplace (e della sua inversa) e di una delle due tra-
sformazioni del Lewy.

b) Ogni trasformazione differenziale del 1.° ordine di un’ equa-
zione del tipo parabolico si ottiene componendo due trasformaziont
singolari.

Insieme colle relazioni (81) e (82) vi sono anche le altre:

(83&) Aaleg . A2334EA5253 . AazlEAz;;sl . Az4525Az3z4 . Asp’gEAeqzl Azz EgEA.Z‘Zz Az3n

ELy=1L,E ; Ely=L1, E

E Azl p— A5122 E H E AzﬁgE Azl 22 E'

(830)
Lzl Azg ESEng Az3 zIELZ3 Aal ZzEAZg 23 LZ]EAZ3 21 ng EA:I 29 Lz3

lel A,22 53EL'52 A.23 215:[1’23 Aj!l 32EA22 Z3L'51§A£321 L'ZQEA 2129 L’la
(830) le A22 53EP22 Azgzl’—EPz;;Azl QEA:; 23 PEIEAZ;; 2 PzQEAzl 22 PZ3 ‘) H

(delle quali il primo gruppo vale per equazioni qualunque, il se-
condo per quelle del tipo iperbolico, il terzo per quelle del tipo
parabolico), nelle quali perd figurano delle derivate di ordine
superiore al primo. Da esse segue in particolare il teorema:

¢) Due trasformazioni differenziali del 1.° ordine sono sempre
permutabili, cioe nella loro composizione vale la legge commutativa.

1) Una qualunque delle relazioni (81)...(83.) si dimostra immediatameute
coll’eseguire le trasformazioni indicate nei due membri e coll’osservare quali
derivate figurano nell’ espressione finale e per quali soluzioni dell’equazione
in z questa si annulli.
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23. Veniamo ora alle trasformazioni di ordine superiore. Per
queste, il risultato, molto semplice, ¢ dato dal teorema:

Ogni trasformazione differenziale di ordine superiore si ottiene
componendo successive trasformazioni differenziali del 1.° ordine.

Infatti nel caso di una trasformazione generale di ordine m,
corrispondente alle 2 soluzioni particolari 2,, 2,.... 2Zum, Si com-
pongano successivamente m trasformazioni differenziali del 1.° or-
dine, corrispondenti rispettivamente ad un qualunque sistema di m
coppie distinte formate colle 2m soluzioni superiori: si otterra
allora una trasformazione differenziale ancora dell’ordine m, che,
annullandosi per le stesse 2m soluzioni particolari di quella da
cui siamo partiti, deve (a meno un fattore di proporzionalitd) coin-
cidere con essa.

Riguardo poi alle trasformazioni singolari, il teorema di Dar-
boux sulle espressioni (m, ), 1'analogo relativo alle equazioni del
tipo parabolico, ed i risultati del numero antecedente fanno vedere
come ogni trasformazione singolare del tipo iperbolico si possa
ottenere componendo delle trasformazioni di Lewy e di quelle di
Laplace, ogni trasformazione singolare del tipo parabolico com-
ponendo un numero dispari di trasformazioni differenziali singolari
del 1. ordine. In tutti 1 casi poi, pei teoremi del numero supe-
riore, 1'ordine di composizione & affatto arbitrario. Il nostro teo-
rema & cosl dimostrato.

E facile ora dare la legge di composizione di due trasfor-
mazioni differenziali di ordine qualunque. E chiaro intanto che
componendo due trasformazioni differenziali, si ottiene una nuova
trasformazione differenziale, il cui ordine non supera la somma
degli ordini delle trasformazioni componenti ed & individuata da
tutte insieme quelle soluzioni particolari dell’equazione primitiva,
che individuavano le due trasformazioni componenti. Quando di
pitt queste siano affatto generali (cioé il determinante relativo a
ciascuna di esse sia diverso da zero) e le soluzioni particolari
dell’ equazione primitiva che le individuano formino anche tutte
insieme un sistema di soluzioni linearmente indipendenti, allora
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la trasformazione composta avra necessariamente 1'ordine somma
degli ordini delle componenti e sara anche generale. Quando questo
non accada, cioé qualcuna delle trasformazioni componenti sia
una trasformazione singolare, oppure, anche, essendo le due com-
ponenti affatto generali, esse si annullano ambedue per qualche
soluzione particolare dell’equazione data, allora la loro compo-
sizione portera o ad una trasformazione singolare, o ad una di
ordine inferiore alla somma degli ordini delle componenti; oppure
(nel caso del tipo ellittico) potra essere anche impossibile. In
ogni caso & chiaro che vale in questa composizione la legge com-
mutativa e si ba anzi di pit che la trasformazione composta &
individuata non dalle sue componenti, ma dalle soluzioni parti-
colari che a queste corrispondono. Abbiamo dunque il teorema:

b) Due trasformazioni differenziali di ordine qualunque sono
permutabili : la trasformazione composta é ancora una trasforma-
zione differenziale, il cui ordine non supera la somma degli ordini
delle trasformazioni components.

Un caso particolare di questo teorema & in modo speciale in-
teressante.

Secondo le denominazioni di Lie, si dice che un’equazione
ammette una trasformazione infinitesima:

oo 0
Xfp:)\@—}—p,ﬁ—}—v 3‘;

quando, se z & un integrale dell’equazione data, anche X¢ lo é.
Ora & evidente che il simbolo Xv puo riguardarsi come I’espres-
sione di una particolare trasformazione differenziale dell’equazione
data (in sé medesima); (e questo ci da anche una nozione inte-
ressanle sulla natura delle trasformazioni infinitesime che una
equazione pud ammettere) ; quindi dal teorema della permutabilita
delle trasformazioni differenziali segue:

Se un’ equazione ammette una trasformazione infinitesima, qua-
lunque equazione che da essa si ottenya mediante una trasformazione
differenziale ammette essa pure una trasformazione infinitesima ed
inversamente.
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24. Per la relazione che lega un’equazione alla sua aggiunta
¢ chiaro che quando dall’equazione data @ (2) =0, mediante una
trasformazione differenziale 6 =X oz 2;x si passa ad un’equazione
P (9) =0, anche le due equazioni aggiunte, della data e della tra-
sformata, saranno legate da una relazione. K facile trovarne la
natura. Bastera intanto limitarsi alle trasformazioni del 1.° ordine,
il resultato per quelle di ordine superiore essendo affatto simile
e discendendo poi dai teoremi del numero antecedente. Sia dunque:

b=ozt+fptg

una tale trasformazione del 1.° ordine: indicando allora con @ (),
Q (1) le espressioni aggiunte delle due Q (2), P (8), avremo intanto
la relazione caratteristica:

oX Y
ossia:
, DX oY
MP(xztBptig) — (etBptr QW) =57 + 5
essendo X, Y funzioni lineari omogenee (in 6 e quindi anche) in 2
e nelle sue derivate.
Ma (n. 8 e ss.):

Plaztbptt ) = g

. oQ(2)
+ 1 W -+ 92 (2)

dove d & una certa funzione di xz e di y: e quindi I'uguaglianza
superiore diventa:

8%+ B e

— it ) Q) = 5 + 5
od anche :
(84) Q (¢ ga_ﬁjﬁ_iwg_gaQQ%_a@Qan_aWQm):

Ay %

Y 3(ErQ(x) 3(k9(2)) (BzQO\)) ((zQ())
+Sy ox - + + oy
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donde deduciamo che la funzione:

(85) = T

dove X soddisfi alla Q ()=0, & una soluzione della ® (x) =0 ed
inoltre & anche:

Abbiamo adunque il teorema:

Se da una equazione Q (2) =0 si ottiene mediante una trasfor-
mazione differenziale del 1.° ordine una equazione P (8) =0 e si
indicano con ® (u), Q () le espressioni aggiunte della Q (2), P (0),
dall’ equazione Q A\) =0 si passa alla ® (u)=0 ancora mediante
una trasformazione differenziale del 1.° ordine.

E facile individuare completamente questa trasformazione.

Ricordiamo infatti che nella seconda dimostrazione data dei
teoremi generali, la trasformazione differenziale generale del 1.°
ordine ci ha fatto conoscere due integrali particolari della equazione
Q (\) =0; ogni trasformazione singolare un integrale particolare.
Vogliamo ora dimostrare che la trasformazione che porta dalla
Q@) =0 alla ® (¥)=0 & appunto quella corrispondente a questi
integrali particolari.

Osserviamo percid innanzi tutto che la trasformazione definita
dalla (85) ha i medesimi coefficienti f§ e 7 di quella che da 9, e
quindi, secondoché questa & generale o singolare, altrettanto ac-
cade della (85): di pil nel caso iperbolico secondoché la trasfor-
mazione che lega 2 a 0 & una trasformazione di Laplace o di Lewy,
altrettanto accade di quella che lega ). ad w. Bastera allora far
vedere che 1'espressione di , data dalla (85), si annulla quando
si sostituiscano per A le due soluzioni particolari ¥,, 9, date dalla
(30) (una nel caso della trasformazione singolare). Limitandosi
al caso generale (poiché un ragionamento affatto analogo vale
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per le trasformazioni singolari) facciamo nella (84), corrisponden-
temente alle (23)....(30):

= — G = _22(21]9293) o — (m 92) . (91 2) Py = (31272)
! Az 2 ’ (zl Y23 93) ’ (2, Y23 Qs) ’ (Zl D Q3) )

Dalla (26) risulta allora che potremo porre:

all § avl 221

|32 + Ant 2@ !

PR v ORI £

Az Z9

e quindi la (84) da:

Q (2) 56.1_3%%) a(a‘j}‘)% 2 %X+ﬁ~9 Q @)l +
{ o, ) 8271
+a ?Y+ (R z): E)x @) dy \ax)

Analogamente per =49, si ha:

Q ()

R OEY) (1) __
39y — ——37%__0

e quindi poiché 2 & arbitrario:

(%) dkd) . . _
(87) aﬂ'z—kax —_ "—W --—-O H 1—1,2

il che dimostra quello che si era affermato ).

1) K facile anche determinare la forma effettiva di » in funzione di \.
Quando 0 sia posto sotto la forma:

— &1 2)
(71 P2 g3) °

la (85) da immediatamente:

_ € IS )
T (5 Ps 05) (? r B

(21 Py ‘Ia)
Az, z,

dove



Sulla trasformax. delle equaxioni linears del secondo ordine ecc. 65

Si osservi ora affatto in generale, che, conosciuto il valore di
una funzione 0 trasformata differenziale della 2 di ordine qua-
lunque e le soluzioni particolari 2;, 2;.... che annullano 8, si
possono determinare con quadrature le funzioni v, v,...., che
figurano nella dimostrazione di Liouville e quindi anche il valore
di z corrispondente a quello di 6 ). Combinando questo risultato
col precedente abbiamo il teorema:

Quando per U equazione primitiva Q (2) =0 sia noto anche U in-
tegral generale dell’ equazione aggiunta, altrettanto accade di ogni
sua trasformata differenziale del 1.° ordine e Uintegral generale
della equazione aggiunta della trasformata si ottiene da quello della
data con quadrature.

Un teorema perfettamente analogo vale evidentemente anche
per le trasformazioni differenziali di ordine superiore, come del
resto segue anche e dal teorema che precede e dall’ osservare che
ogni trasformazione differenziale di ordine superiore si ottiene
componendo delle trasformazioni del 1.° ordine.

25. Dimostriamo infine che, se 2 & 1'integral generale della
Q (2) =0, una qualunque sua trasformata differenziale 6 ¢ I’ integral
generale della equazione trasformata. Questa proprieta non & af-
fatto evidente, poiché non & sempre vero che un integrale di una
equazione del 2.° ordine, che dipenda da due funzioni arbitrarie,
ne sia I'integral generale. Perd nel nostro caso gli sviluppi pre-
cedenti permettono di dimostrare questo teorema; e noi lo faremo,
limitandoci, come & possibile, alle sole trasformazioni del 1.° ordine.

Abbiamo gia osservato al numero antecedente che quando siano
noti i valori particolari 2, e 2, che annullano 1’ espressione di 0
(quel valore nel caso delle trasformazioni singolari), il valore di 2
corrispondente a quello di 0 si ottiene con quadrature. Di qui
segue subito la nostra asserzione.

Se infatti prendiamo come definizione dell’integral generale
quella di Cauchy, dovremo supporre noti lungo una curva C i

1) Cf. §. IV.
R. Se. Norm.

o
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M 20
) 3—27 ’ ay
valore di 2; e le due relazioni:

valori di 0 e quindi allora lungo la curva C & noto il

dz dx d
b=ast+Bptrg  G=rgtag

(essendo ¢ il parametro dei punti della curva) determinano i valori
di pe di g lungo la curva stessa: basta allora prendere quell’in-
tegrale 2 della Q (2) =0 che soddisfa a queste condizioni iniziali,
per ottenerne un integrale Y che soddisfi alle condizioni iniziali
accennate.

Ma anche quando si definisca l’intégral generale di un’equa-
zione del 2.° ordine al modo di Picard, & facile dimostrare che 0
¢ 'integral generale della sua equazione.

Cominciando percid dalle equazioni del tipo ellittico, facciamo
vedere che & possibile determinare 2 in guisa che 0 prenda lungo
un contorno chiuso dei valori assegnati. Si consideri infatti quel-
I'integrale dell’ equazione in 9 che prende lungo il contorno i va-
lori assegnati e si calcolino 1 valori corrispondenti di o, vy, 2.
Questa funzione 2 cosi determinata & un integrale della @ (2) =0;
(basta percid invertire il ragionamento del n. 11) *) e prendera sul
contorno dato dei valori determinati: & quindi compresa nella for-
mula che da I'integral generale della equazione data.

Un ragionamento ancora pit semplice vale per le equazioni
del tipo iperbolico.

Bastera allora far vedere che si possono dare arbitrariamente
(purché in modo compatibile) i valori di 6 lungo due caratteri-
stiche di diverso sistema, ad es. (supponendo 1’equazione in 0
ridotta alla forma normale) lungo i due assi coordinati. Ora quando
sia noto 0, le due relazioni:

O=oaz+fp+19
s+ap4bg4cz=0

1) Cf. anche il §. IV.
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costituiscono lungo 1'asse x un sistema di due equazioni differen-
ziali ordinarie del primo ordine in 2 e ¢ (lungo 'asse y in 2 e p);
e quindi in particolare determinano i valori di 2 lungo gli assi
stessi. Basta allora prendere quell’integrale z della (10) che as-
sume lungo 1 due assi i valori cosi trovati per dedurne poi 1'in-
tegrale 8 voluto.

Ma si pud osservare di pit che l'integrazione delle due equa-
zioni simultanee (88) lungo 1'uno o 'altro dei due assi (nel senso
sopra dichiarato) si pud sempre ridurre alle quadrature.

Per vederlo nel modo pid semplice, osserviamo che nel caso
delle trasformazioni singolari del Lewy (poiché per quelle di La-
place la cosa & evidente) si pud fare senz’altro 6 =p, oppure 6 =9q:
bisogna perd scrivere allora 1'equazione in 2 sotto la forma:

s+ ap-+bg=0.

Ora, quando sia 6 = p, lungo I'asse x si ha 2 con una quadratura:

z=f6dx;

lungo I'asse y con un'altra quadratura dalla formula:

20
fs+ap fa_g/+a9

Una considerazione affatto analoga vale quando sia 8=g.

Nel caso generale poi, facendo 2,=1, con che I'equazione in 2
ha sempre ¢=0, avremo:

b=pp—pg;

ed allora lungo l'asse x si ha prima ¢ con una quadratura ?)
dalla equazione lineare del primo ordine in ¢:

apt+bgn  ab
s+ . q o

!) 8i osservi infatti che I'equazione omogenea ammette I'integrale particolare g,
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dal valore di ¢ si deduce quello di p colla formula:

p="11a
8t
donde si ha poi 2 con un’altra quadratura.
Lungo I'asse y poi le due formule:

ap+bq b9 Pqu—0
S —_ = — 3 == —=
+ D P )4 4 yo!

conducono alle stesse conclusioni e ¢id dimostra la nostra asserzione.

Un caso speciale di questo teovema & particolarmente inte-
ressante.

B noto come il metodo di Riemann per 1'integrazione di una
equazione del tipo iperbolico ) riducala determinazione dell’ integral
generale a quella di un integrale particolare, la soluzione principale,
che deve prendere lungo due tratti paralleli agli assi coordinati
valori determinati: o quando per una data equazione si sappia
determinare la soluzione principale, il problema di Cauchy & per
essa ricondotto alle quadrature. Da cid che precede, segue allora:

Quando dell’ equazione primitiva sia nota la soluzione principale,
la determinazione di una tale soluzione per ogni trasformata dif-
ferenziale si fo con quadrature.

e quindi anche:

Quando per U equazione primitiva si sappia risolvere il problema
di Cauchy, il problema analogo per ogni sua trasformata differen-
ziale ¢ ricondotto alle quadrature.

1) Cf. ad es. DarBoux. — Legons efc. — Vol. IT, pag. 71 ss.



§. III.

LE TRASFORMAZIONI INTEGRALI

26. Il problema, che ci proponiamo ora di risolvere, & quello
di determinare tutte le funzioni ¢, il cui differenziale dp & una
funzione lineare omogenea in 2z e nelle sue derivate fino ad un
ordine qualunque i, e che per ogni forma di 2, integrale della equa-
zione data, soddisfano ad un’equazione analoga. Quando questo
accada, e il differenziale dp contenga in modo essenziale le de-
rivate m™ di 2, diremo allora che ¢ & una trasformata inte-
grale della z dell’ ordine m; e diremo anche che dall’equazione
in 2 si passa a quella in ¢ mediante una frasformazione integrale
dell’ ordine m.

Cominciamo anche qui dalle trasformazioni integrali del 1.° or-
dine. Riscriviamo percid 1'equazione in z:

(1) Q@) =ar+ 2bs+ct+2dp+2eq+fo=0;
e la sua equazione aggiunta:

2
) (cm)+2

@) @)= ox? dx Ay oy’ oz

Flw) I lw) o 3dn) o) gy
%

Moltiplicando allora la Q(2) per una soluzione della ® («)=0,
avremo:

: o , ©
® Wl —g +3)
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dove possiamo porre:
P=oup+pgtie,
Q=odp+fq+vz,

ed a, B8, v; o, B, 7 hanno i valori:

4)

o=au ; B=bu—-v; 7:20[“_&8;__3!7_@,
(42) :
d=butv; f=cu ; ¥=2eu— 235) 8( !

essendo v una funzione arbitraria di » e di Y.
Se quindi 2 soddisfa alla (1), esisterd una funzione v di z e di y,
tale che:

g;fc = o p+fgtye = u Q) —2 Py (w) + (vz)
(5) 5 3
a_§= —(p+g+ra)= —{u Qi) — 2P, (u g,;z) '

Queste relazioni, ove il determinante:
(6) d=aff —a' B=10"—Au® A=08"-ac)

sia diverso da zero, possono risolversi rispetto a p e ¢ e danno:

e o G
= e )

e quindi anche:

()

b
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N - 8 .
ossia, eseguendo le derivazioni, moltiplicando per R forza delle

(4,) e (7):

e L OO

<>+a,<ﬁ>+ai el ("))

Ne segue che ove sia:

Q (o —aly d /BB _
o H(ET)+E ()
la funzione o, le cui derivate sono date dalle (5), soddisfa alla
equazione del 2.° ordine:
7
s 5 )+ (55 +

R

e ne & l'integral generale (cf. n. 44). Inoltre la funzione:

% 8

3<p+2b % cp arp )

u u
(1) T T Ao A

¢ una soluzione particolare dell’equazione aggiunta alla (10).

Osservando allora che, quando « sia noto, la (9) & una equa-
zione nella funzione v, possiamo enunciare il teorema:

Quando si conosca una soluzione della ® (u) =0, ogni soluzione
dell’ equazione (9), (che non annulli la quantitc ©*— Au®) permette
di costruire un’ altra equazione lineare omogenea del 2.° ordine,
della medesima classe dell equazione data, il cui integral generale
si ottiene da quello della data con una quadratura.

O
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L’ equazione (9) si dira Uequazione della trasformazione, la (10)
la trasformata della (1) mediante la coppia (u, v). Sinoti esplicita-
mente I'uguaglianza dei termini del 2.° ordine nell’ equazione
data ed in ognuna delle sue trasformate.

27. Abbiamo supposto finora che il determinante &=v*—Ay?
fosse diverso da zero e quindi le (5) potessero risolversi rispetto
a peaq. Esaminiamo ora il caso di =0. Hsso pud darsi solo
per A >0 (e per v= =+ VA . ), ciod solo per i due casi iperbolico
e parabolico.

Quando sia ¢=0, tutti due i determinanti:

ay —dy 5 BY—F7

sono diversi da zero, altrimenti ¢ soddisferebbe per ogni valore
di 2 ad una equazione lineare del 1.° ordine, il che & assurdo.-
Moltiplicando allora la prima delle (5) per o, la seconda per o
e sommando, si ha:

_30

(12) o5+ +(M ay) e =

e quindi, traendo di qui la 2 e sostituendo nella prima (o mnella
seconda) delle (5), si ha in ¢ l'equazione del 2.° ordine:

> 3 gFJr g,o 3 “?“"’g(f “?”’?
18) & +o g\ [\ e S =
o \ oy —o oy \ o ~oary o'y —or
ossia:
% ) 0
(18%) a5§+2 axaff —|—2D P—}—ZE—‘—D— ,

dove D ed E sono funzioni determinate di z e di y; ed il cui
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integral generale & dato dalla formula:

(14) rp—f’u@ ——z(I>2(u)+a(\/A uz) dx —
w0 () — e ® ) F Lgy“_z)dy,

nella quale si devono prendere i segni superiori od inferiori, se-
condoché nella (13) si & preso:

(15) v=+\A.u.

Diremo singolart queste trasformazioni, per le quali il deter-
minante O si annulla e potremo allora enunciare il teorema:

Soltanto le equazioni del tipo iperbolico e parabolico ammettono
delle trasformazioni singolari: e queste trasformazioni sono definite
nel caso del tipo iperbolico dalle formule:

(144) go:f u

— {ugl(z)——zcbl(u)¢

e nel caso parabolico dall’ altra:

92(2)—z<b2(u)iwgdx—

a(\/aA.uz) a |

(14) o= f{uQ@ —2Pw}dr —{uQ (@) —2®w}dy.

Scriviamo esplicitamente queste formule nel caso che 1'equa-
zione sia ridotta all'’una o all’altra delle sue forme normali.
Nel caso del tipo iperbolico I’equazione allora sara:

(16) s+ ap+ bq 4+ cz2 =0

e facendo allora nelle (4,) (dopo aver fatto nei coefficienti 1 cam-
biamenti corrispondenti) #=v, ¢ =2 6, avremo:
o5 o5

(17 ég—cqug(z) ; éz-l—zd)(u),
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donde si trae 1'equazione in o:

o5 1 o
a9 =% (5 )
ossia sviluppata:
% o5 95
td PR /71 L ==
(18%) u D, () 353y ku 3 [P, ()] P 0,

dove:

ob
k_@—l-ab——c

& uno degli ¢nvarianti di Darboux dell’equazione (16).

Affatto analogamente facendo v= —u, ¢= -2, si ha:
ot ot
(19) %""z(p2(u) ’ a_?'/'—‘ugl(z)9

e quindi I’ equazione in t:

821 o at . af .
(20) u @y (1) way It 5 — [®2(0)] = 0,
dove:

o
h-——a—x—i—ab—c

¢ 'altro invariante della (16).

Nel caso parabolico prenderemo come forma normale:

(21) r+2ap+4 2bq+ c2=0,

ed allora facendo nelle (5) v=0, p=p avremo:

. &b _ .o _

(22) a_w"' 22 CI)Z (u) ’ @_ —ju Q1 (z) ? (I)I (“) )

e quindi p soddisfa all’equazione del 2.° ordine:

3% AR
(23) 2 dy ue <<D2 () 3x> + D, (u) 0,

che & ancora del tipo parabolico ed ha la forma normale.
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Le tre trasformazioni singolari sono dunque definite dalle
formule:

(17%) o= uQ (2) dov+ 2 P, (w) dy,
(19%) t=[ 2 ®,(u)dr + uQ (2) dy,
2% p=J|uR () -2 P (w)} de — ju(2) - 2P, (u)] dy .

28. L’equazione (9) della trasformazione & del secondo ordine
in v, lineare nelle derivate di ordine superiore, coi medesimi coef-
ficienti a, b, ¢ dell’equazione data: gli altri coefficienti dipendono
inoltre dalla soluzione particolare dell’ equazione aggiunta che si
& presa quale moltiplicatore della Q(2). La sua integrazione di-
retta, che non pud tentarsi del resto se non dopo fissata la so-
luzione u, & quindi tutt’altro che facile. Essa gode perd di pro-
prieta notevolissime che discendono molto semplicemente dal suo
significato e ne fanno trovare agevolmente 1’integral generale.

E chiaro innanzi tutto che la (9) & invariante per un cam-
biamento di variabili indipendenti: quando poi si muti proporzio-
nalmeute la funzione incognita col porre:

!

2=2\zZ,

le (5) dimostrano subito che la funzione » resta moltiplicata
per k; di guisa che ogni integrale dell’antica equazione della tra-
sformazione, da, moltiplicato per ), un integrale della nuova
equazione.

Se inoltre ¢, e ¢, sono due trasformate integrali della 2 me-
diante le due coppie (uv), (¥ v,), corrispondenti alla medesima
soluzione # della (2), le (5) dimostrano che si ha:

d (01— ¢2) = d {(n — v9) 2},
e quindi:
(24) P e= (11— ) 2,

(potendosi prendere uguale allo zero la costante d’integrazione,
poiché ogni funzione ¢ contiene in sé¢ una costante additiva arbi-
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traria). Ne segue che, quando si sia integrata 1'equazione della
trasformazione, la piu generale trasformata integrale ¢ della 2,
corrispondente alla soluzione u & subito nota, quando ne sia nota
una particolare; cioé:

Quando si siu integrata I equazione della ttrasformazione, una
sola quadratura é sufficiente per ottenere tutte le trasformate inte-
groli della funzione z, corrispondenti alla soluzione particolare u
considerata.

Ma la proprietd pitt importante, quella che ci da 1’ integral
generale della (9), & data dal teorema seguente:

Condizione necessaria e sufficiente perché la funzione ©o definita
dalle (5), soddisfi ad una equazione lineare del 2.° ordine, é (quando
il determinante 8 si supponga diverso da zero) che le sue derivate si
annullino per una soluzione particolare della equazione in 2.

Osserviamo percio innanzi tutto che se una funzione ¢ definita
dalle formule:

de
@—“P*‘B{Z‘Hza

op
=" (ap+Bg-+72),
per ogni forma della funzione 2, integrale della (1), soddisfa anche

essa ad un’equazione lineare del 2.° ordine, essa pud sempre pen-
sarsi data dalle (5). Si osservi infatti che la condizione d’inte-

2 ?f>_3 %\ o
ox \dy Ay (39& -

art G s Bt (G o k1) ot

grabilita:

da:

+(E+E ) e+ (B +5)e=0

N

e quindi, se non & identicamente soddisfatta (nel qual caso p ez
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sono proporzionali, il che non offre alcun interesse), dovra questa
relazione essere equivalente alla (1), a cui la 2z gia soddisfa: si
avra dunque indicando con u un conveniente fattore di propor-

zionalita :
o=o0u ; «+p=20bu ; f=cu ; 9x+ —|—(—2du,

‘*‘ap +4=2eu ; ?—F“:fu,
donde segue che # & una soluzione della @ (u)=0; e si hanno
quindi le (4,) e le (5), dove v & una funzione determinata di x
e di y.

Posto cid, indicando con F () =0 1'equazione a cui la ¢ per
ipotesi soddisfa (la quale equazione non conterrd evidentemente
in modo esplicito la funzione incognita), avremo che, supponendo
la funzione © come nota, la 2 come incognita, le due relazioni (5),
la (1) ela F () =0, quando si supponga il determinante & diverso
da zero, formano un sistema completo nel senso gia definito al
n. 5. Infatti allora ogni ulteriore derivazione porta almeno due
nuove relazioni distinte e due nuove derivate indipendenti della 2
(poiché dalle (5) si possono trarre p e q); ne del resto tenendo
conto delle Q(2) =0, F (¢) =0, possono ottenersi pit relazioni di-
stinte che non derivate di 2z indipendenti, poiché altrimenti la 2
soddisferebbe ad un’altra equazione a derivate parziali, non conse-
guenza della (1), il che & assurdo. Ne segue che 1'equazione ai
differenziali totali:

(25) de=pdx -+ qdy

~

dove p e ¢ hanno i valori dati dalle (7), & senz’altro illimitata-
mente integrabile.
L’integral generale della (25) avra dunque la forma:

=17 a2

dove 2, & una soluzione particolare della (25) stessa, resa omo-
genea, ed ¢, & una costante arbitraria, della quale si pud disporre
m guisa che la 2 prenda in un certo punto un valore arbitrario.
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Ne segue, affatto analogamente a quel che si & veduto per le tra-
sformazioni differenziali, che le derivate della v devono annullarsi
per z=z,. Si noti ora che, a causa della (3), la 2, & una soluzione
particolare della (1) (in quanto essa rende P=Q=0); le derivate
della ¢ devono dunque annullarsi per una soluzione particolare
dell’ equazione data.

Inversamente questa condizione ¢ anche sufficiente e 1'equazione
che si ottiene in ¢ & appunto la (10). Infatti, quando essa sia
soddisfatta, facendo nella (8) 2=2, essa diventa:

%(a*/—;a"{> _l_a% <B‘(’-6-ﬁ’7>

e quindi, poiché 2, & diverso da zero,
O (v —oy\ | O /BY-Fr\_,.
e () gy () =0

cioé p soddisfa effettivamente ad un’equazione lineare del 2.° or-
dine (e la funzione » corrispondente all’equazione della trasfor-
mazione). Il nostro teorema & cosi dimostrato.

2 =0;

29. Si ha di qui immediatamente la formula che da 1'integral
generale della equazione (9). Per cid che precede, si ha infatti,
facendo nelle (5) z=2;:

: (;le) == (2) — 2P, ),

9 (v2
_.(;7_2) = uQ (z) —z P (v,

(e la condizione d’integrabilita & identicamente soddisfatta in forza
delle equazioni a cui 2, ed u soddisfano); e quindi la funzione:

(26) v=i—fzx<p2(u)—u92(x)g da — (3D, (u) —u Q0 dy

dove, per evitar confusioni, abbiamo indicato con A 1’integral
generale della equazione (1), &€ 1'integral generale della equazione
della trasformazione.
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Abbiamo dunque il teorema:

L integral generale della equazione della trasformazione si de-
duce con una sola quadratura da quello dell’ equazione data.

Nello stesso tempo abbiamo determinato la forma pit generale
della funzione ¢, trasformata integrale del 1.° ordine della 2; essa
¢ data da:

o (v2)

dx — 3

@) o= |ue) -2+ 2 )

uQ(2) — 2P, (u) —

essendo v dato dalla formula superiore.
La (27) si pud anche scrivere:

che che 3%
£ JR— . —_— —_ ——
@m™) o= | A _u b9x+08y + o 3 | dx
[ 2 2 2]
5],
———u iy Ay _Ua_z/_ AR

sotto la qual forma & chiaro che le derivate della ¢ si annullano

per 2=\ L’equazione in ¢ prende allora la forma:

1

(28) agi;+2b%%-+cg—;‘i+
_ a[_l:} o a[_l:"
2kv5<h< u_)_v V8 Jap 2AV8<m/ u_>+v 1V54§f=0’
u 23 dy Yoz u Ve 9y \dy
dove, come al solito:
0= — Au’.

Dalla forma (26) della funzione v seguono alcune conseguenze,

che importa notare.

Innanzi tutto, poiché I'integrale:

/})\ Dy () —uQ W)} de — [ APy (w) — u @ (W)} dy
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muta soltanto segno, quando si scambi A con u e gli elementi
relativi all’equazione  (2) =0 con quelli 1elativi alla sua aggiunta,

la funzione

& 'integral generale della equazione della tra-

sformazione per la ® (u) = 0, relativa alla soluzione X della Q(2) =0:
e quindi:

L’ integrazione della equazione (9) della trasformazione porta
con sé U integrazione della equazione analoga per U equazione ag-
giunta della data: da un integrale dell’ una si ottiene un integrale
dell’ altra senza alcun segno di quadratura.

Inoltre la (26) definisce la funzione v} a meno di una costante
additiva arbitraria; donde il teorema:

Alla medesima coppia (N, u) di soluzioni dell’ equazione data e
della  aggiunta corrisponde wuna serie semplicemente infinita di
equazioni lineari del 2.° ordine, trasformate della Q (2)=0 (e che
si ottengono tutte facendo variare la costante additiva contenuta
in o)) ed il cui integral generale é dato dalla formula:

2
‘P‘I‘ET

dove ¢ & " integral generale di una tra esse, e la costante arbitraria,
da cui U equazione dipende.

La (27*) infine dimostra che, perché due funzioni ¢ trasformate
integrali della 2 coincidano, & necessario e sufficiente che sia:

i ! !
A=N;; u=u; v="10;

oppure che siano proporzionali 1).

1) Se infatti le derivate della funzione ¢ data dalle (27*) si annullano
anche per z=N\, dovremo avere:

U ! '
A
% b%——l—c@— —i—v%:O
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30. Le formule (26)...(28) danno la piu generale trasforma-
zione integrale del 1.° ordine della @ (2)=0: da esse si dedu-
cono quelle gia note come casi particolarissimi.

Noi considereremo due casi soltanto, che danno luogo a due
trasformazioni molto note ed importanti.

La prima di queste trasformazioni si ottiene, quando 1'equa-
zione (9) della trasformazione ammetta 1'integrale particolare » = 0.

Deve esistere in tal caso una coppia di soluzioni ) ed « della
equazione data e dell’aggiunta, per le quali si abbia:

/

' dlog X alog’;i

Ty dy~d
“ 5 T Ay SR
(29)
) 0 log 2 0 log z
b A + ¢ r =e—e ;
\ ox dy ! ’
donde segue (dovendo essere = —Au’+0 e quindi AF0) la con-

dizione d’integrabilita:
(30) H=0;

cioé I'equazione data deve essere equivalente alla sua aggiunta.

Inversamente se questo accade, se H=0, 1'equazione data e la
sua aggiunta sono equivalenti ed il fattore di proporzionalita che
cambia )’ una nell’altra & determinato appunto dalle equazioni (29):
e quindi ad ogxi soluzione ) dell’ equazione data, se ne pud coor-
dinare una » della aggiunta che renda »=0.

e quindi, poiché 3 F0,
N==c\ (c==costante) ;
cioé si pud fare N=A.

Allora dovra essere confrontando le derivate prime di %:

b (u—u)-(0—v)=0 , c(u—u)=0 ; a(u—u)=0 ; b (u—u)—(w—0v)=0
e quindi w='; v=0'.

R. Sc. Norm. ' 6
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Di qui intanto segue:

Perche una equazione del tipo ellittico od iperbolico sia equi-
valente alla sua aggiunta, & necessario e sufficiente che si possano
determinare due soluzioni particolari ) ed wu delle due equazioni,
tali che per esse si abbia:

U 0) — AP, () =0 ; uQ () —:P, () =0

Si ha infatti allora H=0 1.
Quando questa condizione sia soddisfatta, potremo dunque fare
nelle (5) v=10: esse allora diventano:

%’; = uQ () — 2 B, (1)
(31)

~ (@) — 21 ()] 3

e la funzione ¢, da esse definita, soddisfa all' equazione:

(32) « % 10y

o ax 33/ +.e

_‘2((13 \g;—Aréa_‘_balogy—_r-A u d)ago

9 (balog\/j—_A. u
ox

__i_c.alog\/j_A. u_e>3

?__
oy 0

%
nella quale va preso il segno superiore o 1'inferiore, secondoche

& AX 0: e cambiando funzione incognita col porre:

(33) ¢ = VEA . u 2,

1) Del resto I'equazione di condizione H=0 risulta immediatamente
dalla (9), quando in essa si faccia v==0: essa diventa allora indipendente
da % e si riduce appunto a:

H=0,

il cle concorda con quanto sopra abbian.o osscrvato.
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la funzione:
1

Bd) = - [ (@) e Pyu) | de—{u Q) (2) — 2 P, ()| dy
vEA L u

soddisfera all’ equazione:

(35) F@)=F (1 ) ;
\\/:':A u
dove:
1 P 2w %0 dw o
(36) F(0)= Bg“ ax2+2ba—£a@ +Ca—y§+2dé;+2687
La (35) ammette la soluzione particolare ¢ = -_1“ si
VA, u

trae di qui una conseguenza interessante. Si osservi percid che
1" espressione di H & simmetrica nei coeflicienti dell’ equazione data
e dell’aggiunta, e che I'equazione in 2, e quindi anche la sua
aggiunta, soddisfano evidentemente alla medesima condizione H' = 0,
a cui soddisfa 1’ equazione data: potremo dunque di nuovo appli-
care all’una o all’altra di queste due equazioni la medesima tra-
sformazione. Indichiamo allora con &' (2')=0 I'equazione in 2/,
con &' («')=0 la sua aggiunta, e facciamo su questa la tra-

sformazione superiore corrispondente alla soluzione partico-

lare 27 = ——é— della (85). Avremo che la funzione:
v/iA LU
uf—j—— @y () — o' (—Al—\g dz —
VEA. u +A.u/
—57_} B, 00) - ot (Tl—)) ay
VEA. u VEA . u 3

¢ l'integral generale della equazione:

GMN=0G(u);
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dove:

_ 1 . N )
G0=51 @ o 20 way 1 ° az“dla TEag

ossia, poiché 1’equazione ammette la soluzione particolare i =u,
della equazione aggiunta della data. Ne deduciamo:

La trasformazione definita dalle formule superiori é involutoria.

Riducendo 1 equazione ad una delle sue forme mnormali, si
vede immediatamente che la trasformazione superiore & quella di
Moutard, corrispondente alla soluzione particolare A dell’equazione
data (le (29) danno infatti allora « =)). Le formule superiori sono
dunque le formule pit generali della trasformazione di Moutard.

31. La trasformazione del Moutard non & che una particolare
di una serie semplicemente infinita di trasformazioni, le quali si
ottengono tutte, secondo il teorema generale del n. 29, prendendo
v) uguale ad una costante arbitraria e, che, quando si faccia
uguale allo zero, da la trasformazione di Moutard, ed il cui in-
tegral generale si ottiene dalla trasformata ¢ di Moutard aggiun-

gendovi la funzione ¢ -)- Abblamo dunque il teorema:

Se U equazione @ (2)=0 & equivalente alla sua aggiunia, e ad
ogni soluzione w di questa si fa corrispondere quella soluzione )
della data, che soddisfa alle (29); la funzione ¢. definita dallu
formula :

. 1
CHO 2%
(37) P, = A ul\d 5‘; '*- C — 3 % dx —

oy |
1
32 8% e
— |u ax+b — —@_ dy \,

dove ¢ ¢ una costante arbitraria, soddisfa ad un’ equazione lineare
del 2.° ordine, che per ¢ =0 si riduce alla trasforinata di Moutard
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delle Q (2) =0 mediante la soluzione particolare k; ed il cui integral
generale si ottiene da quello ¢y della trasformata di Moutard colla

formula:
2
Ce =1, 1 ¢ 3
L’equazione in ¢: si pud scrivere:

2, 2, 2,
e 263;,_}_0%+

(38) “oE T2 %%y T O3y
dlogy®e , dlogy/8: & =23 / 1 N\idp
iyt - T A B e VLT m—— | it &
+ 2§d "o oy w oy <)\Vg/j\ o -+
_, dlog Voe ailvog\//g e 90 1 dte

dove, come al solito:

5e=7)2—Au2=%§82—A7\2u2}.

Cambiando quindi funzione incognita col porre:

]

' (‘ﬁe=\/5e.z,

la funzione:

9
(39) 2'5:71:\/‘ uQQ(z)—z<1>2(u)-+-aa; dr —

Oe

%
— \ud @ —2d, (u) —¢ 2 dy

soddisfa all’equazione del 2.° ordine:

(40) F: (2) = F- (i_) ;
Ve
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dove:

K0! AT Q*w , o
(41)F(w)—~%% §~ 'zaxa* 92+2< 01 >>25+

a_!/ ADN \//Es»
o /1 )
-+ 2 e+ea ( ) aw
dye: 1) %Y

L’invariante H': di questa equazione e dato da:

Vae . u 1 o 1
He= %ax[ A (a_x(xv_faf)ﬁay&k_wef))yr

VA

d ., 1 ) 1
+3«‘/[ : (97’(@5“ 9J<>vee>>}%;

e quindi in generale non si anpulla altro che per ¢=0.
Scriviamo esplicitamente queste formule pel caso che 1'equa-
zione Q(2) =0 abbia la forma normale. Avremo allora che:

Indicando con ® una soluzione particolare dell’equazione:

2

axay‘—‘fz

o 2% e
2 _ — 2 __ o
\/82_‘»4 f (0*+¢) . dr — (0*—¢) 3y dy

soddisfa, per ogni valore della costante arbitraria e, all’ equazione
lineare del 2.° ordine:

oy 1\ Ve — ol l 1 97
F (zs)“Z%axay“‘e »® <\/ > ox +

&

e \/sw-;w“ d (\/E 1 )332;2 F. <\/e7m—_mi> ;

e ne & l'integral generale.

la funzione:

de =
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Quando invece 1’equazione abbia la forma:

% %

oy + a@z =fz,

allora la 2. & data da:

L e e
. A R .
_ ZE—\/e2+w“l <A 24w @5 x"—?c———(ﬂ gs dy ;

e lequazione in 2 ha la forma:

) 1 4% 2 4w 9 1 02e
Fe (de) =153 + 2¢ Vé+ol wz"’ 5 az- _
Y \WVer ot/ o
\/e +o! a / 1 325
w \/2—1—&) ?/’ \/» + w?

32. Un’altra trasformazione molto notevole si ottiene dalle nostre
formule generali, quando si supponga che 1’ equazione data Q (2) =
ammetta la soluzione particolare 2=1, (ncn contenga cioé espli-
citamente la funzione incognita) e si costruisca la funzione v

relativa alla coppia (1,#). Avremo in tal caso le formule:

v a(bu) 2 (cu)

P 2eu—+ —— -+ H
(42)

v oam) a(bu) .

= M  ’

dalle quali » & definito a meno di una costante arbitraria. Le (5)
diventano allora, essendo y=%'=0:

% __ -
95—-(0u+1))p+cuq,

(43)
7
a—y— —aup — (b —v)q;
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e la funzione %, da esse definita, soddisfa all’equazione:

a,o = A 2 '
(44) 0 2+2 ;.) 3 2+ w® | < an \+
o 0 —Au

{0z \ 2= Au?)
9 [ bu—v | bu+v cu o
+3y <vz—Au2> ox + %ax —Au? >+Sy<v —Au> dy =0

A questa equazione si poteva pervenire anche direttamente,

osservando che le (43) risolute rispetto a p e ¢ danno:

bu v 9% e ¥
F-Dut dr - Aut dy’

(45)
___au_ 9 bu+v 9p
1= F 8wt e T Fobad dy’

e quindi anche:

) 2 au but+v
* AN B oF
(44%) 3 | F- A 3J‘+Q)—Au2 ang“
9 (bu—v o cu 930% .
+a—y 0¥ — Ao? 3x+v—Au2@ 03

ciog, a meno del fattore (soluzione particolare dell’equa-

2 — Aud’
zione aggiunta) appunto la (44).

Le (45) inoltre dimostrano immediatamente che la funzione 2
si ottiene dalla ¢ colla stessa trasformazione che fa passare

dalla ¢ alla 2, quando perd si prenda come soluzione parti-

. . . —-u

colare della equazione aggiunta della (44) la funzione AR
. . v . .

come funzione » corrispondente la -,——— : cioé la relazione tra

= Au
le due funzioni » e 2 & involutoria.

La funzione v & definita dalle (42) a meno di una costante
arbitraria ¢; e due funzioni ¢, e ¢, corrispondenti a valori diversi ¢,
ed s, della costante differiscono di (¢, —¢,) 2. Ne segue che, fa-
cendo sulla funzione ¢ data dalle (43) la trasformazione superiore,
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prendendo come soluzione particolare dell’equazione aggiunta
- u . . v

la A come funzione ¢ corrispondente la 7;2-,?—A—~dz+e, (g = cost.

arbitraria) si ottiene la funzione z+c%; ciod (a meno del fattore ¢)

quella che si sarebbe ottenuta dalla 2, prendendo invece della v

1
la v—i—? . Abbiamo quindi il teorema:

Se U equazione primitiva manca del termine in 2z, ad ogni so-
luzione della equazione aggiunta si pud coordinare (mediante le
(42) .... (44)) una serie semplicemente infinita (dipendente da una
costante arbitraria) di equazioni della medesima forma, il cui in-
tegral generale si ottiene da quello della data mediante una qua-
dratura. Tutte le equazioni della serie (I equacione data compresa)
sono tra di loro in identica relazione: da una qualunque di esse
i puo ottenerne un’altra arbitraria colla stessa trasformazione; e
se 10y e oy sono gli integrali generali di due equazioni della serie,
U integral generale di un’ equazione qualungue della serie & dato da:

(46) ©=1c % + ¢,

essendo ¢, e ¢y costanti arbitrarie.
Inversamente, quando si abbiano le formule:

g—i=ap+ﬁq ; g—';=a’p+ﬁ'q:

con of —o'f+0, le due funzioni ¢ e z soddisfano rispettivamente
a due equazioni lineari del 2.° ordine, trasformate 1'una dell’altra
colla trasformazione superioré.

Questa trasformazione fu data per la prima volta, almeno a
mia conoscenza, dal sig. Roger LiouviLLe nella memoria Sulle equa-
zioni del 2.° ordine, gia citata: fu poi ritrovata per le equazioni
del tipo ellittico dal sig. Burearrr ), che ne ha fatto un’appli-

) P. Burcarri. — Sulle equazioni lineari a derivate parziali del secondo
ordine (tipo ellittico).... (Annali di Matematica, Serie II, Tomo XXIII, Fa-
scicolo 3°. — Luglio 1895),
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cazione interessante alla classificazione dei sistemi ortogonali su
una data superficie. Essa & molto importante, potendosi ogni
equazione lineare del 2.° ordine ridursi a mancare del termine
in 2, quando ne sia noto un integrale particolare.

La trasformazione antecedente, che diremo di Liouwille, con-
tiene come caso particolare quella di Moutard, quando, oltre es-
sere =0, sia anche H=0, e si prenda quella soluzione « della
equazione aggiunta che da anche v=0.

33. Una proprieta molto importante della trasformazione di
Liouville & data dal teorema seguente:

Se si conoscono m integrali particolari dell’ equazione aggiunta
della Q (2) =0, altrettanto accade di ogni equazione ottenuta dalla
data con trasformazioni di Liouville.

Siano infatti w,, #,.... u, gli integrali particolari della equa-
zione aggiunta della data e consideriamo di questa le trasformate
di Liouville, corrispondenti alle soluzioni particolari w,, t,... un.
Dovremo percid formare le funzioni v, v,.... v definite dalle
relazioni: .

rou 9 (buy) | 9 (cu)
S = 2 eu; + A -+ "é‘/‘y"‘9
(47) ?
v, o (au) 3 (buy) .
bR, L\ . =1,2....
L 3y 2 du, % 3y (i=1, 1)

ele ¢1,%....¢m dalle altre:

P 5
52 = (bui+v)p + cui q ;

(48)

o= —auip— (bui— ) q;
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e queste funzioni #; soddisfano rispettivamente alle equazioni:

e, a i
(49) «SE 2 oyt o T
vi—Aul [0 au; bu,; — v; d;
+ u; {&v( -Aur/ +ay< Au,)] ox +
v =Au? [ 2 bu, +v; ) cu; i
+— [a‘( Au,> 3 (rz_m?ﬂ gy =0
(G=1,2....m).
Le (48) danno anche:
o bumwe % ew  On
p= vi—Awu? P—Au? dy "’
_ __%,-ﬂ % bu +v;
? —Aul? o + -Au? dy’
o qe . . .o a'f}. a~Plc
e quindi anche, sostituendo questi valori in a3y :
Ok b (v, 04) + v, =By uz I + ¢ (unv—u; vi) ;.
oz v~Au} oz v*=Au® Qy’

(50)
Aok @ (g v,~4 @k) i b (wvimw, vi)—(v, v—Du, uy) opi |

oy vi-Aul  Ox v -Aul? oy

(=1,2....m) ; (k=12....i=1;i+1....m).

Da queste formule segue:
a) Ognuna delle funzioni:

Up V; — Uy m . ,
—’U—w;_A o (k=l,2."...z-—1,z+1....m)
<e per la (44*) anche la 1—)2—}%—?) ¢ una soluzione particolare

della equazione aggiunta alla (49) e cid dimostra il teorema
enunciato. Si noti inoltre che, essendo la v; determinata solo a
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meno di una costante additiva, parrebbe di qui che si ottenessero
infinite soluzioni dell’ equazione aggiunta alla (49): ma aumen-

tando v di ¢, la soluzione superiore aumenta di -—, e quindi
0

e
vf—Au
di veramente distinte (linearmente indipendenti) ve ne sono m
soltanto.

Di qui si deduce anche che, supponendo di avere integrata com-

pletamente 1'equazione aggiunta della data, la funzione:

UYL, — UV

(51) b = F_Aul

dove u & 1'integral generale della ® (u) =0, & un integrale della
equazione aggiunta della (49), che dipende, come u, da due fun-
zioni arbitrarie e che si dimostra agevolmente esserne I’ integral
generale (cf. n. 44).

Abbiamo dunque il teorema:

Se per U equazione primitiva é noto Uintegral generale della equa-
zione aggiunta, altrettanto accade di ogni equazione trasformata di
Liouville; e Uintegral generale di questa si ottiene con una qua-
dratura da quello dell’ equazione aggiunta olle data.

b) La funzione ¢; si ottiene dalla ¢; mediante la trasfor-
mazione di Liouville corrispondente alle due funzioni:

Wi Vi—u; v 00— DA, uy
vi—Au? T vri—Aul

ma alla soluzione superiore della equazione aggiunta alla (49)
corrisponde la funzione v pitt generale data dalla formula:

vo—Buw
vi—Au’ ?

dove ¢ & una costante arbitraria: e questa per i teoremi superiori
porta alla funzione:

o+ e ¢is
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donde il teorema:

Quando di una equazione lineare del 2.° ordine si conoscono
tutte le trasformate di Liouvitle, Uapplicazione successiva della stessa
trasformazione non richiede pivt quadrature.

Basta infatti combinare linearmente le prime funzioni cosi ot-
tenute per avere il risultato della successiva applicazione della
trasformazione del Licuville.

Si noti infine che la funzione ¢, +¢%; si sarebbe ottenuta dalla 2
colla trasformazione del Liouville corrispondente alle due funzioni:

et eu 5 v tev; .

e si avra che il teorema superiore potrad anche enunciarsi:
Tutte le trasformate di Liourille di una medesima equazione
Q (2)=0 formano un ciclo chiuso.
Questo teorema comprende in sé e completa quello del n. 32.

34. I teoremi antecedenti mostrano 1'importanza della trasfor-
mazione del Liouville: osserviamo ora come essa c¢i dia nuova-
mente |’integral generale della equazione della trasformazione ed
insieme un mezzo molto semplice per costruire tuite le trasformate
integrali del 1.° ordine (non singolari) dell’ equazione data.

Indicando infatti con X\ una soluzione particolare della Q (2) =0,
facciamo in questa il cambiamento di funzione incognita:

=Nz

la nuova equazione in &, Q' (¢) = 0, ammetterd la soluzione parti-
colare 2 =1; ed & evidente che una trasformata integrale della
equazione in 2/, che si annulli per 2’ =1, (cioé una trasformata di
Liouville di questa equazione) si potra considerare anche come
una trasformata integrale dell’ equazione data, che si annulli per
la soluzione particolare z=X; ed inversamente. Ne segue appunto
1l teorema a cui abbiamo accennato, cioé:

Per ottenere tutte le trasformate inteyrali del 1.° ordine (non
singolury) di una equazione lineare del 2.° ordine Q (2) =0, & ne-
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cessario e sufficiente avere integrato anche U equazione aggiunta.
La trasformata integrale del 1.° ordine piit generale si ottiene allora
cambiando dapprima la funzione incognita nella equazione data,
moltiplicando la 2 per una soluzione particolare dell’equazione stessa;
ed applicando quindi all’ equazione cost mutata la piv genercle tra-
sformazione di Liouville.

Eseguendo 1 calcoli sopra indicati, si trovano appunto le for-
mule (26)....(28), di cui questo teorema non & dunque che la
traduzione.

Osserviamo esplicitamente che la proprieta ora dimostrata della
trasformazione di Liouville, di dare la pit generale trasformazione
integrale del 1.° ordine della Q(2)=0, dipende in fondo dal se-
guente principio generale, di per sé evidente:

Se per una classe particolare di equazioni del 2.° ordine é nota
una certa trasformazione, e se ogni equazione lineare del 2.° ordine
¢ riducibile in infiniti modi, dipendcnti da una o pi funzioni
arbitrarie alla classe considerata; dalla particolare trasformazione
nota st deducono infinite ultre trasformazioni, dipendenti da tante
funzioni arbitrarie, quante ve ne sono nella riduzione dellu equa-
zione alla forma considerata Y).

Una conseguenza immediata del teorema dimostrato & la seguente:
Se ¢ ¢ la trasformata integrale della Q (2) =0 corrispondente alla

coppia (\, u), la )f st deduce dalla o colla trasformazione di Liou-

ville corrispondente alla soluzione particolare FIA dell’equazione
aggiunta.

Dal teorema superiore segue anche:

Di ogni equazione trasformata é noto, oltreché il suo integral
generale, anche quello dell’ equazione aggiunta;
ed & dato dalla formula:
(51% A L

wB—Aud’

1) Questo principio vale evidentemente anche per equazioni o sistemi di
equazioni affatto arbitrarie.
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dove u, & la soluzione particolare dell’equazione aggiunta alla
0 (2) =0, adoprata nella trasformazione; v, la funzione corrispon-
dente, data dalle (26) per w=u,; » 1'integral generale della equa-
zione aggiunta, v la funzione analoga.

Basta dunque avere integrato 1"equazione aggiunta della data,
perché altrettanto accada per ogni equazione trasformata; di guisa
che 1'applicazione successiva di una qualsiasi trasformazione non
richiede pitt che quadrature. La (51*%) dimostra inoltre che la
funzione:

PN - PN

= hv—
", ? i

(,I):

u (Bo=1F— Aud)

& una particolare trasformata integrale della equazione ® (u) =0;
e prec’samente quella che corrisponde alla soluzione particolare &
dell’equazione aggiunta Q (2) =0, e che si annulla per la soluzione
particolare u,. La costante ¢, contenuta implicitamente in ,, con-
serva il medesimo valore. Ne segue il teorema notevole che com-
pleta 1'antecedente:

L equazione trasformata integrale del 1.° ordine della Q(2) =0,
corrvispondente alla  coppia ()., u) di soluzioni particolari della
Q) =2, ¢ (u)=0, ha come aggiunta Uequazione a cui soddisfa

e funzione )l—% b, dove § & la trasformata integrale della ® (u)=0

corrispondente alla coppia (u, \). La costante, che figura in v, ha

il medesimo valore in ambedue le trasformazioni.

35. A tutte queste conclusioni sfuggono le trasformazioni gin-
golari: per queste infatti il determinante & & uguale allo zero, e
non valgono pitt le considerazioni del n. 28. Esse vanno dunque
studiate in modo speciale, ed il loro studio é& tanto piu interes-
sante, in quanto da un altro metodo, essenzialmente diverso dai
due precedenti, per integrare 1' equazione generale della trasforma-
zione nei due casi iperbolico e parabolico, nei quali le trasfor-

wazioni singolari esistono.
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Abbiamo infatti gia osservato al n. 28 che due qualunque
trasformate integrali della z (singolari o no), corrispondenti alla
medesima soluzione particolare u dell’equazione aggiunta, diffe-
riscono di 72, dove 7 & una funzione determinata di x e di y.

Ne segue che, indicando con ¢ una qualunque trasformata
integrale del 1.° ordine della Q(2)=0, con ¢ una delle sue tra-
sformate singolari (supposto che esistano), corrispondenti tutte
due alla medesima soluzione particolare « della ® (u)=0; dovra
aversi:

=9+ 12,

dove 7 & una certa funzione di z e di y: ossia per la (12) del n. 27:

o %, %
‘P-—‘P"l“)\é;‘i't*ay’

dove:

hip=a: o;
cioé la funzione ¢ & una trasformata differenziale del 1.° ordine
della trasformata singolare ¢.

Ma non inversamente qualunque trasformata differenziale del
1.° ordine della funzione ¢ & una trasformata integrale del 1.0 or-
dine della 2. Le due funzioni A e u. devono infatti soddisfare alla
relazione : '

oy —a h=0;

e quindi sono determinate quando si ponga un’altra sola condi-
zione. Ne segue che la trasformazione differenziale che fa passare
dalla ¢ alla ¢ non pud essere che una di quelle che abbiamo chia-
mato singolari; poiche, ove essa fosse generale, la funzione ¢
dovrebbe annullarsi per due valori particolari della ¢, il che por-
terebbe tra . e p due relazioni ancora (non omogenee e percid
distinte dalla superiore). Inversamente qualunque trasformazione
differenziale singolare della ¢ porta effettivamente (come subito
si vede, riducendo 1’equazione alla sua forma normale) ad una
trasformata integrale del 1.° ordine della Q (2); e quindi:
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Nei due casi iperbolico e parabolico, nei quali esistono le tra-
sformazioni singolari, queste danno un nuovo metodo per integrare
U equazione della trasformazione: e precisamente la trasformata
integrale del 1.° ordine della Q (2) = 0, corrispondente alla soluzione
particolare w dell’ equazione aggiunta, si ottiene facendo su una
delle trasformazioni singolari corvispondenti una trasformazione
differenziale di quelle che abbiamo chiamato singolari.

Segue di qui nuovamente che una trasformata integrale del
1. ordine della Q (2) =0 deve annullarsi (o meglio ridursi ad una
costante) per una soluzione particolare dell’equazione in z: ritro-
viamo cosi per altra via il teorema generale del n. 28.

Traducendo in formule il teorema superiore, si ottengono di
nuovo, come & naturale, le formule (26)...(28).

Scriviamo esplicitamente queste formule nel caso che 1'equa-
zione @ (2)=0 sia scritta sotto la forma normale.

Se 1'equazione & del tipo iperbolico ed ha la forma normale
(16), la trasformazione integrale piti generale del 1.° ordine della
Q(2)=0 & data dall’una o dall’ altra delle due formule:

(52) =0 — 5 R2=T— 7 2;

dove 6 e t sono le due funzioni definite dalle (17%), (19%); 2 & una
soluzione particolare della (16), o' e t' le funzioni corrispondenti.
Anche le due funzioni 6 e t sono legate da una particolare tra-
sformazione differenziale singolare: 'una & la trasformata di La-
place dell’ altra.

Quando poi l'equazione sia del tipo parabolico ed abbia la
forma normale (21), allora la funzione ¢ & data dalla formula:

(53) p=r—5 2,

essendo p la soluzione definita dalla (22%), ¢ quella sua forma
particolare corrispondente alla soluzione 2'.

R. Sc. Norm. 7
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Questi risultati, nel caso del tipo iperbolico furono gia dati
dal Darboux 1).

36. Un’altra proprietd interessante delle trasformazioni sin-
golari risulta dalle considerazioni seguenti:
Indichiamo con u, una soluzione particolare della ¢ («) = 0 esup-

ponendo che I'equazione sia dapprima del tipo iperbolico, poniamo:

2 d

(54) i = uy R (2) é—;= e @, (u);
3 2

(55) 9; =20, (u) ; a—; — U, Q (2).

Le due funzioni s e t soddisferanno alle due equazioni:

o 1 s ku, 9
66 LO—gy — o Dl e~ g =0
o hu, ot 1 L0
(57) H(f)—m?/—m@——z@g(uo)@—o.
Gl invarianti di queste due equazioni sono:
1 g kuy (Qlog P(uo) _ dlogk)
S% =g ) Bl k=g g Ty T ey
(58)
_ huy salog@g(uo) ’cllogih . __1_
z o= @a(uo) l ox U ox ) ’ Fex u% d)l(u[)) 4)2(“0).

Da queste formule segue un’osservazione importante. Indi-
chiamo con A (1)=0 I'equazione aggiunta della I'(s) =0, con 74
il suo integral generale, con A, (1), A, (), I'; (), I'z (5) le rispet-
tive componenti del 1.° ordine.

Osservando allora che la (56) ammette I'integral particolare

=1, avremo, applicando la medesima trasformazione che dalla 2
fa passare alla o, che la funzione:

69 4= [Nl ds in iy = [Nl de— L @uu) dy

1) Cf Darsoux. — Le¢ons, vol, II, pag. 182,
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¢ 1'integral generale della equazione:

dxdy dx  T() oy

ossia, poiché:
1 1
I (1) =-— ¢ (uo) H k‘fl =hs = — D, (“o) b, (“o) y
Uo Uy

dell’ equazione :

% dlogu, ) d log u, o
axay+< 3y asﬂL( ‘“b> 5 =0

\

il che dimostra che la funzione:
(60) U=

¢ I'integral generale della @ («) =0. Dunque:

Applicando all’ equazione aggiunta della (56) la medesima tra-
sformazione che porta dalla 2 alla 5, corrispondente alla soluzione
particolare s =1, si ottiene un’ equazione equivalente alla Y (u) = 0.

La 1elazione tra le due equazioni (1) e (56) dunque & reci-
proca, nel senso preciso dato dal teorema superiore.

Inoltre dalle (59) e (60) si ha immediatamente.

o 1= 3 ()

donde il teorema:

L integral generale della equazione aggiunta della (56) si ottiene
dalla @ (u) =0 mediante una trasformazione di Lewy, che corri-
sponde alla soluzione particolare u, che ha fatto passare dalla o
alla 2.

Affatto analogamente, indicando con ¢ I’ integral generale della
equazione aggiunta alla (57) &

—uy, 0 AW
(62) { == &, (u,) 3z <—_> 3

Uy
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e quindi anche per ’altra trasformazione singolare t valgono due
teoremi affatto simili ai superiori.

Finalmente nel caso parabolico, quando 1'equazione (23) sia
scritta sotto la forma normale e si applichi alla sua aggiunta
(il cui integral generale chiameremo ®) la medesima trasforma-
zione che fa passare dalla 2z alla p, mediante la soluzione parti-

. . . w . .
colare p=1, si arriva ancora alla funzione — ; il che dimostra
Uy

un teorema di reciprocita affatto analogo agli antecedenti e da
la formula:

u
%

1 Uy

(63) w—_Zbuo x ’

cioé la © si ottiene dalla % mediante la trasformazione differen-
ziale singolare P, corrispondente alla soluzione particolare wu,.

Queste considerazioni dimostrano anche il teorema:

Le due trasformazioni integrali singolari o et del 1.° ordine
delle equazioni del tipo iperbolico hanno come inverse le due tra-
sformazioni del Lewy ; la trasformazione singolare p delle equazioni
del tipo parabolico ha come inversa la trasformazione differenziale
singolare P.

37. Veniamo ora alle trasformazioni integrali di ordine su-
periore.

Sia ¢ una funzione definita dalle relazioni:
94 4 ) )
(64) i = X ca ik 3 —a.—‘; = N duzu; (0<itk<m),

e che per ogni valore di 2 integrale della (1) soddisfi ad un’e-
quazione lineare omogenea del 2.° ordine.

La condizione d’integrabilita per la funzione ¢ dovra essere
soddisfatta in forza della equazione in 2z e di quelle che se ne
ottengono derivando: dovra dunque aversi identicamente:

A

(65)a 5 ) —)—ug()+2 _W;gi,@_o;asmgm_l)
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e di qui segue immediatamente che la funzione u & una soluzione
dell’ equazione aggiunta alla © (2) =0. Né questa soluzione « pud
essere nulla; altrimenti, a meno di parti identicamente nulle, la ¢
sarebbe una funzione lineare omogenea in 2 e nelle sue derivate
fino all’ordine m — 1, il che evidentemente non ha per noi interesse.

La (65) dimostra anche che tra i1 coefficienti delle derivate
di 2z di ordine superiore si hanno le relazioni:

(66) 0.'1' =0ipn— & )\,’_1 — 2 b )\,'— c )\,'_H H
dove per hrevita si & posto:
(66*) T =Okymet 3 CR=Ckymek 5 M =Neym_t-

Supponendo ora che la funzione 4 definita dalle (64) soddisfi
effettivamente ad un'equazione lineare omogenea del 2.° ordine
(che evidentemente non conterra in modo esplicito la funzione
incognita), aggiungiamo alle (64) le relazioni che si ottengono
derivando la Q (2) =0 fino all’ordine m — 2.

Considerando in queste relazioni la funzione ¢ come nota, la 2
come funzione incognita, se esse sono risolubili rispetto alle de-

rivate di 2 dell’ordine m, cioé se il determinante di ordine m+1 1):

Oy oy 02 o o o o o o o o O.m
oy o) Oy v v O'm
67) D= c 20 e 0 ... ... 0
0 c 26 a . 0
0 0 0O 0 ....... a

1
(67%) D=? c 2b «a 0

...................
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& diverso da zero, il sistema di relazioni considerato & completo.
Infatti, poiche le relazioni che si considerano sono per ipotesi
risolubili rispetto alle derivate di z di ordine superiore, ogni ul-
teriore derivazione porta almeno tante nuove derivate quante nuove
relazioni indipendenti: non pud del resto accadere che il numero
delle nuove relazioni distinte (tenendo conto naturalmente della
equazione in ¢) superi quello delle nuove derivate di 2, altrimenti
ne seguirebbe per 2 un’altra equazione a derivate parziali, distinta
dalla Q (2)=0 e da quelle che se ne ottengono derivando; il che
evidentemente & assurdo.

Ne segue che il sistema di equazioni ai differenziali totali:

dz,-k=z1~+l,kdx—{—z,,l+l dy , 0<i+k<m-1

(68) agl+kl 9 (Z)
W:—_—O y <i+E<m-~-38

nelle funzioni incognite 2y; 210, 203 -} Pomets Zm—1s0, dOVE
per le derivate di ordine m sono posti i valori dati dalle
relazioni superiori, & illimitatamente integrabile. La sua soluzione

pit generale conterrd dunque:

m (m+1) (m—1) (m—2)
5 - 5 =2 m—1

costanti arbitrarie, 11 cul significato & ben noto. In particolare
la 2z avra la forma:

(69) e=Z-+ a1+ ay2+ .... -+ Comy Zoms ,

essendo Z, 2, 25...... 2ym_, tante soluzioni particolari, linear-
mente indipendenti, delta equazione in 2. Le due derivate g—i , %j
dovranno dunque annullarsi, quando in esse si ponga per 2 una
qualunque tra le funzioni 2; (i=1, 2....2m—1); e sono determinate
da questa condizione a meno di una sostituzione lineare omogenea

(che evidentemente non altera le equazioni da cui siamo partiti).
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Ed una tale arbitrarietd doveva necessariamente restare: infatti
se © & una trasformata integrale della 2 di ordine m, qualunque
sua trasformata di Liouville & ancora rispetto a z una trasformata
integrale del medesimo ordine. Segue anzi di qui che quando si
conosca la seluzione particolare # dell’ equazione aggiunta della
Q(2)=0, a cui la funzione trasformata ¢ corrisponde, le due de-

dp 9

3p ' 9y SOmo con cid determinate in modo unico.
% oy

rivate

P

Inversamente, quando la condizione superiore sia soddisfatta,
serivendo la condizione d’integrability per due qualunque derivate
successive della z di ordine m, questa diviene una funzione lineare
omogenea nelle derivate prime e seconde della funzione ¢, in 2
e nelle sue derivate fino all’ordine m—1 (le quali tutte si ridu-
cono perd a 2m—1 funzioni indipendenti); ed allora sostituendo
in questa espressione per 2z 1 valori 2), 2;.... 2sm_, si hanno 2m—1
equazioni lineari omogenee nei coefficienti di queste 2m—1 fun-
zioni a determinante non nullo; (altrimenti le 2,,2;.... 2w, nON
sarebbero linearmente indipendenti) essi sono dunque tutti uguali
allo zero, cioé la ¢ soddisfa effettivamente ad una equazione li-
neare omogenea del 2.° ordine.

Abbiamo dunque il teorema:

Ogni trasformata integrale o della 2 di ordine m, per la quale
il determinante D sia diverso da zero, é individuata da wna solu-
zione particolare u della equazione aggiunta e da 2m—1 soluzioni
particolari della equazione in 2, che devono annullare le due deri-
vate della funzione trasformata ¢.

Segue anche di qui che due trasformate integrali ¢, corri-
spondenti alle medesime soluzioni #; 2, 2;.... Zm_;, coincidono.

Dal modo con cui & stata ottenuta I'equazione in 7, si trae
che essa pud scriversi sotto m forme diverse, alle quali corri-
spondono altrettante soluzioni particolari dell’equazione aggiunta.
Sembrerebbe anche che, scrivendo la condizione d’integrabilita non
per due derivate successive della 2, ma per due derivate qualuuque

di ordine m, si potessero dedurre dalla equazione in z delle equa-
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zioni lineari di ordine superiore al secondo, delle quali sarebbe
noto un integrale dipendente, come 2, da due funzioni arbitrarie;
ma & chiaro che una qualunque delle equazioni che cosi si otten-
gono per la funzione ¢ non & che un aggregato di quelle che si
hanno derivando 1’equazione del 2.° ordine in ¢ un certo numero
di volte.

38. Si consideri ora ad es. quella particolare trasformata inte-
grale ¢ del primo ovdine della funzione 2, che corrisponde alla
soluzione data u della equazione aggiunta e che si riduce uguale
ad una costante per una qualunque delle 2m —1 soluzioni ante-
cedenti, ad es. per la 2., e si indichino con ¢;, s .... ¢om_s i
valori che essa prende per le altre soluzioni 2,...2m—_s. Allora
quella trasformata differenziale della ¢ di ordine m—1, corrispon-
dente alle soluzioni particolari ¢;, ¢s. ... ¢y, (nella quale si faccia
uguale ad 1 il coefficiente della ¢), & una trasformata integrale
della 2 di ordine m, che corrisponde alla soluzione « data e che
sl riduce uguale a costante per le 2m—1 soluzioni particolari
21y 2.... Zam_1; essa dunque coincide colla funzione cercata p.

Questa considerazione dimostra anche che, ove della funzione 2
si consideri una particolare trasformata differenziale (non singolare)
dell’ ordine & (k<m), che si annulli per le soluzioni particolari
21, 2g... . 291, © di questa si prenda quella trasformata integrale del-
I’ordine m—Fk, che corrisponde alla soluzione « della ®(u) =0, (cioé
a quella che ne deriva per la trasformata differenziale dell’ or-
dine k) e che si annulla per le soluzioni rimanenti 2py;.... 2 1}
od anche inversamente si consideri prima una trasformata inte-
grale della 2 di crdine m—£%, corrispondente alla soluzione u e
a 2m—2 k—1 soluzioni #,; e di questa la trasformata differenziale
dell’ ordine % corrispondente alle altre 2% soluzioni; questa fun-
zione, a causa del teorema precedente, coincide colla funzione ¢
superiore (o ne differisce per un fattore) ). Possiamo dunque, quando
il determinante D & diverso da zero, enunciare il teorema:

1) Cf. anche il § IV, n.53.
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Una trasformazione integrale generale dell’ ordine m si ottiene
componendo una trasformazione integrale gemerale del 1.° ordine
con una differenziale pure generale, dell’ ordine m—1.

Una trasformazione integrale ed una differenziale (ambedue
generali) sono sempre permutabili.

89. Consideriamo ora il caso che il determinante D sia uguale
allo zero.

Se le derivate della ¢ contengono veramente qualche derivata
di 2 dell’ordine m, 1’equazione deve appartenere ad uno dei due
tipi iperbolico e parabolico (cf. n. 14); e noi li discuteremo sepa-
ratamente riducendo 1’equazione alla sua forma normale.

Quando 1’equazione sia del tipo iperbolico, potremo scrivere:

9

§£ =0 2+o, le+' ceo 0y, zno‘*“ﬁl zol'l'pg Zoet.e. t ﬁm Zom y
(70)

a".D ' ] ' ' ' !

@ =0 2+0121pF ... T U n 2ot Br2n+B2 20t 2om

con n<m. La condizione d’ integrabilita:

o [ 9 [\
a(a@)”aﬂé&)—(’

da allora B,=0, e quando sia >0, anche o/, =0: quindi se
veramente le due derivate della ¢ contengono le derivate di 2
rispetto ad x fino all’ordine #, rispetto ad y fino all’ordine m,
sarh o, £0, nF 0; e le relazioni superiori potranno risol-
versi rispetto a 2nos 2om- Di qui, affatto analogamente al caso gene-
rale, deduciamo che le due derivate della funzione ¢ devono an-
nullarsi per m+n—1 soluzioni particolari della equazione in 2 e
sono determinate da questa condizione, quando sia nota la solu-
zione particolare # dell’ equazione aggiunta, corrispondente alla
funzione ¢.
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Quando poi sia # =0, allora potremo scrivere le due deri-
vate o o sotto la forma:

ox ' dy
o om—t
=% —+ oy (zutaz) ... 4+ o 3 (2 taz),
(71)

1 ' ' ' ot
a—;:o&z + o (201 ‘|’az)+....+ amgy—mj (2’01+(12).

La solita condizione d’integrabilith da allora o =0, =0; e
quindi, se o & diverso da zero, ponendo:

(72) d =12y + az
si avra:
dp o , : :
2‘7.’:0 = E (2’10—1—62) + 3% ‘I— ceee + Om—1 0y m—2 3
(73)
a’P ) ! ! ! )
@-;1 =o'd oo o Doy me A Py
dove:

da
h—a—x—l—alh—c,

e di qui deduciamo nuovamente che le derivate della ¢ devono
annullarsi per m—1 soluzioni particolari dell’equazione in 2' e
quindi_anche di quella in 2z 1),

1) La sostituzione:

2= % (2'10+ bz’)

¢ impossibile quando sia A=0. Ma in tal caso 2' soddisfa all’equazione del
1.0 ordine:

(@) 21+ 02 =0;

donde :

, — | b d
(@) vy Sl
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Quando poi sia o =0, allora si ha:

Y
§£=alz'—{—agz'm—|—....—|— Om_1 @0y mz 3
(74) |
}a’{i__ ) ro ' ] ' '
@ = 0,2 + o201 +....+ O’.m_'lzo,m__g"l“q-mzoa m—1

cioé le derivate della funzione ¢ si esprimono linearmente ed omo-
geneamente per la funzione 2, trasformata di Laplace della 2, e
per le sue derivate rispetto ad y fino all'’ordine m — 1. Potremo
dunque ripetere per le (74) e per la funzione 2 il medesimo pro-
cesso ; e ne deduciamo allora che le derivate della funzione ¢ o
si annullano per m —k soluzioni particolari dell’ equazione, a
cui soddisfa la 2%, trasformata di Laplace della 2 di indice k;
(e quindi anche di quella in 2) oppure, quando sia k=m—1,

¢ poi z all’altra:

(®) 2y faz=2;

donde:
) im—Jady %fYef“dy—‘fbdwdy—l-X%:AgX—f—fYdeE,

essendo A e B funzioni note di w ed y, X ed Y funzioni arbitrarie dix e diy
rispettivamente
Facendo allora nelle (a*), (¢*) Y==0, cioé 2=0, le (73) danno:

% __

?2=aAX; @—

0:
ox ’
e quindi ¢ A ¢ una funzione della sola a: I’equazione a cui per ipotesi la ¢
soddisfa ammette quindi un integrale funzione arbitraria della a, e percid
ha necessariamente la forma:

] oo
(© 3 (F a_y) =0;
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dy
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sl avra:
do -

o z(:n—l) . a"lo —_

datm=1
e by =

o Zm Vol
%
cioé la ¢ si deduce dalla 2™ colla trasformazione singolare t.
Queste conclusioni si modificano in parte, quando la serie di
Laplace relativa all’equazione data non si estenda, nel senso della
variabile y, fino all’ordine m — 1. (Cf. la nota superiore).
Inversamente, se si considera una espressione lineare omogenea
della 2 e delle sue derivate, un’espressione (m,#n —1) secondo il
Darboux, (la quale dunque o si annulli per m-+#n—1 soluzioni
particolari dell’equazione in 2, oppure si deduca con trasforma-
zioni di Laplace da un’espressione analoga); e se a questa si ap-
plica la trasformazione singolare o, corrispondente ad una solu-
zione u dell’ equazione aggiunta alla Q (2) =0 (o piu precisamente

dove . & una certa funzione di « ed y, e quindi per le (73):
2
(d) ﬁ { P> (all 2 + o 2’07 m—l) ; =0 5

e dovendo questa relazione, nell’ipotesi fatta, essere identicamente verificata,
dovra ottemersi combinando la (a) con quelle che se ne ottengono derivandola
rispetto ad y fino all’ ordine m— 1.

. . N . . Z

Se inversamente si fa una combinazione lineare della funzione ——-——
e—J bz
e delle sue derivate rispetto ad y fino all’ordine m —1 con coefficienti
proporzionali a funzioni, del resto arbitrarie, della sola v, e si pone questo

do . .
aggregato uguale a 5; ; si pone cioé:

2 o[ 2 o=t [ 2
Yo ——— |+ Y —— |+ Yoy oy | ——
O[e—ijdx}—k layLe—ljbde_F + 199”“‘Le—1jbde

e si avra evidentemente:

1

t

9 o

= (r5p) =0
e di piu le derivate della fumzione © conterranno la z e le sue derivate fino
all’ ordine m.

)



Sulla trasformaz. delle equaziont lineari del secondo ordine ece. 109

a quella corrispondente dell’ equazione aggiunta di quella a cui
soddisfa la (m, n—1)), si ottiene una trasformazione integrale
dell’ordine m, evidentemente singolare e per quello che precede,
tra le trasformazioni singolari & la pit generale possibile. Ed
anche qui rispetto all’ordine con cui queste successive trasforma-
zioni si eseguiscono valgono delle considerazioni perfettamente
analoghe al caso generale. Possiamo dunque enunciare il teorema:

Una trasformazione integrale singolare di una equazione del
tipo iperbolico si ottiene componendo una trasformazione differen-
ziale (singolare o no) con una trasformazione integrale singolare

\

del 1.° ordine. L’ ordine di composizione ¢ affatto arbitrario.

40. Se l'equazione data appartiene al tipo parabolico (ed &

N

ridotta alla forma normale), la discussione & ancora pilt semplice.

In questo caso le due derivate o o hanno la forma:

ox ' Ay
.a:P
3 = a2+ nt ..o 002wt B 20 +HB 2t A Bm 21y mor
(75)
é;f') = U-’Z"I—Oi’l201'1'--u+0-’nzon+ﬁ’12’1o+gzzn+- -.-+{3lm21 Yy m—1y
con % < m.

La solita condizione d’integrabilita da allora: B,=0; n—m-1;

on=-2b s e quindi, se ' & diverso da zero, cioé se effettiva-

mente %ﬁ’ g;—; contengono qualche derivata dell’ordine i, sard

anche o, +0. Le (75) possono allora risolversi rispetto a 2y, m_,
2, m_; € quindi le derivate della funzione ¢ devono annullarsi
per 2m —2 soluzioni particolari della equazione in 2 e sono de-
terminate da questa condizione, quando al solito sia nota la so-
luzione particolare » dell’ equazione aggiunta a cui la ¢ corri-
sponde. B inversamente questa condizione & anche sufficiente. Si
consideri infatti la trasformata integrale singolare p della 2 che
corrisponde alla soluzione u scelta della equazione aggiunta, e
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di questa la trasformata differenziale (non singolare) dell’ordine
m — 1, corrispondente alle 2m — 2 soluzioni particolari £, 2. . Paa_s,
corrispondenti alle 2V, 2%.... 2%m®; si otterrd cosi una trasforma-
zione integrale della z di ordine m, evidentemente singolare, la
quale, per cid che precede, dovra coincidere colla funzione ¢.

Ed anche in questo caso delle considerazioni affatto simili a
quelle del caso generale dimostrano che 1’ ordine di composizione
di queste successive trasformazioni & affatto arbitrario. Dunque:

Ogni trasformazione singolare di un’ equazione del tipo para-
bolico si ottiene componendo una trasformazione generale con una
trasformazione singolare del primo ordine.

Componendo invece una trasformazione differenziale singolare
dell’ordine m—1 colla trasformazione singolare p & chiaro che
si ottiene una trasformazione integrale generale dell’ ordine m —1.

Da tutto cido che precede segue anche il teorema importante:

La composizione di una trasformazione integrale con una dif-
ferenziale porta ad wuna trasformazione integrale. Una trasforma-
zione differenziale ed una integrale sono sempre permutabili 1).

41. 1 calcoli relativi alle trasformazioni integrali di ordine
superiore si eseguiscono nel modo pidt simmetrico e completo,
estendendo ad esse il processo di dimostrazione del Liouville, dato
gia per le trasformazioni differenziali.

Discutendo dapprima il caso generale, sia © una trasformata
integrale della 2 dell’ordine m, corrispondente alle soluzioni
2V, 2P, %D dell’equazione in z e alla soluzione w dell’ag-
giunta. B chiaro allora che si potra scrivere %):

(76) p=Nagza+A ; 0<ithk<m-1 ;
dove:
M) A= [{uQ@)—2® w}de —juQ (&) —2 P (w)}dy.

1) Cf. anche il §. IV, n. 53.
?) Cf. DarBoux. — Lecgons, vol. II, pag. 181.
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Indichiamo allora con 2% un’altra soluzione della Q (2)=0,
opportunamente scelta; e ponendo:

(78) A= [ {u Q2" =2 @ y(u) {da— fuQ, ()2 @y ()| dy , (i=1,2....2m) ,

determiniamo le 2m funzioni ¢, v;.... vm dalle equazioni lineari:

2m 2m
(79) A=Y Alv, 5 o= D200 ; 0<I+k<m—-1.
1 1
Queste equazioni si riducono, a causa della Q (2) =0, a sole 2m
indipendenti, quando, come supponiamo, 1'ulteriore soluzione 2®™
sia stata presa in modo che il determinante delle (79) sia diverso
da zero. B evidente allora che la funzione v,, non differisce dalla o
che per un fattore, facile a determinare.
Supporremo inoltre sia m>1 1), cioé che la trasformazione
considerata sia veramente di ordine superiore al primo.
Derivando allora le (79) si hanno evidentemente le relazioni:

< iav@'_ . Q ia?);‘_ .
g A =0 XA @_0,

(80) 0<t+um—2
3
0% 0 . N L,
( Zzluax O ) zztuay—01
alle quali bisogna aggiungere le altre:
9 i ~ o avi
(81) Ez(,:‘)—ﬂ,n—1£ - Z(.f)_n_l,xé—‘;:() s k=1,2....m-1

le quali tutte si riducono a 4m —1 relazioni indipendenti, da
cui potremo trarre le derivate delle prime 2m —1 funzioni o
in funzione lineare omogenea delle derivate prime della vpm. B
chiaro allora che la funzione vy, soddisfa ad un’equazione lineare
omogenea del 2.° ordine, la quale di pid pud essere scritta sotto 2m—1

1) Cf. anche la nota in fine.
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forme diverse, che fanno conoscere altrettante soluzioni della
equazione aggiunta a quella in v, . Ed indicando con V,, V,.... Vg,
queste soluzioni, un ragionamento perfettamente simile a quello

tenuto per le trasformazioni differenziali dimostra le relazioni:

2m—1 om—1

(82) Ei APV, =0 ; Ei MVi=0; 0<t+u<m—2;
1 1

dalle quali si possono ottenere i rapporti delle funzioni Vi.
Tornando dalla funzione v, alla ¢, abbiamo dunque il teorema:
11 metodo di costruzione dell’ equazione in ¢ ora accennato fa co-
noscere 2m — 1 soluzioni particolari dell’ equazione aggiunta a quella o
cut la o soddisfa: ed i rapporti di queste 2m—1 soluzioni ¢, Gg..ee Pony
sono dati dalle relazioni:

2m—1 2m—1

(83) EL-A’F{),-:O ; Eizﬂﬂtpi:Ol).
1 1

E chiaro che queste medesime soluzioni ¢; avremmo ottenuto,
costruendo la funzione ¢ come & accennato nel n. 38, tenendo
conto dei teoremi dimostrati ai n. 18 e 26 2).

1) Facendo variare la costante additiva contenuta nelle A7 (i=1, 2... m—1),
si vede, affatto analogamente alle trasformazioni del 1.0 ordine, che ad ogni
sistema (2. .. 2@»—1) ) di soluzioni corrisponde una serie co?m—* di equazioni
trasformate integrali dell’ordine ms, dipendenti da altrettante costanti arbi-
trarie ¢;,¢,... 82,1 ; € tra gli integrali di tutte queste equazioni si ha una

relazione, facile a determinare, affatto analoga a quella relativa alle trasfor-
mazioni del 1.0 ordine.

%) 8i noti poi che i calcoli superiori valgono anche per le trasformazioni
integrali del 1.0 ordine.

Se infatti ¢ & la trasformata integrale del 1.0 ordine corrispondente alla
coppia (v, 2,), indicando con z, un’altra soluzione della Q(z) e con:

Al =f§u,- Q(21) — 2. D, (uk)z da — % w Q@) — 2z O, (w)idy,
scriviamo il sistema di equazioni lineari:

2 =120 4 % v ;

Ax=A}”1+A%'U2§
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43. Delle formule perfettamente analoghe valgono nei due casi
singolari. Cominciando da quelle del tipo iperbolico, supporremo
di non aver a che fare con trasformazioni di Laplace; suppor-
remo cioé che la funzione ¢ le cui derivate sono date dalle (70),
si annulli per m+n—1 soluzioni particolari dell’ equazione data.
Potremo allora anche scrivere la ¢ sotto la forma:

(84) p=m-1,m-1)+o;

dove col simbolo (-1, m—1) abbiamo al solito indicato una
espressione lineare omogenea in 2 e nelle sue derivate rispetto ad x

dalle quali si ottiene v, proporzionale a ¢. Derivando opportunamente queste
equazioni, deduciamo le altre:

2

v i v

21.- {3_:1; {ouy 20 — AL} - ouy 2 a_;]=0’
2
3
1

i iy ovg
. [Z’)—w’ aw, zi + (bu, zi + Ay) b—;} =0;

dalle quali segue che v, soddisfa effettivamente ad un’equazione lineare del
2.0 ordine e si ottiene anche la soluzione particolare della equazione aggiunta
colla formula:

1 2
. Uy (A1 Z2—— A1 2‘1)
42—l
Al —Auf 2t
L’ equazione in », ammette poi la soluzione particolare:

%

Vyor —2——
2 2 -
2y AY — 2, A1

L’integral generale della equazione aggiunta a quella in v, & dato poi
dalla formula:

(2, AI—2, A1) (Atu,—uA}) .

12 2 2 ’
A1 —A’M,l 21

=

ela ;. S ottiene dalla v, colla trasformazione integrale corrispondente alla
1

coppia (Vy, %,). La costante arbitraria da cui ! equazione in v, dipende &
quella additiva contenuta in Al.

R. Sc. Norm. 8
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e rispetto ad y fino agli ordini n—1, m—1, e 5 & il simbolo della
trasformazione singolare (17%)

Indicando allora con 2%, 2@, ... z+7=1 Je soluzioni particolari
della @ (2)=0 che annullano la ¢, con 2™ un’altra soluzione,

opportunamente scelta, e ponendo per brevita m+n = p, scriviamo

le p equazioni lineari nelle p funzioni v, v,....7,:
71‘ 11‘
(85) =2, o'v;; z;.o— 2/001,201—2@ 203 k=0,1..n-1; (=0, 1...m-1,
1 1

dove al solito:
(86) ol = [ () dv + 2 Dy (u) dy .
Da queste equazioni evidentemente la funzione v, & definita

proporzionale a .

Derivando ora le (85) otteniamo le altre relazioni:

av,. ; O
2 ax”O i 2 =0;

3y
ov;
(87)"*’2‘a =03 k=0,1...0~2; Zwa—_o k=0,1,2..n-1
. ov;
\22‘0 ax-——O; 1=0,1.m—1; 20 0'8 =0; 1=0,1,2..m-2

cioé in tutto 2 p—2 relazioni lineari omogenee nelle derivate
prime delle p fuzioni »;. Da esse potremo dunque trarre i valori
delle derivate delle prime p—1 tra esse per quelle dell’ultima v,:
e questo appunto dimostra che la v, soddisfa per ogni valore
di 2, ad un’equazione lineare del 2.° ordine che si ottiene di pin
sotto m+n -1 forme diverse, a ciascuna delle quali corrisponde
una soluzione particolare dell’equazione aggiunta. F natural-
mente valgono per la ¢ le medesime conseguenze, che per la v,:
indicando inoltre con ¢y, d..... $min_ le soluzioni dell’ equa-
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zione aggiunta alla ¢, trovate col metodo superiore, un ragio-
namento affatto simile al caso generale dimostra le relazioni:

(88) 2 ;=0 ; Zz% hi=0 ; 22”({), 0;%-0, 1...m~2; -0, 1...n—2

le quali determinano i rapporti delle ¢;.
Calcoli perfettamente analoghi valgono nel caso che uno dei

N

due numeri » ed m siano uguali allo zero: & inutile dunque in-

sistervi pilt oltre.
Nel caso parabolico & facile vedere che la funzione ¢, data
dalle (75), pud scriversi al modo seguente:

(89) 30 = az"l"alz()l"'. .o .+U.m_220,m_2+31 zlo‘i‘@gzu‘l". .o -+Bm—lzlym——2+p

essendo p la trasformazione singolare data dalla (22%). Ponendo
allora 2m — 1 =p, siano 2%, 2®.... 27" le soluzioni particolari della
equazione in 2 che annullano la ¢, 2/? un’altra soluzione: e de-
terminiamo le p funzioni ,...v, dalle equazioni lineari:

P

4
2 ,

90) p= i ¢'v.; 2= X 2lvi; 2u ——_—ﬁ,- i k=0,1..m -2,
1 1 1

sard in particolare v, proporzionale a ¢.
Dalle (90) derivando deduciamo i due sistemi di relazioni 1):

iavi ia’l)i 3
2p§;=0;22{)2$=0;22‘1k3 =0; k=0, 1..m~2; 1=0, 1..m~3
01X %—’—0 zzﬁzg”’-o;Es'zf;”' 05%-0,1,2..m-8;

\ 2 z(f?-)x—E av' + 2 b 2 zo m—2 g ! O;

1) Cf. il n. 20.
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le quali costituiscono in tutto un sistema di 2p—2 equazioni
lineari omogenee, che permettono di esprimere le derivate delle
prime p—1 funzioni v per quelle dell’ultima v,: e di qui seguono

per la v, e quindi per la ¢ delle conclusioni perfettamente simili
alle superiori 1).

44. Dimostriamo infine che quando 2 & 1’integral generale della
sua equazione, altrettanto accade di ogni sua trasformata integrale .

Bastera evidentemente limitarsi alla considerazione delle tra-
sformazioni del 1.° ordine.

Supponiamo dunque di saper risolvere per la (1) il problema
di Cauchy e risolviamolo per la (10). Siano percio assegnate lungo

una curva C le derivate o , o
ox ! dy
lore in un punto). Allora, se ¢ & diverso da zero, le (7) c¢i danno
o9

e q in funzione di g—i , a_y e z; esostituendo questi valori nella

della funzione ¢ (ed il suo va-

relazione (che ha luogo lungo la curva C):

dz  dx dy
ar =P %—1—93;»

(dove ¢t & il parametro dei punti della curva C) avremo in 2z una
equazione differenziale lineare del 1.° ordine rispetto alla varia-
bile ¢, che quindi si integra con quadrature. Noto poi il valore
di 2 lungo la C, le (7) danno immediatamente i valori di pedig¢
lungo la curva stessa, e cid dimostra quello che si voleva.

1) Combinando questi risultati con quelli dei numeri 24, 38...40 abbiamo
anche il teorema:

Dall equazione aggiunta a quelle a cui soddisfa una funsione ¢ trasfor-
mata integrale della z, si passa alla equazione ® (w)=0 ancora con una tra-
sformazione integrale del medesimo ordine e della stessa natura, la quale cor-
risponde alla soluzione particolare della ¢ ed a quelle soluzioni dell’equazione
aggiunta che sono date dal metodo di dimostrazione di Liouville.
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Quando poi sia ¢=0, allora dalle (5) e dall’altra:

dz  dx dy
i =P @ Ty

si hanno immediatamente i valori di 2 e delle sue derivate prime

. . . op I e . .
in funzione di =* ) 5; e quindi si giunge alle medesime con-

ox

clusioni. ‘

Un ragionamento affatto analogo vale nei due casi ellittico ed
iperbolico, quando si definisca 1'integral generale colle condizioni
iniziali del Piecard.

Per le equazioni del tipo ellittico, supponiamo assegnati i
valori della ¢ lungo un contorno chiuso C e costruiamo quel-
I'integrale ¢ della (10) che prende lungo C i valori assegnati:
le formule (7) definiscono allora una funzione 2 che soddisfa alla
equazione data e che prende lungo C certi valori: questa fun-
zione 2, che da poi la ¢, & quindi compresa nella formula che
da I'integral generale della equazione data.

Se ' equazione & del tipo iperbolico, e si vuole un integrale
che prenda lungo due caratteristiche dei valori assegnati, suppo-
nendo senz’altro 1’ equazione ridotta alla sua forma normale (16),
lungo il tratto parallelo all’asse z la 2 dovrd soddisfare alla
relazione (essendo a=§=0):

dp o
é‘—'x;——op—l_ ()

lungo il tratto parallelo all’asse y all’altra:

dp_
@* (Bg*“f@:

donde si deduce il valore di 2 lungo i due tratti rettilinei con due

quadrature. In particolare avremo anche qui il risultato:
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Quando per U equazione data si conosca la soluzione principale,
la determinazione di una tale soluzione per ogni trasformata inte-
grale del 1.° ordine si fa con quadrature;

e quindi anche:

Quando per U equazione data si sappia risolvere il problema di
Cauchy, il problema analogo per ogni trasformata integrale del
1.° ordine & ricondotto alle quadrature.

E chiaro poi che dei teoremi affatto simili valgono per le tra-
sformazioni integrali di ordine superiore. Essi si deducono del
resto da quei gia dimostrati sulla natura di queste trasfor-
mazioni.



§. 1V.

LE TRASFORMAZIONI INVERSE

DELLE

TRASFORMAZIONI DIFFERENZIALI ED INTEGRALI

45. Vogliamo ora occuparci brevemente delle trasformazioni
inverse delle differenziali ed integrali, cioe di quelle trasformazioni
che da una funzione 6 o da una ¢, trasformate differenziale ed in-
tegrale di una funzione 2, riportano alla funzione stessa; e vogliamo
precisamente dare gli elementi caratteristici di queste trasforma-
zioni. HEsse ci offrono un primo e molto interessante esempio di una
estesa classe di trasformazioni delle equazioni lineari del 2.° ordine,
che comprendono come casi particolarissimi le trasformazioni dif-
renziali ed integrali !).

Ci & necessario per questo premettere un lemma.

Siano 2;,2.....2m 2m soluzioni particolari linearmente indi-
pendenti della equazione data Q(2)=0, e si determinino 2m
funzioni &, ¥p.... % (0 meglio i loro rapporti) dalle equazioni
lineari omogenee (in numero di 2m —1 indipendenti):

(1) 2 (Zi)m 6,‘ =0 H Ogt—l—uim— 1 2).

Queste equazioni hanno, come & noto, per conseguenza le altre:
@) D @ee e =0, 0<t 40 '+’ <<m -1,

1) Cf. due mie note, collo stesso titolo del presente lavoro, pubblicate negli

Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino (23 maggio e 13 giugno 1897).
%) Cf. la nota in fine al lavoro,
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in particolare:

(3) 2 (z,-)m aa—‘ = z (z1 tw N = 0 0 t+u§m -2,

Derivando poi quelle tra le (1) per cui t+u=m—1, avremo
in generale:

z (z‘)t“ A= 2 zl)t-}-l’ u '&1 9
“) t+u<m—1

S e

ayi= '_‘2 (zt')iy U4-1 "(}(;

e quindi derivando le (8):

%, o
2 () e =“E (zf)t+1, v 3 = 2 (za‘)t+2,u ¥

oY,

59,
AT W=—2 (@)e41s w @ = X @)tprrup i ; t+um-2

2 (Z.‘)m %‘2‘ 2( i)tv U1 f = 2‘ (zl)t, ute ’8' .

Ponendo quindi:

c(ﬁo)_aaxz"‘"z +

ax 3y

avremo sommando:
D@t @) =Nt (@) . & ; 0<t+u<m~2
e quindi:
5 AT E GB)=0 ; 0<t+u<m-2.
Dalle (1), (3), (5) segue anche:

3% 29, P '
(6) Y, (20t (8) +0 3 TP @4-7 Bii= NG @) =0;0t+ulm-2
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essendo a, B, 7 funzioni arbitrarie e:
— (s o %
Gl)=c@) taz +By +r1e

Segue di qui che tutte le funzioni ¥; soddisfano ad una me-
desima equazione lineare del 2.° ordine della medesima classe
di quella in 2. Basta infatti prendere le funzioni «, §, v in guisa
da annullare tre delle espressioni G (9y); ed allora le altre 2m - 3,
essendo legate da altrettante relazioni lineari omogenee a deter-
minante non nullo, saranno identicamente nulle.

Il ragionamento fatto supporre m >>2; nel caso di m=1,
si hanno due sole funzioni &, e &, legate dalla relazione:

2+ 2t,=0;

ed allora esse soddisfano ad un’equazione equivalente a quella in 2.
Quando poi 1'equazione in 2 sia del tipo iperbolico:

s+ ap+4 b9+ cz2=0,

e si abbiano m+n soluzioni 2; ed altrettante funzioni 9y, definite
dalle formule:

) Sn-1,n-1),%=0,

un calcolo affatto simile dimostra ancora che le 9; soddisfano tutte
ad un’equazione del tipo iperbolico ).

Ed un resultato perfettamente analogo si ottiene per le equa-
zioni del tipo parabolico, quando si abbiano 2m+1 soluzioni 2
ed altrettante funzioni ¥;, definite dalle formule:

®) 2 @) =0 E(z'i)lk'ﬁ'i:() k=0,1,....m~-1.

46. E facile ora determinare le trasformazioni inverse delle
trasformazioni differenziali.

Cominciando dalle trasformazioni generali, indichiamo con
Uyy Uz, o oo. Usm 2m soluzioni della & (u) =0, linearmente indipen-

!) Cf. DarBovx. — Legons, vol. II, pag. 184.
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denti: determiniamo quindi 2 funzioni w; (i loro rapporti) dalle
relazioni:

9) ¥ i)y ;=0 <rds<m—1

e posto:

(10) A, :f{u, Q(2) — 2 Py ()] de — {u; Q,(2) — 2 @, (w)} dy,

consideriamo la funzione:

2m

(11) 0):2'0); A;.

@
1

Noi diciamo che la funzione » soddisfa, per ogni valore di 2
integrale dell’ equazione data, ad un’equazione lineare omogenea
del 2.° ordine, e che essa & 'inversa di una trasformazione diffe-
renziale generale dell’ordine m ; cioé la 2 & esprimibile linearmente
ed omogeneamente per le derivate della o fino all’ ordine m.

Si osservi infatti che dalla (11) segue, tenendo conto delle (9):

2m
Wy s =— ~2i (wz):'s A—l N O£r+s_\:m— 1
1
(12)

2m

Omtiy 1= X (@)mtiyn Ay o 2.
1

Queste relazioni ci dimostrano intanto che o soddisfa, per ogni
valore di 2, ad un’equazione lineare omogenea del 2.° ordime.

Questo & chiaro per m > 2, ricordando che in forza del teo-
rema precedente tutte le ®; soddisfano ad una medesima equa-
zione G (w;)=0, ed avendosi dalle prime tra le (12):

G(m):EG(w.)Aizo;

bisogna adunque discutere i due casi m=1, m=2.
Quando sia m=1, si ha:

W, = -—ku2 ; m2=ku1
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(indicando con % un fattore di proporzionalitd) e quindi:
()10 = (1)1 A1+ (02)10 Ay — & 2§ D ((12)10 ) ¢ ((r)on )} 5
(@) = (@) Ar+ (@) Ap+ k2] a((w)us) + b ((m)aus)};
ed anche, come un calcolo facile dimostra:
t(o)=rt()A, +1(w) Ay 2z.
Allora le relazioni:
o= A, + 0, A,;
(@)1= (@)1 A1t (@)1 Ast112 5 (@)= (@)1 A1t (0201 Agt-De 25
T (0) =7 (o) A 4 7 (0) Ap + he 2
danno immediatamente le altre due:

® ,; W, ® ®, w, 0

@ (@) (@) | — 1y 5 ; @ (@) (@ M
(@ (@)a (0o (©a (@)a (0o X
T (@) t(0) Dl

=0;

le quali dimostrano insieme che o soddisfa ad un’equazione li-
neare del 2.° ordine, (di cui le w; sono integrali particolari) e
che la 2 & una trasformata differenziale del 1.° ordine della o,
corrispondente alle due soluzioni particolari o, ed v,.

Quando poi sia m =2, alle relazioni, verificate per ipotesi:

4
Snonun=0; X on (U)o = — X (@n)0ur =03 Rowun)a= — X (@)aur=0,
1

deve aggiungersi 1'altra che si ottiene derivando:

d(uhwh) —n.
2 ey =
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e da queste segue:

S

o= dropAn; (0)= 2 (0r)o A 5 0 = 2 (01)o Ass

1

(‘ﬁ)zo = 2(‘”7!)20 Ah+)~1z y O = 2(‘”11)11 Ah+)\22 3 Wog = E(wh)oz Ah+)»3 2

=¥ (o) Ap—2z4A Y dd(u;;h) Do (on) A

e quindi:
G (o) = 2;, G (o) An =0,

indicando con G (w) l'equazione a cui le 4 w; soddisfano.
B poi anche:

A2 = o () Wy (SF) Woe
o, (@) (0)n ()0 (@)

0y (0210 (@)or  (®g)ey  (02)pe

05 (w3)5 (@5)or  (@3)e0 (‘”3)02

(O (‘”4)10 (‘1)4)01 (‘”4)20 (‘”4)02 3

cioé 2 & una trasformata differenziale del 2.° ordine della v, cor-
rispondente alle soluzioni particolari ©;.... o,.

Rimane ancora a dimostrare che, anche nel caso di m > 2,
la 2z & una trasformata differenziale della » di ordine m, corri-
spondente alle soluzioni w,: basta per cid osservare che in forza

. della equazione a cui la @ soddisfa, le (12) si riducono a 2m+1
indipendenti, e da esse eliminando gli integrali A,, si ottiene ap-
punto per z un’espressione lineare omogenea di » e delle sue de-
rivate fino all’ ordine m, che si annulla per v =w; (i=1,2... 2m):
e cid dimostra quello che si era affermato. .

Possiamo dunque enunciare il teorema:

Ad ogni sistema di 2m soluzioni dell’ equazione aggiunta della
Q (2) =0, linearmente indipendenti, corrisponde una funzione o, data
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dalla formula (10), che soddisfa ad un’ equazione lineare omogenea
del secondo ordine (di cui le w, sono integrali particolari) della
medesima classe della Q (2) =0, e tale che dalla ® si ottiene la-z con
una trasformazione differenziale generale dell’ ordine m, corrispon-
dente alle soluzioni particolari w,, ®g.... @epy .

47. In modo perfettamente analogo si trattano 1 due casi delle
equazioni del tipo iperbolico e parabolico, a cui abbiamo accen-
nato nel n. 45.

Il caso delle equazioni del tipo iperbolico & stato trattato in
modo completo dal Darboux !): bastera dunque enunciarne i ri-
sultati. Egli ha fatto vedere che indicando con u;, ... . tmyn m+n
soluzioni particolari della @ () =0, con ®,, w;.... wpy, delle fun-

zionl determinate dalle relazioni simboliche:
(13) 2(7”—1,%—1)1“0);:0 y

la funzione:

(14) w == 1; W; G;y
1
dove:
(15) o =fu,- Q, (&) dx + 2 P, (w:) dy

soddisfa, per ogni valore di 2z integrale dell’equazione data, ad
una equazione lineare omogenea del tipo iperbolico, (di cui le w;
sono degli integrali particolari) e che la 2z si ottiene dalla o me-
diante una trasformazione differenziale (i, n) corrispondente alle
soluzioni particolari o, ;... ®Wmin.

Quando poi 1’equazione abbia il tipo parabohco, si conside-
rino 2m —1 soluzioni uy, Us....t%sm_; della @ (u)=0 e le fun-

1) Cf. DarBoux — 1. ¢., pag. 187.
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zioni ®;, 0,....Wen_, , definite dalle relazioni:
(16) 2 (U)o 0; =0 ; 2 (u)uwoi=0 k=0,1,2....m-2.

Allora la funzione:

2m—1

(17 ©= D, o,
dove:
(18) p =f§ul Qy(2) — 2 Py (wi)} dr — {u, Q (2) — 2 P, (wi)} dy ,

soddisfa anche essa per ogni valore di 2 integrale dell’equazione
data ad un’equazione del tipo parabolico e della forma normale;
e di pit la 2 si deduce dalla ® mediante una trasformazione dif-
ferenziale singolare dell’ ordine .

Escludendo infatti il caso di m=1, (nel quale 2 si ottiene
dalla @ con una trasformazione singolare del tipo parabolico),

derivando la (17) otteniamo le relazioni:
o = X (Ot fi 3 E=0,1,2....m—-1
(19) on = X @)up ; h=0,1,2....m—2
01y =2 ()1, me1 pi— 202 X, (00, m—s (U

ed inoltre anche 1'altra:
(194) Wy == 2 (0)e0 Pi 5

dalle quali, indicando con G (») =0 Iequazione del tipo parabolico
di cui le w; sono integrali particolari, deduciamo:

(20) 6 (0) = 6(w) pi =0.

Inoltre le 2m relazioni (19) danno, quando se ne eliminino
le piy, per la funzione z un’espressione lineare omogenea nelle
derivate oy, oy (k=0,1,2....m—1), che si annulla di pid per
® = w;; e cid dimostra anche la seconda parte della nostra asserzione.
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48. Ricordiamo ora che nella dimostrazione di Liouville del
teorema fondamentale della teoria delle trasformazioni differenziali
abbiamo trovato che ad ogni trasformazione generale dell’ or-
dine m corrispondevano 2m soluzioni particolari ¥; dell’equazione
aggiunta della trasformata; e le relazioni che legavano queste
funzioni ¢, alle soluzioni z,, che determinavano la trasformazione,
erano appunto quelle date dalle formule (1) e (2) (ed un risultato
perfettamente simile si & avuto nel caso delle trasformazioni sin-
golari). Da questa osservazione, tenendo presente I'espressione della
funzione 2 per le funzioni »,, che entrano appunto nella dimo-
strazione di Liouville '), segue dunque il teorema:

“ Se 8 ¢ una trasformata differenziale generale dell’ ordine m della
funzione 2, corrispondente alle soluzioni particolari 2y, 2;....2m,
inversamente la z si ottiene dalla Y con una trasformazione del
tipo (11), dove le soluzioni particolari dell’ equazione aggiunta o
quella in 9 che individuano la trasformazione, sono appunto quelle
che fanno conoscere il metodo di dimostrazione del Liouville .

Id un risultato perfettamente analogo, vale, come & evidente,
anche per le trasformazioni inverse delle trasformazioni differen-
ziall singolari dei due tipi iperbolico e parabolico.

Per le equazioni del tipo iperbolico vi & da fare una leggiera
osservazione. Abbiamo veduto al n. 14 che una espressione (m, 0),
o si annullava per m soluzioni particolari dell’equazione in 2,
oppure si deduceva con ¢ trasformazioni di Laplace da un’espres-
sione analoga (m—1i, 0).0 della funzione 2%, ¢ trasformata di
Laplace della funzione z. Ne segue, osservando che le due tra-
sformazioni di Laplace sono inverse ’una dell’altra, che una pro-
prieta affatto analoga vale per le inverse delle trasformazioni (i, 0).
Esse o sono date da una formula come la (14) o si deducono con ¢
trasformazioni di Laplace da una formula analoga, in cul invece
di m si ha m—14, e invece della funzione z (e dell’aggiunta) la
sua "¢ trasformata di Laplace.

4) Cf. il §. II, n. 16-18.
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Un altro risultato, molto interessante, che discende dalle for-
mule superiori & anche il seguente:

Abbiamo dimostrato nella teoria delle trasformazioni differen-
ziali che, se ad es. O & una trasformata differenziale generale
della 2 di ordine m, corrispondente alle soluzioni particolari
21y 2y..-.2m della Q(2)=0, lintegral generale « della ® (u)=0
si ottiene da quello & dell’equazione aggiunta a quella a cui 0
soddisfa, ancora con una trasformazione differenziale generale del-
I'ordine m, che corrisponde di pitt alle solite soluzioni ¥, ¥y. ... Jom
date dal metodo di Liouville. Ne segue, tenendo conto delle
relazioni tra le ¥; e le z;, il teorema: )

“Se 0 ¢ una trasformata differenziale generale della z dell’ or-
dine m, corrispondente alle soluzioni particolari 2y, 2y....2m, U in-
tegral generale & dell’ equazione aggiunta di quella a cui 9 soddisfa
st ottiene da quello u della ® (u) =0 con una trasformazione del
tipo (11), la quale corrisponde ancora alle stesse soluzioni parti-
ticolari 2y, 2y....2m dell’ equazione in 2 .

Ed un risultato perfettamente analogo vale per le trasforma-
zioni differenziali singolari.

49. Veniamo ora allo studio delle trasformazioni inverse delle
trasformazioni integrali. I necessario per questo premettere un
lemma affatto analogo a quello dimostrato nel n. 45.

Indicando con 2, 2....2m_; altrettante soluzioni particolari,
linearmente indipendenti, della Q (2) =0, con #; una soluzione qua-
lunque dell’aggiunta, con:

Al =f{u1 Q, (2i) — 2 Dy ()} da — {uy @ (23) — 2 Py ()} dy
si determinino 2m — 1 funzioni o,, ®;....ws,, dalle relazioni:

a1) 2 Al ;=0 ; 2 (s ;=0 i=12...2m-1; 0<r+sm-2

(supponendo naturalmente m > 2), che ne danno i mutui rapporti.
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Tutte queste 2m — 1 funzioni o; soddisfano ad una medesima
equazione lineare omogenea del 2.° ordine:

(22) G (0) =0

della medesima classe di quella in z.

Per dimostrare questa asserzione basta procedere, quando
sia m > 8, nello stesso modo che al n. 45: quando poi sia m =2,
allora osservando che si hanno soltanto tre funzioni W), 0y, 0
definite dalle due relazioni:

Ao+ A0+ Aio;=0 , 20+ 20, F20,=0,

N .

il teorema & evidente.

Un risultato perfettamente analogo, si ottiene, quando, essendo
I'equazione di uno dei due tipi iperbolico o parabolico, le fun-
zioni @ siano definite dall'uno o dall’altro sistema di relazioni:

m-n—1
(23) 2,- 0 6;=0 2(77@-—2,%—2),'(0,,-:0;
1
oppure:

2m

@24) Wooip=0; N @owi=0; X @uw;=0 k=0,1..m-2.

1

essendo risp. o; e p; 1 simboli delle trasformazioni integrali sin-
golari del 1.° ordine delle equazioni del tipo iperbolico e parabolico.

50. Veniamo ora alle trasformazioni inverse delle trasforma-
zioni integrali generali di ordine me.

Il caso in cui sia m=1, & stato gia da noi studiato, ed ab-
biamo veduto che I'inversa di una trasformazione integrale del
1.° ordine & una certa trasformazione di Liouville (cf. n. 34):
supporremo dunque senz’altro sia m > 2. )

[ndichiamo allora con u;, u,.... %sm_y 2m — 1 soluzioni linear-
mente indipendenti della ® (#) =0, con 2, una dell’equazione data ;

e ponendo:

(25) Al= f%u Q(2) — 2 Py (u} dx — {ui Q) (1) — 2, @, ()} dy

R. Sc. Norm. 9
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determiniamo 2m — 1 funzioni ©, (i loro rapporti) dalle relazioni:

@26 DAlo;i=0; X Uy, =0; 0Irt+sm—2

e consideriamo la funzione:

2m—1
@7) o= oA

1

(dove:
A= [ Q(2) - 2Py (w)} dor — {us Q (2) — 2D, (w)| dyy) .

Da queste relazioni deduciamo derivando:

W == 27' (‘”r)ﬂc Ar 5 Ogi_!—kém_z
(28)

Oy m_1i :27 (0)1')1 9 —1—1 AT _l_ )\i 2.

Ricordando ora che le o, soddisfano tutte ad una medesima equa-
zione lineare omogenea del secondo ordine, della medesima classe
della ® (u)=0 (e quindi anche della Q (2) =0), dal primo gruppo
di relazioni (28) deduciamo, quando sia m > 3 '), in modo perfet-
tamente analogo a quello tenuto per le inverse delle trasforma-
zioni differenziali, che la o soddisfa alla stessa equazione, a cui
soddisfano le funzioni w;.

Quando poi siam =2, e si abbiano quindi tre funzioni ®;, 0y, v
definite dalle relazioni:

(26%) o, Al+ o A+ s Aj=0, o u,+w,u+ w303 =0,
avremo, indicando con k un fattore di proporzionalita:

(26%) o, =k(u,A3—uzA}) ; 0= (ugAl =, Ad) ; w3= (uy A}~ u, A))
ed ancora:

(27%) =0, A, + 0, A, 4+ 0; A,.

1) Quando sia m =3, il ragionamento ¢é affatto simile a quello tenuto
nel caso di m==2 al n. 46. :
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Indicando allora con : e p i due determinanti del terzo ordine:

r=| Al A A; ' p=| Al A} A;
Uy Ue Uz Uy Ugo Ug
() (U)o (a)wo (o (U)o (Ug)or |

avremo derivando le relazioni:

( o= @) A+ EkzBrtcy),
wo== X (@) Ay —k 2z (ad+byp),
29) | o= Xi(@)nAi4kp Rbrtcp) + kehgt- iz,
op== Y (@)n A; — akip + ckpqg+ v 2,
| @ = M (@) Ai — akpp —kg(@h+2bp) +vs2,
e quindi anche:
(30)  t(0)=aoy+ 2boy+ cop=2t(®) Ai-t vz
Ne segue, indicando con:
G () =1 (©) + don+ ot o
I’equazione a cui le o; soddisfano, che sara:
G(0)=pz,

indicando con p un fattore di proporzionalita. Ma per la prima della
(26) & chiaro che o e quindi tutte le sue derivate si annullano
identicamente per 2=¢,: facendo dunque nella relazione supe-
riore 2=2,, si ha p2,=0 e quindi p=0. E dunque dimostrato
che anche in questo caso la funzione w soddisfa, per ogni valore
di 2, ad una equazione lineare omogenea del 2.° ordine:

(31) G (w)=0,
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della medesima classe dell’equazione data, di cui le w; sono in-
tegrali particolari.

Vogliamo ora di pid far vedere che la & si deduce dalla o
con una trasformazione integrale dell’ ordine m.

Aggiungiamo infatti alle relazioni (28), (le quali avendo ora
dimostrato che » & 1'integrale di una equazione lineare del 2.
ordine, si riducono a 2m — 1 indipendenti) le allre due che si otten-
gono derivando ancora una volta:

(32) Oiy m—i =— 21' ((”r)i, m—i Ar + )\'i 2 '+ {-L'ip "I— V,z' q.

Le (28) e le (32) costituiscono un sistema di 2m+1 relazioni
nelle funzioni A , 2, p, ¢ (nel caso di m =2 questo sistema & co-
stituito dalle (27) e (29)). Eliminandone una volta le funzioni
A; ela ¢, un’altra le funzioni A, e la p, noi otterremo in ogni
casc due relazioni della forma:

(39) par=rf@); gtoz=F();
essendo f ed f' funzioni lineari omogenee di » e delle sue deri-
vate fino all’ordine m. Ma si ricordi ora che ® e quindi anche

f (®), f' (») si annullano identicamente per z= 2, ed allora le re-
lazioni precedenti prenderanno la forma:

6 2 ()=t g (2)=rw;

la quale dimostra che la ;— (e quindi anche la 2) si deduce dalla
1

con una trasformazione integrale dell’ordine m. Di pit dalle re-
lazioni superiori & anche chiaro che le derivate superiori si an-
nullano per w=w,; e quindi la trasformazione integrale, definita
dalle (33) & una trasformazione integrale generale dell’ordine m,

corrispondente alle soluzioni particolari ®;, y....®gn_;.

51. In modo perfettamente analogo si determinano le trasfor-
mazioni inverse delle trasformazioni integrali singolari delle equa-
zioni del tipo iperbolico e parabolico.
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Cominciando dal caso iperbolico, indichiamo con #; , ¥s ... tmyni1
altrettante soluzioni della @ (x) =0, con 2, una dell’equazione in 2
e determiniamo le [=m+n+1 funzioni w; dalle relazioni:

]

¥
(%i)ro:: 0; zfi (D,‘(uq)osz 0; §=0,1..n — 1

_“ ~

1

!
34 ;O Oz! =0 5 ¢ Wi
43
(dove:
or=_fu; X (2)) dw -+ 2, P, () dy)
che possiamo anche scrivere compendiosamente (colle notazioni di

Darboux):
(34%) Foot=0; Fom-1,n-1)u=0.

Le o; soddisfano allora tutte ad una medesima equazione del

tipo iperbolico.
Consideriamo ora la funzione o data dalla formula:

]
(85) ©= Ei ©; G, .
1

Derivando questa espressione di », avremo, tenendo conto

della (34):

!

(m, n=1)o = X (m, n = 1)w, o
1

Wpg1y0=— 2:’ ((Di)m+1 3004 -+ Qz(z) 2 ((’)i)mo Ui

(36)
Wy 4y = 21‘ ((’)i)(n n Si + 2 2 (mi)oy 7—1 (%’)01

Wo y npy == Ed(w:)oml-{-lci—l“a 2 "l— Bq .

Queste relazioni ci dimostrano che quando sia m>1, n>2,
la o soddisfa alla medesima equazione lineare omogenea a cui
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soddisfano tutte le w;. Inoltre dalle relazioni (36) eliminando una
volta gli integrali 5; e la ¢, un’altra gli integrali o, e la p, otte-
niamo due relazioni della forma:

m-1 n
P ez =2, p: oi + Dy Vi Ou;
1 1
@7
" w41

! N ' N ]
g—{—az:zipimm—l—zkvku}ok;
1 1

ma, per la prima delle (34), annullandosi ® (e quindi tutte le

sue derivate) per z=2,, le relazioni superiori si possono anche
scrivere:

a 2 m~-1 2
é;&(?l 221, }Liwio+2?‘kvk 0ok
(87%)
2(2 :S Wi o, -l—"il Vie gk
93/ P 11 ¢ Wio lk 0% 9

donde segue appunto che la zi ¢ una trasformata integrale della o,
1

e precisamente quella corrispondente alle soluzioni particolari
O)ceeeOmyngr.
Quando poi sia #=1 con m > 1, essendo al solito 2, una so-

luzione dell’equazione in 2, #,....u%ny, dell’aggiunta, determinate
le m+2 funzioni w; dalle relazioni:

88) Yoio=0 , Vo w)=0, r=01,2....m~1

la funzione:

(39) 0= M. ®, Gy
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avra per successive derivate le espressioni:

’/ W = 2, (@)ro 50 , r=0,1,2....m,
|

0’m+1»0=2 (‘Di)m+1700i+92 (z) 2 (‘Df)mo Ui ,
a du
(40) on = X @ oitz Yo S
on = X @) o +2 3 (@) »}" :

‘”02=Z(U)»0201+q2‘ 3 +dz

Indicando quindi con:

T (0) = ax8y+ ax +Bay + 7o

I'equazione a cui tutte le o; soddisfano, si avrad per le (40):

r(m):Et(wi) o + Az =)hz.

Ricordando inoltre che la o (e tutte le sue derivate) si annullano
per 2=z, si deduce anche in questo caso che A=0, ciod effet-
tivamente la o soddisfa ad un’equazione lineare del tipo iperbolico.

Inoltre eliminando dalle relazioni (40) una volta gli integrali o,
e la derivata p, un’altra volta gli integrali stessi e la ¢, noi
avremo due relazioni affatto analoghe alle (37), donde ancora
segue che la % é una trasformata integrale della » corrispon-
dente alle soluzioni particolari o,, ®g....0mys.

Qualora poi 1'equazione abbia il tipo parabolico, converra
supporre, perché si abbia una trasformazione singolare, che si
conosca una soluzione 2, dell’equazione data, [ =2m+2 u, dell'ag-
giunta e si determinino le funzioni o, dalle relazioni:

1

]
D Vewip=0; P or(@)n=0; }_,,wi(u.)m—O i h=0,....m~-1
1

1
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dalle quali risulta ancora che le ®; sono integrali di una mede-
sima equazione del secondo ordine del tipo parabolico.
Allora la funzione:

42) o =2i, o piy (= f{uiR(2) —2 Po(w)} do — {....} dy)

avra come derivate le funzioni:
wor = X, (@)on pi 3 o= (@)upi, h=0,1,2....m

i
wo,m_,_l————E ((1)1)07 my1 Pi — 2 (‘”l)om (%’p —Z é%) ’

\

du
Oy 1 :-__2 (m?)l y mp1 i — 2 ((Di)lm <M¢‘p — 2 £> 3
43) {

Oy = 2 (mi)zk pz y k=0, 1,2....7”—‘1

Vg = 2 (wi)zm Pi + 2bz 2 ((1),')1m Wi

l\")27m+1:2 ()2, m41 Pi +agq + Bg 412 .

Da queste relazioni segue, che per m > 1, la » soddisfa alla
stessa equazione del secondo ordine, a cui le w; soddisfano e che
la = si deduce dalla @ con una trasformazione integrale sin-

[
golare dell’ ordine m+2 corrispondente alle soluzioni particolari
O, Og....Wny,. K come subito si verifica, una conclusione affatto
identica vale quando sia m=0.

52. 1 facile ora caratterizzare le trasformazioni inverse delle
trasformazioni integrali. Ricordiamo infatti che ad es. nel caso
generale, ad ogni sistema di soluzioni 2,.2;....2,m_; della Q(2) =0
ed una » della ® (4)=0 corrispondeva una serie oo*! (dipen-
dente da 2sm — 1 costanti arbitrarie) di equazioni lineari omogenee

del secondo ordine, trasformate integrali ¢ della 2 di ordine m:
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ed il metodo di dimostrazione ivi tenuto faceva conoscere una
soluzione particolare ¢, dell’equazione in ¢ (che si otteneva fa-
cendo nelle formule di trasformazione 2=0) e 2m —1 soluzioni
$1.+.. Pom_y soluzioni dell’equazione aggiunta, i cui mutui rapporti
erano determinati dalle relazioni :

@) Dy AI=0; Ddi@)=0; 0<r+s<m-2

(ed un risultato perfettamente analogo si trovd nel caso delle
trasformazioni singolari).

Possiamo dunque, tenendo presente il risultato del n. 51, enun-
ciare il teorema:

“Se o ¢ una trasformata integrale dell’ ordine m della Q(2) =0
corrispondente alle soluzioni 2y, 2, ....2m_, della equazione in 2 ed
alla soluzione w dell’ aggiunta, la 2 si ottiene dalla ¢ con una tra-
sformazione del tipo (27), e precisamente mediante quella trasfor-
mazione che corrisponde alla soluzione particolare dell’ equazione
in ¢ ed a quelle dell aggiunta (date dalle (44)) che il metodo di
dimostrazione del Liouville fa conoscere .

Un teorema perfettamente analogo vale poi per le trasforma-
zioni singolari; ed anche qui per quelle del tipo iperbolico ha
luogo un’osservazione simile a quella gia fatta per le trasfor-
mazioni differenziali.

Un altro risultato interessante segue dalle formule superiori.
Dalla teoria della composizione delle trasformazioni differenziali
colle integrali segue infatti che, indicando ad es. con ¢ I'integral
generale della equazione aggiunta di quella a cui la ¢ soddisfa,
dalla funzione ¢ (o meglio da una funzione proporzionale alla ¢) si
ottiene 1’integral generale u della ® (x) =0 mediante una trasfor-
mazione integrale generale dell’ ordine m, che corrisponde alla
soluzione particolare ¢, della equazione in ¢ e alle ¢y, dg.. .. dpm
dell'aggiunta. Ne deduciamo inversamente il teorema :

“ L integral generale ¢ della equazione aggiunta di quella o
cui lu p soddisfa, si deduce dall’ integral generale u della @ (u) =0
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mediunte una trasformazione del tipo (27), la quale corrisponde
alla soluzione particolare u, della ® (u)=0 ¢ alle z,....2m_, della
Q@) =0 che hanno fatto passare dalla z alla ¢ ,.

Ed un teorema analogo vale per le trasformazioni singolari.

53. Gli sviluppi superiori c¢i mettono in grado di dimostrare
con esattezza e rigore un punto che in fondo abbiamo ammesso
al §. III, n. 38. Parlando ivi del teorema di permutabilitd di una
trasformazione integrale con una differenziale, abbiamo detto che,
eseguendo prima sulla 2 una trasformazione differenziale dell’or-
dine m, quindi su questa una integrale del 1.° ordine, corrispon-
dente alla soluzione particolare u della ® (u)=0 (e piu precisa-
mente a quella 3 che deriva dalla ), si otteneva una trasforma-
zione integrale dell’ordine m + 1 corrispondente alla soluzione u
della ® (u) =0, e naturalmente poi anche alle soluzioni particolari
dell’ equazione in 2 che individuavano le due trasformazioni. L’'ul-
tima di queste affermazioni & evidente: la prima risulta in modo
rigoroso dalle considerazioni seguenti:

Sia dunque:

(45) 0=[2,21,2-...2m]

una trasformata differenziale della 2 di ordine m (che supponiamo
generale, poiché un ragionamento perfettamente analogo vale per
le trasformazioni singolari): saranno allora le funzioni ¥, date
dalle relazioni:

(46) 2 ¥y (zi)rs =0 0£7‘+S‘£WL -1

le soluzioni particolari dell’ equazione aggiunta a quella in 6, date
dal metodo di Liouville; e

@7 $=Y %A= &ifm&!g ()2 Py ()} do — {u Q) (2:)-2: P, (w)} dy

Vintegral generale di questa equazione.
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Chiamando allora con P (8) =0, Q (%) =0 queste due equazioni
e ponendo:

4s) M =fga P, (6) — 0 Qu ()] de — 9 P, (8) — 6 Q, (9] y,
sara
(49) o =0 M™ M,

la trasformata integrale della 6 corrispondente alle soluzioni
(2gmy u) dell’equazione in 2 nell’aggiunta.
Si osservi ora che posto:

(50) M, =f3~‘3-,- Py (8) =0 Q, (3)} dor — {3: P, (6) - 0 Q. (3] dy

a causa della (47) sard, integrando per parti:

. OA¢ oA’
51 ! CATM, — 1569) S Ml -
(1) M (EQAM, %(Mb—l»b &) Y + ¢ 0, ayédx

) 2AY
@8 94 (369, M) @§ dyi
(e per m>2:

(b1%) M= E,- At M, —2‘ fM,v dA?) .

Ora le funzioni M, non sono che quelle che abbiamo indicato
con »; nella dimostrazione di Liouville relativa alla funzione 2
(cf. §. II, n. 18), aumentate di una quantity proporzionale a z; esse
sono dunque funzioni lineari omogenee in 2 e nelle sue derivate

fino all’ordine m (senza alcun segno integrale); ed allora scritto ¢
sotto la forma:

62 =00 % AN, O [ M, A

& chiaro che essa contiene linearmente ed omogeneamente le de-
rivate di 2 fino all’ordine m (al pit) e un integrale A, che cor-
risponde appunto alla soluzione « della @ (¥)=0. E chiaro poi



140 0. Niccoletts

anche che 7 si annulla, come 6, per 2, ....2m ed anche per zgm;
e questo dimostra con tutto rigore il teorema enunciato al n. 38
della permutabilitya di una trasformazione differenziale con una

integrale del 1.° ordine e quindi anche con una di ordine qualunque.

54. Diamo infine un cenno di ulteriori ricerche.

Le trasformazioni inverse delle trasformazioni differenziali ed
integrali c¢i danno un esempio di una nuova classe di trasforma-
zioni delle equazioni lineari del 2.° ordine, che comprende come
casi particolari la teoria delle trasformazioni differenziali ed in-
tegrali. Lo studio di queste trasformazioni generali ') coincide
colla risoluzione del problema seguente:

“ Indicando ancora con z U integral generale della Q (2) =0,
determinare tutte le espressioni :

0= a; 2i + 2 B A,
(dove :

A,=JP1dw—+—Q,dy

e le P; e Q; sono funzioni lineari omogence di 2 ¢ delle sue derivate)
le quali per ogni valore di & integrale della equazione data soddi-
sfano anche esse ad un equazione lineare omogenea del secondo
ordine .

La teoria gia svolta & suscettibile inoltre di svariate applica-
zioni di indole geometrica ed analitica, tra le quali voglio ricor-
dare esplicitamente quella relativa alla costruzione di tutte le
equazioni di Laplace con integrale generale esplicito (che si pud

1) Ad esse é dedicato un altro mio lavoro, collo stesso titolo del presente
ora in pubblicazione negli Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino
(maggio e giugno 1897).

Alla teoria di queste trasformazioni piu generali si riconduce anche lo
studio della composizione delle trasformazioni integrali ed il teorema della
loro permutabilitsa, da me omessi nel presente lavoro.
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riguardare come la ricostruzione della seconda parte della celebre
memoria di Moutard bruciata negli incendi della Comune del 18711)).
Un altro punto molto interessante della teoria delle trasformazioni
¢ quello di vedere quale influenza abbia la conoscenza di una
particolare trasformazione di un’equazione (in particolare di una
sua trasformazione infinitesima) per la sua integrazione o per lo
meno per la determinazione di alcuni suoi integrali particolari.

Ma il problema di gran lunga il pit interessante di tutti quelli
che la teoria svolta fin qui pud suggerire, e che devo limitarmi
soltanto ad enunciare, € il seguente: “ Date due equazioni lineari
omogenee del secondo ordine e della medesima classe, riconoscere
per mezzo di un numero finito di operazioni algebriche, differen-
ziali o di quadrature, se U una di esse si possa o no dedurre dal-
Ualtro con una delle trasformazioni sinora studiate ,. Questo pro-
blema, di cui & manifesta l'importanza grandissima, ma la cui
difficolta &, a mio parere, pari alla sua importanza, dard in par-
ticolare il modo di riconoscere con un numero firito di operazioni
(il che invece ora non & possibile) se una data equazione lineare
del secondo ordine appartenga a quelle che Ampére ha detto della
prima classe, che hanno cioé un integrale generale esplicito nelle
funzioni arbitrarie. Questo solo caso particolare offre gia tanto
interesse e la sua risoluzione segnerebbe un tale progresso nella
teoria dell’integrazione delle equazioni del secondo ordine, che
basta da solo a rendere degno il problema generale enunciato
di uno studio accurato e profondo. Ho voluto quindi proporlo agli
studiosi, colla speranza e 'augurio che qualcuno voglia affrontarlo
con migliori forze e miglior successo del mio.

*) Cf. due mie note ai Lincei (maggio 1897). Sulle equazioni del secondo
ordine la cui serie di Laplace é finita.



NOTA AL N. 45

Al principio del n. 45 abbiamo ammesso senza dimostrazione un
punto non del tutto evidente; cioé che le relazioni (1), quando le z
siano linearmente indipendenti, non possano mai formare un sistema
indeterminato e siano quindi sempre sufficienti a dare i rapporti delle
funzioni 9;.

Questo punto vogliamo ora chiarire.

Supponiamo percid piu in generale che, essendo sempre le =z
(i=1,2....p) soluzioni particolari della Q(z)=0, con p>2m -2, si
abbiano le relazioni:

P

(@) DY @t =0 0<tt+u<m—1.
1

Se le z, sono linearmente indipendenti, le («) si riducono precisa-
mente a 2m-1 relazioni algebricamente indipendenti. Supponiamo in-
fatti che questo non sia e che la caratteristica della matrice della z. e
delle loro derivate fino all’ordine m (matrice formata in modo analogo
ai determinanti del n. 17) sia inferiore a 2m-}1. Sara in particolare
nullo il determinante :

1,2,3..... 2m —4-1]

potranno quindi determinarsi delle funzioni \;, tali che si abbia:

2m
® @t )ir = Xy N @ 3 0<hA-k<m .
1

Dalle (8) derivando abbiamo :

2m

e 3 M
m Zi (Z)ru a‘a; = H Ei (%) ?):15 =0 ; 0<tt+ulm—1
1 1
2m ~
N, .
®) i @Dt b 3 — (Bo)mei—1, 11 LT 0 ; k=0,1....m—1.
- oy dx
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Possiamo inoltre supporre che nelle (y) sia ad es. il determinante
[1,2,8....2m—1] diverso da zero, altrimenti faremmo per le 2, ,2;.... 2gn—;
lo stesso ragionamento che ora per le 2, 2,....%my, ¢ allora (cf. n. 18)
potremo eliminare dalle (1) e (8) le derivate delle prime 2m—1 fun-
zioni X, e pervenire a relazioni della forma:

e

)\I"
(S) (1,2...27’7/%@-‘(12....2m>k+1a2 —_

E

Le (¢) si riducono a due (e non piu) indipendenti: infatti, ove cosi
non fosse, indicando con p un conveniente fattore di proporzionalita,
dovrebbe aversi per ogni valore di r:

(12 cae 2m), == (12 “es 2m),+1 )

donde, tenendo conto delle equazioni a cui le z; soddisfano, deducesi
facilmente essere le z,...%,u linearmente dipendenti. Se dunque questo
non accade, le (¢) si ridurranno allora a due indipendenti ; esse dovranno
a)\-ub a)\)ll
allora — = <~—
ox oy

cio¢ le 2, 2,....%5,1.; sono linearmente dipendenti.
Un ragionamento analogo vale nei casi singolari (ef. DARBOUX —

Legons, vol. II, pag. 184).

= 0 e quindi \» e tutte le altre A sono costanti:
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5 linea 21 invece di:

13 » 20 »

22 » T »

923  » 12 »
25 » 7 »

39 » 3 »

4 » 23 »
48 » 6 »
68 » 13 »
> o» 19 »
88 » 18 »
110 » 10 »

111 » 3 »

trasformazione generale »

ERRATA - CORRIGE

f=az+Bp-+1q leggi:

tutto »

Jzitk
dx' dyt
0 1 B »
) ;
_ mimtl)

5

m »

2m+1 »

0 »

e »

vez »

— o Q) — ) Oy (w)] dy >

4m—1 »

aggiungere in fine:

d=az+Bp+1q
tutte
Qithy
ow Jy*
0B 7
(9) e (9%)
m(m—1)
T2
2m
2m—1
e
E

vez

trasformazione differenziale generale

i, (@)= @, ()] dy

4m—2

0<t-tu<m—2.



