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Dott. ONORATO NICCOLETTI

SOPRA UN CASO SPECIALE

DEL

PROBLEMA DI PLATEAU

e S






Ad ogni superficie ad area minima, che contenga delle
rette e delle geodetiche piane, e coordinato un gruppo
di operazioni, che risulta dai ribaltamenti attorno alle
rette e dalle riflessioni rispetto ai piani delle geodetiche:
e, secondochd questo gruppo e propriamente od impro-
priamente discontinuo, la superficie & o no periodica, cioe
in ogni campo finito dello spazio entra un numero finito
od infinito di elementi superficiali. In tal modo alla teoria
delle superficie minime si connette quella dei gruppi di
movimenti (1). Cosi il sig. Neovius (%) ha trovato le tre
superficie minime periodiche, sulle quali si pud limitare
un triangolo, di cui due lati sono rettilinei, il terzo e una
geodetica piana: e il sig. Schonflies (%) ha trovato le su-
perficie minime periodiche limitate da un quadrilatero
gobbo.

Nella prima parte del presente lavoro ho esteso il
metodo dello Schonflies, considerando, invece dei quadri-

(") Cf Biaxcm. Lezioni di geometria differenziale, pag. 382 e seg.

(®) E. R. Neovius. Bestimmung zweier spectellen Minimalflichen ..... (Hel-
singfors, 1883).

(}) Comptes Rendus, 2 mars 1891,
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lateri, i contorni di quattro elementi (rette e piani), che
danno luogo ad un gruppo discontinuo del tipo dell’ot-
taedro: ho cosi trovato il numero delle superficie minime
periodiche che incontrano ortogonalmente le faccie di un
tetraedro, ed ho dimostrato che queste superficie sono
le coniugate nell’ applicabilith di quelle trovate dallo
Schonflies; ho osservato di pitt tra i contorni ottenuti
una relazione notevole, la quale mi ha suggerito il pro-
blema di vedere se e quando la coniugata nell’applica-
bilith di una superficie minima periodica sia anche essa
periodica, ma non mi e riuscito risolverlo: lo lascio dun-
que ad uno piu valente di me. Nella seconda parte poi
ho dato un teorema generale sul gruppo di una superficie
minima periodica, sulla quale si possa limitare un poli-
gono di rette e di geodetiche piane, che racchiuda una
porzione finita di superficie: quindi, valendomi di un teo-
rema del Dick, ho costruito i gruppi relativi ad alcuni
tra i contorni ottenuti. Infine in una nota, in relazione
al problema accennato nella prima parte, ho dato le for-
mule relative ad una superficie minima, il cui gruppo
gode di proprieta affatto particolari tra i gruppi discon-
tinui di movimenti.

0. NiccoLETTI.



INTRODUZIONE

1. I teoremi generali sulla esistenza degli integrali delle equa-
zioni a derivate parziali ci dicono che una superficie integrale di
una equazione a derivate parziali del 2.° ordine

f@yz,pgerst)=0

¢ individuata, quando ne sia assegnata una striscia analitica,
(cioé una curva (analitica) per la quale la superficie debba passare
e lungo questa i piani tangenti) che non sia una striscia carat-
teristica per 1’equazione.

Ne segue che, se 1'equazione data & invariante rispetto ai mo-
vimenti ed alle simmetrie dello spazio, (come in particolare accadra
sempre, quando essa abbia un significato geometrico indipendente
dalla scelta degli assi coordinati), e se sopra una sua superficie
integrale esiste una retta od una geodetica piana, che non siano
linee caratteristiche per I’equazione, la retta sard un asse di sim-
metria della superficie, il piano della geodetica un piano di sim-
metria. Se quindi si potra su una tale superficie limitare un poligono
chiuso da geodetiche piane o rettilinee (le quali non siano linee
caratteristiche), la superficie stessa in tutta la sua estensione si
otterra dalla porzione elementare limitata dal poligono considerato,
ribaltando attorno alle vette, e riflettendo rispetto ai piani del
contorno, e a quelle rette e a quei piani che con queste opera-
zioni se ne deducono. Allora, se il gruppo generato dai ribalta-
menti e dalle simmetrie considerate & propriamente discontinuo,
la superficie si diffonderd nello spazio in modo uniforme, ciod in

Ann. R. Sc. N.
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qualunque campo finito dello spazio penetrerd un numero finito
di ripetizioni della porzione elementare, e la superficie si dira
periodica; se invece, come accadrd in generale, il gruppo delle
operazioni considerate sard impropriamente discontinuo, in ogni
porzione finita dello spazio entrerd un numero infinito di ripeti-
zioni della porzione elementare di superficie, la quale non si dif-
fonderad nello spazio in modo uniforme.

2. Inversamente, data una equazione a derivate parziali del
2.° ordine, ci si pud proporre il problema di determinarne, se &
possibile, una superficie integrale, sulla quale si possa limitare un
poligono di geodetiche piane o rettilinee, del quale sia nota la
forma o per lo meno il numero e la successione dei suoi elementi,
in guisa perd che la superficie sia periodica. Ammettendo 1’esi-
stenza della superficie corrispondente ad un dato poligono, osser-
viamo che le rette del contorno assegnato dovranno essere assi
binarii, quaternarii o senarii di un gruppo discontinuo di movi-
menti, ed i piani del contorno piani di simmetria di un tal gruppo,
ampliato mediante una riflessione (). Ma questa condizione oltreché
necessaria & anche sufficiente ; poiche, quando essa sia soddisfatta,
determinata in un modo qualunque la porzione elementare di su-
perficie limitata dal poligono dato, la sua continuazione analitica
si otterra come gia si ¢ detto; e poiché il gruppo delle operazioni
& stato preso @ priori propriamente discontinuo, la superficie sara
certamente periodica. Preso dunque un contorno nel modo ora
detto, tutta la questione si riduce a vedere se esiste ed in tal caso

(*) Sui gruppi discontinui di operazioni confronta:

JorDAN. — Sur les groupes de mouwvements. (Annali di matematica, serie
2a t. 20 pag. 167).

A. ScHONFLIES. — Beweis eines Satzes iiber Bevegungsgruppen. (Nachrichten
von der K. Ges. der Wiss. zu Gottingen, 1886, pag. 497). — Ueber Gruppen
von Bevegungen. (Mathematische Annalen Bd. 28, 29). — Ueber Gruppen von
Trasformationen des Rawmes in sich. (Mathematische Annalen Bd. 34).
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a determinare la porzione elementare di superficie limitata dal
contorno assegnato, cosa in geuerale difficilissima.

Ma, anche se non & nota la superficie che risolve il problema,
anzi affatto indipendentemente dalla particolare equazione consi-
derata, possiamo studiare quei contorni di rette e di piani che
danno luogo a gruppi discontinui di operazioni; e i risultati che
si otterranno, varranno senz’altro per tutte le superficie di cui
abbiamo parlato.

3. Queste considerazioni valgono in particolare per le super-
ficle ad area minima, la cui equazione &

A+g)r—2pgs+(1+p) t=0.

Per esse le linee caratteristiche sono date dall’equazione

(1+p°) da® 42 p g dw dy -+ (14-¢°) dy* =0 ;

sono cioé le linee di lunghezza nulla; quindi, come conseguenza
immediata dei teoremi generali, avremo che qualunque retta che
giace su una superficie minima, ne & un asse di simmetria, qua-
lunque piano che la taglia ortogonalmente, un piano di simmetria.
Questi teoremi risultano altresi pel caso delle superficie minime
dalle formule di Schwarz, che danno le coordinate dei punti di una
superficie minima, della quale sia assegnata una striscia analitica.
Il problema generale accennato dianzi diventa per le superficie
minime quello che lo Schwarz ha trattato nelle * Fortgesetete
Untersuchungen iiber Minimalflichen , (Y) e il contorno corrispon-
dente si dird un contorno di Schwarz.

Mi sono proposto in quel che segue di determinare quei con-
torni di Schwarz di quattro elementi, che danno luogo ad un

(!) H. A. Scawarz. — Gesammelte Mathematische Abhandlungen. (Tulius
Springer, Berlin). 2¢r Band. seite 126.
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gruppo discontinuo di operazioni, appartenente al tipo dell’ ot-
taedro (1).

(1) Perché la locuzione adoperata sia chiara ed anche per il seguito os-
serviamo :

Se abbiamo un gruppo discontinuo di movimenti, e per un punto condu-
ciamo tante rette parallele agli assi del gruppo e riguardiamo ognuna di
queste rette come asse di un movimento di rotazione, la cui ampiezza sia
uguale all'ampiezza della rotazione del movimento che accade attorno all’asse
corrispondente, otteniamo un gruppo di rotazioni, che lo Schonflies chiama
gruppo ausiliario (Hilfsgruppe) del gruppo dato. Fatta eccezione del caso spe-
ciale che il gruppo di movimenti risulti da un movimento elicoidale, il cui
angolo di rotazione sia irrazionale con =, 0 da un tale movimento combinato
con un ribaltamento, il cui asse incontri ortogonalmente I'asse del movimento
elicoidale, il gruppo ausiliario di un gruppo discontinuo di movimenti é uno
dei gruppi dei movimenti che riportano in sé stesso un poliedro regolare. Poiché
di piu il caso dell’icosaedro viene subito escluso, i gruppi discontinui di mo-
vimenti si possono dal loro gruppo ausiliario dividere in quattro tipi: ciclico,
diedrico, tetraedrico, ottaedrico. (Cf. le memorie citate sui gruppi di operazioni).



GAPITOLO PRIMO

4. Cominciamo dal costruire tutti i quadrilateri gobbi, che
danno origine ad una superficie minima periodica della simmetria
dell’ ottaedro (%).

Osserviamo percid che il gruppo dei movimenti pit generale
del tipo ottaedrico si ottiene aggiungendo al gruppo dei movi-
menti che riportano il cubo in sé stesso, una traslazione uguale
in grandezza e senso ad uno dei lati del cubo (?). In questo gruppo
1 lati del cubo di lato metd di quello dato sono assi quaternarii,
le diagonali delle faccie assi binarii, ed ugualmente accade per
ogni divisione regolare dello spazio, di cui il cubo sia il poliedro
generatore. Da questa semplice osservazione segue che: “ qualun-
“que quadrilatero gobbo formato cogli spigoli e colle diagonali delle
“ faccie del cubo do luogo ad una superficie minima periodica ,.

La questione & cosi ricondotta alla determinazione di tutti i
quadrilateri distinti che si possono formare cogli spigoli e colle
diagonali delle faccie del cubo. Prendiamo percio gli assi coordi-
nati paralleli agli spigoli del cubo, ed indichiamo con z, y, 2 tre
segmenti equipollenti ai lati del cubo. Un lato qualunque di uno
dei quadrilateri cercati & un segmento parallelo ad uno dei piani

(*) Questo caso & stato trattato dallo Schonflies. (Comptes Rendus, tome
CXII, pag. 478, 2 mars 1891), al cui metodo mi attengo in questo caso, e
finché & possibile, anche nei casi ulteriori.

(3) It gruppo corrispondente & designato dallo Schonflies con 0, (Mathe-
matische Aunalen Bd. 29, Seite 77).
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coordinati, la cul espressione geometrica & data da una delle nove
espressioni seguenti

axr By ) ]
1 o (y+2) o B+ , nlety)
a (y—2) , B(e—2) , T (z—y),
dove le ay, B;, 7i sono numeri intieri.

Ma, poiché la somma geometrica dei quattro lati del quadri-
latero & nulla, deve essere nulla la somma aritmetica corrispon-
dente. Si tratta quindi di formare tutte le possibili somme di
quattro termini (1), identicamente nulle.

Per ognuna di queste somme avremo tre casi, in generale
distinti, da considerare, i quali si otterranno facendo variare I'or-
dine di successione dei termini della somma e prendendo la me-
desima successione dei lati del quadrilatero, ¢id che da appunto
tre possibilith. Ottenuti cosi tutti i quadrilateri possibili, rimane
a vedere quali siano distinti, dovendosi ritenere come identici quelli
che si deducono 1'uno dall’altro con una omotetia, un movimento,
una simmetria o con pid di queste operazioni insieme.

Venendo alla costruzione effettiva di queste somme, & evidente
che al pit due delle quantita a, 3, 7 saranno diverse da zero; ad
es. a e . Avremo allora tre casi distinti:

1.° tutti due i numeri o e § sono diversi da zero. Si hanno i
tre quadrilateri : .

(1) Z Y y R—T —@/+z) 332
(2 Z , Y ’ —(f/'i"z) y *—7 ;43
3) x, —r , Y ’ ""(.7/ +2) 35;;

2.° uno solo dei.due numeri o e 83, ad es. o, & diverso da zero:
una sola delle altre espressioni contiene la «; si hanno i due
quadrilateri:
4) 2z , 2—y , —2(+=) , y+z $14
(5) 2z , y+z, 2—y , —2(k+a) {2}

due delle altre espressioni contengono la x; si hanno due altri
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quadrilateri :

(6) 2z , 2—y , —(c+®) , y—=x {8
O 22 , y—x, 22—y , —(tw) {945

3.° tutti tre i numeri o, 8, 7 sono nulli. I lati del quadrilatero
sono tutti paralleli alle diagonali delle faccie del cubo. Si hanno
due quadrilateri: -

8 oty , —(y+2) , 2—y , Yy—x 362
9) aty, 2y ,y—=, —@t+a) {7}

Abbiamo quindi “ nove quadrilateri che danno origine ad una
“ superficie minima periodica della simmetria dell’ ottaedro .

5. Non tutte queste superficie minime sono distinte: infatti
dal teorema di Schwarz sulla unicita della superficie minima limi-
tata da un quadrilatero gobbo (!) segue che, se uno dei quadri-
lateri ha degli assi di simmetria, la superficie minima corrispon-
dente avra gli stessi assi di simmetria e conterrd quelli che si
appoggiano a due lati del quadrilatero. Ora il quadrilatero (9) ha
due assi binarii di simmetria, che si appoggiano a due lati opposti;
risulta quindi di quattro quadrilateri (1); il quadrilatero (4) ha
un asse binario di simmetria, risulta dunque di due quadrilateri
(1); i1 quadrilatero (7) ha un asse binario di simmetria, e risulta
di due quadrilateri (5). Il numero delle superficie minime distinte
¢ cosl ridotto a sei.

Aggiungiamo che queste sono le sole superficie minime perio-
diche limitate dagli spigoli di un quadrilatero gobbo. Infatti il
gruppo dei movimenti di una tal superficie deve appartenere ad
uno dei quattro tipi: eiclico, diedrico, tetraedrico, ottaedrico. Ma
nel primo tipo, essendo gli assi dei movimenti tutti paralleli, nel
secondo paralleli od ortogonali ad una direzione fissa, non si pud
con essi formare un quadrilatero gobbo. Siccome poi ogni gruppo

(Y) H. A. ScEwARz.— Bestimmung einer speciellen Minimalfliche. (Ges Mat.
Abh. Bd. I, s. 111).
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N

del tipo tetraedrico & un sottogruppo di uno del tipo ottaedrico,
ne segue la verita di quanto si era affermato.

Quindi :

“ Vi sono sei superficie minime periodiche limitate dagli spigoli
“di un quadrilatero gobbo ,.

Si pud ancora osservare che i quadrilateri (1) e (8) danno luogo
alla superficie di Schwarz ed alla sua coniugata nell’ applicabilita;
il quadrilatero (2) alla superficie del Neovius (%).

6. Veniamo ora alla determinazione dei contorni di-Schwarz
di un piano e tre rette che danno luogo ad una superficie minima
periodica della simmetria dell’ ottaedro.

Seguendo percid il metodo dello Schonflies, aggiungiamo al
gruppo di movimenti considerato dianzi la riflessione rispetto ad
uno dei piani di simmetria della divisione cubica dello spazio;
ammettendo 'esistenza della superficie minima corrispondente ad
un dato contorno, avremo che “ qualunque contorno di quatiro
“ elementi, che siano assi binarii o quaternarii o piani di simmetyia
“di questo gruppo ampliato, dard luogo ad un gruppo discontinuo
“ e quindi ad una superficie minima periodica della simmetria del-
“ Pottaedro ,. L’ampliamento del gruppo si pud fare in due modi,
sia aggiungendo la riflessione rispetto ad una delle faccie del cubo,
sia rispetto ad uno dei piani medii. Nel primo caso tutte le faccie
e tutti i piani diagonali di ogni cubo della divisione cubica sono
piani di simmetria del gruppo ampliato; nel secondo lo sono sol-
tanto i piani medii. Questo ultimo modo d& luogo, come si riconosce
facilmente, a dei casi particolari del primo.

I contorni cercati saranno dunque composti di uno di questi
piani di simmetria e di tre rette, la cul espressione geometrica
¢ data da tre delle espressioni (1) del n. 4. Essi sono certamente

(*) H. A. ScawARz. — Bestimmung einer speciellen Minimalfildiche.

E. R. Neovius. — Bestimmung zweier speciellen. Minimalflichen ......
(Helsingfors 1883).
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in numero infinito; infatti la spezzata formata dalle tre rette del
contorno & assoggettata alla sola condizione di avere i suoi estremi
sul piano scelto di simmetria; questa condizione sard espressa ana-
liticamente da una sola equazione lineare omogenea a coefficienti
intieri tra tre indeterminate da risolvere in numeri intieri,la quale
avrd dunque infinite soluzioni. I contorni corrispondenti alle diverse
soluzioni non saranno in generale simili: potranno soltanto di-
stribuirsi in un numero finito di tipi.

Escluderemo, come privi di interesse, quei contorni pei quali
esiste un piano che ne contiene le rette e taglia ortogonalmente
il piano: riguarderemo di pit come identici due contorni che si
deducano 1'uno dall’altro per una similitudine, un movimento, od
una simmetria, o due tipi, uno dei quali sia contenuto nell’altro (*).

7. Posto cid, supponiamo dapprima che il piano, mediante il
quale & stato ampliato il gruppo dei movimenti, sia una delle
faccie del cubo.

Il piano del contorno sia, mantenendo le stesse convenzioni
del caso antecedente, un piano cocrdinato, ad es. il piano y=0.
Per 1'osservazione antecedente non dovranno riguardarsi come di-
stinti due contorni che si deducano 1'uno dall’altro per le rifles-
sioni rispetto ai piani #=0,y=0, 2=0, x=2, x+2=0, cioé cogli
scambi &~ —x, y~—y, 2~ —2, ~2, x~—2, disponendo op-
portunamente delle costanti arbitrarie. Per le rette del contorno
bastera prendere tre delle solite espressioni (1) in modo che la
somma corrispondente alla coordinata y sia nulla.

Venendo alla costruzione effettiva di queste somme, suppo-
niamo dapprima che un termine non sia mai ripetuto, ciod che
nel contorno non vi siano due rette parallele. Una almeno delle
tre quantitd «, B, 7 deve essere nulla: di pid nelle espressioni delle

tre rette dovranno comparire tutte tre le coordinate x, ¥, 2 e due
almeno dovranno contenere la v. '

(*) Le stesse convenzioni §'intendono fatte senz'altro anche pei casi ulteriori.
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Due delle quantita o, §, 7 siano diverse da zero: 8 lo sara cer-
tamente: sia di pin a%0.
Abbiamo un solo tipo dato da

(1 ay , bz , —ay+t?) §29¢

essendo @ e b due numeri intieri arbitrarii.
Una sola delle quantita o, B, v, e precisamente B, sia diversa da
zero. Una sola delle altre espressioni contenga la . Si ha il tipo

(@) ay , bleda) , awty |48}

Sia ancora B+0; tutte due le altre espressioni contengano
la y. Si hanno i due tipi:

3) (@td)y , —aly+2) , —b(x+y {61}

(4) —b@+y , (+tby, —aly+s)  {57}.
Sia invece 3=0, «40. Si hanno i due tipi:

(5) by+2) , ez, bl—y) {25}

©) by+a) s aw, —bty 152,

Sia a=p=y=0. Tutte tre le espressioni contengano la y. Si
hanno i due tipi :

M al+a), bH—) , —(@t+d)(z+y) 139

®  bly—2) , —(a+d) @t+y), aly+2) {341 .
Due sole espressioni contengano la %. Si hanno i tre tipi:

9) a@y+2) , bt , ak—y {35

(10) a(y+2), bt , —a@ty) {65

(1 a@ta) bt . al—y)  120]

Due rette del contorno siano parallele. Si hanno i tre tipi:

(12) a (y+-2) , bz , —a (y+2) {414
(13) a(y+2) , (a+d) (z—y), b+2) {94
(14) a(y+2), blt+w) , —a(yt+e)  {10f.
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Il piano del contorno sia un piano diagonale; ad es. il piano
z=y. Uno qualunque dei contorni che otterremo non pud essere
simile ad uno degli antecedenti. Infatti al lato « del cubo andrebbe
sostituita la diagonale xz+y, al lato ¥ la -y, invece il lato 2,
che ha con queste un rapporto incommensurabile, rimarrebbe fermo.
N& la coordinata 2z pud mai mancare, altrimenti il piano z=0
conterrebbe le tre rette e incontrerebbe ortogonalmente il piano
z=4y.

Nella somma aritmetica delle tre rette il coefficiente della z
deve uguagliare quello della y: di pit sono identiche due soluzioni
che si deducono I'una dall’'altra cogli scambi: z~y, 2~ —y, 2~ —2.

Cid premesso, supponiamo che due rette del contorno non siano
mai parallele.

Tutte tre le quantithy o, B, v siano diverse da zero. Si ha I'u-
nico tipo:

(15) ax , bz, ay {24} .

Sia B=0; 40, v+0. Si hanno i tre tipi:

(16) ax, bz, a@yt+e) {38}
1n ax , bz, —a(z-}a) §16}
(18) 2axz, bz, ay—x) §314.

Sia y=0, a0, BF0; si hanno i tre tipi:

19).  @be, ay ,bute (32
(20) ay 4 b+, whbe (28]
(21) b(y+2) , (atd)x, ay §30} .

Sia a=p=0, v+0. Tutte due le altre espressioni contengano
la 2. Si hanno i tre tipi:

22) a+e) , bz, a(e—y) {18}

(23) a+e) , bz, a@ls)  {60)
(24) ayt+2) , bz , a(x—2) $59¢.
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Una sola delle altre espressioni contenga la 2. Si ha I'unico tipo
(25) 2a (y+2) , bz , alr—y) §63} .

Sia invece B=7=0, aF0. Tutte due le altre espressioni con-
tengano la 2. Si hanno i tipi:

(26) (@tbyz , aly+2) , by—2) {274
(27) a(y+2) , (@a+bx , bly—2) {264
(28) ax , b(et+x , (a+d) (z—2) {19}
(29) btz , ax , (a+d) (z—2) §174
(30) ar , (a+b)(y+2) , b+ {504
(31) (a40) (y+2) , bl4a) , ax {45}
(32) beta) , az , (at+0) (y+2) {561

(33) @+b)z , aly+s) , ble—a) 149}
(34) aly+2) , ble—2) , (atd)x {444
(35) b(z—z) , (at+b)z , a(y+2). 155}
Sia ancora aF0. Una sola espressione contenga la 2. Si hanno

i tipi:

(36) ez , bty , alyte) {464
(B)  ax , bty , —a@te) f63}
(88) az , (4+2)G+a , ba—y) {51}
39) (@420 (y+2) , bl@—y , ax 1474
(40)  bl—y , ax , (a+20) (y+2). {54}
(41) (@+2b)x , —a(@t2) , bly—) 162}
42)  —a@td) , bly—a) , (@r2ha |64

Sia o.=B=v=0. Tutte tre le espressioni contengano la 2. Si
hanno i tre tipi:

(44)  a(it2a) , by—2) , (+b (=2 {42}
#5)  b(y—2) , (@+d) (@te) , ay+2) {38
46)  (e+b) @+2) , ay+2) , by—2) {41
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Due sole espressioni contengano la 2. Sia 7,+0. Si hanno i
tipi:
@) a@yt+d) . bty . alz—y) 136
48) ay+2) , bty , a@+? {67}
@9) al+d) , bty , ew—a). {22}
Sia 1, =0. Si hanno i tipi:

(50)  alyt+2) , bl—y , @b—a)y—2) {37}
(61)  b(—y , alyt+?) , @b—a)(y—2) [40]
(52)  (@+2b) (o) , bl@—y) , alz+e) |28
53)  b@—y , (@20 @+ , al@ts) {21
G4)  @+20) @+ , bl—y , al@—2) {66]
(65 br—y , (@+20) @+ , a@—2). {68

Una sola espressione contenga la 2. Si ha 1'unico tipo:
(56)  2a(y+2) , blty , ale—y). 143

Due rette del contorno siano parallele. Due delle quantita
o,B,y siano diverse da zero. Si ha il tipo:

(57 ax , bz , —ax 114
Sia a=B=0,v+0. Si ha il tipo:

58) aly+?) , bz , ——a(y+=). 74
Sia 040 , B=7=0; si hanno i tipi:

(59) az , (a+d) (y+2) , bw 124

(60) az , —(+d) (@t+s) , bz 13}

(61) ay+? , (@+dz , bH+2? {5

(62) a@ts) , —(at+be , b@te). {8

Sia a=B=7=0. Si hanno i tipi:
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(63) aly+2e) , (@+d) (e—y) , blyt+s) {6}

69  a@te) , @b @+a) , b+ {154
©5)  a@td) , @b @—a) , bu+a) {14

(66) aly+z) , bty , —ayt2) 1124
(67) a@y+z) , ble—y , (2b6—a) (y+2) {13]
(68) a@—y) , 2@+ +2) , b(@—y). {11}

8. Come & evidente, le due costanti intiere o e b devono es-
sere prese in modo che la spezzata delle tre rette non traversi il
piano del contorno: vanno di pit ritenuti come identici due con-
torni dello stesso tipo, tali che le costanti ¢ e b dell’uno siano
proporzionali a quelle dell’altro; due tali contorni sono infatti
simili.

Se il gruppo dei movimenti fosse stato ampliato mediante la
riflessione rispetto ad uno dei piani medi del cubo, si sarebbe do-
vuto prendere come piano del contorno uno di questi piani e i
contorni ottenuti non sarebbero stati che dei casi particolari dei
tipi (1) — (14) e si sarebbero avuti prendendo il primo e terzo
coefficiente dispari, con che quello medio risulta senz’altro pari.

Ma, quando si ammetta, almeno nei casi di cui ¢i occupiamo,
I'unicita della superficie minima corrispondente ad un dato con-
torno, non tutti 1 contorni determinati antecedentemente daranno
luogo a superficie minime distinte. Infatti, se il contorno si otterra
dalla riunione di due altri della stessa natura, le due superficie
minime relative ai due contorni in questione saranno identiche.
Cosi i contorni del tipo (5) risultano di due (1), quelli (9)-di due
(2), 1 (15) di due (18), 1 (23) di due (25), 1 (48) di due (56).

Se poi il contorno ammette anche dei piani di simmetria, il
tipo corrispondente si deduce dalla riunione di due o piu dei tipi
che studieremo pin in 1a (%).

(*) Ho discusso questo caso molto diffusamente, per potere essere piit breve
nella trattazione dei casi ulteriori.
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9. Il contorno sia formato di due piani e due rette. Bisogna
distinguere due casi:

1°: 1 due piani sono elementi consecutivi del contorno.

2°: 1 due piani non lo sono.

Cominciamo dal 2° caso.

I due piani del contorno siano paralleli e siano (conservando
le notazioni antecedenti) i-piani y=0,y=0a: (‘) siano A e B i
punti comuni alle due rette e al piano y=0. Abbiamo i tipi

1 A=(0,0,0) ay ; B=(b,0,¢); a(ytz) {28}

@) » a(y+2) ; 3 oaly—a) {17}
(3) » a (?/+ z) 3 ” ;7 a (?H'z) g9$
) » a(y+2) ; » 3 a(zty). {35

I due piani ancora paralleli siano i piani x=y; r=y — a:
siano A e B i punti comuni alle rette ¢ al piano #==y. Abbiamo
i tipi

(5) A=(0,0,0);ay i B=(b,b,¢) ; —acx $15}
(6) » ay ; » —%(w—y) {314
(7N » ay ; . aly+e) {33
(8) » ay ; ' . —a (z+2) {24}
(9) ” ay H ” ay 332
(11) » ay+-2) ; » —a (x+2) (45}
(12) » a(y+2) ; s  ale—az) {43}
(13) . et . g 139}
(14) » a(y+2) ; » a(y+z). {14

I due piani del contorno siano ortogonali; siano i piam z=0,

(1) Ora e nel seguito prendiamo il lato del cubo uguale ad 1.
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y=0: siano A e B i punti comuni alle rette e al piano y=0.
Abbiamo i tipi

15) A=(2,0,0) , —a(x+y) ; B=(5,0,c) —bx+y) {5}
(16) » y —a@+y) ; s 2 Oly=—x). :18;

I due piani ancora ortogonali siano z=y,x+y=0: AeBi
punti comuni alle rette ed al piano x=y. Si hanno i tipi

17 A=(—a,—a,0); 2az =(—b,—b,c) 2bx {2}
(18) , 2z . 2by {16}
(19) , 2aw ‘ . 2b(y-+2) |25)
(20) N 2ax ” 2b(x+2) {34}
@) . 2042 . 20+ (10}
22) . 2a(+2) . 20(—2) j22]
(23) . 2a(+2) . 200+, (44

Se i due piani diagonali s’incontrassero lungo I'asse del cubo
invece che lungo un lato, non si avrebbero tipi distinti dagli an-
tecedenti: basterebbe infatti trasportare 1'asse 2 nell’asse del
cubo, supponendo il lato di questo uguale a 2; prendere poi nei
tipi (17) —(28) @ e b dispari, ¢ pari.

I due piani ortogonali siano i piani y=0,x=2.Si hanno i

tipi

(24) A=(—a,0,0) , a(@+y) B=(—5,0,0) (O+c)(=+y) {8}
(25) » a (@+y) » (b0 (z—y) {19}
(26) » a (z+y) s  —(b+o) y+2) {374
@7 » a (z+y) » (0+c) (y—2). {36} -

I due piani si taglino sotto angolo di 45.° Siano i piani y =0,
xz=y. Si hanno i tipi

28) A=(a,00) ay B=(®,0,c) by {1}

(29) . ay » %(y——w) {29}
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B0) A=(a,00) ay B==(5,0,¢) b(y+2) {30}
1) R . s 6]
(32) . 5o . e 138
(33) » a (y+-2) » bly-t+e) |7}
(34) » a (y+=2) ” b(y—=2). {20}

L due piani si taglino sotto angolo di 60.° Siano i due piani

z=y,x=z. Si hanno i tipi

B5)A=(-a2,—0a,0) ax B=(-0,-b) (0+c)= j4!
(36) » ax s = (b+e) (y+2) {274
(37 » aw » (b+¢) (y - 2) {26}
(38) » ax » (b+c) (x—y) {32}
(39) » alz—y) » (b+c) (@ - y) {18}
(40) , a(@ —y) » = (b+0) (y +2) {40}
41) " oz - y) » (b+c) (y —2) {41}
(42) " a(z ~y) . b“;—? (= - 2) {42}
(43) » - a(y +2) ” —(b+e) (y+2) {12}
(44) » ~a(y +2) » (b+e) (y - 2) {23}

(45) , a(y —2) » (0+c) (y—2). {11}

10. I due piani siano elementi consecutivi del contorno. Siano
i piani z=0,y=0. Sia A il punto comune ad una delle rette ed
al piano y=0. Abbiamo 1 tipi

(46) A=(,0,0) by . —a(rt2) 155}
47 » byte) ,  —a(ete) {804
(48) » bly+2) , —al@ty). {744

I due piani siano i piani =y ,x+y=0. Sia A il punto co-

mune ad una delle rette ed al piano #=y. Abbiamo i tipi

Ann. B. Se. N. 2
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(49)
(50)
(1)
(52)
(53)

(54)

A=(a,a,0)

”

”

0. Niceoletti

b

b

b (x+2)
b (x+2)
blote)

b (@-+2)

1

b}

]

b

ki

b

—@ath) @+2)
—(2 a+0b) (y+2)
—(2 a+b) (x—2)
—(2a-+tb) (v+2)
—(2a+b) (y—=2)
L 2a-+b

5 (x+y) -

170}
159]
(51
190]
1961

1961

Se i due piani diagonali s'incontrano lungo 1'asse del cubo,

vale la stessa osservazione che nel caso antecedente.

I due piani siano i piani y=0,z=2. Abbiamo i tipi

(59)
(56)
(57)
(58)
(59)

(60)

(61)
(62)

1 due piani si taglino

A=(a,0,0)

»
”

”

x=y. Abbiamo i tipi

(63)
(64)
(65)
(66)
(67)
(68)
(69)
(70)

A=(a,0,0)

by
by
b (x+y)
b(y+=z)
b (x+y)

b (z+y)

b (x+y)
b (@)

b

,

k)

k)

b

)

k)

k)

—ax
a(y-+-2)
—(a+b) =
(b—a)x
(a4-b) (y—)
o
(a+0) (y+-=)
(a+b) (z—y).

{46}
164
{65
{58
150}

1854

{76/
{73)

sotto angolo di 45.° Siano i piani y=0,

by

by

b (y+=2)
b ()
b (x+y)
b (x—y)
b (x—y)
b(y+=)

]

1)

1

k]

k]

b

k)

k)

(a—b) (y+2)
(b—a) (@-+2)
(b—a)x
a (y+2)
— a(x+t2)
(a+-20) (y+-=)
—(a+20) (@+2)
(@—b) (y—=)

163}
{564
157}
{77}
183
{78}
(84
49
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(1) A=(,0,0) b(y+2) , (b—a) (@+2) 82}
(72) » by+= (b—a) (z—=) {81}
(73) R NI o B

I due piani si taglino sotto angolo di 60.° Siano i piani z=y,
x=z. Si hanno i tipi

(74) A=(a,a,0) bz s (a+0d) 2 148}
(75) , ba y o (atd) (y+e) {624
(76) » b v (afb) (e—p) {614
(77) . bz, —(afb) (aty) {66
(78) E ba s (atd) (y—a) {68}
(79) . b , ‘L“ztf’ (e—a) 173}
(80) , by ,  az 147
(81) » by v a(yte) 1814
(82) » by y a(z—y) {714
(83) ” by ) 'a(x‘{_y) ‘67$
(84) , by , —ale—y) {691
(85) . by g 160}
(86) » b(y+2) , (—a) (y—2) {534
(87) ’ byta) ,  (b—a) (x+y) {914
(88) » b(y+2) ,»  (b—a) (x—y) {88}
) Y IR = e B
(90) » by—=) , (a+0) (y+2 {524
(91) » bly—2) , —(a+d) (@+y) {874
(92) » b(y—2) ,  (a+b) (y—=) {924
(98) R O =N R [)
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94) A=(a,a0) b@ts) , —alwly) 1944
(95) » bate) ,  alx-y) {954
(96) » b@td) ,  5(-0) {544
(97) » b—2) , (a+20) (y—ax). {97}

Le costanti intiere a, b, ¢, che figurano nelle espressioni ante-
cedenti, devono naturalmente scegliersi in modo da avere dei veri
contoruni di rette e piani che soddisfino alle condizioni del pro-
blema.

Se il gruppo del cubo fosse stato ampliato con una simmetria
rispetto ai piani medii del cubo, si sarebbero avuti casi partico-
lari dei tipi antecedenti.

Ammettendo anche per questi contorni 1'unicita della super-
ficie minima corrispondente, non tutte queste superficie sono di-
stinte. Se un contorno infatti possiede un piano od un asse di
simmetria od ambedue, il contorno risultera di due o pit limitati
da tre o quattro elementi (rette e piani); e la superficie minima
sard identica con quella corrispondente a questo contorno pit
‘semplice.

11. 11 contorno sia formato di tre piani ed una retta. I tre

piani non possono essere paralleli, poiché non racchiuderebbero
uno Spazio CONnesso.

Due piani del contorno siano paralleli: se la porzione elemen-

tare non deve avere settori infiniti, la retta deve appoggiarsi ai
due piani paralleli.

I due piani paralleli siano i pianiy =0, y=a;il terzo siax=0:
sia A il punto comune alla retta e al piano y =0. Si ha il tipo

1) A=(,0,0 a(y+2). 1574
Se il terzo piano & il plano x ==z, si ha il tipo

) A=(0,0,9 a (y+2) . 159}
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Il terzo piano sia il piano z=y; si ha il tipo
(8) =(»,0,0) a(y+=2). 160}

I due piani paralleli siano i piani x:g} ,2=y—a: sia A il
punto comune alla retta e al piano x=y. Il terzo piano sia il
piano 2= 0. Si hanno i tipi

4) A= (0,0, ay {121
(5) A==(0,0,¢ a(y+-2) . {61}

Il terzo piano sia il piano z+y=0. Si ha il tipo
(6) A=(,0,0) a(y+2) . %632
Il terzo piano sia il piano x=0. Si hanno i tipi

™ A=(5,b0,0) a (y+2) 1584
) » —a (x+2) 1624

Il terzo piano sia invece il piano y =z. Si hanno i tipi

9) A= (b,b,0) au $18}
(10) » -0 §144
(1) : 5 —a) 168]
(12) : a (y+2) {66}
(13) . a (j—=2) {674
(14) » —a (x+2) 1654
(15) » a(z—x) . {641

I tre piani del contorno siano tutti tre paralleli ad una me-
desima retta; due di essi non siano paralleli.

I tre piani siano 2=0,y=0,2 4y =a. La retta deve appog-
giarsi al piano +y=a e ad uno degli altri due, ad es. y=0.
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Sia A il punto comune alla retta e al piano y=0. Si ha il tipo
(16) A=(,0,0 (@=0b) (y+2). 1

I tre piani siano i piani z=y,x+y=0;y=a. La retta si
appoggi al due piani diagonali. Abbiamo i tipi

(17) A=(,0,00 —2b(y+>? {294
(18) \ —2b (@}2). {224

La retta si appoggi ai piani y=a e z=y. Si ha il tipo
(19) A=(,a,0) (b—a) (y+2) . {28}

I tre piani siano 2=y ,x=2,y=2+a. La retta si appoggi
a due qualunque di essi, ad es. ai due 2=y ,2=2. Si hanno i

tipi

(20) =(»,b,0) —bx i1y
(21) , b(y—a) 153]
(22) » b (v+-2) 149}
(23) » b(z—y). 152

I tre piani del contorno siano ortogonali e siano i piani =0,
y=0,2=0. Sia A il punto comune alla retta e al piano y=0.
Si ha il tipo

(24) A=(,0,0 —c(y+a). {15]

I tre piani ancora ortogonali siano i piani x=y,xz+y=0,
2=0. La retta si appoggi ai due piani diagonali. Si hanno i tipi

(25) A=@®,b,¢c), —2bx {5}
(26) » —2b (x+2). §27}

La retta si appoggi al piano =y e a 2=0. Abbiamo il tipo
(1) A==(,b,0) —c(u+2). f26|
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Due soli piani del contorno siano ortogonali. Siano i piani
z=0,y=0; il terzo piano sia il piano y =2. La retta si appoggi
al due plani £=0,y=0. Si ha il tipo

(28) : A=®,0,¢) —bx+y). {20}

La retta si appoggi ai due piani y =0,y =2. Si hanno i tipi

(29) A=(,0,¢ cy ik
(30) ” cx+7y) 21}
(31) ) 5 =) j18]

La retta si appoggi ai due piani x=0, y==2. Si hanno i tipi
(32) A=(0,b,0 (e—b) (x+v) . §19}
(33) - (b—c) (v+2). {164

I due piani ortogonali siano i piani z=y,x+y=0. Il terzo

piano sia @ =z. La retta si appoggi ai due piani ortogonali. Ab-
biamo 1 tipi

(34) =(@,b,c) —20bx {8}
(35) , —2by 9}
(36) , —2b (x+2) 47}
(37) , —2b (1—2) 50}
(39) , —2b (y+2) . {45}

La retta si appoggi ai due piani z=y,x=2. Si hanno i tipi

(39) A= (,b,0 (—ha {7}
(40) \ 02;6 (@—2) 51}
(41) » (b—¢) (y-+=) {46
(42) » (e—b) (y—=) {444

(43) " (¢—b) (z—y). {564
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I due piani ortogonali siano i piani y =0,z =z. Il terzo piano
sia il piano y=2. La retta si appoggi ai due piani ortogonali.
Abbiamo i tipi

(44) A=(,0,0 (c—b) (@+y) 134}
(45) . (e—=b) (z—y) 131
(46) » (b—0) (y+2) 1364
(47) ’ (e—b) (y—2). 139

La retta si appoggi ai due piani y=0,y=2. Si hanno i tipi

(48) A=(,0,0 , oy 12}
(49) : ¢ (+y) 133}
(50) : ¢ y—2) 130}
(51) ) 54— {38]

La retta si appoggi ai due piani =2,y =2. Si hanno i tipi

(52) A=@,c,b)  (c—b)2 16}
(53) : (b—0) (1—2) j251
(5) : "= w2 40}
(55) : 6~c) wty) 1354
(56) : (c—b) 2—) . 32,

Il contorno non abbia piani ortogonali. I tre piani siano y =0,
z=y,y==2. La retta si appoggi ai due piani o=y ,y=2. Ab-
biamo i tipi

7 A=@,b,00  (c—by 4
(58) » (b—c) (z—y) {434
(59) » (b—e) (z+2) 124¢
(60) o v (e=b) (@—2). 1234
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La retta si appoggi al piani y=0,z=y. Abbiamo 1 tipi

(61) A=(,0,0 , by i3]
(62) » Zb (y—=) {41t
(63) » b (y+2) 137}
(64) » by—2) . {42

I tre piani siano i piani z=y,x=2,y+2=0. La retta si
appoggi ai due plani x=y,x=2. Abbiamo 1 tipi

(65) A=(,b,0 , (c—ba= {10}
(66) » (b—c) (y+2) {54
(67) » (c—b) (y—=») {481
(68) » (c—=b) (x—y). {554

Le costanti @, b, ¢, devono naturalmente scegliersi in modo

che 1 contorni corrispondenti non presentino la solita eccezione.

12. Non tutti questi contorni daranno luogo a superficie mi-
nime distinte, quando anche per questi si ammetta 1’ unicitd della
superficie minima corrispondente.

Infatti, se uno dei contorni ammette un piano di simmetria,
(i quale deve essere ortogonale alla retta e ad un piano e bi-
secare 1'angolo diedro degli altri due) si deduce dalla riunione di
due altri della stessa natura. Ora ¢id non & possibile quando due
piani del contorno siano paralleli o tutti tre paralleli ad una me-
desima retta (1): per gli altri tipi invece il tipo (24) consta di
due (31), il (25) di due (29), il (35) di due (47), il (60) di due

(') Nel primo caso infatti il piano di simmetria dovrebbe essere parallelo ai
due piani paralleli e quindi a meno delle dimensioni si avrebbero gli stessi
tipi; nel secondo il piano di simmetria dovrebbe essere parallelo alla direzione
comune ai tre piani e normale alla retta: questa dunque sarebbe in un piano
normale ai tre piani del contorno, cid che & escluso.
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(53), il (67) di due (43). Se poi uno di questi contorni ha un asse
di simmetria, esso si deduce dalla riunione di due contorni del
caso antecedente.

B quasi superfluo avvertire che, se il gruppo fosse stato am-
pliato con una simmetria rispetto ai piani medii del cubo, non si

sarebbero avuti tipi distinti.

13. B piit interessante 1'ultimo caso, in cui il contorno & for-
mato di quattro piani. Se la porzione elementare da esso limitata
non deve avere settori infiniti, dovremo limitarci a considerare
quelle quaterne di piani di simmetria del cubo che formano un
vero tetraedro. Infatti, se due piani del contorno sono paralleli
o tre paralleli ad una medesima retta, la superficie minima cor-
rispondente deve certamente avere dei settori infiniti, altrimenti
la sua coniugala nell’applicabilita sarebbe limitata da un qua-
drilatero rettilineo chiuso, di cui due lati sarebbero paralleli o tre
paralleli ad un medesimo piano; quindi il quadrilatero sarebbe
piano.

Veniamo, posto cid, alla costruzione effettiva di questi tetrae-
dri. Mentre nei tre casi antecedenti avevamo un numero infinito di
soluzioni, in questo ne avremo certamente un numero finito; so-
stituendo infatti ad un piano un piano parallelo, si ha un tetrae-
dro simile al primitivo e che quindi non va considerato come di-
stinto.

Tre delle faccie del tetraedro siano ortogonali; devono essere
due piani diagonali ed una faccia del cubo: siano i plani z=1y,
2+y=0,2=0. Avremo un tetraedro limitato dai piani.

@) r=y , r=—y , 2=0 , y=z+1.
Due soli piani del contorno siano ortogonali. Si hanno i tre
tetraedri
b) =0 , y=0 , x=2 , y=z—2
c) r=y , x=—y , x=2 , xF+2=2

d) y=0 y T=2 y Y==2 , -1"1".?/:1-
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Non sono possibili altri casi; infatti poiché le sei faccie del
cubo si distribuiscono in due terne di faccie ortogonali e isei piani
diagonali in 3 coppie di 2 piani ortogonali tra loro e a due faceie
del cubo, almeno due piani del contorno devono essere ortogonali.

“ Vi sono dunque quattro tetraedri tali che il gruppo generato
“ dalle simmetrie rispetto alle loro faccie & un gruppo discontinuo del
“ tipo dell’ottaedro ,; ma & facile vedere che “ non visono altritetraedri
“ che diano luogo ad un gruppo discontinuo ,. Infatti un tale tetraedro,
che fosse diverso dagli antecedenti, dovrebbe dar luogo ad un gruppo
del tipo del diedro, cid che & impossibile, poicheé i piani di sim-
metria di un tal gruppo sono tutti paralleli od ortogonali ad una
medesima retta (1).

14. Ad un tetraedro corrispondono tre superficie minime, in
generale distinte, le quali si ottengono facendo variare I’ ordine,
secondo cui la superficie deve incontrare le faccie del tetraedro;
¢id che dia appunto tre possibilita. Risulta infatti dal teorema di
Schwarz sull’unicitd della superficie minima limitata da un qua-
drilatero gobbo un teorema affatto analogo per le superficie mi-
nime che incontrano ortogonalmente le faccie di un tetraedro in
un ordine determinato; cio& “ non possono esistere due superficie mi-
“ nime distinte, che incontrino ortogonalmente nello stesso ordine le
“ faccie di uno stesso tetraedro ,. Infatti allora le loro coniugate nel-
Iapplicabilith sarebbero limitate da due quadrilateri simili e quindi
sarebbero simili; ma dovrebbero addirittura coincidere, poiché al-
trimenti le loro coniugate, cioé le due superficie date, sarebbero
limitate da due tetraedri non uguali, ma simili.

Se poi un tetraedro ammette un piano di simmetria, delle tre

(!) Di qui segue anche che i quattro tetraedri ora determinati sono gli
unici che danno luogo ad una divisione regolare dello spazio in tanti tetrae-
dri alternativamente simmetrici e congruenti. (Cfr. ScuoNFLIES. — Ueber re-
guliire Gebietstheilungen des Raumes. Nachr. von der Ges. der Wiss. zu Got-
tingen, 1888, S. 223).
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superficie minime relative a quel tetraedro due saranno identiche
tra loro, l'altra ammettera quel medesimo piano di simmetria, e pre-
cisamente quella che incontra le faccie del tetraedro in un ordine
tale, che non viene alterato dalla simmelria considerata: potra
quindi essere generata dal tetraedro meta del dato, del quale perd
deve incontrare i lati in un ordine determinato (!). Analogamente
se uno di questi tetraedri ammette un asse binario di simmetria,
due delle tre superficie minime dovranno contenerlo, e precisa-
mente quelle due che incontrano 1 due spigoli del tetraedro, a cui
I’asse binario si appoggia (2); Paltra lo avrad come asse di sim-
metria.

Cid posto, il tetraedro @) ha il piano di simmetria 2 =0: esso
da luogo a due superficie minime distinte che incontrano le fac-

cie nell’ ordine seguente:

1 2=0 , z2+4+y=0 , y=z2+4+1 , z=y {41
@) =0 , z2+y=0 , z=y , y==z-+1. |5

Il tetraedro b) da luogo alle tre superficie :

@ x=0 , y=0 , x=2 , y==2—2 {1
4 x2=0 , z=z=z , Yy=2z2z—2 , y=10 12}
B =0 , y=2—2 , y=0 , x=2. {3}

Il tetraedro ¢) ha il piano di simmetria ¥ =0; da luogo alle
due superficie :

(1) Non deve quindi credérsi che tutte tre le superficie minime generate
dal tetraedro meta di quello primitivo diano luogo ad altrettante superficie
che incontrino quest’ultimo nel modo voluto; due di esse infatti incontreranno
due volte una stessa faccia del tetraedro primitivo, le cui faccie limiterebbero
quindi sulla superficie non un quadrilatero, ma un pentagono di geodetiche
piane.

(2) Quest’ asse deve infatti appoggiarsi a due spigoli opposti del tetrae-
dro; poiché, se si appoggiasse a due faccie opposte, dovrebbe essere ortogo-
nale ad ambedue, cid che & assurdo.
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(6) x=y , v=2 , z+z=2 , x4+y=0 {84
) r=y , rz=2¢ , *+y=0 , z4+2z=2. 194

11 tetraedro d) ha il piano di simmetria a+2=1; esso da
luogo alle due superficie:

I

(8) y=0 , z=2 , y=2z , zt+y=1 164

(9) Yy 0 y Y=~ , x==2 , zt+y=1 372

|

15. La superficie (7) ammette due piani di simmetria (y=0,
z=1), risulta dunque di quattro superficie (3), la (1) di due (3),
la (9) di due (2); quindi

“ Vi sono sei superficie minime periodiche sulle quali si pud limi-
“tare un quadrilatero di archi geodetici piani ,.

Le sei superficie minime ora trovate sono le coniugate nella
applicabilita di quelle limitate da un quadrilatero gobbo, trovate
dallo Schonflies. Infatti le coniugate nell’ applicabilita delle sei
superficie minime ora trovate sono limitate da quadrilateri retti-
linei, i cui lati sono paralleli ai lati dei quadrilateri trovati dallo
Schonflies: ogni quadrilatero & quindi simile ad uno di questi.

Allo stesso risultato si perviene altresi nel modo seguente:
Le superficie minime coniugate nell’applicabilita di quelle ora tro-
vate sono limitate da un quadrilatero, 1 cui lati sono dati da 4
delle espressioni (1) del n. 4, dove perd non sappiamo pih se i
coefficienti o, P, ¥; slano numeri intieri. Ma, esprimendo che il
contorno & chiuso, si ottengono tre equazioni, le quali esprimono
tre delle costanti in modo lineare ed intiero con coefficienti in-
tieri per 1'ultima, alla quale si pud assegnare un valore arbitra-
rio, il che fa variare solo la grandezza assoluta della superficie;
dato quindi a questa costante un valore intiero, le altre risulte-
ranno necessariamente intiere.

Possiamo osservare che le superficie (6) e (3) sono la super-

ficie di Schwarz e la sua coniugata, la (4) la coniugata di quella
di Neovius.
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16. Chiudiamo questo capitolo colla osservazione seguente:

I contorni trovati si dispongono a due a due in una relazione
notevolissima: ad un contorno di rette e piani ne corrisponde sem-
pre un altro, i cul piani e le cui rette sono rispettivamente or-
togonali alle rette e ai piani del primo. Questa relazione, che é stata
messa in evidenza, scrivendo a destra di ciascun tipo il numero
del tipo corrispondente, era, almeno nel nostro caso, prevedibile
@ priori: osservando infatti che 1 piani di simmetria del cubo
sono rispettivamente ortogonali ai lati e alle diagonali delle faccie,
segue immediatamente che *dato un contorno di Schwarz che dia
“luogo ad un gruppo discontinuo del tipo dell’ ottaedro, vi & sem-
“ prre uno, o pist contorni formati di rette e piant ortogonali ai piani
“ e alle rette del contorno dato, i quali danno pure luogo ad un gruppo
“ discontinuo del tipo dell ottaedro , (*).

Ora ad una superficie minima qualunque & coordinata la sua
coniugata nell'applicabilita, che le corrisponde per parallelismo
di normali ed ortogonalita di elementi; e se sulla superficie pri-
mitiva si ba un poligono limitato da geodetiche piane e rettilinee,
sulla coniugata si pud limitare un poligono analogo, in guisa che
1 piani e le rette di questo sono ordinatamente ortogonali alle
rette ed ai piani del primo. L’immagine sferica delle porzioni ele-
mentari limitate dai due poligoni & identica per le due superficie.
Ora ¢ interessante vedere alcune delle relazioni che passano tra
il gruppo delle operazioni che riportano in sé¢ medesima una data
superficie minima, e il gruppo delle operazioni relative alla im-
magine sferica, gruppo che per semplicita chiameremo gruppo
sferico della superficie. I due gruppi sono isomorfi: alle traslazioni
dell’uno corrisponde sulla sfera 1'identita; alle simmetrie ed ai
. ribaltamenti della superficie le simmetrie della sfera rispetto ad
un suo cerchio massimo, il cui piano & ortogonale all’asse del

(1) L'osservazione ora fatta poteva servire anche a dedurre da un tipo il
tipo reciproco; ma ho preferito la ricerca diretta, che mette in chiara luce il
metodo cosi semplice dovuto allo Schonflies.
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ribaltamento o parallelo al piano di simmetria. Quindi ai movi-
menti della superficie in sé medesima, che risultano dalla compo-
sizione di un numero pari di ribaltamenti e di simmetrie corri-
spondono sulla sfera delle rotazioni con ampiezza uguale alle ro-
tazioni del movimenti considerati; agli altri movimenti operazioni
di seconda specie.

Segue di qui che anche i gruppi di due superficie minime co-
niugate nell’ applicabilita sono isomorfi, avendo essi il medesimo
gruppo sferico; il che del resto si vede anche direttamente, facendo
corrispondere alle operazioni elementari del gruppo dell’'una super-
ficie le operazioni elementari rispetto agli elementi ( piani o rette)
corrispondenti dell’altra. Due tali superticie hanno quindi la mede-
sima simmetria; i loro gruppi appartengono cioé allo stesso tipo. Allo
stesso risultato si perviene altresi osservando, che, come risulta dalle
formule del Weierstrass (*), quando una superficie minima & data
in grandezza e posizione, la sua coniugata nell’applicabilita & de-
terminata a meno di una traslazione o di una simmetria o di am-
bedue le operazioni insieme; quindi qualunque operazione che
riporti in sé medesima una delle due superficie, non pud avere
sull’ altra altro effetto che una delle operazioni dianzi accennate;
¢id fa nuovamente vedere quanto sia intima la relazione che lega
i gruppi delle due superficie.

Da cid che precede viene naturale il pensiero se si possa di-
mostrare che “ se una superficie minima é periodica, anche la sua
contugate lo &, Questo teorema & forse vero, almeno in casi ge-
neralissimi; quasi tutte le superficie minime conosciute vi soddi-
sfano; ma probabilmente non & possibile dimostrarlo con sole con-
siderazioni dovute alla teoria dei gruppi di movimenti, partendo
dalla relazione di ortogonalita, che lega due contorni corrispon-
denti delle due superficie. Ci sfuggono infatti in tal modo le re-
lazioni metriche tra 1 due contorni, mentre da queste proprietd

(1) Cf. Biancui, Lezioni di Geometria differenziale. Pisa, Spoérri 1894,
Cap XIV, XV.
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metriche dipende essenzialmente 1’ essere un gruppo di movimenti
propriamente od impropriamente discontinuo. Invero si dimostra
subito che 1 due gruppi sono isomorfi, corrispondendosi i due sot-
togruppi delle traslazioni; ma, almeno a me, non & riuscito dalla
discontinuitad di uno di questi sottogruppi dedurre la discontinuita
dell’altro ().

(*) Si pud ancora osservare che, ove il teorcma fosse dimostrato, si verrebbe
in certo modo a rettificare le geodetiche pianc della superficie, 0, per 1o meno,
la loro rettificazione si ridurrebbe a quella di una tra esse: infatti i rapporti
degli archi di due tali geodetiche sono uguali ai rapporti dei segmenti retti-
linei corrispondenti della coniugata nell’applicabilita: e (uesti rapporti si
avrebbero molto facilmente nel caso che anche la coniugata fosse periodica;
molto probabilmente dunque la dimostrazione del teorema, se & vero, si ot-
terrd analiticamente.

Cf. anche la nota in fondo.



CAPITOLO SECGONDO

17. Determinati nel capitolo antecedente tutti i contorni di
Schwarz di quattro elementi, che danno luogo ad un gruppo di-
scontinuo del tipo dell’ ottaedro, mi propongo ora di costruire i
gruppi relativi ad alcuni tra i pitt noti ed interessanti dei tipi tro-
vati. B chiaro a priori che uno qualunque di questi gruppi, &
isomorfo al gruppo dell’ ottaedro o ad uno dei suoi sottogruppi:
questo isomorfismo sara reso manifesto dall’applicazione del noto
teorema del Dick sui gruppi di operazioni (%).

Nella costruzione del gruppo relativo ad un dato contorno
procederemo uniformemente col metodo seguente:

Situato il contorno in posizione opportuna, costruiremo le
espressioni analitiche dei ribaltamenti attorno alle rette e delle
riflessioni rispetto ai piani del contorno, e delle operazioni che ri-
portano il contorno in sé stesso; determineremo quindi il gruppe
dei movimenti, che amplieremo poi colle simmetrie, quando esi-
stano. Per la determinazione del gruppo dei movimenti cercheremo
di trovare il sottogruppo delle traslazioni; quindi, poiche il gruppo
delle traslazioni & eccezionale nel gruppo totale, distribuiremo le
operazioni del gruppo in tante classi, ponendo in una medesima
classe due movimenti che si deducano I’uno dall’altro per una
traslazione del gruppo, o, come diremo, due movimenti equivalenti
rispetto al gruppo delle traslazioni. Otterremo in questo modo un
numero finito di classi: non pud infatti esistere un gruppo discon-
tinuo di movimenti, in cui il gruppo delle traslazioni sia di indice
infinito, come risulta subito dall’ osservare che un gruppo discon-

() W. D1ck. Gruppentheoretische studien (Mathematische Annalen, Bd. 20);
Krein-Fricke. Elliptischen Modulfunctionen (Teubner, Leipzig. Bd. I, S. 455).

Ann. R. Se. N. 8
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tinuo & isomorfo al suo gruppo ausiliario e all'identita di questo
corrispondono le traslazioni del gruppo (). Queste classi formano
evidentemente un gruppo oloedricamente isomorfo al gruppo del-
I’ ottaedro o ad un suo sottogruppo.

Notiamo ancora che dalla definizione di movimenti equivalenti
segue che due movimenti equivalenti ad un terzo sono equivalenti
tra loro; e, poiche il gruppo delle traslazioni & eccezionale nel gruppo
totale, il prodotto di due movimenti & equivalente al prodotto di
due loro equivalenti nello stesso ordine.

Osserviamo ancora che determinato un gruppo T' di traslazioni,
eccezionale nel gruppo totale G dei movimenti, non occorrera di-
mostrare che esso & il gruppo totale delle traslazioni di G per
poter dividere i movimenti di questo in classi equivalenti rispetto
a I': solo, se si otterranno un numero infinito di classi, vi & cer-
tamente almeno una traslazione di & non contenuta in I': se in-
vece si avra un numero finito di classi, bastera aggiungere a I
‘quelle traslazioni di G che compariscono nelle classi trovate per
avere il gruppo totale delle traslazioni. Anzi talvolta pud essere
opportuno non considerare il gruppo totale delle traslazioni di G,
ma solo un suo sottogruppo, specialmente quando si voglia ve-
dere il modo di diffondersi della superficie nello spazio. Pud ac-
cadere infatti che il parallelepipedo fondamentale del gruppo to-
tale delle traslazioni non sia tale da lasciar vedere agevolmente
come nel suo interno si disponga la superficie, mentre questo pud
riuscire molto piu facile, considerando il parallelepipedo fonda-
mentale di un sottogruppo: questa osservazione pud essere utile
quando si voglia realizzare fisicamente la figura che risulta di tutti
1 contorni elementari che cadono nel parallelepipedo fondamentale
delle traslazioni.

(*) A. ScmonrFLiEs. Ueber Gruppen von Bevegungen (Mat. Ann. Bd. 29.
S. 51). Veramente fa eccezione il solito caso speciale, osservato dallo Schon-
flies, ma questo gruppo non ha traslazioni.
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18. Alla costruzione dei singoli gruppi premettiamo il seguente
teorema generale:

“ Dato un contorno di Schwarz tale che non esista un piano che
“ passi per le rette e sia ortogonale ai piani del contorno e che dia
¢ luogo ad una superficie minima periodica, la cui porzione elemen-
“tare non abbia settori infiniti; il gruppo delle traslazioni della
“ superficie & a tre dimensioni ,.

Il gruppo della superficie deve infatti appartenere ad uno dei
quattro tipi: ciclico, diedrico, tetraedrico, ottaedrico; poiche il caso
speciale notato dallo Schonflies, che non rientra in questi, da
luogo ad una superficie minima, la cui porzione elementare ha
certamente settori infiniti (1). Di pid, se il gruppo non & uno di quelli
che riportano in s¢ medesimo un poliedro regolare, nel qual caso
la superficie minima corrispondente o non esiste o ha certamente
settori infiniti (2), non tutte le rette ed i piani del contorno passe-
ranno per un medesimo puuto e quindi, poiché la superficie & pe-
riodica, nel gruppo sara contenuta almeno una traslazione. Allora,
se il gruppo appartiene al tipo tetraedico od ottaedrico, vi & cer-
tamente nel gruppo una operazione a periodo tre (3), il cui asse
non ha la direzione della traslazione e che quindi la trasforma in
due altre che non sono con essa in un medesimo piano; in questo
caso quindi il teorema & dimostrato.

Rimane dunque a parlare dei gruppi del tipo ciclico e diedrico.
Il primo tipo si esclude subito, poiché tutti gli assi del gruppo
sono paralleli, 1 piani di simmetria o paralleli ad essi o tutti or-

N .

togonali ad essi e non & quindi possibile con tali elementi for-

(1) Cf. la nota in fondo.

(®) La porzione elementare di superficie & infatti in tal caso limitata da
tre piani di simmetria del poliedro; essa dunque, se esiste, ha certamente
settori infiniti, altrimenti la sua coniugata nell’applicabilita sarebbe limitata
da un triangolo rettilineo chiuso, sarebbe quindi un piano.

(®) Diciamo che una operazione é a periodo 7, quando la sua potenza nma
& 'identita, o una traslazione del gruppo.



36 0. Niceolettr

mare un contorno che soddisfi alle condizioni del teorema. Resta
dunque a discutere il tipo diedrico.

Allora, se il gruppo delle traslazioni & lineare, la traslazione
deve aver la direzione dell’asse principale, (se il gruppo & un
Vierergruppe, di uno qualunque dei tre) tutti i piani devono essere
ortogonali all’asse principale o passare per esso, tutte le rette de-
vono incontrare ortogonalmente 1’asse o coincidere con esso. Non
& possibile con questi elementi formare un contorno che soddisfi
alle condizioni del teorema. L’ unico caso da discutere infatti &
quello in cuil il contorno sia formato di due piani paralleli e due
ortogonali ad essi; ma si & gia visto (n.° 13) che la superficie
minima corrispondente ha settori infiniti.

Se poi il gruppo delle traslazioni ¢ a due dimensioni, il suo
piano deve essere ortogonale alla direzione dell’asse principale, tutte
le rette devono essere contenute in questo piano o normali ad
esso, tutti i piani devono essergli ortogonali o coincidere con esso.
Ancora con questi elementi & impossibile formare dei contorni che
soddisfino alle condizioni del teorema. Infatti, se il contorno &
chiuso, esso pud avere una delle tre forme seguenti:

1.° n piani paralleli all’asse principale. V'é un piano che li
taglia ortogonalmente.

2.° 1 piani del contorno sono paralleli all’asse principale, le
rette normali ad esso: vi & ancora un piano che contiene le rette
e taglia ortogonalmente il piano del contorno.

3.° n piani paralleli all’asse principale, uno ortogonale. La
superficie minima corrispondente ha certamente dei settori infiniti:
infatti, ove cosi non fosse, la sua coniugata nell’ applicabilita sa-
rebbe limitata da un poligono chiuso di #+ 1 rette, di cui # in
un medesimo piano; sarebbe dunque un piano.

Il teorema & quindi completamente dimostrato.

19. Veniamo, posto cid, alla costruzione dei gruppi.

Cominciamo dal costruire i gruppi relativi alle sei superficie



Sopra un caso speciale del problema di Plateau 37

minime sulle quali si pud limitare un quadrilatero gobbo. ( Cfr.
in! 4 e 5).

Il quadrilatero (1) da luogo alla superficie di Schwarz; pren-
dendo il lato del cubo uguale ad 1, esso pud essere orientato in
modo che i suoi lati abbiano per equazioni:

1) y=0,2=0;2) x=1,2=0;3) y=1, x42=1; 4) 2=0 , y==2
Le espressioni analitiche dei ribaltamenti corrispondenti sono:
Sl)xy_'yv_z<l) ) SE) 2——56, Y,—2; S3>1—z’2—?/1 ]-'"x; S4)—xaza Yy

Di pit il contorno & simmetrico rispetto al piano z+y=1;
la simmetria corrispondente &

3 1-y , 1—x , =z.
Poniamo () H=8;8,) 142 , y4+2 , 1—=
Avremo le traslazioni
T =8 H) 2, y+4,2;Ty=8,T,8)x,y,2+4 ; Ts=S,T,8;) x+4,¥, 2;
e quindi la traslazione generale
T a+4m , y+4n , z+44p

dove m , n, p sono numeri intieri qualunque.

I1 gruppo I delle traslazioni T & eccezionale nel gruppo @, poi-
ché & permutabile colle operazioni fondamentali S, ,S,, S;,S,. 11
gruppo I' & evidentemente discontinuo: il suo parallelepipedo fon-
damentale & il cubo di lato 4.

Poichs, indicando col simbolo==1’equivalenza rispetto al gruppo

I' delle traslazioni, H*=1, (5, H)®==1, dal teorema del Dick

(t) Con A) «' , % , 2 indichiamo che 1’ operazione A porta x in &', y
inyg , zin 2.
(?) Con A B indichiamo I'operazione che si ottiene eseguendo prima B,
poi A. ’
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risulta che il gruppo di Schwarz & isomorfo al gruppo del cubo..

I movimenti di G si distribuiscono nelle 24 classi non equivalenti
rispetto a I' (V):

Dz, y,2; S)—=x, 2, Y

H>1+Zv Z/+2, 1—%; S4H>——(Z+1), l'_xv y‘l"zy
" H)2—a, y, —2; SH)2+4-2, —2, y;

Hs)l’—za y+2’ z—1 H S4H3)34_17 x_lv y“{"z )

HS)14y, 242, 142 HSS) 242, 2, —y;

HS H)y—1, —(z+1), 24-2; HNH) 2—1, 1—x, 2—y;
HS HY 14y, 2—2, —(x+1); HSHY) —z, —2, —y;
HS H? y—1, 241, 2—z¢; HS H? —(2+1), 2—1, 2—y;

H384)];_y, z+2, —'"(x‘! 1) H S4st4) 2—“.7/', ‘—y, 2
" HSH) —(y+1), —(x+1),2—2; S,HSH) 1—z, 2—y, 1—u;
| B8 HA1-~y, 2—e, 2415 SH*SH? », —y, —z;

- BN H)—(y+4 1), 241, 2—2;  SH®S H®) 21, 2—y, x—1.

Queste 24 classi formano un gruppo, che, a causa delle equi-
valenze:

Si=8,H*S,H* , S,=H* , S,=8,H*S,H,

coincide col gruppo G di Schwarz. Il gruppo I ne & il gruppo to-
tale delle traslazioni ed & in G di indice 24: quindi, poiché nes-
suna delle operazioni antecedenti lascia fermo il contorno, nel paral-
lelepipedo fondamentale di I' entrano 24 ripetizioni della porzione
" elementare della superficie minima di Schwarz.

Le operazioni di seconda specie del gruppo di Schwarz si ot-
tengono dalle antecedenti, moltiplicandole per la simmetria . Si
hanno cosi le altre 24 classi:

(*) Ad yna operazione se ne pud sempre sostituire una equivalente.
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[ D 1—y, 1—=x, 2z; £8) 11—z, 142, ¥

| IH) —@+1), —2 1—2; Y8, H) x, 22, y+2;
SHY 1-y, a1, = S8, HY) 142 —@-+1), 93
YH) —@+1), 2, x—1; TS, ) 2—a, 2—2, y2;

LHS) —(+1), —y, I+z; IZHS)1-2 —(@41), —y

SHSH) 242, 2—y,24+2; XZH*S,H)z 2—2 2—y;

\ SHSHY) 2—1, —y, —(z+1); SHS,H) 14s, 142, —y;

SHSH) —r,2 -y, 2—2; YH*S, B 2—z, 22, 2--u;

SH'S) —(e-1), 5, —(z4-1); S,IES), y+1, o—1,2;
SHAS,H) 242, y+2, 2—2;  Y,S,H*S,H) y—1, 2, 1 —2;
YHS,HY 2—1, v, 41 ; YS,H*S,H}) 14y, 1 —2, —2;
SHS,HY) --x, y+2, 2—2; IS, HS,H})y—1, —2,2—1(Y).

20. Il quadrilatero (2) da la superficie del Neovius. Esso pud
essere orientato in modo che 1 suoi lati abbiano per equazioni:

1} y=0,2=0; 2) =0, 2=0 ; 3) =0, y+2=1; 4) y=0,2+2=1
I ribaltamenti corrispondenti sono :
S) z,—Y, ——z 3 So)—x,, —2;3Sg)—2, 1 —2,1—y; S)1 —2,—¥y, 1 —a.

Il contorno &°di pitt lasciato fermo dalla simmetria rispetto
al piano z=y
Dy,x,z.
Poniamo
H=S,8) 1—=2,y, 2—1;

avremo le traslazioni:

Tl = st2)x+27yv R TZ = S4T1~IS4)'7;, Y, 2+2 5 T8 = S3T2—183>x9 y+29 X

() Cf. Biancmr. Lezioni di Geometria differenziale. (Enrico Spoerri-Pisa,
1894, pag. 383).
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e quindi la traslazione generale

T) z4+2m , y4+2n , 242p,

essendo m , #, p numeri intieri qualunque.

I gruppo I' delle traslazioni T & eccezionale in G: il suo pa-
rallelepipedo fondamentale & il cubo di lato 2. L'isomorfismo di
G col gruppo dell’ottaedro & dato da H'=1, (HS)’=1.1
movimenti di G si distribuiscono nelle 24 classi non equivalenti

rispetto a I':

1) o, v, 2; S;) —x, 1—2, 1—Y;

H 1—z 94, z41; S; H) 2—1, —=z, 1-—y;
Hy) —w, ¥, —=; S; HY) 2, 142, 1—y;

B) 142, y, 1—o; S HY) —(e+1), @, 1—y;
HS;) y, 1—2, 1-—x; H2S,) z, 1—=2, y—1;
HS;H) y, —«, z; H*S;H) 1—2, —=z, y—1.

\ HS; HY) ¢, o1, o1 HS, HY) —a, 2+1, y—1;
HS, B y, 2, —z; HSPH? 142, ¢, y—1;
H3S,) —y, 1—2, 41 S; H2Sy) —2, —y, 2;

B*S, H) —y, —x, —2; S; H?S; H) 2—1, —y, 2—1:
B*S; HY) —y, 241, 1—x; S; H2S; H?) o, —y, —2;
H*S; H?) —y, , 2; S; H*S; H?) 1—2, —y, 1—2.

Queste 24 classi esauriscono il gruppo G di Neovius. Infatti

Si=S;H*S; B ; S,=H* ; S,=§8;H*SH

Ne segue che I' & il gruppo totale delle traslazioni di G, che
lo contiene come sottogruppo di indice 24. Poiché nessuna delle
operazioni antecedenti lascia fermo il contorno elementare, nel
cubo di lato 2 entrano 24 ripetizioni della porzione elementare
della superficie del Neovius. Per avere le operazioni di seconda
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specie, basta moltiplicare le antecedenti a sinistra per ¥, scam-
biare cio¢ la prima e la seconda coordinata.

21. Il quadrilatero (3) si pud orientare in modo che i suoi lati
abbiano per equazioni:
1) y=0,2=0 ; 2) z=1,y=¢; 3) x=1,2=1; 4) y=0, x=2.
I ribaltamenti corrispondenti sono:

Sl)x"_"yy—z 5 S2)2_xazay H S3) 2——9",y,2——z;S4)z,——y,r.

Il quadrilatero ha l'asse binario di simmetria 2+ ¥y=1,2==;

DO k=

il ribaltamento corrispondente &
Sy) 1—y , 1—z , 1—=2.
Le operazioni fondamentali del gruppo sono S, , S, , S;. Infatti

832858185 H S4=Ssszss.

Poniamo
H=Sls4) 2 3 y, —x;

avremo le traslazioni:

T,=8HS,H) +1,y41,2—1 ; T,=8,T,8)) #-}-1, y—1,241;
T3=T1T2)x+2,1,z;T4=S4T3 S4)x,y,z+2;T5=SQT482)x,y+2,z;

e quindi la traslazione generale
T o+m,y+n, 2tp, m=n=p(mod?2).

Il gruppo I' delle traslazioni T & eccezionale nel gruppo G.
Il suo parallelepipedo fondamentale ha per base il quadrato di
lato 2, per terzo spigolo la diagonale del cubo di lato 1. L’iso-
morfismo del gruppo G col gruppo dell’ottaedro & dato da H*=1,
(S: HP?=1. I movimenti di G si distribuiscono rispetto a I' nelle
24 classi:
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Dz, oy, 25 Sy) —, 2, Y3

/ H) 2 y, —2; S H) —2, —a, ¥;

‘ H) —z, ¥, —2; S, H?) », —=2, y;
H®) —2, ¥, x; S: /) 2, z, v
HS,) 9, 2, «; H*S,) «, 2, —¥;
HS,H) v, —=, 2; H*S, H) 2, —2, —¥;
HS,HY) v, —2, —a; H*S, HY) —a, —2, —y;
HS, ) ¢y, 2, —z; H*S, B®) —&, @, —y;
H*S,) —y, 2, —x; S, HS,) —x, —¥, 2
H:S, H) —y, —2x, —2; S;H*S, H) —2, —y, —x;
S, H) —y, —=2, x; S H?S, HY) =, —y, —2;
HS, B —y, x, 2; S 'S, HY) 2, —y,

E' in tal modo esaurito il gruppo G: infatti
81582H282H2 s Sszﬂang;

T' & quindi il gruppo totale delle traslazioni di G. Poiché la
S, lascia fermo 1l contorno elementare, nel parallelepipedo fonda-
mentale di I' entrano soltanto 12 ripetizioni della porzione ele-
mentare di superficie.

22. Il quadrilatero (5) si pud orientare in modo che i suoi
lati abbiano per equazioni:

1) y=0,2=0 ; 2) y=0,x=2 3)r=1, yte=1 4)x=1, y==2.
I ribaltamenti corrispondenti sono: _
Sl) Xy, —Y, —=&; SZ) U PR Ss) 2—ux, 1_21 1—'3/ H S4) 2_——17 2Y.

Il quadrilatero non ha né piani, né assi di simmetria.
Poniamo

H=S8,8) 2,9y, —=x;
avremo le traslazioni:
T,=8:8,8)x , y+1, 241 ; T,=HT,HYaz-+1,y+1,2 ;
Ty =8;T,7'Sy) a+1,9,2+1;
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e quindi la traslazione generale:
T) x4m , y+n , 24p ; m4n$kp=0 (mod 2) .

Il gruppo I' delle traslazioni T & eccezionale nel gruppo G:
il suo parallelepipedo fondamentale ha come spigoli le diagonali
di tre faccie del cubo dilato 1, che concorrono in un medesimo
vertice. L’isomorfismo di G col gruppo dell’ottaedro & dato da
H'=1, (S,H)*=1. I movimenti di G si distribuiscono rispetto
a [ nelle 24 classi:

D,y 2; S) —x, 2, y;

H) 2, 9y, —x; SiH) —2, —2, v,

HY) —=, vy, —2; S.HY) o, —2, y;

B®) —e, y, @; S:HY) 2, @, v;

HS,) vy, 2, z; HS) v, 2, —¥;
HS,H) y, —=, z; H?*S,H) 2, —x, —y;
HS, HY) y, —2, —=x; H*S, HY —&, —2, —v;
HS, B vy, z, —2; H*S, H?) —z, ¢ —y;
H3S,) —v, 2, —x; S:H*S,) —x, —y, 2;
S, H) —y, —x, —2; S,H*S,H) —z, —y, —x;
B S, H?) —y, —2, x; S.H*S, HY) «, —y, —2;
H:S, HY —y, x, 2 S H*S, H®) 2, —y, «.

Queste 24 classi esauriscono il gruppo G: infatti

Si=S8,H*S,H* ; S,=S,H*S,H® ; S;=H*S,H*;

I' & quindi il gruppo totale delle traslazioni di G. Poiché nes-
suna delle operazioni antecedenti lascia fermo il contorno ele-

mentare, nel parallelepipedo fondamentale di I' entrano 24 ripe-
tizioni della porzione elementare di superficie.

23. Il quadrilatero (6) si pud orientare in modo che i suoi

+
lati abbiano per equazioni:
T

1)y=0,2=02)s=2 , y=2; 3) y=1, w=2+1; 4) 2=0 , 2=y
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I ribaltamenti corrispondenti sono:
S)w, —y, —2; 8y 4—&,2,¥; Sy 2-+1, 2—y,x—1;8) v, x, —=2.
Poniamo
H=88)y, —=x,2;

avremo le traslazioni:

T0=(Sgs4 Sl S4)2) x+2,y,2‘-2 N T1=Sl Tosl) .’L‘+2,y, z+2 H
T,=HT, " H Y z,¢y+2 -2 ; Ts=8,Ty"S;)a+2,y+2,2 ;
T,=Ti T TS HS, H 2+ 1, 9,2+ 15 Ty =S8, T S) 2 — 1y,2+1 5
T6 == HTSH_I) €, Z/—|'1, z+1 H T,=8, Ts Sz) z+4-1, Z/—{-l, <3

e quindi la traslazione generale:
T 2+m , y+n, 24+p ; m+n4p=0 (mod 2).

11 gruppo I' delle traslazioni T & eccezionale nel gruppo G:
il suo parallelepipedo fondamentale & lo stesso del caso antece-
dente. L’isomorfismo di G col gruppo dell'ottaedro & dato da
H*=1, (S; H¥=1. I movimenti di & si distribuiscono rispetto
a I nelle 24 classi:

/ 1) 2 9, 2; S,) —w, 2, ¥;
H) 4, ==, 2; S, H) —y, 2, —;
H?) —ax, —y, 2; S, HY) x, 2, —y ;
H) —y, 2, 2 ; S, HS) Y, 2, X;
HS2) 2, Y H? Sg) T, —2, Y;
HS. H) 2, y, —2; HS,H) y, —2, —a;
HS, Hz) 2y, —%, —yY; H®S, Hg) —x, —2, —Y;
HS, B 2, —y, ;3 H*S, H?) —y, —2, 2
H®S,) —2, —=x, ¥; S, H2S,) —=z, ¥y, —z;
H*S, H) —z, —y, —; S, S, H) —y, —x, —2;
l\ H®S, H.z) —2, 2, —y; S, S, HY) o, —y, —2;

| H*S, H®) —2, v, x; S H*S, HY y, z, —=.

R
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Queste 24 classi esauriscono il gruppo: infatti
Si=S,HS,H* , S;=HS,I® , S,=8S,H*S,H?;

I' & quindi il gruppo totale delle traslazioni di G. Poiché nes-
suna delle operazioni antecedenti lascia fermo il contorno elemen-
tare, nel parallelepipedo fondamentale di I' entrano 24 ripetizioni
della porzione elementare di superficie.

24. 11 quadrilatero (8) da luogo alla superficie coniugata nella
applicability di quella di Schwarz. Esso pud essere orientato in
modo che i suoi lati abbiano per equazioni:

Vy=0,z=2;2)y=0,2+2=2;3)x=0,y+2=2,4) x=0,y=2.
I ribaltamenti corrispondenti sono :
Sl)za —Y T 82)2—2’, —y,2—~’0 5 S3) —x,2—2,2—y; S4) -T2y .

Il quadrilatero ha i due piani di simmetria z=y,2=1 e
quindi 1’asse binario # =y ,2==1. Le simmetrie ed il ribalta-

mento corrispondenti sono:
y,z,2 5 S)x,y,2-—-2 ; S)y,r,2—z.

Quali operazioni fondamentali del gruppo possono riguarda;rsi
Sl y S5 , 21. Infatti

S4=2’15121 ; 82=S5S485 3 S3=S5SISE‘> 5 22=les-

Poniamo
H=25;8,8)y,2—2,2;

avremo le traslazioni:
Ti= HS)% z+2, y+2, 242 ; T,=(8,5:)°) 242, y—2,2—2;
T,=2%T. %) «—2, y+2, 2—2.
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e quindi la traslazione generale
T) z2+2m , y+2n ,242p ; m=n=p (mod 2).

Il gruppo I' delle traslazioni T & eccezionale in G: il suo
parallelepipedo fondamentale ha per base il quadrato di lato 4 e
per terzo spigolo la diagonale del cubo di lato 2. L'isomorfismo
di & col gruppo dell’ottaedro & dato da H*=1 , (HS)’=1.

I movimenti di G si distribuiscono rispetto a I' nelle 24 classi:

’1)1',3/,2; Sl)za_?/,x;A
/ Hy 2—z, z; SiH) 2, x—2, y;
H?) 2—=, 2—v, 2; S, HY 2, y—2, 2—ux;
H3) 2_‘!/7 x, 2 ;v Sl H3) 2, —&, 2_y;
H Sl) —Y, 2-—2, x5 V :['I2 Sl) 2—2, y—l—2, X 5
HS H) 2—2, 2—=z, y; H?*S, H) 2—2, —=x, y
" HS HY) y, —2, —a; HS, HY) 2—2, —y , 2—%;
HS HY) —=2, 2—2, 2—y; H*S, H?) —2, 2, —y;
H:S) y+2, 2, 2 S, H*S) =, 2—y, 2—2;
S, H) —=, 2, y; SIH*S H) y, 2, 2—2;
\ H:S, H?) —v, 2, 2—x; S H?S, H?) 2—«, ¢, 2—2;
VHS, B 2—2, 2, 2—y ; S HS, B —y, —2, —2.
Poiche

S, =HS,H , S;=8HSH

¢ in tal modo esaurito il gruppo dei movimenti. Le operazioni di
seconda specie si ottengono dalle antecedenti moltiplicando a si-
nistra per 2, , scambiando cioé la prima e la seconda coordinata.
Cosi & esaurito il gruppo totale della superficie coniugata a quella
di Schwarz: I' ne & il gruppo totale delle traslazioni ed & in
esso di indice 48. Poiché le operazioni 3, , S; lasciano fermo il

contorno elementare, nel parallelepipedo fondamentale di I' en-
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trano soltanto 12 ripetizioni della porzione elementare di super-
ficie (1).

25. Nel caso che il contorno sia formato da un piano e tre
rette, ci limitiamo a costruire i1 gruppo di due sole superficie, una
delle quali si riduce a quella di Gergonne, l'altra a quella di
Schwarz con opportuna determinazione delle costanti arbitrarie.

Il primo tipo & quello designato col n.° 1. Ksso & limitato dal
piano ¥y =0 e dalle rette

1) =0, 2=0 ; 2) y=a , 2=0 ; 3) z=b, y=z2-ta.
La simmetria ed i ribaltamenti corrispondenti sono
3z, —Y,2;
S)—x,y,—2; S)a,2a—y,—2; S)2b—z,24a,y—a.
Poniamo

S,=28, %2, -W+2a),—2; Sy=X8:2)2b-2,— (2+a), - (y+a);
H=8,8)x~-2b, 24+a,a~-y.

Avremo le traslazioni
T,=8,8) %, y+d4e ,2z ;3 T,=8T,8) 2, vy, z+4a ;
Ts=8,59,) v , y+2a , 242a ; T,=8H) x—4b, 9, 2;

e quindi la traslazione generale
T) a+4mb , y+2na , 24+2pa ; n=p (mod 2).

Il ’gruppo I' delle traslazioni T & eccezionale nel gruppo to-
tale G, poichd permutabile con £, S, , S, S;. Il parallelepipedo
fondamentale di " ha gli spigoli uguali a 4 bx, 2¢ (y-4-2), 2a (¥ — 2).
Poich¢ H'=1 , {8, H*==1, il gruppo G & isomorfo al gruppo

(1) Cf. Biancur. Lezioni di Geometria differenziale, pag. 389.
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ampliato del diedro per n=4. I movimenti di G si distribuiscono
rispetto a I' nelle 8 classi )

') zy,2; S1) —w, ¥y —2;

S H) x—20b, 2-+}-a, a—y: S\ H) 2b—x, 2ta, y-—a;
] 0 2, 2¢—y, —=2; S, HY) —x, 2a—v, 2;

< B x—2b, a—2z2, y—a S H?) 2b—x, a—2, a—y.

Le operazioni di seconda specie si distribuiscono in altre 8 classi,
che si deducono dalle antecedenti moltiplicando a sinistra per X,
cambiando cioé segno alla seconda coordinata. A causa delle equi-
valenze

S,=H*, S;=S,H , S,=8, H?,

& esaurito il gruppo. Nel parallelepipedo fondamentale di I' en-
trano quindi 16 ripetizioni della porzione elementare di superficie.
Considerando invece il parallelepipedo che ha i lati uguali a 46z,
4y ,4az, in esso (poiché non si tiene conto della T;) entrano
32 ripetizioni della porzione elementare di superficie.

Se si fa a=>5, si ha la superficie di Gergonne, limitata da
due diagonali inverse di due faccie parallele di un cubo e da due
altre faccie parallele. ,

Osserviamo di pid che fin qui abbiamo supposto che le co-
stanti @ e b fossero intiere, o, cid che fa lo stesso, che il loro rap-
porto fosse razionale; ma, come & chiaro dal gruppo costruito,

. b . .
anche nel caso che il rapporto o abbia un valore qualunque, si

ha una superficie minima periodica, limitata da due diagonali in-
verse delle due basi di un parallelepipedo rettangolo a base qua-
drata e da due altre faccie parallele (%).

(*) Cfr. DarBoux. Lecons sur la théorie genérale des surfaces. Vol. 10
pag. 487.
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26. L’altro tipo, che vogliamo studiare, & quello desig}lato col
n.° 18. Il contorno & formato dal piano w==y e dalle rette:

1) y=0 , =0 ; 2) v==2¢ , y=0 ; 3) y+2=2a, 2=b.
La simmetria ed i ribaltamenti corrispondenti sono:
yy,r,2;
Syx,—y,—=# ; S;)da—x,—y,2; S3)2a~y, 20— ,2b—2.
Poniamo:

Sy=X8,Y)—x,y,—2 ; S3=38:%) —w,da—y,2;
Se=29;8,8;)da—z ,y,4b—2 ; S;,=8:8,8;) x,4a—y,4b—2;
H=8,8;) 20—y , ¥—2a , @—2b.

Avremo le traslazioni:

Ty =8,5,8)w+4a ,y,2 ; T,=ST"'S)x, yt+da, 2;
Ty=T"S:8) x,y, 2-}-4b;

e quindi la traslazione generale :
T) x4-4ma , y+4ne , 24-4pbd

con m,ﬁ, p numeri intieri qualunque. Le traslazioni T formano
un gruppo I' eccezionale nel gruppo totale G: il suo parallelepi-
pedo fondamentale ha per lati 4ax , 4ay, 4b2. Poiche H'=1,
(S Hy*==1, il gruppo G & isomorfo al gruppo ampliato del diedro
per n=4. I movimenti di & si distribuiscono nelle 8 classi:

1) 2,9, 2; S) x, —y, —2;
H) 20—y, x—2a, #—2b; S,H) 2a—y, 2¢a—2, 2b—12;
H) —2, —y, 2; S HY) —a, y, —2 ;

( B y+2a, 2a—a, 2—2b; S, %) y+2a, 2—2q, 2b—2.

Le operazioni di seconda specie si ottengono subito dalle an-
tecedenti moltiplicando a sinistra per X, scambisndo cioé la prima

Ann. R. Sc. N, 4
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e la seconda coordinata. Il gruppo G & in tal modo esaurito, come
risulta dalle equivalenze:

S,=H?>; S,=S,H; 8,=8,H*; S;=H.

Gli assi del movimenti S;, S, Ss, S;, S5, S, nell’ ordine scritto,
limitano sulla superficie un esagono rettilineo gobbo, che si ot-
tiene da un parallelepipedo rettangolo a base quadrata soppri-
mendo 1 lati che concorrono in due vertici opposti. Se si fa a==b ,

~

questo parallelepipedo & un cubo e la superficie corrispondente &
quella di Schwarz. Infatti in tal caso per la simmetria & naturale
ammettere che esistano sulla superficie tutte tre le congiungenti
1 punti medii di due spigoli opposti dell’esagono: allora la por-
zione di superficie limitata dall’esagono si deduce da un contorno
di due rette perpendicolari e di un piano che le incontra sotto
angoli di 45° e 30°; quindi si ha la superficie di Schwarz (*). Ab-
biamo quindi: “ Sulla superficie di Schwarz si pud limitare un
“ esagono rettilineo,; che si ottiene da un cubo, sopprimendo gli spi-
“ goli che vanno a due vertici opposti ,.

. . b
Anche qui, come nel caso antecedente, il rapporto — pud avere un
a

valore qualunque: la superficie corrispondente, come & chiaro dal
gruppo, sara sempre periodica.

27. Nel caso, in cui il contorno & formato di due piani e due
rette, ci limiteremo a costruire i gruppi relativi a due tipi che
contengono come casi particolari le superficie di Schwarz e di
Neovius e le loro coniugate nell’applicabilita.

Uno di questi tipi & quello designato col n. 80: esso & limi-
tato dai piani r==z , x==y, e dalle rette 1) x=0a, 2=0; 2) r==0a,

y=a-4+0b.

() E. R. Neovius. Bestimmung zweier speciellen Minimalflichen. . . . . .
Helsingfors 1883, pag. 59 e seg.



Sopra un caso speciale del problema di Plateaw - 51
Le simmetrie ed i ribaltamenti corrispondenti sono:
)2y, L)y, x,2 5 S)2a—-wx,y,—2 ;3 Sy) 2e—x,2a+2b-y,2.
Poniamo:

S;=%,8,%) —2,y, 20—z ; S, =85z, 20—y, —2 ;
S;=2,8,2) 2, 2a+2b—y,2a — 2 ; Sg=2,8,%,) 20+2b - 2,20 - ¥,2;

U=L%)z,2,y.
Avremo le traslazioni:

T,=8,S; S3) r4+2a,y,2 ; T'1=21T121) T,Y, #12a ;
T, =T7'S:8) #,y+2b,2 ; T’2=22T222)w+2b’yqz;

e quindi se § & il m.c.d. di @ e b, le traslazioni:
8)at20,y,2; 0,=%,0,%)x, y+2§ 125 8;=2,0,Y)2,y,2+23
e quindi la traslazione generale

0) x--2md , y+2md , 242pd;

~con m,n,p numeri intieri qualunque.

11 gruppo T delle traslazioni ® & eccezionale nel gruppo G:
il suo parallelepipedo fondamentale & il cubo di lato 28. Poiche
Ul=1, (US)*==1, il gruppo G & isomorfo al gruppo del -te-

traedro ampliato mediante una simmetria. I movimenti di G si
distribuiscono rispetto a I' nelle 12 classi:

1) z,y,2; 0)2z2y; U)y, 2 2;

S) —a&, 9y, —2; S, U) —2, 2, —y; S, U%) —y, 2 —2;
US) —2, —2,y; US,U) —y, —2,2; US,U? —zx, —y, 2
U2S) y, —=, —2; U*S,U)w, —y, —2z; VS, VP 2, —x, —y.

Le operazioni di seconda specie si dividono in altre 12 classi,
che si deducono dalle antecedenti moltiplicando a sinistra per ¥,,
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scambiando cioé tra loro la prima e la seconda coordinata. Que-

ste 24 classi esauriscono il gruppo G: infatti

8;=US8,V*; £,=XT".

Nel parallelepipedo fondamentale di I' entrano 24 ripetizioni della
porzione elementare di superficie.

Prendendo del contorno elementare il simmetrico rispetto ad
uno dei due piani, e del contorno cosi ottenuto i due trasformati
mediante le operazioni U ed U?, si ha un dodecagono rettilineo
gobbo ad angoli retti, i cui lati sono paralleli agli assi coordi-
nati. Se si fa a==b, il contorno ammette 1’asse binario di sim-
metria x=a , y+#=2a : quindi si deduce dalla riunione di due
contorni formati da due rette inclinate di 45° e di un piano che
le taglia sotto angoli di 45° e 30°; si ha cioé la superficies del
Neovius (Y. In questo caso perd non si ha pitt sulla superficie
un dodecagono, bensi un esagono rettilineo, il quale si ottiene da
un cubo sopprimendo gli spigoli che concorrono in due vertici
opposti. Se si fa invece a==—=5, il contorno elementare ha il
piano di simmetria y==z e si deduce dalla riunione di due con--
torni formati di due piani inclinati di 60° e di una retta che li
incontra sotto angoli di 45° 45°; si ha cioé la superficie di
Schwarz (Y). Anche su questa non si ha pitt un dodecagono, sib-
bene un esagono; ritroviamo cosi un risultato gia ottenuto al nu-
mero antecedente.

28. L'altro tipo che vogliamo studiare & quello designato col
n.° 47. Esso corrisponde all’ antecedente nella relazione notata al
n.°16. B limitato dai piani #=0, y==0; e dalle rette 1) y==¢, x=a;
2) xt—a=2—0b, y=>.

(1) E. R. Nrovius. Bestimmung . . . . pag. 59 e seg.
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Le simmetrie ed i ribaltamenti corrispondenti sono:
L)—2,9,2 5 50—,z 8)2a—wx,2,y ; S))z+a—b, 20—y, x+b—a.
Poniamo:
Sy=2X,8,3) —z-+b—a, 20—y, —x-+b—a;
=38, 3) —(#+4-20), 2,
S5 = 3,8,3,) —(2+2a), —2, —y;
Se =13,8;3,) — 2-+b — a, — (y+2b), —x+b —a;
Sy = 3,8, %,) 2+a—b, —(y+2b), x+b—a ;
Ss = 2.8, %) 20—, —2, —y ;
Sy = 35) —%, —¥,2;
‘\ H =S8, v42a, 2, —V.
Avremo le traslazioni:
T, =8,8,) z+4a,y,2 ; Ti=8T.S) 2y, 2}+4a;
Tpe= 8.8, #, y+4b, 2 ;3 T,=38T:8) = vy, 2-{-4b;
e quindi, indicando con & il m. ¢.d. di @ e b, le traslazioni:
0) @, y, 2+43 ; O,= 8,0,8,) v+48,y,2 ; 0;=85,0,8)) 2, y+47, 2.
Abbiamo ancora 'altra traslazione:

Ty =TT T, 8 S, H2S) 2 —2a+2b , ¢ , 2

.

la quale, se a==b (mod 23), non ci da alcuna nuova traslazione,
in caso contrario ¢i da le traslazioni:

) x,y,24+23 5 0y) a4+28,y,2 ; O x,y+29, 2.
* Abbiamo dunque la traslazione generale:

0) xt+4ms , y+4nd , 2+2p3 se a==b (mod 29)
o) z+2md, y+2nd , 24+2pd se a=l=b (mod 29)

con m,n,p numeri intieri qualunque.
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In ambedue i casi il gruppo I' generato dalle traslazioni 8 (0®)

& eccezionale nel gruppo G. Poiché di pia Hi=1, (HS,’=1,

il’gruppo G & isomorfo al gruppo ampliato dell’ ottaedro.
Per avere sotto forma semplice le espressioni analitiche delle

24 classi nelle quali si distribuiscono rispetto a I' i movimenti

di &, conviene distinguere tre casi:

1.° Se oltre essere a==> (mod 23) & anche a=0>0 (mod 459),

allora @ — b & una traslazione del gruppo: quindi poiché non & di

certo a =0 (mod 23), le espressioni analitiche delle 24 classi sa-

ranno:
Dy, 2;
H) x+2 6’ 2, '—?/ H
Bz, —y, —2;

H® 2429, —2, 93

HS,) 2428, x,y+28;

HS,H) 25—y, z--29, 2428
\ HS,H?) 28—z, 2, 20—y ;
HS, 1) y-+25, 2+25, 28—z ;

HS,) 2-}-28, —x, 28—y ;
H*S,H) 20—y, 28—, 28—2;
H?*S,H?) 26—z, —a, y+28;

H*S, H®) y+-28,28—x, 2123

Se) 2 20—y, x5

S.H) —y, 20—z, 2428
S H?) —z, 91428, 2;

S, H?) y, 2428, @ 20

- H?Sy) 2, y-+28, —x;

H2S, H) —y, 6423, 20—a ;
H*S, H?) —»2, 26—y, —x;
H*S, H?) y, 28—z, 20—z ;

S H?S,) —x, —y, 2;

S H?S,H) 26—z, —2, —-y;
S, H*S,H?) —u, y, —2;

S, H*S, H?) 28—, 2, ¥ .

2.° Se &8 a=b (mod 23), ma non a==b (mod 49), allora a—b
non & una traslazione del gruppo; quindi le espressioni analiti-

che delle 24 classi sono:

4
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D, y,2;
H) x+287 2, Y5
Hg) z, —Y, —Z3

B®) 223, —2, Y5

HS,) 2, 429, y+29;
HS,H) —y, x, 2428,
HS,H?) —z, 2423, 26—y
HS,H?) ¢, z, 25—2;

H*S,) 2, 20—, 20—y
B*S,H) —y, —x,25—=2;
H*S,H?) —2, 28 —x,y-1-29;
B8 H?) y, —a, 2 428

Sy 2125, 20—y, 2128 ;
S.H) 20—y, 28—z,

S, H?) 20—z, y+28, -+ 29;
S, B®) y1-29, 2429, x ;

H*S,) 220, y+2 8, 28—z
H*S,H) 28—y, 2-+-28, —x;
H*S, H?) 2 8—r, 20-—y, 28—=x;
H*S, H?) y{-28, 26—2, —x;

S HS,) —a, —y, 2;

S, H*S; H) 28 —=a, —2, —y ;
S.H?S, H?) —=z, y, —2;

S H?S, H?) 26—, 2,9 .

3.° Senon & a==b (mod 23), allora 2¢, 2 b sono traslazioni

del gruppo, non ¢—b: quindi le espressioni analitiche delle 24

classi sono:

1y, 2;

H) 2, 2, —y;
B 2w, —y, —2;
)@, —2,¢;

HS,) 243, -+, 5
HS,H) 8—y, x93, 2;

\ HS,H?) 5—=z, 243, —y ;
HS, B y+4-8, 248, —2;

HS,) 248, 0—a, —y ;
H:S,H) §—vy, 0—zx, —2;
H*S, H?) 8—2, 80—z, v
S, B y-1-8, 0—=, 25

S.) 248, —y, +9;
S, H) 8—y, —2, w13 ;
S H?) 6—=z,y, 43 ;
S: HP) y+-8, 2, 243 ;

H?S,) 243, y, 6—u 3

H?S, H) 8—y, 2, 8—x ;
H*S, H?) 6—2, —y, 5—2;
H*S, H?) -3, —=2, 8—2

S, H*S,) —w, —y, 2;
S, H*S, H) —z, —2, —y;
S H*S, H?) —=2,y, —2;
S, H*S, H?) —x, 2,9 .

In ogni caso queste 24 classi esauriscono i movimenti di G.
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Infatti :
S,=S=8,H%S,H?; S,=H?*S,H?; S,==5;; S;=S,H*; S,H;S,=S,H*S,.

Le operazioni di seconda specie si ottengono dalle antecedenti
moltiplicando a sinistra per X, , cambiando cioé segno alla prima
coordinata. Nel parallelepipedo fondamentale di I', cioé nel cubo
di lato 4% nei primi due casi, in quello di lato 28 nel terzo, en-
trano 48 ripetizioni della porzione elementare di superficie. Sulla
superficie gli assi dei movimenti S,8,...S; limitano un ottagono
rettilineo gobbo con angoli di 90° e 60°. Nel caso a=b, il con-
torno elementare possiede il piano di simmetria x=y: si deduce
quindi dalla riunione di due contorni formati di due piani incli-
nati di 45° e di una retta che li incontra sotto angoli di 45° e 30°:
si ha quindi la superficie coniugata nell’ applicabilita di quella
del Neovius (!). Dunque in particolare:

“ Sulla superficie coniugata nell’ applicabilits di quella del
“ Neovius si pud limitare un ottagono rettilineo gobbo cop lati tutti
“ uguali, con angoli di 90° e 60°, con quattro piani ed un asse qua-
“ ternario di simmetria ,.

Se invece si fa a=—25b, il contorno elementare ha 1 asse
binario di simmetria # 4y =0, 2=-—a: si deduce quindi dalla
riunione di due contorni formati di due rette inclinate di 60° e
di un piano che lo incontra sotto angoli di 45° e 45°; si ha guindi
la superficie coniugata nell’ applicabilita di quella di Schwarz ().
Dunque in particolare: 4

“ Sulla superficie coniugate nell’ applicabilitc di quella di
¢ Schwarz, si pud limitare un ottagono rettilineo gobbo, con lati tutti
“ uguali, con angoli di 90° e 60°, con due piani e tre assi binarii
¢ di simmetrio 5.

29. Nel caso che il contorno sia formato di tre piani ed una

(*) E. R. Neovius. Bestimmung.... pag. 59. Per i due casi che si otten-
gono particolarizzando le costanti, cfr. i num. 27 e 16.
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retta, studieremo i tipi corrispondenti a quelli studiati nei n. 25
e 26 nella relazione accennata al n.° 16.

Il primo di questi tipi & designato col n.° 29. Il contorno &
formato nell’ordine in cui si succedono, dai piani:

1) y=2, 2) =0, 8) y=0 ; e dalla retta z=>b , e=c.
Le simmetrie ed il ribaltamento corrispondenti sono :

) @,2,y 3 Z) —x,y,2; X))@, —Y,2; S)2b—ax,y, 2c—=z.
Poniamo:

Sy = 218:3)) 20—, 2c—y, 2 5 S5==23,5,3,) —(@}+20),y, 2¢c—2;
M,=23) —x,2,y ; Mo=23,3) v,2, —y ; My

—§2Z3) —X, Y, 2.
Avremo le traslazioni:

Tl = 3183) x+4 b,y,z 5 Tg = SgM3) $+2b,y+2c,z H
Ty =X,T,X%) v+2b,y,242 ¢;

e quindi la traslazione generale:
T) x+2@m-+n+p)b . y-+2nc, 24 2pc;

con m,n ,p numeri intieri qualunque.

Il gruppo T' generato dalle traslazioni T & eccezionale in G;
il suo parallelepipedo fondamentale ha per ispigoli i segmenti

4bx , 2bx+4-2¢y , 2bx+2c2. Di pin, poiche Mi=1, (M, S,\’=1,

il gruppo G & isomorfo al gruppo ampliato del diedro per n==4.
I movimenti di G si distribuiscono rispetto a I' nelle 8 classi:
Da,y,z2; My)x,2, —y ; M) @, —y, —z; Mja, ;ziy;

Sl) —x,Y,—~2; SIM2) —,2,Y 5 SlMg) -, — Y,25 SlM:‘z) —%y—2, Y.
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Le operazioni di seconda specie si ottengono dalle antecedenti,
moltiplicandole a sinistra per ¥,, cambiando cioé segno alla prima
coordinata.

Queste 16 classi esauriscono il gruppo G. Infatti
Se=8, M} ; S;=8,; ,=8, M, ; M;=S,M;.

Nel parallelepipedo fondamentale di I' entrano dunque 16 ri-
petizioni della porzione elementare di superficie.

Se del contorno elementare si prende il simmetrico rispetto al
piano y=0, del contorno cosi ottenuto il simmetrico rispetto al
piano =0, si ha un contorno limitato da due piani ortogonali
y=2, Y+2=0 e da due rette uguali e parallele all’asse y. Que-
sto tipo & il coniugato di quello di Gergonne.

Se insieme con questo ultimo contorno si prendono gli altri
tre che gli sono adiacenti lungo l'asse x, si ottiene una super-
ficie minima limitata da due quadrati uguali coi lati paralleli ed
1 cul centri sono su una perpendicolare cowmune ai piani dei due
quadrati. '

30. L'altro tipo & quello designato al n.® 31. Il contorno &
formato dai piani:
1) y==¢ ; 2) =0 ; 3) y—0 e dalla retta x=b, y}+=z=c.
Le simmetrie ed il ribaltamento corrispondenti sono:
)@, 2y; X)) —2,Y,2; X x, —Y,2; S) 2b—x, c—2, c—y.
Poniamo:

S, =%,8,%8,) — (@+20),c—2,c—y ; S3=%8%) 20 —w,2—c,y+c;
M, =32%) -2y ; My=3,%) z,2,—y ; My=3,3) -, — 9,2

Avremo le traslazioni

T1=M§SIS3)x,y,z—26 H T2=S[T121)x,_7/—20’z;
Ty=8,8:) x+4b,4,2 ; T,=MS;) x~2b, y+tec,2—c;
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e quindi la traslazione generale:
T) a42mb , y+nec , z+pec ; m=n==p (mod 2).

11 gruppo I delle traslazioni T & eccezionale in G: il suo pa-
rallelepipedo fondamentale ha per base il quadrato di lato 2¢,
per terzo spigolo la diagonale di un parallelepipedo rettangolo;
la cui base & il quadrato dilato ¢, la cui altezza & 2b. Poiché

Mi=1, (M;S,)*==1, il gruppo G & isomorfo al gruppo am-

pliato del diedro per #=4. I movimenti di G si distribuiscono
rispetto a I nelle 8 classi:

1)90,?/,2; M?)m’z’—y; Mg)‘%"—.’/v_z; Mg)w,—z,?/;
S)—a,—2,~y; S\ My)—wx,y,—2; S M) —z,2,4; S\ M) -, —y,2.

Le operazioni di seconda specie si ottengono moltiplicando per
Y, , cambiando cioé segno alla prima coordinata. Queste 16 classi
esauriscono il gruppo G; infatti

S, =8, ; &=SM: ; M,=8SM: ; M,=S8M.

Nel parallelepipedo fondamentale di I' entrano quindi 16 ri-
petizioni della porzione elementare di superficie.

Se del contorno elementare si prende il simmetrico rispetto al
piano y==2, del contorno risultante il simmetrico rispetto al piano
=0 e insieme con quest’ultimo contorno si considerano i tre
che gli sono adiacenti lungo 1'asse @, si ha ancora una super-
ficie minima limitata da due quadrati che sono nella posizione del
caso antecedente: solo mentre in quello il lato dei due quadrati
e la distanza dei loro piani avevano un rapporto razionale, in
questo caso il rapporto & irrazionale della forma my/ 2 , essendo
m un numero razionale.

Se invece del contorno elementare si prende il simmetrico ri-
spetto al piano y==2, del contorno ottenuto il trasformato me-
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diante la S,, si ha un parallelepipedo rettangolo che ha per base
il quadrato di lato ¢ e 1'altezza 254, le cui faccie sono incontrate
ortogonalmente dalla superficie.

Facendo ¢=2b, questo parallelepipedo & un cubo e allora per
la simmetria ¢ naturale ammettere che la superficie possieda an-
cora i piani di simmetria x=2, =y . Allora i due piani orto-
gonali =2 , y=0, incontrano la retta y-+2z=2b , =b sotto
angoli di 45° e 80°: si ha cioé il contorno elementare della su-
perficie coniugata nell’applicabilita di quella di Schwarz. Quindi
in particolare:

¢ Sulla superficie coniugate nell’ applicabilitc di quella di
“ Schwarz, si pud limitare un esagono di archi geodetici piani, 1
“ cui piani sono le faccie di un cubo ,.

Notiamo finalmente che in questo caso, come nell'antecedente,
. b .
il rapporto — pud avere un valore qualunque, razionale o no,
¢

senza che percid il gruppo cessi di essere discontinuo: i due casi
danno allora luogo allo stesso tipo discontinuo appartenente alla
simmetria del diedro.

31. Nell'ultimo caso, in cui il contorno & formato di quattro
piani, discuteremo tutti i tipi ottenuti. E evidente che le tre su-
perficie minime corrispondenti ad uno stesso tetraedro hanno lo
stesso gruppo, che & quello generato dalle simmetrie rispetto alle
faccie del tetraedro e dai movimenti che riportano il tetraedro in
s& medesimo. Riguardo alle simmetrie che trasformano in sé stesso
il tetraedro, esse appartengono alla superficie minima che ne in-
contra le faccie in un ordine che non viene alterato dalla sim-
metria considerata: le altre due superficie, come gia fu osservato,
sono identiche.

Veniamo, ¢id posto, alla costruzione di questi gruppi.

Il tetraedro (@) & limitato dai piani:

De=0 ; 2)aty=0 ; 3) y=z;}—1 i 4) x=y.
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Indicando con a; 1'angolo dei due piani i, %, gli angoli delle
sue faccie sono:

T

T ™ T
0(12=§ H a13=z HE-

;“23=§ H 0‘24=§ ; Oy =

T
3

]

Ad esso corrisponde la sola superficie (2), la quale ne incontra
le faccie nell’ ordine 1324. Le simmetrie corrispondenti alle sin-
gole faccie sono :

2l) 2, j% -2, 22) —Y, —%, 23 2‘3) &z, z+1$ y’_l H 24) Yy Xy 2.
Poniamo:

Sie=X:%p) — Yy— %, —2; =5 82,2+ 1, 1 —y; Sy = LX)y, — 2;
S =EeXg) — (2+1), — 2,y — 15 8oy = 5,8)) — @, — 9,25 Sau=ZZ)y,2+ 12— 1.

Avremo le traslazioni:

T, = (8158:0) ) x, y+2,242 Ty =2X,T,\%) 2 +2,9,2+2 ;
3=23T223) x+2, y+2,z;

e quindi la traslazione generale:

T) 24+2m , y+2n , 24+2p ; m+n-+ p=0 (mod 2).

Il gruppo T' generato dalle traslazioni T & eccezionale in G:
il suo parallelepipedo fondamentale ha per ispigoli le diagonali
di tre faccie concorrenti in uno stesso vertice del cubo di lato 2.
Poiche S, =1, 84, =1, (S, Su’=1, il gruppo G & isomorfo al
gruppo ampliato dell’ ottaedro. I movimenti di G si distribuiscono
rispetto a I' nelle 24 classi:
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Dy, 2;

Sp) 2,2+, 1-y;
S%S) 50,2—%—2;
S, 1—2,4y—1;

SisSw) ¥y, 1—-2,1-x;
S158148) 2+1, 9, 1~
S1581S%h) 2y, 1+2, 1 —x;
$138uSh) 1-2,2 -y, 1 —x;

S8 ¥, 142, 2 -1
8%8uSs) 2+1,2~y,2—1;
ShSuSh) 2—y, 1 -2, 2—1;
StSuSh) 1-2,y,2—-1;

O. Niccoletts

Su) ¥y @, — 235

SuSs) 2+1,z,y—1;
8.8h) 2-y, 2, 2;
BuSh) 1—2z,2,1-y;

S?ssu) ¥, 2-x,2;

D% 8,48, 2+1,2—2,1~y;
S%asmsf:s) -Y —% —2;
S?;;S“S?g) 1_2, 2-—x,y—-—l N

SuShSwW2—w,y,—2;
SuShES8uSE) 2~ 2+1,y—1;
814858, 8%) — 2, — ¥, 2;
S19%8,,8%) 2—2, 1 -2, 1 —y.

Queste 24 classi esauriscono il gruppo dei moviménti. Infatti
S;=S%:8.5% ; Sx=S%S.S% ; 8,==S,5L5,5% ; S,=8%L8..

Le operazioni di seconda specie di G si ottengono dalle an-
tecedenti moltiplicandole a sinistra per ¥,, cambiando cio& segno
alla terza coordinata. Nel parallelepipedo fondamentale di I' en-
trano 48 ripetizioni della porzione elementare di superficie.

32. 11 tetraedro (b) & limitato dai piani:

1) #=0 ; 2) y=0 ; 38) a=z ; 4) y=2—2.

Gli angoli diedri delle sue faccie sono:

T Kl
a1z=§ ’ 0(13=Z y Oy ==

T T T
) dza—-'g ) °‘24=—Z ) au—g-

SE)

Esso possiede 1'asse binario di simmetria - y=0 , z=1.
Questo asse esisterd dunque sulle superficie (3) e (4), che incon-



Sopra un caso speciale del problema di Plateau 63

trano le faccie del tetraedro nell’ ordine 1234, 1842 : invece la (5),
che incontra le faccie del tetraedro nell’ ordine 1324, non lo con-
tiene, ma lo ha come asse binario di simmetria: queste tre su-
perficie hanno dunque lo stesso gruppo. Notiamo che le superfi-
cie (3) e (4) sono le coniugate nell’applicabilita di quelle di
Schwarz e di Neovius.

Le simmetrie rispetto alle faccie del tetraedro sono:

) —x,y,2; Zw,—y,2; )2y, x; D) w,2—2,y+2.
11 ribaltamento attorno all’asse di simmetria é:
M —y, —x, 2—z.
Poniamo :
Sie= XX —x, — Y2 Sis=X,5) — 225 Sy= 2124) —x22— 2,94 2;
Sos = E:X5)2, — 4,0 5 Spu=2Z)®,2 —2,y+2 5 Sgy=EE)y+2,2 — 2ye.
Avremo le traslazioni:

T, = 85S%Sw) 2,2+ 4 5 Ty = LT, Eg)w+ 4,23 Ty= 5 T.E)xy+4,2,
Ty=MS;s8,,5%) 2 +2,y+2,2+2;

e quindi la traslazione generale:
T) e4+2m , y+2n , 242p ; m=n==p (mod 2) .

11 gruppo T delle traslazioni T & eccezionale in G. Il suo pa-
rallelepipedo fondamentale ha per base il quadrato di lato 4, per
terzo spigolo la diagonale del cubo di lato 2. Poiche Si=1,
S, =1, (SuSw’=1, il gruppo G & isomorfo al gruppo ampliato
dell’ottaedro. I movimenti di G si distribuiscono rispetto a I' nelle
24 classi:
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| Dz y,2; S 2—=,2,¥;
Si) —2, Y, T; : SuSik) 2+2,2,¥;
Sh) —, ¥y, —2; SuSh) 242, —2, ¥
S 2y, —a; S1uS%) 2—2, —z, ¥ ;
S1381) =¥, 2, 2—a; S% 8., v—2, 2, —y;
S138Sk) —y, x,2+2; S%SuSk) 2—2, 2, —¥;
S1s8uS%) —y, —2, v+2; S%8.8%) 2 —x, —2, —¥ ;
S35 8%) —y, —x, 2—2; 8%5S8.,SY) 2—2, —w, —y;
S8 ¥, 2, —2 5 814858y —2, —y, 2
S% 8148y ¥, z, 2—2 5 S148%81,8k) 2, —y, % ;
2,8, 8%) ¥, —2, 2—x; S1uS%S,8%) », —y, —=;
S%8148%) ¥y, —x, 2—2; 814 855,,8%) —2, —y, —2.

1l tal modo & esaurito il gruppo dei movimenti di G: infatti
S1:=S4 %51 ; S=81:5%5181 ; S,=SuSk ; Sp=5%8y .

Le operazioni di seconda specie si ottengono dalle antecedenti
moltiplicandole a sinistra per ¥, , cambiando c¢ioé segno alla prima
coordinata. Poiche il ribaltamento M lascia fermo il contorno ele-
mentare, nel parallelepipedo fondamentale di I' entrano 24 ripe-
tizioni della porzione elementare di superficie.

33. 11 tetraedro (c) & limitato dai piani:
1) r=y; 2)zr==z; 8) x+2=2; 4) y-}2=0.
Gli angoli diedri delle sue faccie sono:

™
K == 5 , O3 ==

3

T T ™
Oy == — Olog == — Oloy == — Olay ==
, 2 ] 2 L) 24 3 ) 34

w3

T
5
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Esso da luogo alla superficie di Schwarz, che ne incontra le fac-
cie nell’ordine scritto. Il tetraedro ammette i tre assi binari di
simmetria:

3) e—y=1, = 1—

1) y=0 , e=1 ; 2) yto=1 , o= 5

DOJ

1 primi due tra essi sono contenuti sulla superficie.
Le simmetrie rispetto alle faccie del tetraedro sono:

Lyv,x,2; 5)2,y,0; %) 2—2,y,2—2; %) —y,—x,2.
I ribaltamenti attorno agli assi di simmetria sono:

M)z, —y,2—2; M) 1—2,1—-2,1—y; M) 1—a, 2—1, y-}1.
Essi formano un Vierergruppe. Poniamo:

Se=2x%) y,2,2 ; S=2X,)y,2—2,2—x ; S, =XL)—=2,—y,2
Spr==X,5)2 —,,2—2;8,=2,5,)2,— ', — yy; Sg==23%,)2 —2,—x,y+2;

H=85;M,) 1—2z, y+1,2+1.

Avremo le traslazioni:

T =88:M,)x—2,9,2 ; T,=X,T X))z, y—2,2 ; Te==2T,)x,y,2 —2;
e quindi la traslazione generale :

T «+2m , y+2n , =242p,

con m, 1, p numeri intieri qualunque. Il gruppo I' delle traslazioni
T & eccezionale in G: il suo parallelepipedo fondamentale & il
cubo di lato 2. Poiché H*=1, (HM,P==8%==1, il gruppo G

& isomorfo al gruppo ampliato dell’ ottaedro. I movimenti di G si
distribuiscono nelle 24 classi:

Ann. B. Sc. N.
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Da,y,2;

H) 11—z, y+1,2+1:
H) —2,y, —z;

H) 142,541, 1—a;

HMz) Y, —2, —;

HM.H) y+41, 1—2, e—1;
HM.H?) y, 2, & ;

HM,B®) y+4-1, 2— 1, 1 —2;

B Ms,) —Y, —2,%;

H*M,H) 1-—y, 1—x, 1 —2;
H3M2H2) —1Y, 2, et
H*M,H?) 1—y, a—1, 1 -2;

M) 1l—z,1—z2,1—y;
M.H) 2, —x, —¥;

M H})i14-w, 142, 1—Y;
MJH?) — 2, @, -~y ;

H*M,) —1, 1—-2, y—1;
H*M,H) —2, —x, y;
H*M,H? 1—2, 14-2, y—1;
H*M,H? 2, 2,9 ;

M, B*M,) —x, —y, 2

M, H*M,H) 2—1,1—y, x+1;
M, H*M,H?) », —y, —2;

M, H?M,H* 1—2, 1—y, 1—;

In tal modo & esaurito il gruppo dei movimenti di G: infatti

Sip=HM,H" ; S,=HM, ; S, =M, H*M, ; Sp=H*?; S,=M,H ;
Se=H*M,H ; M,=M,H*M,H* ; M=H*M,H"*.

Le operazioni di seconda specie si ottengono dalle antecedenti
moltiplicandole a sinistra per 2,, scambiando cioé la prima colla
seconda coordinata. Poiche il Vierergruppe 1, M, , M,, M, lascia
fermo il contorno elementare, nel parallelepipedo fondamentale di
T' entrano soltanto 12 ripetizioni della porzione elementare di su-
perficie. Ritroviamo cosi, come era naturale, tutte le proprieta gia
ottenute per la superficie di Schwarz.

34. L’ultimo tetraedro (d) & limitato dai piani :
1) y=0 ; 2) x=2¢ ; 8) y=2¢ ; 4) xty=1.

Gli angoli diedri delle sue faccie sono:

T T T T T ™

0‘12=§ ’ 0‘1321 ’ 0‘1421 ) %3——”3‘ s “24=§ ’ a34=§.

Esso da luogo ad una sola superficie minima, che ne incontra
le faccie nell’ ordine scritto.
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Le simmetrie corrispondenti alle faccie del tetraedro sono:
Ly, —y,e; %)z, y,z; )22y ; 5 l-—y,l—z, 2.
Poniamo :
Si=LX)2, ~yw; S5=35)z, —2,y i Su=XE)1 —yxz—1,2;
S =%X)1,2,0 ; Syu=%3)21-21-vy ; S;=%3)1 —-y,2,1 -2
Avremo le traslazioni:
T =SS x+1,y+1,2 3 Te=2T 3)r,y+1,2+1 ;
Ty=2T Z)a+1 , y,2+1;
e quindi la traslazione generale :
T) x4+m , y+n , z+p ; m+n+p=0 (mod 2).

Tl gruppo I' delle traslazioni T & eccezionale in G: il suo pa-
rallelepipedo fondamentale ha per ispigoli le diagonali di tre faccie
del cubo di lato 1 concorrenti in uno stesso vertice.

Poiche Sist=1, S,2=1, (S;s S;x)*=1, il gruppo G & isomorfo

al gruppo ampliato dell’ottaedro. I movimenti di G si distribui-
scono nelle 24 classi:

1) zy,2; Sz, —y, 2

S.e)x, —2,9; S8 ¥, 2, 25

Sh) , —y, —-2; B128%) —oy 9, 23

Sh) @, 2, -~y 3 . S128%) —y, —#, 75
S1381) 2, — &, —y 3 8%3812) %Y, —T;
S1381281) ¥, —2, 23 81:81285) v, -—2, —@;
S1381:8%) —=2, —2, ¥ 5 315812 8%) —2, —y, —%;
81381 8%) —y, —x —2; Sh 81 8%) —y, 2, —;
S Se) e, 95 8128% 81) —x, —y, 2;
8% 8128) , @, —2 3 51295812 81) —2, 2,5
S%81.5%) —2 2, —v; 8128581 8%) —, y, —2;

S%:81.8%) —y, x, 25 S128%58,e8%) —z, —2, —¥ .
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In tal modo & esaurito il gruppo dei movimenti di G. Infatti
8,=5% S 8?3.3 Be=51285 ; Su=81381 ; 8=5%5,5% .

Le operazioni di seconda specie si ottengono dalle antecedenti
moltiplicando a sinistra per 3,, cambiando ciod segno alla se-
conda coordinata. Poiché nessuna delle operazioni o di prima o
di seconda specie lascia fermo il contorno elementare, nel paralle-

lepipedo fondamentale di I' entrano 48 ripetizioni della porzione
elementare di superficie.



CONCLUSIONE

85. Riassumendo, dunque abbiamo:

1.° Esistono infiniti contorni di Schwarz di quattro elementi,
che danno luogo ad un gruppo discontinuo di operazioni e quindi
ad una superficie minima periodica della simmetria dell’ ottaedro.
Questi infiniti contorni si distribuiscono in un numero finito di tipi,
i quali si corrispondono a due a due nella relazione notata al
n.° 16. .

2.° Esistono 6 superficie minime periodiche limitate da un qua-
drilatero gobbo: esse appartengono alla simmetria dell’ ottaedro.

3.° Esistono 6 superficie minime periodiche che incontrano or-
togonalmente le faccie di un tetraedro: esse appartengono alla
simmetria dell’ ottaedro e sono le coniugate delle antecedenti.

4.° Qualunque superficie minima periodica, limitata da un con-
torno di Schwarz, e la cul porzione elementare non ha settori in-
. finiti, ha una tripla periodicita.



NOTA AL N. 16

————

Volendo trovare degli esempi di superficie minime periodiche,
le cui coniugate nell’applicability non lo siano, ci si offre subito
il caso, in cui il contorno della superficie sia formato da rette, ed
il gruppo corrispondente sia quel gruppo speciale osservato dallo
Schénflies, che si distingue in modo assoluto da tutti gli altri
gruppi discontinui di movimenti.

Si pud ottenere un tal gruppo, partendo da due diversi con-
torni elementari: 1

1.° il contorno & formato di due rette sghembe; il cui angolo
& in rapporto irrazionale con .

2.° il contorno & formato da due tali rette e dalla loro minima
distanza.

Due tali contorni possono effettivamente dar luogo al caso di
eccezione accennato: infatti il contorno elementare delle super-
ficie coniugate nell’applicabilitd & formato o di due piani facenti
un angolo irrazionale con m, o di due tali piani insieme con un
terzo ortogonale; il gruppo generato & quindi un gruppo impro-
priamente discontinuo.

Ho discusso analiticamente questi due casi: il primo non porta
nulla di singolare; il secondo da veramente un caso di eccezione.

Cominciando dal primo caso, sia aw I'angolo delle due rette
(doveYo & un numero irrazionale), t la variabile complessa della
sfera (o del piano equatoriale), s quella delle linee di curvatura,
t quella di un semipiano ausiliario ().

() Of. Biancmi. Lezioni di Geometria differenziale. Cap. XIV, XV.
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L’ immagine sferica del contorno elementare & un fuso sferico
di ampiezza o=, che viene rappresentato conformemente sul semi-
piano ¢ colla formula:

) t=ct

dove ¢ & una costante che si pud supporre reale e positiva.
L’immagine nel piano s pud avere due forme diverse:
1.° se le due rette appartengono alio stesso sistema di asin-
‘totiche, 1'immagine del contorno elementare sul piano s & for-
mata da due rette parallele ad una delle bisettrici degli assi coor-
dinati: la rappresentazione sul semipiano positivo ¢ & data da:

(2) o=k ilogt ; (\/_z=\17i2—:2)

dove k& & una costante reale.

Dalle (1) e (2) si deduce per la forma della funzione di Weier-
strass:

(3) FO—3(5) =i 3

T

dove C & una costante reale. La superficie corrispondente & 1'eli-
coide.

2.° se le due rette non appartengono allo stesso sistema di asin-
totiche, 1’ immagine nel piano s & data da un angolo retto col
lati paralleli alle bisettrici degli assi coordinati; la rappresenta-
zione sul semipiano ¢ & data da:

(2% o =rk\it?

essendo k reale: la funzione di Weierstrass corrispondente & :

1

——2
(4) F()y=14Cr*
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essendo C reale. Prendendo C=1, si ha la superficie data dalle

formule (%):
1
$=Ri/(l—12)t“ dr

(5) y=~—R/(l+r2)t“ dr

“ 1__1
z=R2i/r“ drt

ossia, ponendo t=p e'?:

[ L L
[ e & Pl —a a5 ‘ o
r=L g e seh T, ¢ + o1 e sen
1
——1 1—a o ~+1 14a
59 y=-2_ p@ .
(5%) ( y 1° cos —— ¢ by cos v
i
Vo o ¢
\\z = —2a p sen
e quindi

per p==0 , x=0, 2=0;

per p==om , % cos an-}¥ sen an=0 , 2=0;

la superficie contiene ciod due rette, che fanno un angolo o, ma
che s’incontrano nell’ origine: questo caso va dunque escluso, poi-
ché non corrisponde alla nostra ipotesi.

Il 1.° contorno porta dunque soltanto all’ elicoide, che, come la
sua coniugata, il catenoide, & a gruppo continuo, contrariamente
a quel che si voleva.

(!) Col simbolo R® indichiamo la parte reale della quantita complessa ©.
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Osserviamo incidentalmente che la superficie definita dalle for-
mule (5%) non c¢i da neppure essa un esempio di quelli cercati:
infatti dalla forma della funzione di Weierstrass ad essa relativa,
si deduce che & identica colla sua associata: le due superficie hanno
dunque in particolare lo stesso gruppo.

Veniamo alla discussione del secondo caso.

L’ immagine sferica della porzione elementare & formata da un
. . . T m . .
triangolo sferico con angoli o, 91510 sul piano equatoriale

da un triangolo con due lati rettilinei racchiudenti un angolo a=
ed un terzo circolare (equatore) ortogonale ad essi. Facendo corri-

spondere ai suoi vertici 1=0, =1, t= ew", i punti {= oo,
t=0, t=1 dell'asse reale del semipiano ¢, la formula che da la
rappresentazione del triangolo sferico sul semipiano ¢ &:

i 2
1 (1——1:“)

(6) t=—31 1 O

o
T

1
prendendo come determinazione della potenza t* quella che per
t=1 sl riduce ad 1.
1’immagine 3 sul piano o delle linee di curvatura pud avere
le due forme diverse:

1= 2.

-

\|s

N

N\
/

NP AN

essendo le rette parallele alle bisettrici degli assi coordinati.
o 1

(1) Alla formula (6) si arriva coi passaggi seguenti: z,= e ; Bg=—= 11?

)

™

%3

—_ .2 —
=12, ; t= .
3 2 23 1
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La formula di Schwarz e Christoffel, che ci di la rappresen-
tazione dell’area 3 sul semipiano ¢ &:

nel 1° caso:

© 5=H\/fw t—l)

nel 2° caso:

e t
7% c=HV 1 —dt (
(7%) % j) Vi1 /

quindi la funzione di Weierstrass corrispondente al 1° caso é:

-

H reale

. C
8) Fir)y=1 =
nel 2° caso:
( 1 >4 C reale
(8%) F()=iC __1:_”2_
T

La (8) conduce all’elicoide; la (8*) alla superficie definita dalle
formule (facendo C=1):
(o),
2

= Ri[|a—u
_{_H
1\4
(1)
(9) Y= -R | Q47) —7F—ds
2+
T

' (1-—1:
s =
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cioe, eseguendo le integrazioni e ponendo t=p e’

1+§_p—(1+a2—)§_

x =+1_}1—gsen<1+§>tp ip

o

R T

1
14—
1 1
- —(1-1
— lsen<1—-1—>'p§p * —p ( “) +
11 o
oL
-2 2
2 -2 (-2
-+ : sen(l—"‘?gp = ( “)t
1-2
2 2
2 I —\ I+~
y = 2cos<1+—>@g() “ —p ( 4)2"'
| 1+ =
(9*) i 1 1
4 1 L+ =+ —1
+ 1cos<1+;><P3P —p ( )z—ﬁcosrp p—p %—{—
1—{—g !
i 1
1 =% —(1-3)
+1_1008<1~g>@39 —p §+
a.
2 2
"'1_%0"5(1“2)“"5" e )é-
o
. L 2
2 =—asen7§o{pa+p * $+
L 1
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Le formule per la coniugata nell’applicabilith sono invece:

2 (142
f z“ffi“%(l-‘r%)soipih b U
COS( +—> 1 1+— s );—600830 oto
\+1 lcos<1~—>@g i_i—_;_ p—[i_é] }_
o
gcos(l-——> % _§+ p—(l—f_] }
”
(10) ! =“1+§Sen<l+§>cp gp“ra— + p_[i+§] %+
e el T e

1
! ! I ()
+ 1sen<1"g>@ip Fo %“
1—=
o
} 9 .
L 2 -3 =03
_1~?_sen<1—;>(? zp +p l
o
00 ( = -2
C =UCOS%%9“__(J o }-—“
1t

1:—}_
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Ponendo poi:

11 X -+ 1, 1l t—n Tty — 1

=1—{—rr0’ T il 7T 417
dalle (9), (10), (11) risulta:
per ¢=0, 2=0,2=0;m1=0,Y=0;

per p=am, 2Zcosam-+ysenan=0,2=—-12an;

Esenoan+ncosar=0 , Xsenar+Ycosoan=0;
per p=1, w:O,y:O;C:_O,Z:O_

La superficie (9%) contiene dunque le tre rette volute: la (10)
ha i 3 piani di simmetria:

n=0, ésenan + 7 cosan=0, {=0;

i primi due dei quali formano un angolo a=, il terzo & ortogo-
nale ad essi.

Ne segue che, mentre il gruppo della (9*) & propriamente discon-
tinuo, quello della (10) & invece impropriamente discontinuo; la
superficie (9*) ci da dunque effettivamente un esempio di una su-
perficie minima periodica, la cui coniugata nell’applicabilita non
lo &: valgono perd sempre in generale le considerazioni del n.° 16:
basta infatti osservare che il gruppo della (9%) gode di proprieta
affatto particolari tra igruppi di movimenti propriamente discon-
tinui.

Non mi & riuscito trovare altri esempi di superficie minime
che soddisfino alla stessa condizione.

FINE.



