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CORNELIA FABRI

————rep————

SULLA

TEORICA DEI MOTI VORTIGOSI

FLUIDI INCOMPRESSIBILI







Nello studiare la dinamica dei fluidi perfetti, Helm-
holtz (*) ha decomposto il movimento di ogni particella fluida
in tre movimenti elementari ciog, in una traslazione, in una
rotazione ed in un movimento detto, da Thomson e Tait,
pura deformazione che ¢& il risultato di tre dilatazioni o
contrazioni subite dalla particella nella direzione degli assi
principali di una superficie di secondo grado. Le tre com-
ponenti di questo ultimo movimento, come & noto, sono date
dalle derivate parziali rispetto ad « y z di una funzione
omogenea di secondo grado. Helmholtz giunge a questa de-
composizione studiando i soli termini di primo grado nello
sviluppo in serie di Taylor delle componenti « , v , w della
velocita, considerate quali funzioni delle coordinate.

Rowland, nell’American Journal of Mathematics del
Settembre 1880, pubblicava una interessante memoria nella
quale si occupava di certi movimenti che provengono da
alcune parti dei termini di grado superiore al primo che
appariscono nello sviluppo anzidetto; perd Rowland non con-

(*) Wissenschaftliche Abhandlungen, Hydrodynamik.
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sidera tutti i termini di un dato grado e poco si occupa di
ricercare il significato cinematico dei moti che prende a
studiare.

Ricerche pit complete, limitatamente ai termini di 2.°
grado, sono state fatte dal Boggio-Lera e pubblicate in
questi anvali nel 1887. Egli, in fatto, ha considerato tutti
i termini di secondo grado ed & giunto a decomporre il
moto di una particella fluida in sei movimenti, tre dei
quali, dovuti ai termini di primo grado, sono quelli mede-
simi indicati dall’ Helmholtz . Gli altri tre movimenti, che
provengono dai termini di- secondo grado, sono stati dallo
stesso Boggio-Lera denominati flessione , torsione e defor-
mazione di secondo grado con potenziale. Il primo di questi.
movimenti, che corrisponde a quello che Rowland chiama
vortices of the vortices ha una stretta relazione colla ro-
tazione di Helmholtz, perché i parametri che individuano
la flessione sono composti con quelli relativi alla rotazione
come questi sono formati dalle componenti della velocita.
Ma i woti di flessione sono assai diversi da quelli di rota-
zione, perchd mentre nei moti rotatorii i punti si muovono
in piani normali all’asse di rotazione, nelle flessioni invece
si muovono in piani che passano per una retta, detta asse
di flessione. I1 secondo movimento & il risultato di tre tor-
sioni intorno a rette ortogonali passanti per I’origine delle
coordinate e finalmente le componenti del terzo movimento
sono le derivate rispetto a @, ¥, # di una funzione omo-
genea di terzo grado.

In questo breve ed incompleto lavoro ho avuto in
animo di estendere o proseguire alcune delle indicate ri-
cerche di Helmholtz, Rowland e Boggio-Lera, rivolgendo
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lo studio ad un numero qualunque 7 di termini nello
accennato sviluppo in serie di Taylor delle componenti
della velocitd. Ho cominciato collo studiare le deformazioni
che riceve un mezzo continuo,- quando ai suoi punti si
attribuiscono degli spostamenti le di cui componenti sono
funzioni omogenee di qualunque grado m delle coordinate,
decomponendo questo spostamento in tre parti, una delle
quali rappresenti un moto di Rowland e le altre due
parti siano tali che, quando m==1, rappresentino una tra-
slazione ed una pura deformazione, e quando m=2 ren-
dino la mia decomposizione coincidente con quella fatta
dal Boggio-Lera. In questa guisa mi & riuscito facile tro-
vare il significato cinematico dei moti di Rowland, il qual
significato & forse pit semplice di quello che a prima vista
pud credersi . Dipoi ho adoperato questa decomposizione
per studiare il movimento di una particella fluida, decompo-
nendo ogni termine dello sviluppo in serie di Taylor delle
componenti della velocitda nel modo precedentemente indi-
cato ciog, in un movimento di Rowland, in altro movimento
che ammette potenziale ed in un terzo movimento non rap-
presentabile con vettori; cosi ho decomposto il moto della
particella fluida in 3 m moti, vale a dire, in una trasla-
zione, in m movimenti che hanno per componenti le deri-
vate rispetto ad « , v , z di funzioni omogenee di 2°, 3°
(m—1 )*™ grado rispettivamente, in m—1 movimenti di
natura assai complicata non rappresentabili con vettori e
finalmente in altri » moti che in sostanza sono quelli stessi
studiati dal Rowland, e che hanno, come dimostrerd in se-
guito, stretta analogia, o colle rotazioni di Helmholtz, o colle
flessioni del Boggio-Lera, secondo che le loro componenti
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provengono da termini di grado dispari o di grado pari.
Ma, innanzi di esporre dettagliatamente i risultati del

mio studio, sento il dovere di porgere i pitt vivi ringrazia-

menti al chiarissimo Prof. Vito Volterra che mi ha indiriz-

zato in queste ricerche ed ha avuto la bontd di rivedere
tutti i miei calcoli.

§ L

Siano dx , dy , 0z le componenti di uno spostamento
attribuito ai punti di un mezzo continuo; se si suppongono
funzioni omogenee di grado m delle coordinate, sara

m !
— - r 8 ot
600-—-27'18!“U,«,,,tx ys 2

m !
87 —‘——Emvr,s’twryszt

m!
32-—-—'-.2————“—r - W,,s,toﬂ"ysz‘

e Y, rappresenterd una somma estesa a tutte le possibili
combinazioni di valori interi e positivi di », s, ¢ pei quali
¢ r 4+ s -4 t =m, non escluso che alcune delle » , s, ¢
siano zero .

Primieramente si supponga m dispari della forma
2 n+1, e posto per brevita
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2h+2k4+2t=2n

n! 2n1 2k 2¢!
(ZnF1)l " TRU " kU gL T ket

2h12k12¢!
(B agD)1 = Mkt

n!
Wl kg Pkt

Sen-k-ten k-t (mdl —20) =
=——Esh.k.t{lh.k-t(m-+l—2k)=
=25h’k' t{lh.k.t(1’n+1—2t)==a2”+l

si decompongano i coefficientt Up.y.¢. V.. ¢ Wyogoy
in tre parti nel modo seguente.
// Ungo = Hyniz 00

U2h+1-2k'2t == th+g'2k'2l + )~h'k't (2 k+l) Azh"'l LY

(Rr4-1)(Rk+1)
2t

Uz hy gkt cet-1 ""':Hz htg *2 kt1 *2 -1 )'h’k'tA2h+‘-2k+i.2 t—1

| U2h‘2k+1 ot =

:(_l)”r2 nty (2’6+ l)eh'k't_l_Hﬁh"‘l cg l+y '2t+(2k+1))‘h'k'tA2h'2k+1 ot

Uz hegkeatyy =

=(—1>"+ 1927“,1 (21+1>5h-k't+H2 htyrakeg t+1+(2t+1))h'k'tA2h‘2k'zt+1



T\ T T

T

Vomeg == Hyana oo
V:h'z"*‘l 2 = Hs’l'e"*e at T+ REAH1) Myt B2h'2k+1 ot
@e+1)2k+1)

V2 h—1 *ak+y 2l t=Hz h-1gktg g l+y + W—}'h’k'tB2 h—y°2 k+1 2 ¥
V2h'2k‘2t+l =
==-=(~l)"p2 n+1(2t+l)gh'k't+H2 he2 b+ '2t+,+(2t+l))‘h-k-tB2 hegkegl*y

=(—Dm™ 17.2 "+1(2k+l)eh'k't+H2 Ptz ktyg t+(2h+l )7‘10’7"1132 Itgrg koot

Wo 0m = Ho ‘0 "2 N42

W2h'2 Eaty = Hz hook-atve + (2 z'{‘l)lh'lw! Czh'zk'2t+1

(2h+1)(2t+1)
Saslan)

W2 h+1.2 k__‘.2 t+!=H2 h+1.2 k"‘l r9 t+2 + )-h.k.tcz h+1 g k—l '2t+l

W2h+1 sokegt =
=(—1)"qy ney R+ Den- k- t4+Ho g b5 00y + (21 Pk tCy ey 2kt
Wz’l's k19t =
=(—1)""py s, (Rk+Dep. k-t +H nyg koo 4@l 4 1)hne kot Coneg by ot

con

Ar-s~t+Br+1 ot FCry o5y =0
Denket] k1) Copoghag ot — R4 1Bypeyiegts § =0
Ezh.k.tQ(Qt—}-l) Apgkegtn — (Rh41) C, ey gkgt) =0
zth.k.t{(Qh-{-l) By ok ot —Rk+1) Agpegry ot} =0,

essendo Y, il simbolo di una somma estesa a tutte le pos-
sibili combinazioni di valori interi e positivi di &, &, ¢ pei
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quali ¢ 24 42k + 2¢=2n. Le precedenti equazioni
risolute rispetto alle pyne; 5 Quney 5 7y, alle H ed alle
A, B, C dauno:

L (=1
Danyy == —(X’;TE Ppeke-t {V2h ek-atyy T Wgh'2k+1 '2t}
(—1)m
Qoney = 32’“1 Z Hhek-t ’ W2h+1 cgkot — LT2h‘2k 2 l+y 2
M (—1)n
Yonty = 32'“1 E Phek-t t U2h‘2k+1 ot _V2h+1'2k-2t%

- ]
}Ilfg == Qm { lUl_1 ,f.g+fvlaf-1~g + g Wl‘f‘ﬂ—lz

Azhﬂ wket =
|
D42 @Akt

('(.2”—2]0 U2h+1 2kt — 2k V2h+2 rok—1 9 7
— 2t W

g2ht2 -2k 28—

Aghﬂ gkirgt—1 =
2t

CaF2) A+ D)k Dipoir

(2n—20)U, py g kg 98— —REE1) Vo nig g gty — 2
—Rt—D Wy 3keay ez
Agh gkty 2t ==
/ 1

\(")n—l—?,)(di-!"l))[ - <2n—2h+1)U2h'2k+1 ‘2 t—(2k+‘])vzh+1-2k'2t—

—2¢ Wy 2kt oty

+ {;h.k-t E ke ( V2h+1 gkegt Ugh-zkﬂ o)
2N+
.“\2h-2k’2t+1 =
1
e (202 1)Uy g g 10y — R Vg hag g kg a8 _2
Crnt-2) 211 e — @R 41 Wynay kgt

Lh ke
Bt Z Aokt (Uzh'zk gttt 77 W2h+1 '2k'2t)

2nty
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!
'Bzh . 2k4l . 28 =

1
LT @2y R0 % e !

— 2h Usi_1.2k2.2t+ (R n—2k)Vanoki.ot— )
—2tWansreaea §

I%Qh__l L2kl L 281 —

2 h (
= = —(2h-1Usn_2.28,2.2631 +(20-28) Ver_1ok12ta— )
E R D AV

Ben .ok . 2t =

- \ |
=rc Y -—2hUszn_1.2k1.26a +(2n —2k+ 1>V2h.2k.2t+1-—' |
< G ! o Wansta

+ lU‘h.k-t Z ‘U.h.k.t (W2h~2k+1'2t —_ V2h.2k.2f+1)

32 nti

Bany .ok 0t =

1
~Rn+2)@hA Dt

—(2h+1)U2h.2k.,_1 2t (2n—2 E+1) Vena.erat—
—2t Wl .2k 2t

kot
-_ £ 2 Hh.k.t(Vzhn.zk.zt - U2h.2k+1.2t)

2 nty
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(\
2002k L2841 T

1
= - 2/2U2h...1.2k.2t+2 -—kazh.zl;_ . +
12 Ak, 3 e :
(2n42)(2t41) 2.t + (Rn-—21) Waistreta

Uiyl 2 2kl o 2841 ==

2k %

=(2”+2)(2h+1)(2t+1)1};k—.t —@Rh4-1)Usp.2t-1.2t02— i

——(2]0- 1 )V2h+1 2k _2.2448 —l—(2n-2£)\Vzh+1 2k_1.2441

Cangr . 2k 2t =

J 1 % ,
=z s — <2h+ l)Uzh.zk.2!+1 - QkV 2hyl.2k—1.2¢41 + 2
@n4-2)@h+ 1) v (@1 — 24 1) Warsarar
+ ;h'k" Y wnkt(Usharztt — Wana.okat)
2Nty
Con .ok 2t =
1
= - —2hUszn 1.2kt 0060 —(Rk41) Varsgraty —
(2n+-2)(RkA4-1)2nrt —(2n—2 t++1)Wansra.2t
\ —_— gh'“ 2 Hh,k,t(Wm:.zku.zt — Vanarata ):
an+1

quindi lo spostamento dz 8y dz pud considerarsi risultante
di tre spostamenti du, dv, dw, ; du, 0v, dwy ; dug Ju; Juw,
le di cui componenti sono:
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!

(2 n4-1)!
;\ ouy =2(ljm)(—|ﬂcrg% yl =9
7/ A\ G)n+l)' —
/ dv, ==Y, l(‘(f Dyt r Hyopg ol yl=t 20
(2n+l)'
=3 /T (g—D)! Hy g ot yl 20~ ™

8”2 = (=" (x? + y? + 28" (ryny ."/"‘Q'znﬂl z)
(&) = (— D" (@? 4+ y? 4 2" (Pyney 3= ymy X)

311)2 = (__1>n (x* + y* i (@3n+1 £=Pyney y)

= 3 Apsp 0" yS 2t
dv, = ¥ By 2t

dw, = 3 Cr.gp @ ys 2.

Il primo di questi spostamenti ammette una funzione
potenziale

1 Q@nt2)
272—}—2?1'/”! 7 Hirg

= mlyfzg

avendosi

(*) I1 simbolo 2 che si trova in queste formule denota una somma
estesa a tutti i possibili valori interi e positivi di £, g, ? che rendono

L4+ F+g=2n+2.



6‘u1==(—§2 5 6’0 = 3w1==-—.

Il secondo spostamento avviene in una direzione che &
normale, tanto al raggio vettore che va all’origine delle coor-
dinate, quanio alla retta di equazioni

®) ==L

Panty Qanty Tgnn

perché si ha evidentemente

w du, + y dv, + 2 dw, =0

Paney Oy = Ganey 00y - 7opey 00, == 0.

Esso pud considerarsi una rotazione intorno alla retta (3) per
la qnale rotazione ogni punto subisce uno spostamento pro-
porzionale al prodotto della sua distanza dalla retta (3) per
la 2 n*™ potenza della distanza del punto medesimo dal-
I’ origine delle coordinate . Questo spostamento si dird una
rotazione di ordine 2 n--1, intorno alla retta suddetta, ed

il parametro Vp?, ., & ¢%u + 7% ax che misura il rap-
porto costante, dello spostamento di ogni punto, al prodotto
della sua distanza dalla retta (3) per la potenza 2 westme
della sua d'stanza dall’origine delle coordinate, si prenderd
per misura della rotazione. La retia (3) si dird asse di
rotazione, e 'origine delle coordinate, centro di rotazione.

E facile vedere che i moti rotatorii di ordine qualun-
que si compongono colla regola del parallelogrammo, quando

S. N. Fabri :
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vengono rappresentati con un segmento che passi pel centro
di rotazione, che abbia la direzione dell’ asse di rotazione
ed una lunghezza misurata dalla costante della rotazione.
Infatti se si eseguisce una rotazione d’assi data dalle
formole

= o 4+ B y +n %
y=o o + By + 7 %
z=oa © + B Yy + ¥ %>

le componenti dello spostamento (2) nel nuovo sistema
@, Y, 2 SONo:

00y == (=" (0{}1 * 4 Yy !4 % e (Rznﬂ Yy — Qanay %)
Oyy=(—1" (&, + ' + 5 )" Pyme 120 — Ryney )
321= (_“1)” (001 2 + Yy : + 2y 2)” (Qﬂnﬂ Xy Pxnﬂ 3/1)

con

Ponn =2 Pinu+ % Qonn -+ 2 73y
Qyniy==PB; Panrit By Qanes+ Bs Tann
Rony==91 Panss+ 73 Qam+s + 75 Taner s

¢id che evidentemente dimostra la enunciata proprietd. Lo
spostamento (2) pud quindi considerarsi il risultato di tre
rotazioni di ordine 2 n-1 intorno agli assi z,y , 2 mi-
surate rispettivamente dalle costanti Pypiy 5 Qaney 5> Tanw -
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Per avere un'idea maggiormente concreta della defor-
mazione, che subisce un mezzo continuo, quando ai suoi punti
si attribuiscono degli spostamenti dati dalle (2) ho ricer-
cato in quali linee si trasformano alcuni particolari sistemi
di rette e di circoli. Un calcolo molto semplice, mi ha con-
dotto a concludere che tutte le rette che incontrano 1’ asse
di rotazione si trasformano in linee piane, ed i circoli situati
in piani normali all’asse, col centro su di esso, in altri
circoli concentrici sullo stesso piano.

Non riesce poi molto difficile riconoscere, che il terzo
spostamento non & rappresentabile da vettori componibili
colla regola del parallelogrammo.

Se invece m & un npmero pari, diverso-da zero e
della forma 2 n4-2=2 A4+2 %k - 2¢ 4 2, essendo &, k, ¢

positivi o nulli, si ponga:

Um'o ' S H2 n+3 0 °0

Ugh.gk.gtﬂ = (—'] )n+1 p2 Nty Enuket (2t+1) (2t+2) + Hgkﬂ-gk-ghz +
+ ke (2t 41) (264-2) Agngigng

Ughatygt = (— 1) Pyyy Enter (2R41) (264-2) + Honrtogrargt -
+ )~h-k-t (2k+l) (2k+2) Aih'9k+‘2'2t

Uehﬂ-gkﬂ-gi = ("—l)n 9enig Eheket (2/l+l) (2,‘+]) + H2h+2'27‘+1'2t +
4+ daeket (RA4-1)(RE41) Agnigrarear

Uehﬂ-ek-em:(“’l)n o nyg Eheket (275‘1‘ 1) (21"‘ l) + Hah+a-2k-~zt+1 +
+ Mgt (2h+1) (2“}“ 1) Aehﬂ-zk-atﬂ

Ugh.gkﬂ.gtﬂ == th+1-2k+]-‘2f+i + (2k+1) (2t+1) Mkt Aﬂh'ﬂ’“‘i'!t"'i
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Voemeo = Hyanig o

V,h+g -gk-at =(_])n+ 1(}2 n49 eh-k-t(2h+1)(2h+2) + th+2 LN t+
T Mkt RRA1)(RAA-2) Bynyg gkeat

Vn hegk-alya= (—])”H Qanvg€h k-t (2t+1)(2t+2)+H2 heg k4 '2t+2+
F ekt R41) (RE4+2)Byng kgt

Vonakn st = ()" rynyg eant@h4 1)1+, pp kg 2o +
+lh'k'¢ (215+1)(2t+l) Bzh'2k+l gty

Vz hyy g Raq egt =(__1)np2 n42 Eh'k't(2k+l>(2k+ 1) +H2 (T FEPTE o
+)‘h'k't (2h+1)(2k+ I)Bz hyyog kgt *of

V2h+1'2k'2t+1 =
= H2h+1 LIS #51 + (2 h-l—"l)(?t—{—l) )h'k't B2h+1 ‘akeaty

Wo.oom=Hj.; snys
th'2k+2 -2t——"‘(“‘1)nﬂ’”gn+g Eneket (2k+1)<21‘+2>+H9h PLITE zt+1+
+ )‘h k-t ( )k+2)(2k+‘l) C2h PLIVREY

W2h+2 kg =(-—1)" iy, Vynyg€h k- H(2h+4- )(21h4-2) +Hypyg - k- oty T
+ Mekes (2h41) RA+4-2) Cypyggteyt

W2h+1 okrgtn = (_])np2 N2 sh-k-t(2h+1)(2t ‘*‘1)+H2h+1 gkegtig T
-+ >‘h'k't (2h+1)(21+1)02h+1'2k'2l+1

th‘ﬂ | FE Y A5} =(_1)n Qg nig€heket (2k+1)(2t+1)+H2 heg kiqt2 tha +
+ )\h'k't (273+‘1)(2t+1)02h'2k+1'2t+1

W2 hit *akay ot =
Hz hi1-2ks1 2t + )-h-k-t (2 h+1)(2 k+l) C2h+1 o kst ot
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Ar-1~s+1-t+Br-s-t+Cr-s‘+1't—1=O

: Esh'k ‘t(2k+1)(2k+2)A2 h-2 kg '2t—(2k+l)(2t+l)czh+1 gkeaty T
- (2h+1)(2k+1)82 hyr aka '2t+(2t+1)(2t+2)A2h'2k'2 ti2 2 =0

zsh-k-t { (2t+1x25+2)82h-2 k2t —(2/‘:']_ l)(2h+ 1)A2 hateobyy sgt—
_ _<2k+1)(2t+ I)Cgh 2k 2ty +(2h’+1)(2h+2)B2hf2 2k'st! =0

zeh-k-t ‘ (2h+1):2h+2)02 hig °2 k'ﬂt—(2t+1)(2k+1)B2 Regkiygle ™
—(2k+l)(2t+ ]) A2h+1 2k 2tn +(2k+ 1)(2k+2)02h'2 ks -,t} =0

con

o 2h1 2k! 2¢1
R @2 R T R T

) 2h12k12¢1 n!
Wkt ey Bkt = T -

Posto per semplicita (*)

Eih-k.t.“h.k.t{ (2 n—2k+43)(2¢+1 )+ (R n—2 t+3)2k+1)} =
=Nerstnred (27 =2 43)@ A1) @ n—2 h43)R (1)} —
=‘2€h-k-t!‘h-k-t g (Bn=-2h+43)(Rk+4-1) +-(2n-2k+-3)(2h + D} = %5 mys s

(*) B opportuno osservare, che il valore qui attribuito a JQnuz col-

I' altro assegnato a 6‘2 nel principio di questo §, determinano completa-

n+l
mente il significato di 6‘m qualunque sia il numero intero rappresentato

da m.



le precedenti equazioni risolute rispetto a p,pey 5 Gamse »
ealle H, A, B, C danno:

Tanyg

(=1
Panye== _(?TE ekt § Ughoakiorat ™ Wanty gkeatn =
243
- V2h+1 gk c2t + U2h'2k'2t+2'z
(—1ymt

4 Qansg = "'5\"—2 Phk-t *Vzh'zk'2t+z — Ujghyy o ksr 2t —
(4) 2 42

- Vv2h'2k+1 oty T V2h+2 LY !

(=
LY s_"z Bhoget ; W, hi2 '2k'2t—V2h'2 ki c2tar

32n+z
— U2h+1 ak-2ti + \Vzh'2k+2'2t¥
|
Hirg =g, 78 U Umra+/ Verg + 9 Wiy §

Azh'zk'2t+2 =
|

— (2043) 201 (2+2)

-—M—t— E {lh.zg.t(U2 hegkyg 2t — Wt 2ot — Vepd .22t 4= U2h-2k-2t+2)

2 N+2

2n—2h42) Uypgkogtes — |
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Bzhu . 2Kyl . 28 T==

B ! %_' (2h+1) Ushstys.ae 4 )
(2n+-3)(RA+1)RE4- 1) kel 4(21n-2k 4 1) Vana 2k .0e—20 Wan oriz.2e |

Bkt
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Cih . 2kl . 2841 —

- 1 g—thzh_l.zk.}.l.zh’ —(2k+4-1)Vanaret, +
o (Cn43) (Rh+1) (24 1)hiret 4+ Rn—2 t4+1)Wanak1mt1

Phokit

T3

2 “ h.k.t(v2h.2k-2i+2 “"Ugh.q.l +@k+1eg? "“Wgh.gk+’.gt+| +V2h+2o2k.2t)

ant+2

CQh+1‘Qk‘H 9t =

- 1 % =(RhA4-1) Ugnogirroatey=(2%4-1 )V2h+4~2k-zl+*+% .
@n+3) A1) (k1) It b (22 1)W gpagoaer %

Anche quando m é un numero pari lo spostamento
0z, dy , 0z pud considerarsi risnltante di tre spostamenti
du,, dv,, dw, ; Ouy, 0oy, dw, ; Juy, dv,, dwy le componenti
dei quali sono:

2n+2)!
==2<z(—’i?7,3'gth o

(2n+2)
211 1)191Hl rog @yt a

S, =%, % Hy.p.p oyl 29"
Suy=(-1)"(o 4y 2" —Pynig (¥ '+ 2 )+ Qg nisy + 7amia ?)7)
do,=(-1)"o* 4y *-+2 )M —Gany (23 %) +(rynig 7+ Punia 0 |
dwy==(=)"@ -y 2 ) =7y @+ ) F(Pane ¥+ e nn 1)?)

Ouy, = N Ap. 5. gt y® 3t
ovy = ¥ Bp. . a" ys 2t
dw, = N Cp.s.qamys st
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Lo spostamento du, , dv,, 0w, ammette un potenziale

1 @nt3)!
?=2n+32 “/‘!g! H‘.f.g a;lyfzg,

perchd si ha

L’altro spostamento du,, dv,, dw, avviene nel piano de-
finito dalla retta di equazioni

@ z
®) =4 -

Panis Qanyg Vanig

e dal raggio vettore che va all’origine delle coordinate; la
direzione poi dello spostamento & normale a questo raggio.

Se infatti si denota con p la normale al piano suddetto
si ha

d‘aocos(pAm)+8ycos(pAy)+8z cos(pAz)=O
. 0wvt+y.0y4z.0z2=0.

Tale spostamento si dird una flessione di ordine 2 n-4-2
intorno alla retta (D), e si prenderd per misura della fles-

sione il parametro l/p’,nﬂ—{—qzw“—{—rzgmg che misura il
rapporto, costante per tutti i punti del mezzo, dello sposta-
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mento subito da ogni punto nella direzione della retta ()
al prodotto del quadrato della sua distanza da questa retta
per la potenza 2 n @me della distanza del punto dalla ori-
gine delle coordinate. La retta (5) si dird asse di flessione,
I’ origine delle coordinate centro di flessione.

In modo simile a quello adoperato per le rotazioni di
ordine qualunque, pud dimostrarsi che anche le flessioni
dello stesso ordine, intorno a rette che passano per un medesi-
mo punto, e che hanno i rispettivi centri di flessione coinci-
denti in quel punto, sono quantitd le quali, quando si rap-
presentino con segmenti che passino pel centro di fles-
sione, che abbiano la direzione dell’asse di tlessione ed una
lunghezza misurata dalla costante di flessione, possono com-
porsi colla regola del parallelogrammo.

Analogamente a quanto & stato esposto per le rotazioni
di ordine qualunque, si pud, ancora per le flessioni, ricer-
care in quali linee si trasformano i circoli situati in piani
normali all’asse e col centro su di esso, non che le rette
che incontrano 1’asse; e qui pure, in modo assai semplice,
si trova che queste rette si deformano in linee piane, e
quei circoli in altri concentrici sullo stesso piano.

Anche in questo caso poi, come facilmente pud verifi-
carsi, la deformazione du,, dv,, dw, non & rappresentabile
da vettori.

§ IL

Ora mi propongo di applicare i risultati ottenuti nel §
precedente allo studio del moto di una particella di fluido,
ciod di una porzione estremamente piccola o di esso.
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Siano @, ¥, z le coordinate di un punto interno qual-
siasi della porzione ¢ di fluido; e dx , dy , dz le compo-
nenti dello spostamento infinitamente piccolo da esso subito
nell’ intervallo di tempo d¢. Se si suppongono dx, dy , dz
funzioni finite e continue di «, v , z insieme alle loro derivate
di qualsiasi ordine, le componenti dello spostamento di un
altro punto qualunque della \particella stessa di coordinate
o4-Ax , y4Ay , 2-4Az, all’ infuori di infinitesimi di or-
dine superiore ad m, saranno:

1
6w1==-8w+d3w+%d’8x+ ...... +mdlmaﬁ
1, | S
ayl=-5‘y—]—d6y+-§d Y 4 ..oene +md oy
1 1
c?zl.—_—&z-}-dﬁz—}-éd’az—{- ...... +Zz—'dm62

¢ se si trasporta 'origine delle coordinate nel punto 2, y , z
e si pone A w=X, Ay=Y, A z=7, le componenti dello spo-
stamento di un punto qualunque X,Y,Z della particella fluida
considerata, verranno espresse colla somma di una funzione
di primo grado di X,Y,Z e di (m—1) funzioni omogenee di
2,3°,40, ..., mesmo orado delle medesime coordina-
te, laonde, il moto di una particella fluida qualunque
potra considerarsi composto di 3 m moti elementari, ciog,
di una traslazione, di m deformazioni di 19,20,3° ..., mesimo
grado con potenziale di moto, di m—1 moti non rappre-
sentabili da vettori e di altri » movimenti che sono rota-
zioni o flessioni di ordine superiore, secondo che le loro
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componenti provengono dai termini nei quali m & dispari
o & pari.

Eseguita la decomposizione dei coefficienti delle funzioni

1 1 1
n—?dmaw, n—%—'dméy, %!d’"é‘z

nel modo indicato al § precedente per le U,V, W, facendo
perd precedere dal segno d i coefficienti, allora indicati colle
lettere p, g, », H, A, B,C, per denotare che si tratta
di deformazioni infinitamente piccole , e indicando con
u, v, w le componenti della velocitd, ossia ponendo

0w = u dt dy = v dt 0z = w dt,

si ha, per le (1) (4) del § precedente,

dPyny (-=1)n dMFL 4 dentl g
it et )0, IR Do Py, Ty BFL T Yy, WE Ty g2
—1)n ymrl oy, damFly,
(6)/@_‘6/..2;”;’i =3 ~———-——'( ) — E‘u/pk't‘ T 1 ;lk o °h 2k 9{+1 g
\dt 2n-F1)!13, DTy g%~ 3 %y %z
A7 nn (—1n Y. AL g dmtl g
a = (2"—4‘])!52”: 2 Rheket S 2h dy ] TS )w2h+1b!/2kaz2t)



dpyny __ (=DM )
dt Gnt2)14,,,, < nkt

32n+2u b?"l“’?u) 32n+2v
% bxih ay2k+2 bZ2t - Bxﬁlz*'lby?k bz2t+1 - bﬁz}b+1‘)y2k+lbz2t +

32n+2 u

+ dp2h By2raz2‘+2

4 qyn = Chr D Enket
dt (Rn4-2)1 9, p,, « "
yamte , yam+e 4, 32"+2w
(M) Yot by‘”‘Tzﬂ”’ YL dy WLy T yceh NTESERPELE +
dent2 v
+ Y 2ht 2 )yﬂ‘bz?t
TF™ = G 3t
= ke
dt Cnt2)1 9, n t
d2nt2 0 32"+2 » )231,+2u
dx2te by”‘ Yz Dx2h5y2k+lbzzt+1 - dxp 2ht1 by2k )z 21 +

DRARRY
+ bx:m ay2k+2 17U
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Posto poi
m s, DIy
dt 7 moode TP
e
S = u X, = v po = w

dalle precedenti relazioni si ricava, qualunque sia m, pur-
* ché diverso da zero

Om fm Opm

w Ty T =0

O = Bt (2 Loy — Py

MO \Q 2 dy
®

A, = Oney (Vpm—y 3Oy
" Mem \Jd T d 2

Om = Omy (AFmey _ Ay

" mm \dy dx ’

e se la prima di queste relazioni, o quelle che da essa in
seguito si de lurranno, si suppongono soddisfatte anche nel
caso di m==0, verrd necessariamente ad introdursi la con-
dizione che il fluido non sia compressibile.

La prima delle relazioni (&) risulta evidente dalle (6) (7)
ed & pur facilissimo verificare I’esattezza delle altre quando
m & un numero pari. Se invece si suppone m numero di-
spari uguale a 2 n-}~1 e si pone per brevita
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(n—1!
B T 1 P
Phq-k,-q = Yxtu 3:;_:];/‘ d 2 %
Qnpbgety = D b:;;:’ dz
Rigryna b

T dxh by27"1 d 2%

essendo

2h, + 2k + 2t +2=2n,

si ha
=1)»
Sipm Iy,
2 2 p! 3”2.“1.1 k1t
a’ b? 32 \2
%b e Pryky ot — 35755 Ra-ki-ts = S5 3y Qi k-0t 352 Phl-kl-zlg
_ (=
Xan Qn!aznzp‘m'kl’h
)2 )2 )2 )2
gbzsz Qh1'k1't1 - WPM'M'&— W Rh1'k1't1 + leu'kl'hz
(1 <
Pen = 2aldon Zf*m-kl-tl
)2 )2 )2 )2
— R g _ —
%baﬁ hiki-ty Dzby th ks t1 dz Plu kl‘t1+ D‘Z//j Rh1'k1'!1€

i
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ed evidentemente si ha pure

dsn  OPgn (—1)n
gz—# iy_?- = 2al0, EH’”'""“ dz AgQ’”‘kMi - @A2Rh1-k4-t1

38,0 My (—l)n d 2
\; —-———D; = %a—; E‘ihl ‘Tt —Agpln'kt'h '—SJ:A2Q"1 byt
d ]

essendo A? il noto simbolo che suole usarsi per rappresen-
tare la somma delle tre derivate seconde rispetto ad x,y, 2z
di una stessa funzione.

2

Nella somma ¥, Paporety A . si riuniscano i termini

hqekq-t
nel modo seguente. Siano a,b,c tre numeri interi e posi-

tivi tali che sia
2a +2b4+2c+2=2mn:

fra i termini della somma presa a considerare si troveranno,
una ed una sola volta, le seguenti espressioni:
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(n—1)! 3*Pg.p-c (n—1)! 3 Puyy cpy -0
aldlel d@? 7 (a+ DI G—Dle! ~ 2y°®

(n—1)!  VPa b ey (n—1)! 2Pay by 0
@3 DB (=) ~ 22 7 (@a—DI (b+1lel  da°

(n—1)! 3?Pg.p.c (n—1)! 2Py oy
al bl el dy® 7 al@+Die—D ~ 23?

(n--1! 3Py been (n—1)! 32 Pgupy ey
(a—1)!1 bl (e+41)! d o ® > al (b—1)! (c+1)! wyr

(72'—‘1)! bzPa.b.c
al blel V22 7

ma evidentemente

22 Pg.vec — agpaﬂ boyve bgPaﬂ‘bw‘—-l
b&’)z byﬂ 322

bgPa—l'b-H‘C - 32Pa-b-c — bgPa-bﬂ-c—l

da? - by2 dz?
bgPa_l Do _ 3?Pg.py e 32 Paopee
du? dy? dz2

quindi le somme dei termini uguali che si trovano nel
quadro (9) sono



(n-l)! b Pa b c 7’!! a’Pa.b.c
@inTe1a wr @Hitet U=y

(=11 3Py, wl 2Pay.,
dT DT 3yt @FtetD=oranyTa e

(n—D!  3?P,.p.e n! 32Pg pee
aTO o)l azr @it = omr i

. :
e la somma ¥ Py gt A th. ,, 81 trasforma nella seguente

(m)! 3*Pypee n! é_ngb-c
2 (a1)1ble!t da? + al (b41)!c!  dy?® +
n ! b*Pa.bc__ M g
+ al bl (c+1)! 222 2 Ba oo hyy 7 2

In modo analogo si dimostirano le altre relazioni

n! 32 Qg pe n! % Qq.p-¢
2TniEd e T Ay 3y T

n! 32Q,.p. !y
-+ a2 : mE Prnt Sy 3RSt
ald! (c+1)! 2z dp 39y 2 3z

n! 3 Ryepee n! 32 Rgp-c
2(a+l)'b‘c' d? +a!(b+1)!7! Dy2_+

nl  3®Rg.pec 2 4
+a!b!(c+l)! 932 _"E‘u""‘"ax%y?ka?ﬂ
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e si ha cost

Wym Dp“,___(—l)"z ML p M g
Nz dy T 2! dyn bt Docw’by WAL g oy Ly, 2‘%
(Rn4-1) 0, p,,
= Jgnn o
an
dpsn_ am (—1)"Zu VI ap R I
w3z 2ml 0, ek (3 iy Ty B g Ty ey AT

oy @) 3y

2N4+1
an
d9,n_ Wym (—1)"2 R I .
dy Y 2m10, e ket |y R T W e Ty Ry o
(27}—‘—1) a2"+1
= Ponyy e
2mn
c. d. d.

Le quantitd &yn, 5, Xonis Pansys Jans Xans Pan, costanti,
in ogni istante, per tutti i punti di una stessa particella flui-
da, si diranno essere rispettivamente, le componenti della
velocitd di rotazione di ordine 2n-41 e quelle della velocitd
di flessione di ordine 2.

In seguito, per rendere pit semplice il linguaggio, de-
nominerd, moto vorticoso di ordine 2n, la flessione di
ordine 2n e, moto vorticoso di ordine 2n-}1, la rotazione
di ordine 2n-}-1; nelle ricerche che mi propongo di esporre,
cid non pud far nascere alcun equivoco, perché i moti vor-
ticosi di ordine m, che io dovrd considerare, saranno sem-

pre moti rotatorii se m & dispari, moti di flessione se m
& pari.



Dalle (€) e (7) si deduce ancora

\
O — — M AL
m{m—1)d,, mee

(10)

= (—1)8 agl—-zs (m—2s)! AYS) Spos

m Yl

o le analoghe rispetto a X, e p,, nelle quali formole il
simbolo A*®) denota che 'operazione, ordinariamente indi-
cata col simbolo A?, deve essere eseguita successivamente
per s volte. Ponendo nelle (10) m=2#xn , s = n—1 ed
m=2 n+41 , s=n si ottengono le relazioni che collegano
i parametri dei movimenti considerati da Boggio-Lera e da
Helmohltz con quelli ora presi a studiare.

Le formole, fin qui stabilite, servono a determinare il
moto vorticoso di un dato ordine in funzione dei moti vor-
ticosi di ovdine inferiore e delle loro derivate. Il problema
inverso, cioé la determinazione del moto vorticoso di un
dato ordine, mediante i moti vorticosi di ordine superiore e
le loro derivate, si risolve immediatamente, in modo analogo
a quello adoperato da Boggio-Lera per determinare la ve-
locitd effettiva del fluido in funzione della flessione, ser-
vendosi del teorema di Green. Si giunge cosi, assai facil-
mente, alla dimostrazione dei seguenti teoremi:

1.° 1 moto vorticoso di qualsiasi ordine m @& determi-
nato, in ogni punto interno ad una superficie che racchiude
uno spazio S comunque connesso, quando & noto uno dei
moti di ordine superiore m—-2s nello spazio S ed i moti di
ordine m , m-++2 , m+4+4 .... m+2 (s—1) al coutorno.



2. Se in un determinato istante tutti i punti del fluido
sitnato nello spazio S non hanno moto vorticoso di ordiue
m-2s e quelli situati al suo contorno sono pri%ri dei moti
vorticosi di ordine m , m+42 .... m42 (s—1), nello spa-
zio S non potrd esservi alcuna particella che abbia moto
vorticoso di ordine . »

3.9 Se nello spazio S le funzioni 3y, , Xy , pm SODO le
derivate rispetto ad &, v, 2 di una stessa funzione ¢, ciod
se esiste un potenziale pel modo vorticoso di ordine m (%)
allora il moto vorticoso di questo ordine & determinato in
ogni punto interno dello spazio S, quando si conoscono in
ogni istante, le componenti secondo la normale al suo con-
torno, dei moti vorticosi di ordine = che hanno le particelle
situate su quel contorno. Se in ogni punto della superficie,
che limita lo spazio S, la derivata di ¢ rispetto alla normale
& zero, nell’interno di S non potrd esservi moto vorticoso
di ordine m.

La stretta relazione che i movimenti di Rowland hanno
col moto vorticoso di Helmholtz, mi ha indotto a ricercare
se per essi sussistono teoremi analoghi a quelli trovati da
Helmholtz e Beltrami pei moti vorticosi di 1.° ordine, ed
ho potuto facilmente verificare che tatte quelle proprietd
dei moti vorticosi di 1.9 ordine che Helmholtz deduce da
cid che egli chiama integrali rapporto allo spazio, hanno
le loro corrispondenti nei moti vorticosi di ordine superiore.
Cio dipende dal fatto che nella dimostrazione di quei teo-
remi si fa uso soltanto delle relazioni che collegano le com-

(*) La funzione ¢ dovrad evidentemente soddisfare entro S ' equa-

zione A* ¢ = 0
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ponenti della velocitd con quelle della rotazione, le guali
relazioni sono perfettamente simili a quelle che passano fra
i parametri che individuano due movimenti di Rowland di
ordine consecutivo.

Al contrario, non ho potuto estendere ai moti di Row-
land i teoremi che Helmholtz deduce da c¢id che chiama
integrali ropporto al tempo, la cui base ¢ I' importante
principio della conservazione delle rotazioni.




