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I SISTEMI

DOPPIAMENTE INFINTI DI RAGGI 
NEGLI SPAZII

DI

CURVATURA COSTANTE

CESARE FIBBI





Scopo d  lavoro è quello d,1 estendere agli spazii
di curvatura costante lo studio dei Sisteini doppiamente
infiniti di raggi, che lo spazio euclideo è stato 
tamente sviluppato da nella sua classica Meworia:

Allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensystenie (*)
per la deterininazione di ~~~ punto nello

spazio, di quel di coordinate sono, per gli spazii
di curvatura costante, la più diretta estensioite del sistema
di coordinate cartesiane nello spazio euclideo, e che son

conosciute sotto il di coordinate di Weierstrass,
sono riuscito a conservare ai punti piÙ salienti della teoria
lo stesso carattere di estensione diretta dallo spazio 
deo, che si in tutte le ricerche di geometria ana--
litica e trsattate dal Kill1;ng nèlla pregevole
opera : Die nicht-euklidischen Raumformen in analyti-
scher Behandlung (**).

I risultati differiscono da quelli da 

che per lo spazio di a curvatura costante

positiva, dovuti al fatto che cLzce rette di questo spazio

(*) Journal von Crelle Bd. 57. S.e 180.

(**) Leipzig, B. C. 1885.



hanno sempre miníinct ed massi1na distanza fra
loro. Una differenza a seconda che la citi-vatiti-a

dello spazio è positiva, nulla o negativa, si hc~ invece nel

modo di della densità del sistema di raggi, e
í risultati ottenuti SM questo ai-goníento, in vista dei 

gii che la teoria dei di raggi rend ere

alla teoria della luce, non 1ni privi d i qualche
interesse ..

La conside -azione di quei particolari sistemi di raggi,
che ammettono serie di superficie ortoqonali, co idíice

spontaneaneente ad un doppio modo di trattare la 9 eonie-
tria differenziale di superficie col principio di dualità,

in questo lavoro mi son dovuto limitare a stabilire le

principali formole fondamentali di questa teoria.
Finalmente non ho voluto tralasciare lo stu(lio d i

quella interessantissirna classe di sistemi di raggi con8ide-
rat,i per la prima volta dal prof. Bianchi nello spazio
euclideo, e che egli chiama pseudosferici, ed ho trovato

che anche negli spazii di czl1-vatur.a costante essi possono
servire a dare la più sernplice interpretaz oiie geometrica
della trasformazione di Bäcklund per quelle supei-ficie

le quali secondo I’ importante 4istin.zione

introdotta dallo stesso prof. Bianchi, hanno costante e ne-
gativa non solo la, curvatura assoluta, 1na anche la rela-
tiva (*).

(*) Per la cit zioni che si riferiscono a questo argomento, veggasi
paragrafo. ,



. 1.

Le rette dello spazio curvo (*).

1 s -~ Per studiarp i sistemi C® 2 di raggi negli spazii
curvi è necessario prenietteie alcune considerazioni intorno
alle coppie di rette che non sono situate nello stesso piano.
I risultati relativi a questo argomento si trovano esposti
nell’opera del I(illing: Due 
in- analytischer Behaizdlztízg ( pag . 59 e seg g . ) , e io li i

riferirò qui brevetnente, recando qualche modificazione alle
formole e alla loro discussione, in vista delle applicazioni
che dovrò farne in seguito.

In uno spazio a tre dimensioni di curvatura costante k2
riferirò i punti di esso ’ad un sistema di coordinate di 

ierstrass, ossia ad un sistema di tre p ani ortogonali. Quindi:

(*) Dirò per brevità spazio piano o curvo a seconda che la sua curva-
tura sarà nulla o differente da zero. 0
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se X15x2~X3~x 4 sono -le coordinate di un punto P, p. la

sua distanza dali’ origine e sue distanze dai

piani coordinati, y sarà:

coll’ identità:

Se invece s’indicano con ~~, ~2’ 5 ~3’ Ç4 le coordinate di

~n piano x , 0:1 la sua distanza dall’origine e ~~ , 5 ~~, , ~~ gli
angoli che esso fornia con i piani coordinati, si avrà:

coi identità :

L’ eqiiazioi e

rappresenta un punto o un piano a seconda che si riguar-
dano coine variabili o le La distanza J del punto

Nell*opera citata del Killing è posto Xi ==cos , 

quindi Xi e ii sono reali anche per 0. Ponendo invece xi = k cosa

gi ==== 2013 sen xi e $i sono immaginar  per h9,  O, ma si ottiene cosi
h

maggior simmetria e il vantaggio di poter far uso dei simboli sommatoria
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P _lal piano 7T è ctata dalla formola

e se si 
. 

ha un al tro punto P - (X’l’ x ~ , X’a, x 4 ) ~ un altro
piano 7r ( ~’1 , ~’2’ ~’a’ ~’4) le formole,

ci dànno rispettivamente la distanza ~ dei due punti P, P’
e l angolo Bf  dei due piani r’ , .

2. - Le equazioni di una retta possono porsi sotto la

forma

dove le X sono le coordinate correnti dei suoi punti, 
quelle di un suo punto fisso, le ’ quelle di un piano ad
essa perpendicolare e passante pel punto x, e finalmente w

è la distanza del punto variabile X dal punto fisso x. Fra
le x e’ le i devono quindi sussistere le (1) , (2) , (3).
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siano x’ , 1’ , ~~’ gli elementi relativi a1 uo’ altra retta;
la distanza P di un punto qualunque della prima da un

punto qualunque della seconda sarà data dalla formola

dove

Il significato geometrico delle quantità A , 5 Al 2 5 A21 A~g
risulta immediatamente dalle (4), (5), (6).
’ 

Se si vuole che la distanza p sia un massimo o un

minimo , si dovranno eguagliare a zero le derivate del

secondo membro della (8) prese rispetto a tc e a e si

avranno le relazioni:
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dalle c~u d~ eliminando successivainenta w e e 

si deducono le 

che servono a determinare su ciascuna retta i piedi della

minima e della massima distanza dall’ altra retta.

Alle definite dalle (11) darerno il nome
di ascisse e

Se dalle (10) e dalla (8) si elimina successivamente

. ~ ... w 2~ wl wl .
una delle quattro quantità sen 3 COS k ’ sen k COS k e si

pone M === cos:P si ottengono le quattro equazioni:.

e da queste eliminando 2U e ~u’, si ha per determinare la
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minima e la massima distanza delle due rette l’equazione

ovvero sviluppando:

Si può intanto osservare che per M 2 = l, il suo primo
membro si riduce alla forma:

quindi la condizione necessaria e sufficiente affinchè le due

rette siano situate in uno stesso piano è che questo deter-
minante si annulli . Infatti se ciò accade, 5 le due rette

avrauno un punto comune e saranno quindi situate nello

stesso piano. Viceversa, se il piano U che contiene le due

rette ha le u~ , le equazioni
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delle quali le prime due esprimono che il piano U passa
per i e le altre che è perpendicolare ai piani
g , ;’, dovranno coesistere, 2 e quindi dovrà annullarsi il de-

terininante (15).
Ciò posto, è facile riconoscere che liquazione (14’) ha

le radici in M2 reali, giacché il suo discriminante

che si può porre sotto la forma

è evidentemente positivo per k2 &#x3E; 0.  0, si può
osservare che il suo primo membro assume valori positivi
per M 2 = = O e che per M ~ ===== 1 assume un va-

lore nebativo, essendo tutti immaginarii gli elementi della
prima colonna del determinante (l~) ; esso dunque si an-

nulla per due valori reali di M 2-, l’ un’o maggiore, l’ altro

minore dell’ unità.

Dall’essere reali le radici in M 2 della {144’~, segue che
sono reali anche le radici delle equazioni (12), poichè cia-

scuna di esse ha un discriminante che si può ridurre alla

stessa forma a) di quello dell’ equazione (14’).
3. - Per esaininare più da vicino la posizione reciproca

di due rette non situate nello stesso piano, conviene trat-

tare separatamente il caso di 1~~ 2 &#x3E; 0 da quello di A~~0.
Nell’ ipotesi di ~ 0, ossia dello spazio di Riemann

a curvatura costante positiva, è noto che la retta è chiusa,
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ed ha una tunghezza imita === 2 k -r. La forma delle equa-

zioni (12) ci dice intanto che se p. es. 1’ è una radice della

.. , . / 2. 
"

prima di esse, l’altra radice è jl ossia se 1D è p. es.h 
r 

h

l’ascissa del piede della minÎrna distaoza, quella del piede

della massima distanza w e lo stesso ha 1 luogo2 o

sull’ altra retta. Di più siccome le due rette che misurano

la massima e la minima distanza delle due rette date sono

evidentemente perpendicolari ad ambedue , ne segue che

esse sono le. polari assolute I’ una dell’ altra, vale a dire

che la distanza di due qualunque dei loro punti è sernpre
L ..

7T, ed una retta qualunque che le incontra conten1pora- .

neamente è perpeniicolare ad ambedue. Due piani qualun-
que contenenti la massima e la minima distanza delle due

rette date sono dunque perpendicolari fra loro , e tali sa-

ranno in particolare quelli che passano per una delle rette

date e per la massima e minima distanza dell’altra retta.

Le quattro radici reali della (14’) si dividono in due coppie
con valori eguali e di segno contrario; se iina radice cor-

risponde alla distanza p del punto A della prima retta dal
punto A’ della seconda, quella di i segno contrario corri-

sponde alla distanza --- p dello stesso punto A dal punto
opposto di A’ suila secooda, ma se ci limitiamo a conside-

rare le distanze  à k it", dovremo scegliere le sole radicie 
2 g

’ 

positive della (14) ed allora al massimo e minimo. valore

di ~T corrisponderà il minimo o massimo valore di p e vi-

ceversi. Avendo poi la stessa equazione (14’) il l coefficiente
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del secondo termine essenzialmente neàativo, si riconosce

subito dalla sua risoluzione quale delle due radici sia mars-

sima e quale minima.
Supponen o ora k 2  ()~ ossia di essere nello spazio

di Lobatsche«Tsk,y, la retta è aperta e infinita; le equazio-

ni (12) hanno sempre le radici della forma l’ e -- k 2 , ,
r

qninai se si una è rnaggiore, l’ altra é

minore di R; ma poiché si ha ora r - R tgh w , affinchèR

iv sia reale, dovrà essere r  R, quindi una sola radice
delle (’ ~) dà un punto reale per ciascuna delle rette date,
e questa coppia di punti corrisponderà evidentemente alla
loro minima distanza. Anche in questo caso essa è perpen-
dicolare alle rett.e date. Riguardo poi all’ equazione (14’),
osserviamo che avendo essa le due radici in una mag-

giore, 1’ altra minore dell’ unità, per- avere un valore reale
di p, bisognerà scegliere la radice M ~ maggiore dell’unità,
e il valore positivo di M. Finalmente importa notare che
se le due rette non sono poste nello stesso piano, le radici

della (14’), per ciò che abbiamo visto, sono sempre distinte
e tali saranno= dunque anche quelle delle (12); e siccome

R2
esse sono sempre della forma r e 2013, se ne conclude che

. 

- 
i

le stesse (12) non possono ammettere una radice = R, il

che equivale a dire che il piede della minima distanza per
due rette non poste nello stesso piano non può mai cadere
a distanza infinita. 

’

In seguito; prescindendo dalle immaginari®tà che porta
con sè il caso  0, trascareremo, quando non sarà
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necessario, di distinguere lo spazio di Riemann da quello
di Lobatschewsky.

§. 2.

I sistemi cxJ 2 di raggi. - Formole preliminari.

4. - Analogamente a quanto ha fatto Kumrner nel o

spazio euclideo (*), per definire un sistema OQ 2 di rette,

supporremo che ciascuna di esse sia condotta per un punto
variabile P ( di una superficie S, che
riferita ad un sistema di coordinate curvilinee u, v, abbia

per equazioni

e per fissarne la direzione, supporremo che debba essere

perpendicolare ad un piano Ti , Ç2’ s, 4 ) condotto
pel punto P, e definito dalle sue coordinate

Fra le funzioni x e ’ di u e v dovranno quindi sussistere
le solite relazioni identiche n

La teoria dei sistemi col 2 di raggi negli spazii curvi, è tutta
fondata sopra 1’ introduzione di tre forme d-fferenziali, che

ora si tratta di stabilire. La prima di esse è la seguente:

(*) Memoria citata nella prefazione. s
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i cui coefficienti saranno quindi dati dalle formole

La seconda forma differet ziale é:

e i suoi coefficienti saranno:
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Finalmente la terza forma è

5. - Le funzioni E’, F’, G’ ; E, F, G ; e, f, f’g di u, v
non sono tutte indipendenti fra di loro; esse son egate da
tre relazioni che ora stabilirò, presentandole sotto le diverse

forme che mi saranno utili in seguito.
Per questo se i, k, l, , è tana permutaz:one circo-

lare degli indici 1, 2, :3, 4, e s’ introducono i determinanti:

è facile verificare che si ha: s

quindi le equazioni
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che si deducono dalle (16) risolute rispetto alle x?, tenendo
conto della prima delle stesse (16), ci dànno:

Similmente ponendo

si ha

e le equazioni

risolute rispetto alle ~; , danno:

Le quantità A , ~’ sono sempre reali, y giacché i discriminanti

E G - F 2 , E’ G’ -- F’ 2 delle forme (I) , (II) sono essen-

S. N. 2
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zialrnente positivi . Infatti per k 2 &#x3E; O il primo di essi è

eguale alla somma dei quadrati delle Ai, e il secondo alla

somma dei quadrati delle A4 divisa per k2. Nell’ipotesi di

k ~ C o, @ le Al , A’i non sono tutte reali, ma in questo caso,
come nel precedente, si può scrivere:

dove i secondi mèmbri sono dello stesso segno di k 2, es-

sendo, per k 2  Oy @ immaginarii gli elementi delle prime
colonne nei due determinanti; quindi saranno ed

quantità positive.
Nel seguito supporremo che le dieci funzioni E, F, G;

E’, F’, G’; e, f, (’, t~ si mantengano sempre finite e con-

tinue ; sceglieremo per le quantità á , t1’ i valori positivi
del radicale e le supporremo anche differenti da zero.

Coll’ aiuto delle formole a) , a’) si possono facilmente

costruire le altre :
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Ora, se una volta si quadrano e si sommano le prime delle
(19), poi si moltiplicano le prime per le seconde che corri-
spondono ai medesimi indici e si fa la somma dei prodotti,
finalmente si quadrano e si sommano le seconde, si ottiene:

Eseguendo le stesse operazioni sulle (19’), si ha.
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Sono queste le relazioni che legano i coefficienti delle tre

forme differenziali introdotte; esse sono però tre sole indi-

pendenti, poichè è facile verificare che le (20’) sono una
conseguenza delle (20), come queste di quelle.

Una prima relazione semplice che si deduce iiiimedia-

tamente dalle (20) , (20’) è la seguente

6. - Per dare altre forme alle precedenti relazioni, po-
niamo

Allora si ha:

ovvero per la (21):

Se poi le (20’) si pongono sotto la forma;
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da queste si deducono subito le altre:

e quindi

In seguito, per semplicità e simmetria.., converrà anche in-
trodurre le quantità: .

e si avrà per la (23):

bis

Infine si può anche facilmente verificare coll’ aiuto delle

(20) o (20’) che ponendo ~ p

si ha la relazione
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o l’altra che ne consegiie:

Rispetto alle quantità introdotte colle (25) dobbiamo fare
le seguenti osservazioni. Notiamo anzi tutto che si ha iden-

ticamente :

e poichè al primo membro si può dare la forma

e à2 é positivo, si conclude che sarà anche }) 2 - 4 Q Il i
positivo. Lo stesso dicasi per P’2 - 4 Q V2 @ e poichè si

ha per le 

sarà anche positivo. Dunque essendo

sarà E G - F 2 positivo per k’  0. Supponendo anche
E G - F 2 difeeeente da zero, la quantità: ,
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sarà positiva e differente ~~a zero per k2 (1, a meno che

non si abbia :

ciò che escluderemo anche per k 2 &#x3E; 0.

~. 3.

I punti limiti.

7. - Supponiamo che dal raggio del sistema corrispon-
dente ai valori u, 2 v dei due parametri indipendenti si

passi ad un raggio corrispondente ai valori u+du, v+dv,
essendo per ora du, dv incrementi quatunque v.

Se d~  sono gli incrementi corrispondenti delle
funzioni ~~, le coordinate xi + dcv; del punto situato
sulla superficie S, e le coord nate ’i --- d i del piano pas-
sante per esso , che determina la direzione del raggio
( u + du, v + dv ), dovranno anch’ esse soddisfare alle

(16); quindi, in forza delle (16) stesse, si avrà:
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Tenendo conto di queste, le quantità definite dalle (9), cor-
rispondenti ai due raggi (u,v) , (u+du, v+dv) prendono
la forma :

Supponiamo ora che gli accrescimenti du , y dv siano infini-

tamente piccoli!; allora se le sono funzioni continue

di u, v, anche gli accrescimenti dxl , ~ saranno infini-

tamente piccoli; trascurandone le potenze superiori alla se-

conda, avremo : s

e poiché al limite si può in questa scambiare (3 xl 
con ~ ~ ~~ dxí) 2, si vede che i secondi membri delle ultime

relazioni vengono a dipendere unicamente dalle tre forme

diiferenziali introdotte al n.O 4, e precisamente

Quindi, tenendo conto delle notazioni (25), la prima
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delle equazioni (12) che dà le ascisse ridotte dei piedi
delle massime e minime distanze sul raggio u, v prende
la forma.

Se in qtiestti si fa la trasformazione:

ossia si pone

essa diventa

8. - Ora possiamo proporci la questione di ricercare

per quali raggi del sistema infinitamente vicini al raggio
(u , 5 v), le ascisse delle massime e delle minime distanze

riescano massime o minime. Per questo, fatto nella (29)

2013 = t, ’ basterà eg iagl are a zero il valore che da essa
i-u 
- 

co

si ricava di t, y ossia basterà derivarla rispetto a t colla
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condizione 1 -.-- 0. Eseguendo questa deri vaziune e divi-

dendo per 2 si trova:

quindi, eliminando r fra questa e la (29), si ottiene, per de-

terminare t, il quadrato dell’ equazione :

ovvero, ordinando rispetto a t,

Essendo questa equazione di 2. o grado, e ricordando che la

distanza dei piedi della massima e minima distanza è sem-

p re à k 7t, , se ne deduco che se t è una radice della (32),

il raggio corrispondente, se dà la massima o la minima

ascissa del piede delle massime distanze, dà nello stesso

tempo la massima o la minitria ascissa dei piedi delle mi-

nime distanze, e lo stesso dicasi per l’altra radice.

Si tratta ora di determinare queste quattro ascisse.

Esse si otterranno evidentemente dall’ eliminazione della t

fra la (29) e la (32), ovvero fra la (31) e (32), il che dà

per z 1’ equazione.
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ovvPro, risastitueLldovi la r per mezzo della (30), e adope-
rando le notazioni del § 2:

Se r è una radice di questa equazione, essa ammette anche

la radice come è naturale . Siano L1 , 9 L 2 i piedi
]’1

delle minime distanze corrispondenti alle radici r, , r, e

L’~, 2 L2 i piedi delle massime distanze corrispondenti alle

radici punti L, , L2 fra i

quali cadono tutti i piedi delle minime distanze del raggio
( u , v ) da quelli infinitamente vicini , si chiameranno i

punt  limiti dei piedi delle distanze, e per la

stessa ragione L’1 , L’2 i punti LLmiti dei vie(li delle

rnass£me distanze. s

Per quel che abbiamo visto in fine del §. precedente,
le due equazioni i (32) , (33) che hanno lo stesso discrimi-

nante, hanno le radici reali per k 2O, quindi nello spazio
di Lobatschewsky i punti limiti dei piedi delle minime di-

stanze sono sempre reali.

9. - Ponendo ora

(*) Per simmetria si è rappresentata la forma e+ (f+ f ) t+g t’
con un quadrato, quantunque essa non sia necessariamente positiva.
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indichiamo con ’l’~’ V’~; ’7"2 , V2 , V’2 i valori che

assumono rispettivamente V , v , V per t==t2, essen-
le radici ( quando sono reali per k2 &#x3E; 0) della

(32), e conscguentemente poniamo:

Deducendosi dalla ~3~ ~:

si trova immediatamente

e le altre che ne conseguono:
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Dalle (35) si ha pure

e sostituendo a E’ , p F’ , 2 G’ i loro valori dati dalle (20),
si ottiene, dopo semplici riduzioni, che il secondo membro

si trasforma nell’ espressione:

Quindi se si pone per brevità

e si osserva che il primo membro è eguale, per ciò che
abbiamo visto in fine del §. precedente, all’espressione a),
si avrà: 

’
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e poichè Ia prima delle (36) equivale ali’ altra

si avrà ancora

Se ne deduce

E analogamente

Si hanno pure con facilità le altre

Finalmente osservando che si ha:
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sostituendo valori (35), si trova, dopo
facili riduzioni :

che si può ancora ridurre alla forma:

e analogamente

10. - S ano zi 2 z 2 le due radici della (33) corrispon-
denti rispettivamente alle radici tl 1 t2 della (32), avremo



32

od anche, per le (37):

Avremo ~ pure

Di più osservando che per le (37) si ha:

se si suppone, come evidentemente può farsi, che le radici
t2 siano scelte in modo, che nella formola:

si debba prendere il segno positivo del radicale , si avrà

pure :
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Le rispettive radici r1 , 1"1 ; 1’2 , 1"2 delle equazioni di
secondo grado :

saranno le quattro radici della (34) e soddisferanno alle
identità :

Chiamando con wi , u~z , w2 , w2 i valori di w corrispon-
denti rispettivamente alle ascisse r~ , r~ , r~ e

osservando che é =W~ + ik1t , W’2 =W2 .~ ~, poniamo :

ovvero, avendosi

Analogamente poniamo
s..N.
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ovvero :

Si tratta ora di esprimere per mezzo dei coefficíenti

della (33) le quantità I-I, H’, che, come si vede subito, sod-
disfano alla relazione H I-~.’ - k2.

Per questo, se una volta si sommano le (47) e una
volta si moltiplicano, si trova:

Dunque, per avere l’ espressione voluta di H, basterà
eliminare r,, +r, dalle (48’), a), b). A tale scopo
si può ricavare dalla (48’) il valore di i r~ + r, e sostituirlo

nelle a), b) con che esse diventano, tenuto conto della (27):

ed eliminando fra queste ri r2 si ottiene per H l’equazione:
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e poichè il prodotto delle sue radici è k 2, si deduce che
una di esse sarà H, l’ altra H’, poniamo

Procedendo come sopra, poniamo,

ovvero

e

ovvero

Per determinare in funzione dei coefficienti della (33) le

quantità H~, H’~, sottraiamo prima le (47), con che si ha:
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e poniamo la b) sotto la fvrina:

Sostituendo in queste il valore di r~ -1~2 tratto dalla

(51’), esse diventauo:

ed eliminando da esso si ottiene per H~ l’equazione:

che risoluta darà, per la (27)



37

Riguardo alle formole (50) e (53) bisogna avvertire

che, avendo supposto che r~, r, siano le ascisse ridotte dei

piedi delle miní me distanze , e quelli delle nias-

sime, non può scegliersi ad arbitrio per H , H’ , e H’1
una qualunque delle due radici delle respettive equazioni
di 2.° grado che le determinano ; per giustificare quindi
la scelta fatta, faremo uso delle considerazioni seguenti.9 zn

È facile riconoscere che il metodo seguito finora per trat-

tare i sistemi di raggi negli spazi curvi è una estensione

di quello adoperato da Kummer per lo studio di questi
sistemi nello spazio euclideo., e che le formole della me-

moria di Kuminer si deducono tutte da quelle trovate

finora col passaggio al limite per 7~ 2 === 00. Negli spazii
curvi però , e più specialmente in quello a curvatura co-

stante positiva, si è veduto come si presentino spontanea-
mente nuovi elementi che non hanno luogo nello spazio eu-

clideo , dovuti al fatto che due rette hanno non solo una

minirna distanza fra loro, ma anche una massima. Quindi

quando non sia facile distinguere direttamente quali delle

formole che s’incontrano corrispondono agli elementi che

sono comuni allo spazio euclideo e quali a quelli che non

lo sono, converrà passare al limite per k 2 = co, e quelle
che si riducono alle forrnole dello spazio euclideo saranno
da considerarsi come relative a quegli elernenti che hanno

luogo anche in questo spazio .
Cos  nel caso presente si vede che il 1 valore di H dato

dalla (50) deve essere considerato come corrispondente alle
ascisse dei punti L. , L2 (e anche L’i , I~’2 ) perchè, passando
al limite per 7~ 2 OO , H si riduce e il suo
valore viene a coincidere precisamente con quello che si ha
nello spazio euclideo per la somma delle ascisse dei punti
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limiti; il valore di H’ invece, diventando infinito, corrÌspnn-
derà ai punti L’1’ L, ed anche a L1, L’2 . Lo stesso ripe-
tasi per le (53).

Riassumendo dunque, avreino la foririola:

che potrà servire alla determinazione dell’ascissa del punto
medio del segmento o L’~ L’2; e la prima delle (53),
che per la (27)bis si può scrivere

che servirà a determinare la lunghezza del segmento L, L,
o del suo eguale L’~ L’~ .

S. 4.

I punti focali.

Il. - Ricerchiamo ora quei raggi del sistema infinita.-

mente vicini al raggio (u, v ) che s’incontrano con esso. I

differenziali ad essi corrispondenti devono soddi-
sfare alla condizione (15) per l’incontro di due rette, quindi
all’_equazione :
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Per dedurne F equazione a cui devono soddisfare i dif-

ferenziali du, dv, basta osservare che eseguendone il qua-
drato e sviluppando il determinante del suo primo rnembro,
la (56) prende la forma:

e questa per le (I) , (II) , (IIT) del §. 2. diventa:

,1 v
avendo posto T ====2013. Questa equazione si potrebbe facil-

mente ridurre al quadrato di una equazione di 2." grado
in r, come è naturale, essendosi essa dedotta quadrando la
(56). Per ottenerla seguiremo un’ altra via che ci servirà

nel tempo stesso a determinare le ascisse ridotte di quei
punti in cui il raggio (u, ) è incont.rato da quei due raggi
infinitamente vicini che sono determinati dalle (56) o (57),
punti che, come nello spazio euclideo, si chiameranno punti,
focali o semplicemente fuochi.

Per questo osserviamo che se le X sono le coordinate

di un fuoco sul raggio ( u , v ), esse dovranno anche es-

sere le coordinate dello stesso punto sul secondo raggio
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( v+dv), e però si dovrà avere, per tutte le Xi,
d Xi = 0. Quindi, poiché:

si avrà:

Queste, moltiplicate prima per le Xl e sominate, e poi
moltiplicate per le i e sonmate, dànno intanto:

e quindi diventano

ovvero:

-Moltiplicando le (58) una volta per un’ altra, per
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e sommando, si ottiene:

e moltiplicando invece le (58’) una vulta per

per e sommando, si ha:

iin’ altra

Eliminando successivamente k sen w- e cos w’ dalle (5H), (59’),k k ’ ’

si ottengono per determinare le equazioni :

le quali , y per le relazioni (25) , sono equivalenti l’ una

all’ altra, e sono esse che, quadrate, risultano equivalenti
alla (57).

Se invece dalle (59) , (59’) si eliminano du, clv si

hanno per determinare le ascisse ridotte p dei fuochi, le

equazioni, pure equivalenti:
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le quali, sottraendo dalla seconda la prima moltiplicata per
~ 2, possono scriversi sotto l’ unica forn&#x3E;ai é

Quando questa equazione e le (61) ammettono le radici
reali, indichiamole rispettivamente con zz , T2 ; fra

esse si hanno per le (59) , (59’) le relazioni:

e quindi anche

Se ne deduce, tornando ad indicare con p una radice qua-
lunque della (62):
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ossia p sni iisfa, come è naturale, aIl’ equazioxie (29) . 3.
che dà le ascisse ridotte dei piedi delle rnassime o minime

distanze, dove sia fatto ~~v T. Se p è la radice di uesta
, 

"

k2
equazione che corrisponde ad un fuoco, P altra radice - 

2

P

corrisponde ad un punto del raggio u , v) che ha dal fuoco

la distanza + ~~ ossia er &#x26;~~&#x3E;0~ al piede della mas-

sima distanza dei due raggi indnitamente vicini che hanno

il fuoco come punto comune.
12. - Se indichiamo le ascisse dei fuochi

in modo che si abbia:

si ha per la (62):

che, confrontata con la (54) del paragrafo precedente, porta
a concludere che si abbia:

ed anche
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dove 1n’ sono due numeri interi che si possono supporre

eguali a 1 o a 2.

Ma poiché se 0"1 è un valore corrispondente a Pi, tale

è pure a~ + k 1t, è chiaro che si possono sernpre scegliere
tra i due fuochi e i loro opposti, due di essi per i quali si

abbia a~ + 72 =_w1 2V2 e due che diano a~ + a2 ~ +W’2 .
Dunque:
Nello spazio di Rie1nann i due fuochi e i loro op-

posti comunque vengano associati a col)píe, (leterminano
sz~ ogni del siste,na un ha lo stesso

punto medio di quello terminato dai punti dei 

delle minime o delle massime distanze.

Nello spazio di Lobatschewòky il seqiiiento terini-

nato dai fuochi ha lo stesso punto medio di quello ter-

minato dai punti Lirniti.

Dalla stessa equazione (62) si deduce

e quindi, 3 per essere

Da questa e dalla (55) si ha dunque
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e se si pone

ne risulta

ossia e soltanto per r f’. Insieme con 
si avrà pure wx w &#x3E;? , come è chiaro geometrica-
mente, dovendo i fuochi appartenere al segmento L i L27
cotiie piedi particolari di minime distanze.

(*) L’espressione V2 + A2 .2 positiva per k2 &#x3E; 0, è tale anche per
V2

A2  0, g acchè essendo allora wi e w2 reali, il primo membro della (65)
è dello stesso segno di k2, e quindi il denominatore del secondo membro

dello stesso segno di pt 4 Q che è positivo.
V
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§. 5.

I piani principali e i piani focali.

Le superficie annesse ad ogni sistema o0 2 di raggi.

13. - Indichiamo U3 2 u4 le coordinate di

un piano U passante pel raggio ( u , v &#x3E; del sistema e per
la massima o minima distanza di esso dal raggio infinita-
mentre vicino ( u+du , v+dv ). Si avrà intanto:

Il piede della stessa massima o minima distanza sul

secondo raggio avrà per coordinate:

essendo e una quantità infinitamente piccola ; e siccome il

piano U deve passare anche per questo punto, si dovrà

avere 1 u.. X’i ~ 0; ossia per le a) :

e trascurando gl’ infinitesimi d’ordine superiore
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Questa insieme alle a), ci dà:

che sviluppate, tenendo conto delle (19), (19’) e della con-
dizione ~ ~== l, diventano:

dove al solito è e si è posto: d

Importa anzi tutto notare che W si mantiene sempre

differente da zero per qualunque valore di r che non sia
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eguale all’ascissa ridotta di uno dei fuochi. Infatti, se fosse
W 0 , r dovrebbe soddisfare sinialtaneamente alle due

equaziotií

la seconda delle quali non è altro che la (29) del §. 3.

L’ eliminazione di r fra queste due equazioni dà per ri-

sultante :

dove Ora il primo fattore del primo

membro della c ) si annulla soltanto per il valore r d v
" du

corrispondente ad uno dei fuochi, come risulta dalla (57);
e l’annullaisi del secondo fattore, che è il discriminante della
seconda delle b), porterebbe che questa ammettesse le due
radici eguali, e poichè il loro prodotto è dovrebbe essere

r 2+ 1~ 2 ~ 0, cosa impossibile &#x3E; 0, ed anche per
kG~ .~ 0, per 1’ osservazione fatta in fine del §. 1, che cioè
la minima distanza di due rette non situate nello stesso pia-
no non può mai cadere a distanza infinita.

Se ora r è l’ascissa ridotta del piede della minima di-
stanza dei due raggi ( u , v ) (u+du , v+du), r’ è quella
del piede della massima e U’== ( u’l u’ 2 u’3u’ 4 ) è il piano
passante pel raggio ( u , v ) e per la massima distanza, il

coseno dell’ angolo ( U U’ ) dei due piani sarà dato per le

(68) dalla formola :
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e poiché r , r’ sono le radici della seconda delle b), si avrà

cos ( U U’ ) === 0; ossia i due piani che passano pel raggio
( u , v ) e per la massinia e minima distanza dal raggio
( u+du , v+dv ) son) &#x3E; fra loro perpendicolari .

14. - F’acendo invece nelle (68) una volta 
un’altra r ~n~ , e ponendo:

si trova per il coseno dell’angolo U2 ) dei piani che

passano pel raggio ( u , v ) e per le minime distanze cor-

rispondenti ai punti limiti L1, L2 1’ espressione:

che per le (36) si semplifica subito in quest’ altra:

Ma per la 2. a delle stesse (36) si ha:

S.N.
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quindi tenendo anche conto della (40’):

, Prendendo ora a considerare la prima espressione che

per il valore di H~ ci dà la prima delle (53), si vede fa-

cilmente per la (45) e per la 39) che si può scrivere:

e poichè : 
"

se ne deduce:

e perciò cos (U, U~ ) - 0, giacché non possono annullarsi
nè né W2. Dunque i due piani Ul U2 sono perpen-
dicolari fra loro, e poichè i piani D’~’ U’2 passanti pel rag-
gio (u, v) e per le massime distanze corrispondenti ai punti
limiti L’~, L’~ sono rispettivaménte perpendicolari 
saranno anch’ essi perpendicolari fra loro.

Per altro i diedri non sono coincidenti,
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ma opposti allo spigolo, come ora faremo vedere. Il coseno

dell’angolo è dato analogamente al precedente 
dalla formola:

dove ~1’ non digerisce da ’’’1’ che per contenere r ~ in-
vece di r~ . Ora a ( t~ t~ ) e a E’-~-F’ (t~ -~- t2 ) + G’ t1 t2 ,
si sostituiscàno rispettivamente i loro valori dati dalle (45)
e dalle (4(Y) , (39) e si osservi che per le (52’) e (53)
si ha :

se ne deduce per il secondo membro della precedente, te-

nendo sempre conto della (27), I’ espressione

Per trasformare ora il prodotto ~2 , osserviamo
che, in generale, per la seconda delle b), di cui r è radi-

ce, si ha:
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e quindi

Ora si ha identicamente

e poichè dalle (42) , (43) , (37) , (41) si deducono i valori

pei 
. 

coefficienti 
o 

di l r’l -~- r 2 ~ ~’~ j~2 , -1 y’‘1 r2 e per 
per mezzo delle (50) e (53) si 3 r’1
per trova che l’ espressione precedente risulta in-

dipendente da r’~ ~ r~ e precisamente

Per le stesse (53) si trova poi



53

Queste due relazioni mol tiplicate fra di loro e divise

per k4., ci dànno pel valore del prodotto W’1 W 2 la stessa
espressione d) col segno cambiato, il che porta evidente-
mente a concludere che cos ( U’1 U2 ) 1, e poichè lo

stesso varrebbe per cos ( U, U’2 ), si deduce che i diedri

U’1 U’2 sono opposti allo spigolo, c. d. d.

Se diamo il nome di piani pr’inc£pal£ ai due piani pas-
santi pel raggio (u, v) e contenenti le massime e minime

distanze corrispondenti ai punti limiti, possiamo dire che:
ogni raggio del sisteina passano due piani prin-

cipali, uno dei quali contiene, situate da opposte
rispetto al raggio, la e mini1na distanza cori-i-

spondenti ai punti L1, L’2 , e l’altro ad esso per-

pendicolare, contiene la massÍ1na e distanza cor-

rispondenti ai punti L2, 
15. --~- Ritorniamo a considerare il piano v,3 u4)

passante per il raggio (u, v) e per la minima distanza di

esso dal raggio (u+du, v+dv), e chiamiamo ~~) l’ angolo
che esso piano forma col piano principale U~ . Avremo per le
(68), analogamente a quanto si è fatto nel n.° precedente:

Ora per essere
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se ne deduce

e la (71) diventa

Per semplificare ancora il secondo membro, poniamo la
quantità che moltiplica (t-t2) sotto la forma

Allora per 1’ equazione

cui soddisfa r. 9 e che per le (37) si riduce all’altra
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ovvero

la e) diventa

e quindi la (71) bis si puó scrivere :

Operando in modo analogo per il coseno che lo stesso

piano U fa col piano principale L~~ perpendicolare ad D~,
si troverà:

Per apportare una notevole semplificazione ai calcoli

che seguono, supponiamo di prendere sul raggio (u, v) per
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punto di origine il piede della minima distanza che è con-
tenuta nel piano U, ossia facciamo nelle formole precedenti

con che le (72) , (73) diventano:

In questa ipotesi risulta dalla (29) che t deve soddisfare

all’ equazione :

Si tratta ora di eliminare la t fra questa equazione e
la (74). Senza star qui a sviluppare tutti i calcoli, che ci

porterebbero troppo in lungo, ci limiteremo ad osservare che
a questo scopo basta prima dividere le (74) l’una per l’al.
tra, con che si viene ad eliminare W, ricavare il valore

di t dall’ equazione cos  ottenuta e sostituirlo nella (75); e

che per questo basta tener conto delle formole :
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che si deducono con tutta facilità dalle (42) , (43); e ap-

plicare a più riprese un’ identità della forma

Il resultato a cui si giunge è

Riconducendo ora il punto di origine nel punto primi-

tivo P e ricordando che do-

vremo cambiare nella precedente e w2 in e 

ed avremo
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dalla quale cambiando w in TD k zr si ha ~ altra:

La relazione (77) ( o (77’) ) che lega le ascisse dei

punti limiti dei piedi delle minime ( o massime ) distanze

con quella del piede di uiia minima (o massima) distanza
qualunque e cogli angoli d’inclinazione sui piani principali
del piano che passa pel raggio { ~ , v ) e contiene quella
minima ( o massima ) distanza, é quella che nello spazio
euclideo é conosciuta sotto il nome di formola di Hainil-
ton, e ad essa evidentemente si riduce al limite per k 

16. - Anche negli spazi curvi daremo il nome di piani
focali a quei piani passanti pel raggio (u, v) del sistema
che contengono i due raggi infinitamente vicini convergenti
ai fuochi. Le coordinate ai di uno di essi, p. es. di quello
che corrisponde alla radice ri delle (60), devono soddisfare
alle equazioni :

che sono compatibili in forza della (56). Servendoci delle

prime tre, se ne deduce :
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che sviluppate con un procedimento simile a quello tenuto

per le (67), ci dànno :

Per le coordinate dell’ altro piano focale , basterebbe

cambiare nelle precedenti T1 quindi chiamando 7 l’an-

golo compreso fra i due piani focali, esso sarà determinato
dalla formola:

ovvero dalle altre

Se invece le ai si deducono dalla prima, seconda e

quarta delle (78), operando in modo perfettamPnte sicnile al

precedente si troverebbe: s

e quindi i anche
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Ora dalle (63) , (63’) del §. precedente si deducono le

altre :

e da queste :

ch~ combinate insietne dànno

Se in questa si sostituiscono i valori di e Px P2
che ci fornisce la (62), e se ne ricava il seno dell’ ango-
lo y, si trova:

che può scriversi, per le (65):
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ovvero per le notazioni (66)

17. - Per studiare la posizione relativa dei due piani
focali rispetto ai piani principali , indichiamo con wl e c»,

gli anàoli d’inclinazione dei due piani focali sul piano
principale corrispondente al punto limite L, ( o L’~ ) . Per

la formola (77), avremo:

da cui
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àla per essere si ha:

ovvero:
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Se ne conclude che si G , e poichè i due25

piani principali sono fra loro perpendicolari , avremo il

teorema :

I piani focalí sono egual iente iriclinati sui piani
.

o in altre parole: 
’

I piani bisetto11i dei piani fócali coincidono coi piani
bisettori dei principali.

Aggiungiamo in fine che le (81) possono anche ser-
vire a darci una facile confernaa della (80) per 1’angolo dei
piani i focali.

18. - Ad ogni sistema doppiamente infinito di raggi o
congruenza, come diremo in s eg ui to per brevità (*), appar-
tengono alcune superficie che con essa sono intimamente

connesse e di cui qui esporrò alcune proprietà, riportando
senza dimostrazione i teoremi enunciati da Kummer al §. 5.
della sua citata Memoria, potendosi negli spazi curvi ripe-
tere le stesse considerazioni che nello spazio euclideo.

I punti medii del segmAnto L, L, o L’~ L’2 dei punti
limiti ( prescindendo dagli opposti ) hanno per luogo geo-
metrico due superficie che potranno chiamarsi le superficie
raedie ( Mittelflàchen ) della congruenza.

I quattro punti limiti 1.11 , L2 , L’~’ L’2 (prescindendo
dai punti opposti) hanno rispettivamente per luogo geome-
trico quattro superficie Fl, F22 F3 , I’4 tali che:

Le superficie dividono lo spazio in che

(*) Cfr. L. Bianchi : Sui sistemi doppiamente infiniti di raggi - An-
nali di Matematica , Tomo XV. -
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t"ra esse e soltanto esse cadono i piedi delle 
distanze di due raggi vicini, e fra le su-

perficie F’1’ I?’2 cadono tutti i pie(li delle di-

stanze : 
"

Per Io spazio di Lobatschewsky il teorema va limitato
naturalmente alla sua prima parte.

Passando da un raggio della congruenza a quello in-

finitamente vicino, per il quale la sua minima distanza dal

primo abbia il piede in L1 (e quindi la massíma in LB),
e dal secondo al raggio analogo infinitatuente vicino, e cos
di seguito, si viene a formare una superficie rigata 01, e
una superficie rigata 02 si può costruire nello stesso modo

rispetto ai punti L 2 (o L’2): 
.

Ogni congruenza sí in dop-
pio rnodo generata da un sistenia oo’ di superficie riga-
te 01 o di super ficie rigate o2 ; le superficie F 2 " sono
rispettivamente il luogo geometrico delle linee di strin,gi-
nzeato delle °1, 9 02 , e le F’1 , 2 delle loro linee

W6I allargamento (*).
Anche per questo teorema si vede fac~lmente come esso

vada limitato nello spazio di Lobatschewsky,.
Alle superficie q&#x3E;1’ ~2 , luogo dei fuochi, si darà anche

qui il nome di superficie focali. Passando da un raggio
della congruenza a quello infInitamente vicino che lo in-

contra nel primo fuoco e da questo ad un altro infinita..

mente vicino che lo incontra nel primo fuoco , e cos  di

seguito, verremo a formare una superficie sviluppabile 9

’ 

(*) Se cos  vogliamo chiamare quella linea (e la sua opposta) di una
superficie rigata, che è il luogo dei piedi delle massime distanze di due

generatrici infinitamente vicine.
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il cui spigolo di regresso rxi , tracciato sulla superficie 
si chiamerà caustica (*) della superficie focale c~&#x3E;t. Analo-
gamente si costruirà una superficie sviluppabile °2, il cui

spigolo di regresso «~ sarà una caustica della seconda su - -

perfi-,ie foeale I&#x3E; 2 .
Ogni congruenza a fuochi reali si pu0 in doppio

modo gene1"a1B con 2n di superficie 
pabili °1 o SZ , i cui spigoli (li regresso (Xi o or 2 geYgerano
coiiie erxustiche, le due superficie focali P , I&#x3E;2 .... 

"

Ogni raggio di una congruenza a fuochi reali è una
tangente comune alle due supe’rficíe focali,.

0ssia:

Ogni congruenza a fuochi reali si può 
come il sisteina delle tangenti comuni a due superficie.

E ancora:

Ogni congruenza a fuochi reali si può rt*guardare
come delle tangenti di un sistema di curve

(caustiche) tracciate sopra una superficie.
Ogni focale è inviluppata da uno dei due

sistemi di superficie sviluppabili dalle quali si può im-

rnaginare generata la congruenza.
In ogni superficie focale, ad P1, le causticlte

«i e le linee di contatto con le svilztppabili 112 sono curve
a tangenti coniugate.

E finalmente :

L’inclinazione della nOY1nale principale di ogni cau-
stica della superficie focale sul piano tan.qente alla su-

(*) L. Bianchi, I. c.

S. N. 
55
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uguale 1nutua inclinazione dei pian
che tangente alla (*).

§.6,

La densità.

19. - Le denominazioni di fuochi, 
linee usate in ciò che precede ~ sono

evidentemente tolte dalla teoria della luce, alla quale lo

studio dei sistemi doppiamente infiniti di rette porta un

largo contributo, quando si supponga che ciascuna retta

del sistema sia un raggio di luce uscente dai punti di una

superficie luminosa o rimettente. Un altro elemento di 
sima importanza per lo studio dei sistemi di raggi luminosi
è la densità che assurne il sistema in ciascun punto dello

spazio, e in questo paragrafo ci occuperemo appunto della

sua definizione geometrica e della determinazione analitica.
Consideriamo un punto qualunque M di un raggio (u,v)

della congruenza e immaginiamo un suo intorno infinita-

mente piccolo in modo che nell’ interno di esso lo spazio
possa ritenersi come euclideo. Ciò posto:

.punto iV~ raggio {u , v) della 

condicianio un perpendicolare al e trac-

una chiusa c di che

M. Per’ lo stesso punto conduc’¡a1’no le

(*) Bianchi, 1. c. n.° 3.
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~~ette (*) a tutti quei raggi della congruenza
ejze escono dai punti di c; esse deterrnineranno sopra una

sfera di infinitantente piccolo r col centro in 1B1

una curva cfiiusa infinitesinia c’ di a1.ea r 2 . Il rap-

porto

sarà quello che noi chiaineremo densità della congruenza
nel _punto M.

Questa definizione ha evidentemente una perfetta ana-

logia con quella che si dà per la densità nello spazio eu-
clideo, ed ora vedremo come anche la sua espressione ana-
litica si riduca a quella dello spazio piano per 

Per sen1plificare i calcoli supporremo di prendere per
superficie S di partenza il piano x perpendicolare al raggio
nel punto M, cosicchè si avrà in questo punto:

e per tutti gli altri punti del piano, x4 J. Su questo piano

(*) Questa denominazione è qui usata soltanto per comodità di I in-
guaggio. Per I"intelligenza di ciò che segue è necessario quindi avvertire
che le rette in discorso s’ intendono costruite conducendo per il punto M

( ove s’ immagina trasportata l’origine delle coordinate) le perpendicolari
a quei piani passanti per M, che fanno coi piani coordinati gli stessi an-
goli dei corrispondenti piani passanti per i punti di c e perpendicolari ai
raggi uscenti da questi punti.
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scegliamo due punti M~ , M~ infinitamente vicini ad M e

non in linea retta con esso; le coordinate del primo sa-
ranno dX3 0 ) , che dovranno soddisfare

alla condizione .

dalla quale trascurando ~l’ infinitesimi di ordine superiore al
1. o, si deduce k dxl == 0. Ripetendo lo stesso per il punto
M2 e distinguendo con la lettera a gli accrescimenti delle

sue coerdinate, si avrà : o

L’area co del triangolo inSnitesimo M M:1 sarà

quindi data dalla formola : (*)

ossia

Il piano passante per M. e perpendicolare al rag-

(*) Killing , 1, c. pag. e 86.
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gio uscente da questo punto avrà per coordinate

( ci,’ 12 , (1~3’ 1 + d~4, ); ma dovendo esser soddisfatte
le identità:

se ne dedurrà d~~ 0 , 2 quindi, applicando lo stesso
risultato al piano 1b2 passante per e perpendicolare al
raggio che esce da questo punto., si avrà:

La sfera di raggio r che ha il centro in M, sarà in-
contrata dal raggio che passa per M e dalle due rette con-

dotte per M parallelamente ai raggi che passano per M1 , ,M2
nei punti di coordinate:

quindi, se si suppone r infinitamente piccolo e se ne tra-

scurano le potenze di ordine superiore, l’area r 2 J del trian-
golo che ha per vertici questi tre punti sulla sfera , sarà
data, analogamente alla precedente, da:
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Ora se nelle (19) del ~. 2, corrispondenti una volta

agli indici i 1 , ~====2 , 1=3 , ~===4~ e un’ altra a 

k = 3 ~ ~=====4 ~ Im=2, si pone ~== k , ~3== ~~ -~ ~ ~
~~ =: ~2:=:= ~3 0, ~==~1? si ottiene :

e le espressioni simili per d’;2 , ~~3 dove si cambi dv

in au Sostituendo questi valori nell’ espressione di c~’ si

trova, dopo facili riduzioni :

e quindi

ovvero, per la (21):
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20. -° Per avere ora ~ espressione della densità quando
il punto di origine sul raggio (u , v) non coincide più in

111a è un altro punto qualunque, basta osservare che il

secondo membro della (82’) non è altro che ~ inversa del

prodotto delle due radici della (62), quindi sarà:

e se il punto M avrà una dlstanza iv dall’ origine P{’, ba-

sterà cambiare nel!a precedente e in )!;-7 e 2013j,
e si potrà 

e sviltippando, tenendo conto della (62), si avrà infine :

Cambiando in questa r in - k 2 o nella (83) w in
r

2v + i k7r e chiamando 0’ il valore che ne risulta per lá

densità, si ha :
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Dunque: Nello spazio di il prodotto dei va.
lori che assume la in dite punti di uno stesso

raggio distanti fra loro di 2 k 7r è costante ed eguale al
quadrato della curvatura dello spazio.

Per esaminare le variazioni che subisce la densità nei

diversi punti di un raggio della congruenza, ricerchiamo

dapprima per quali valori di r essa divenga massima o mi-
nima. Dovremo a tal fine eguagliare a zero la derivata

rispetto ad r del secondo membro della (83’) e quindi per
determinare i valori m-issimi e minimi di :J, elirninare r’ fra

l’eqliazione cos  ottenuta e la stessa (83’). Le equazioni che
cosi si ottengono sono:

La prima confrontata con la formola

ci dice in-

tanto che la densità diventa massima o minima nei punti
di ascisse

ossia nel punto medio del segmento L, L2 o del segmen-
to L’IL’2 . Scriviamo la (83) sotto la forma
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e supponiamo dapprima k &#x3E; 0. Se i fuochi sono reali, il

k2 k 2
secondo mernbro si annulla per r c:= - - e r -- , 2

P1 P2
diventa infinito per e r==P2 1 si rnantieiie negativo

.. L. do 
· k 2

per tutti i valori l r compresi fra P1 e p2 , 1 o - - e - - 
2

P~ P2
e positivo per tutti gli altri; il valore massimo e il valore

minimo di e sono dunque ambedue negativi, come si vede

anche dalla (85), la quale, essendo ora P2-4V2ÂÂ’&#x3E;O,
ha ambedue le radici negative. Dunque :

In congruenza a fuochi reali dello spazio di
Riemann la densità si negativa entro
il segi iento fuochi e dez due punti che distano ri-

· 
1 

a . .

spettivaniente da essi in questi ultimi si aiznulla

e in quelli diventa infinita, e tutti gli altr’i punti
ha se npre un valore positivo. Il valore che essa assume

nel punto medio del segmento L1 L2 è un massimo ne-

e quello che assume nel inedio del seg1nen-
to L’1 L’1 è un minimo negativo.

Se i fuochi sono immaginarii la densità si conserva

ovunque positiva. Ora per mezzo di considerazioni analoghe
a quelle del n. o 1~), potremo, coi passaggio al limite per

riconoscere che delle due radici

dell’ equazione (84) quella che corrisponde al segno supe-
riore ci dà 1’ascissa ridotta del punto medio del segmento
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e l’altra quella del punto medio del segmento L’~ L’2’
Sostituendo questi valori di r nella (83’), si trova che dei

due valori che risultano per e, che sono le radici della (85),
il maggiore corrisponde appunto al segno superiore e il mi-

nore all’ inferi ore. Quindi:
It2 una fuochi int;itagínarii dello 

zio di Riemann la densità conserva un 

positivo; è nel punto del L, L2 ,
?nini1na nel del L’, L’2.

Supponendo ora l~ 2 ~ ~, poniamo k2 -~. -~- R2, la (83)
diventa :

quindi se i fuochi sono reali, il secondo membro è negativo
per ’w compreso fra a1 e o~~ , infinito per e u~ ~2 ,

positivo per tutti gli altri valori di w; nel punto (medio del

segmento L~ L~ acquista il suo massimo valore negativo.
Se i fuochi sono immaginari , il secondo membro è sempre

positivo, e siccome per si riduce a 2013~ ~ mentre per w
finito è sempre maggiore di 1 esso avrà il suo massimo

valore nel punto medio del segmento dei punti limiti.

Dunque riassumendo :
In reali dello spazio di

Lobatschesky la densità si mantiene negativa entro il
seginento dei suo 

suo punto di 1nezzo,. diventa nei
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fuochi e si positiva pei-- qualttnqzte altio punto
c.lel raggio.

Se i sono ímmaginai-ii lez densità è sempre

positiva, acquistando il suo inassi1710 nel punto me-
dio del raggio.

E finalmente:

In qualunque congruenza dello spazio di Lobats-

ch( wsky la densitá ha lo stesso valore a distanza,

infinita eguale al valore assoluto della curvatura dello

spazio. s

~. 7.

I sistemi di raggi costituiti dalle normali

ad una superficie. 
’

21. - Fra tutte le congruenze di raggi sono principal-
mente itnportanti, come quelle che hanno stretta attinenza

colla teoria delle superficie, quelle costituite dall’insie,,ne

delle normali ad una stessa superficie S. in questo para .

grafo mi propongo di esporre le modificazioni che subiscono

i risultati preceaenti per questi sistemi speciali, e di sta-

bilire per gli spazii curvi alcune forrnole della teoria delle

superficie, note per lo spazio euclideo, allo’ scopo di appli-
carle nel successivo parag’rafo allo studro di un’altra classe

notevole di congruenze.

Supponiamo adunque che tutti i raggi del sistema ri-

sultino normali alla superficie di partenza S, ossia il piano
it ( ~i ~2 ~2 ià) passante per il punto ~&#x3E; X2 ~’3 X 4.)
e perpendicolare al raggio (u, v ~, sia tangente nel punto
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P alla superficie S. Questo piano, dovendo contenere i tre
/*

punti infinitamente vicini della superficie -}-2013 du
 ’ 

dv avrà er e uazione se suno Ia L coordinate-- 2013, s avrà per equazione se sono le / tè coordinate

correnti dei suoi punti:

e quindi le sue coordinate i saranno date dalle formole

dove

essendo:

Ne risulta
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e derivando successivamente ciascuna di queste equazioni
rapporto ad u e v, si ottiene

Similmente, considerando la superficie come inviluppo
dei suoi piani tangenti, invece che come luogo dei punti P,
1’ equazione del punto P sarà:

e quindi le sue coordinate saranno espresse dalle formole :
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dove

essendo

Si avrà dunqne.

è quindi

Dunque per le congruenze costituite dal sistema delle

normali ad una superficie deve essere f f’. Viceversa -si
può vedere che se questa condizione è soddisfatta, la con-

gruenza ammette una serie di superficie ortogonali.
Infatti si consideri la superficie defin ta dalle equazioni:

e per il punto X s’immagini condotto il piano perpendico-
lare al raggio ( u , v ) le cui coordinate saranno;
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come è facile verifiéare osservando che esso contiene il

punto X ed è perpendícolare a tutti i piani che passano

per il raggio (u, v). DitTerenziando le (90), moltiplicandole
rispettivamente per le (91), osservando che

e sommando si ha

quindi se si determina w dall’ equazione ai differenziali

totali :

ciò che è possibile appunto perché la condizione d’ inte-

grabilità

è soddisfatta per 1’ ipotesi che sia f ~~’’, la superficie defi-
nita dalle (90) avrà per piano tangente 3~1 piano ~~j , giac-
chè per essere lo stesso piano

contiene i tre punti i dv 

tamente vicini della superficie. Dunque poichè w contiene

una costante arbitraria, esisterà un sistema oo’ di superfi-
cie ortogonali a tutti i raggi del sistema.
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Per le (88) , (88’) i coefficienti delle forme differenza-

li (I) , (II) diventano

ossia la (1) è il quadrato dell’ eleinento lineare della su-

perficie S e alla (11) che rappresenta l’angolo di due piani
tangenti infinitamente vicini daremo il nome di eleinento

angolare della stessa superficie S.
Di più se indichiamo rispettivamente con D , I)’ , D" le

quantità e, f=f’ , g, le forrnole (20) , (20’) diventano:

con 1’ altra
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22. - I piani passanti per il punto x normalmente alle
linee hanno rispettivamente per coor-

dinate

quindi se le linee coordinate sono ortogonale si dovrà avere

Ft=O.
Sul piano tangente , i poli assoluti delle generatrici

delle v = coste , avranno

rispettivamente per coordinale 
’

se queste generatrici sono perpendicolari su tutti i piani
tangenti l 

Nella prima ipotesi si possono facilmente esprimere le

derivate parziali rispetto ad u , v delle 12 quantità

in funzioni delle quantità stesse e

delle .vi; osserviamo infatti che dalle equazioni:

si ricava

S. N,
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ossia

Similmente dalle equazioni

e da quelle che se ne ottengono permutando
u , v ; G~ ; D ~ D" si ricava

Finalmente risolvendo le equazioni:
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e quelle che se ne ottengono permutando u,v ; E~ , Gf ; D,D",
si ricava :

Esprimendo poi le condizioni d’integrabilità del sistema
di equazioni a), b), c) si trovano le equazioni:

Operando in modo analogo, si possono esprimere, nel

caso di F~ ==0, le derivate parziali rispetto ad u , v delle

12 quantità Xi in funzione delle quantità

stesse e delle i; per mezzo delle foi&#x3E;inole:
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Ed esprimendo le condizioni d’ integrabilità di questo

sistema, si hanno le equazioni

Le (94) , (94’) che legano le quantità D , D’ , D" ri-

spettivamente ai coefficienti dell’ elemento lineare e del-
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l’ elemento angolare della superficie S, sono le condizioni

necessarie e sufticienti (*) per la determinazione, a meno di
mov’menti nello spazio, della superficie S considerata come
luogo di punti o come inviluppo di piani . Le prime sono
conosciute, nello spazio euclideo, sotto il norne di fornaole
di e

23. - La proprietà metrica caratteristica di questa
classe speciale di congruenze è contenuta nel teorema:

Per le congruenze (ostituite norinali ad una

fuochi coincidono con i punti lirniti dei 
delle miniJne distanze.

Ciò si verifica osservando che per questi particolari
sistemi di raggi, e solamente per essi, si ha e questa
condizione trae seco l’ altra che 1’ equazione

Q 1’4 + lP r 3 + (EG-F2_..2k2 Q) 

del §. 3. che serve a doteri-ninare le ascisse ridotte dei

quattro punti lirniti, si nelle due equazioni di 2. ø
grado : 1

la prima delle quali coincide con la (62) che dà le ascisse
ridotte dei fuochi, e la seconda che ha le radici inverse di

quelle della prima moluplicate per - k2, dà le ascisse ri-

(*) Vedi p. es. L. Bianchi : di geometria differenziale J
pag. 389.



86

dotte di quei punti che distano dai fuochi Anche
.;.2

le equazioni (60) che ora si possono scrivere sotto la forma :

e che come abbiamo osservato al §. 4, sono equivalenti,
riescono nel caso attuale equivalenti alla (32) del §. 3, che
ora si riduce alI’ altra

e che si deduce da esse sottraendo dalla prima la seconda

moltiplicata per k 2.

Esse sono le equazioni di quelle linee della superficie
S, lungo le quali le normali alla superficie stessa formano
una sciluppabile, ossia delle sue linee di Le

ascisse ridotte dei punti limiti dei piedi delle minime distanze
prendono qui il nome di raggio pi-incipati ridotti (li cur-

vatura, e le superficie focali quello di superficie evolute
della superficie S. ,

Se si chiama, come suol farsi, cur1,atura della super-
ficie nel punto P l’inversa del prodotto dei due raggi prin-
cipali ridotti di curvatura 1"1 , 1"2 vediamo che essa non è

altro che la densità del sistema delle norinal  nel punto P;
e si avrà per la (93)
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Il prof. Bianchi (*) trova più legittimo dare alla quan-

t tàrir il nome di curvatura relaliva della superficie, e

chiama curvatura assoluta « quella che compete al suo ele-
« mento lineare, calcolato nella determinazione metrica dello

~ spazio in cui esiste » e Indicandola con K, si ha per la

terra delle (94):

Se la stessa definizione analitica si assume per la cur-

vatura assoluta K’ della superficie S considerata come in-

vii uppo di piani, si avrà per la terza delle (94’)

24. - Prima di lasciare l’ argomento di questo §, vo-
gliaino far vedere come la condizione:

che caratterizza le congruenze costituite dal sistema di nor-

mali ad una superficie o, come si può dire più brevemente,

(*) Sui sistemi di Weingarten negli spazii di curvatura costante.
Atti della R. Accademia dei Lincei. Anno 1887, pag. 227.
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le congruenze normali, può utilmente applicarsi alla dimo-

strazione di due importanti teoremi noti nello spazio eucli-

deo e che non cessano di valere negli spazii di curvatura

costante. Osserviamo per questo che la precedente, introdu-
cendo gli angoli « e (3 che il raggio della congruenza
uscente dal punto (u, v) di S forma colle direzioni positive
delle linee si trasfornia nell’altra :

e poichè 1’ equazione dx , integrata dà:

con C costante arbitraria, se ne deduce subito il teorema

di Beltrami :

Se una di raggi uscenti dai punti di
una superficie S una serie di ortolgo-

nali, immaginando c-iascitn raggio terrninceto ad una

delle su perficie 1 ortoganali, in ogni deformazione pei-
flessione della superficie S, seco tras]Jo1"ti i raggi
inva1’iabil1nente connessi colla supei-ficie, il luogo dei 

estremi non cessesnà mai di essere una superficie
ortogonale ai della congruenza.

In secondo luogo supponiamo che i raggi della con-

gruenza subiscano una riflessione o rifrazione e, per sempli-
cità, scegliamo la stessa superficie S di partenza come su-
perficie riflettente o rifr-angente. Nel primo caso è chiaro
che gli angoli a per la congruenza incidente si caro-
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biano rispettivamente negli angoli 7r-a e per la con-

gruenza riflessa , per la quale quindi la d) non cessa di

essere soddisfatta.

Nel caso della rifrazione, se n è Findice di rifrazione

nel passaggio dalla congruenza incidente a quella rifratta ,
si riconosce anche facilmente che gli angoli a’ e (3’ per la

congruenza rifratta sono dati dalle formole

quindi anche per la nuova congruenza la condizione c~) ri-

mane sempre verificata.

Abbiamo dunque il teorema di Malus-Dupin:
congruenza nornialle di raggi si conserva tale

d01JO riflessione o una rifrazione.

S. 8.

Le congruenze pseudosferiche.

25. - Dopo le congruenze studiate al § precedente, le

più importanti che si conoscano per proprietà metriche sono

quelle per le quali sono costanti insieme la distanza dei

fuochi e quella dei punti limiti e che nello spazio euclideo
sono state considerate per la prima volta dal prof. Bianchi
nella Nota già citata degli Annali: Sui sistemi doppiamente

L’ intima relazione, con cui queste con-

gruenze sono legate alla di Bäcklund per
le superficie pseudosferiche, rimane confermata anche negli
spazii di curvatura costante; esse servono a dare di quella
trasformazione, che per gli spazi curvi è stata pure trattata
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dal prof. Bianchi nella Memoria testè citata dell’Accademia

dei Lincei, l’ interpretazione geometrica più semplice e na-
turale. Seguirò nello studio di queste congruenze lo stesso

metodo tenuto dal prof. Bianchi , come quello che conduce
nel modo più spedito alla dimostrazione delle loro proprietà.

Sia la congruenza a fuochi reali e si assuma a super-
ficie S di partenza una delle due superficie focali, sulla

quale le linee coordinate v ® coste siano le sue linee rau-

stiche, e le u coste le loro traiettorie ortogonali, di guisa
che il suo elemento lineare prenda la forma:

Le coordinate ij del piano 1t saranno quindi date dalle
forrnole

per le quali le (1 ~) , (17’) del §. 2 diventano:

e qui udi
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e le (18) dello stesso §. 2. diventano

e per conseguenza

Ciò posto, se la congruenza deve avere costante = 1

la distanza dei punti limiti dei piedi delle minime o mas-

sime distanze, e costante a la distanza dei fuochi , po-
tremo porre
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dove R e a sono costanti, la seconda delle quali rappresenta
il complemento dell’ angolo d’ inclinazione dei piani focali .

Per le formole (65) del §. 4, avremo dunque:

da cui

e da queste si deducono per D , D’ i valori:

Questi sostituiti nella 2,. delle (9 t), ci dànno per D":
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Finalmente la terza delle stesse (94) diventa:

Dunque :
Se in una congruenza di raggi è costante -- 1 la

distanza dei punti limiti, ed è costante la distanza dei

fuochi, ambedue le superficie focali hanno la stessa cur-

vatura relativa costante negativa -i -, essendo :~ 
e

Ma se si osserva che, per h2~&#x3E; O, aftinché si abbia per 1

un valore reale deve essere e quindi

e che per I~ 2° si ha sempre si vede che

anche la curvatura assoluta delle superficie focali deve es-
sere .negativa, quindi il teorema precedente si può enun-
ciare anche cosi:

Se in una congruenza di 1 la

distanza dei punti limiti, ed è costante la distanza dei
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fuochi, a1nbedue le superlicie focali sono supei-ficio pseu-
dos feriche colla stessa curvatur-a eguale a

dove

Per questa ragione alle congruenze di questa specie
daremo, col prof. Bianchi, il nome di congruenzepseudo-
sferiche

25. 2013 Per dimostrare la loro effettiva esistenza , sup-
porremo ora che la superficie pseudosferica S di partenza
sia riferita alle sue linee di curvatura, y di modo che

essendo allora D’ == 0, si avrà :

Potremo dunque porre

dove 0 è funzione di u , ~s. Con questi valori di D , D~ le
prime due formole (94) diventano :
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che integrate dànno ;

dove rp è funzione della sola u e ~ della sola v. Ma cam-
biando i pararnetri u , v rispettivamente in (u) du ,
f T (v) dv, si può porre

e F elemento lineare’ della superficie S prenderà la forma

e 8, per la 3a delle (94) soddisferà equazione alle de-
rivate parziali del 2° ordine:

Le formole a), b), c) del paragrafo precedente di-
ventano ora :
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Per ogni punto P della superficie S conduciamo nel

piano tangente una retta inclinata del? angolo cp sulla linea
di curvatura Le coordinate del piano 7t passante
per P e perpendicolare alla detta retta, saranno

e derivando rispetto a u, v tenendo conto delle a), j3):

I coefficienti delle forme differenziali (I), (II) , (TII) as-
sumono dunque i valori : ,
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E cos 2 8 , , F == 2013 sen 9 cos 9 sen 9 cos 8 ,

e per conseguenza:
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Sostituendo questi valori nelle (Go) e ponendovi
2 d=R , 2 ó R cos f’j, si ottiene :

dalle quali si trae

Per"queste due equazioni alle derivate parziali cui deve
soddisfare la funzione cp è soddisfatta, in forza della (96), la
condizione d’ integrabilità, e si truva che la stessa p è una

soluzione della (961, cioè si ha
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Di i più se si osserva che le coordinate x! dell’ altro

fuoco P’ sul raggio ( u , v , sono :

si trova per 1’ elemento lineare della seconda superficie fo-

cale S’ la forma:

e la terza delle (~~4) ci dà, in forza - della (98), per la cur-

vatura relativa della superficie S’ il valore 2013 ~2013~ . . La
nuova superficie S’ è dunque a,nch’ essa pseudosferica colla

stessi curvatura assoluta della S, e poichè la soluzione
coinune alle (97) contiene una costante arbitraria, possiamo
enunciare il teorema :

Ad ogni superficie pseudosferica S con la curva-

negativa appartiene una semplice 
d z congruenze pseitdosferiche per le quali la S è super-

focale coni ine.

Se infine si osserva che la costruzione precedente per
passare dalla superficie S alla superficie S’ è appunto quella
che serve alla trasformazione di Bäcklund per le superfi-
cie pseudosferiche (*), potremo dire:

(*) Cfr. per lo spazio euclideo la Memoria del prof. Bianchi: Sui sistema
tripli ortogonali di Weingarten, inserita nel Tomo XIII degli Annali di

Matematica, e per gli spazi curvi la Memoria citata sullo stesso argo-
mento inserita negli Atti della R. Accademia dei Lincei.
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Le due superficie focali pseudosferiche di una con-
,gruenza pseudosferica sono dedotte l’una con

tas fornzazione di Bácklund (*).

Acuilag Luglio 1891.

(*) Questi due teoremi sono appunto quelli dimostrati dal prof.
Bianchi per lo spazio euclideo nella Nota citata: Sui sistemi doppiamente

infiniti di raggi.
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&#x3E;&#x3E; 76 Nel determinante della (87) vanno costituite le x.


