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CESARE FIBBI

I SISTEMI

DOPPLANENTE ISFINITT DI RAGGI

NEGLI SPAZII

GURVATURA GOSTANTE







Scopo di questo lavoro & quello di estendere agli spazii
di curvatura costante lo studio dei Sistemi doppiamente
infiniti di raggi, che per lo spazio euclideo é stato comple-
tamente sviluppato da Kummer nella sua classica Memoria:
Allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensysteme (*).

Servendomi, per la determinazione di un punto nello
spazio, di quel sistema di coordinate che sono, per gli spazit
di curvatura costante, la pitv divetta estensione del sistema
di coordinate cartesiane nello spazio euclideo , e che son
conosciute sotto il nmome di coordinate di Weierstrass,
sono riuscito a conservare ai punti pi salienti della teoria
lo stesso carattere di estensione diretta dallo spazio eucli-
deo, che si riscontra in tutte le ricerche di geometria ana-
litica e differenziale trattate dal Killing nella sua pregevole
opera : Die mnicht-euklidischen Raumformen in analyti-
scher Behandlung (**).

I risultate non differiscono da quelli ottenuts da Kum-
mer che per lo spazio di Riemann a curvatura costante
positiva, dovute al fatto che due rette di questo spazio

(*) Journal von Crelle Bd. 57. S.e 189.
(**) Leipsig, B. C. Tcubner , 1885,



hanno sempre una minima ed una massima distanza fro
loro. Una differenza notevole, a seconda che la curvatura
dello spazio ¢ positiva , nulla o negativa , si ha invece nel
modo di comportars: della densitd del sistema di raggi, e
1 risultats ottenute su questo argomento, in vista dei servi-
git che la teoria dei sistemi OO® di raggi pud rendere
alla teoria della luce, non wmi sembrano privi di qualche
interesse.

La considerazione di quer particolari sistemi di ragge,
che ammettono una serie di superficie ortogonali, condice
spontaneamente ad un doppio modo di trattare la geome-
tria differenziale di wuna superficie col principio di dualith,
ma in questo lavoro mi son dovuto limitare a stabilire le
principale formole fondamentali di questa teoria.

Finalmente wmon ho wvoluto tralasciare lo studio di
quella interessantissima classe di sistemi di raggi conside-
rati per la prima wolta dal prof. Bianchi nello spazio
euclideo, e che egli chiama pseudosferici, ed ho trovato
che anche negli spazic di curvatura costante essi possono
servire a dare la piv semplice interpretazione geometrica
della trasformazione di Backlund per quelle superficie
( psmdosfericke), le quali secondo U importante distinzione
introdotta dallo stesso prof. Bianchi, hanno costante e ne-

gativa non solo la curvatura assoluta, ma anche la rela-
tiva (¥).

*) Per le citazioni che si riferiscono a questo argomento, veggasi
1" altimo paragrafo .



§ L
Le rette dello spazio curvo (¥).

I. — Per studiare i sistemi ©O? di raggi negli spazii
curvi & necessario premettere alcune considerazioni intorno
alle coppie di rette che non sono situate nello stesso piano.
[ risultati relativi a questo argomento si trovano esposti
nell’opera del Killing: Die nicht-euklidischen Rawmformen
n analytischer Behandlurng (pag. 59 e segg.), e io li
riferird qui brevewmente, recando qualche modificazione alle
formole e alla loro discussione, in vista delle applicazioni
che dovrd farne in seguito.

. : ST 1
In uno spazio a tre dimensioni di curvatura costante%—2

riferird i punti di esso ad un sistema di coordinate di We-
jerstcass, ossia ad un sistema di tre p ani ortogonali. Quindi

(*) Dird per brevita spazio piano o curvo a seconda che la sua curva-
tura sard nulla o differente da zero.
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Se X, &y, Xy, €, sono le coordinate di un punto P, p, la

sua distanza dall’ origine e p,,p,, p, le sue distanze dai
piani coordinati, sara:

7
@, =kecos™ | m — ksent® | o —/ksent x ==ksenEé
1 k 1 2 k 3 3 k 2 4

Lk’
coll’ identita:

1)) o ? 4 af, + wf 4 xf =k

Se invece s’indicano con &,, &,, &, £, le coordinate di
un piano = , «, la sua distanza dall’origine e «,, «,, «, gl
angoli che esso forma con i piani coordinati, s avra:

%

El=-senk y §g==c08a, , E,=c0Sa, , £, = coSa,, (¥)

coll’ identitd :

(2) 512-—*-522—[»-'532—{—542_—:1.
L’ equazione
3 g+ G- g+ &, =0,

rappresenta un punto o un piano a seconda che si riguar-
dano come variabili le & o le x. La distanza d del punto

(**) Nell'opera citata del Killing & posto w, —cos M1 , E4=— ksen %5

quindi », e &, sono reali anche per %%< 0. Ponendo inveece o, = k cos ’%‘

4 - . . . . -
£, =—— senl}'_1 » @y e & sono immaginari per A% < 0, ma si ottiene cosi

maggior simmetria e il vantaggio di poter far uso der simboli sommatorii.
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P lal piano = & data dalla formola
(@) k@42 '
LRl = 10wy Ee - £

e se si ha un altro punto P'= (&}, «,, &, «,)% un altro
plano © = (&, &, &,,¢,) le formole:

d , ' '
) k2cos/?=x1w1+w21v2+m3w3+90400'4,
(6) cos ¢ = & & 4 5 &, 4 &8, £,8,,

ci danno rispettivamente la distanza ¢ dei due punti P, P’
e 1’angolo 9 dei due piani o', = .

2. — Le equazioni di una retta possono porsi sotto la
forma

X, =2 cos;fi)—{— k& sen%’,

w w
X, =um, cos 3 + k& sen -,

o

™

S

X, =, cos%+ k& sen 5,

S >

X, = ogcos%’--{— k 54331175 ,
dove le X sono le coordinate correnti dei suoi punti, le =
quelle di un suo punto fisso, le & quelle di un piano ad
essa perpendicolare e passante pel punto «, e finalmente w
¢ la distanza del punto variabile X dal punto fisso x. Fra
le # e le £ devono quindi sussistere le (1), (2), (3).
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Siano o', £, w gli elementi relativi ad un’altra retta;
la distanza P di un punto qualunque della prima da un
punto qualunque della seconda sard data dalla formola

8) k? co1§%=A]1 cos /”—D(,os—-}— EA,, cosz-{-)wnZ— +

k k
7
w
+ kA, sen cos—~ + L2 (\n%sen P

dove

Ay =r i+ oo, ool ooy
9 Ay, = a8+ o By o by + wyf,

Ay =@ 6+ @+ @5+ ald

A

292 = glgll—l— Egg,2+ E3€,3+ 545’4

Il significato geometrico delle quantitd A,;, A,,, A,;, A
risulta immediatamente dalle (4), (), (6).

' Se si vuole che la distanza p sia un massimo o un
minimo , si dovranno eguagliare a zero le derivate del

secondo membro della (8) prese rispetto a w e a w', e si
avranno le relazioni:

22

7
w w. W
A, senzc305~+ch12 n .-sen - —
’
. w w L2
— kA, coscos~— k%A, cos =

(10) Lk

’ ’
w n w w
A, cos-sen— —Fk Algcos%cos’—c— +

w
7 sen k—=0,

k k

w w w
+ kA, sen .- sen 7 — k* A, sen -~ cos —

w =0,
k (5
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dalle quii eliminando successivamente w e w’, e ponenilo:

w /

’ w
(I r-——-kthT , r:-—-l»tgk—,

si deducono le equaz oni:

(AL A FRIAA PR (AR R ERA  — RN — AR ) —
(12) k(A Ay + EPALA L) =0,
(A A A2, A0 ) (AP FRPAS  ——RPAR  — kAR, )0 —
k® (A11A12+ k® Azz A21) =0,

che servono a determinare su ciascuna retta i piedi della
minima e della massima distanza dall’ altra retta.

Alle quantity » , # definite dalle (11) daremo il nome
di ascisse ridotte.

Se dalle (10) e dalla (8) si elimina successivamente

una delle quattro quantitd sen = , cos 2 , sen ad , cos -2 o si
k k k k
pone M = cos , si ottengono le quattro equazioni:

k

/ AuCOSZ_—/ + kA, sen%_ %2 M cos ;§= 0,

w' 1w W
A,, cos T + kA, sen .- — kM sen - == 0,

(19 |
A, cosi -Jf—kA“sen;C—U— kM cos%l)— =0,

w w w' )

A, cos 1= 4+ k A,,sen P EM sen o == 0;

e da queste eliminando w e w/, si ha per determinare la
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minima e la massima distanza delle due rette I’equazione

- k2M’ 0, A11’ A12
0, — M A
(14) > 21 A22 :0,
All’ A21: — k? I\I, 0]
l A12’ A22’ O} - M

ovvero sviluppando:
(14,) k* M* _‘(Azu'{" k* A212+k2 A221 + k4A222)M2 +
(A, Ay, — AL Ay, )250

Si pud intanto osservare che per M? = 1, il suo primo
membro si riduce alla forma:

. 2
Xy Xy Xg &y
'51 ) 52 ) g3 > E4 .
(19) , , . AR
Tl, .’,",2, 003 ) 61/4
! ! ! U
51 & &5 s g4

quindi la condizione necessaria e sufficiente affinché le due
rette siano situate in uno stesso piano & che questo deter-
minante si annulli. Infatti se cid accade, le due rette
avrauno un punto comune e saranno qaindi situate nello
stesso piano. Viceversa, se il piano U che contiene le due
rette ha le coordinate w, , u, , u; , u,, le equazion

xy Uyt @y uy 4 @y ug A2y u, == 0,
o uy ooy uy 4wy u, o u, =0,
Souy + & uy & vy 8 u, =0,
& u, + &, u, + &5 uy + Eyuy =0,
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delle quali le prime due esprimono che il piano U passa
per i punti @ , o' e le altre che & perpendicolare ai piani
£, %, dovranno coesistere, e quindi dovrd annullarsi 1l de-
terminante (195).

Cid posto, & facile riconoscere che P'equazione (14') ha
le radici in M? reali, giacché il suo discriminante

0)  D=(A% + kA%, R A% R A%,) —
—-4k4{(A11A22 —A12A21 )2’

che si pud porre sotto la forma

a,) . D — (A211 +kz A212 — k2 A221 . ]€4A222 )2 +
44kt (A, Ay FEPAG AL,

& evidentemente positivo per k? > 0. Per k* < 0, si pud
osservare che il suo primo membro assume valori positivi
per M? = 00, M2 = 0 e che per M? =1 assume un va-
lore negativo, essendo tutti immaginarii gli elementi della
prima colonna del determinante (15); esso dunque si an-
nulla per due valori reali di M2, I’ uno maggiore, 1’ altro
minore dell’ unita.

Dall’essere reali le radici in M? della (14'), segue che
sono reali anche le radici delle equazioni (12), poiché cia-
scuna di esse ha un discriminante che si pud ridurre alla
stessa forma a) di quello dell’ equazione (14).

3. — Per esaminare pilt da vicino la posizione reciproca
di due rette non situate nello stesso piano, conviene trat-
tare separatamente il caso di #*>0 da quello di £* <O.

Nell” ipotesi di k* > 0, ossia dello spazio di Riemann
a curvatura costante positiva, & noto che la retta & chiusa,
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ed ha una lunghezza finita =2k r. La forma delle egna=

zioni (12) ci dice intanto che se p. es. » & una radice della

. . . h? .
prima di esse, 'altra radice & — ~—, ossia se w & p. es.
r

I’ascissa del piede della minima distanza, quella del piede
. . . 1
della massima distanza ¢ w + Ek m; e lo stesso ha lnogo
sull’altra retta. Di piu siccome le due rette che misurano
la massima e la minima distanza delle due rette date sono
evidentemente perpendicolari ad ambedue, ne segue che
esse sono le polari assolute I’ una dell’altra, vale a dire
che la distanza di due qualunque dei loro punti & sempre

2!5 m, ed una retta qualunque che le incontra contempora-

Y

neamente & perpenlicolare ad ambedue. Due piani qualun-
que contenenti la massima e la minima distanza delle due
rette date sono dunque perpendicolari fra loro, e tali sa-
ranno in particolare quelli che passano per una delle rette
date e per la massima e minima distanza dell'altra retta.
Le quattro radici reali della (14') si dividono in dae coppie
con valori eguali e di segno contrario; se una radice cor-
risponde alla distanza p del punto A della prima retta dal
punto A’ della seconda, quella di segno contrario corri-
sponde alla cistanza k= --- p dello stesso punto A dal punto
opposto di A’ suila seconda, ma se ci limitiamo a conside-
rare le distanze < %/z n, dovremo scegliere le sole radici
positive della (11), ed allora al massimo e minimo valore
di M corrisponderd 1l minimo o massimo valore di p e vi-
ceversa. Avendo poi la stessa equazione (14) il coefficiente
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del secondo termine essenzialinente negativo, si riconosce
subito dalla sua risoluzione quale delle due radici sia mas-
sima e quale minima.

Supponen o ora k* < 0O, ossia di essere nello spazio

di Lobatschewsky, la retta & aperta e infinita; le equazio-
.2

ni (12) hanno sewmpre le radici della forma e — -,
v

quindi se si pone kA* = — R?, una & maggiore, 1’altra &

minore di R; ma poiché si ha ora » == R tgh —, affinché

w sia reale, dovrd essere » < R, quindi una sola radice
delle (12) da un punto reale per ciascuna delle rette date,
e questa coppia di punti corrisponderd evidentemente alla
loro minima distanza. Anche in questo caso essa & perpen-
dicolare alle rette date. Riguardo poi all’ equazione (14'),
osserviamo che avendo essa le due radici in M? una mag-
giore, I’ altra minore dell’ unitd, per avere un valore reale
di p, bisognera scegliere la radice M? maggiore dell’unita,
e il valore positivo di M. Finalmente importa notare che
se le due rette non sono poste nello stesso piano, le radici
della (14'), per cid che abbiamo visto, sono sempre distinte

e tali saranno dunque anche quelle delle (12); e siccome

R2
esse sono sempre della forma » e —, se ne conclude che
"

le stesse (12) non possono ammettere una radice = R, il
che equivale a dire che il piede della minima distanza per
due rette non poste nello stesso piano non pud mai cadere
a distanza infinita.

In seguito; prescindendo dalle immaginarietd che porta
con sé il caso di #* < 0, trascureremo, quando non sard
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necessario, di distinguere lo spazio di Riemann da quellc
di Lobatschewsky.

§ 2.

I sistemi 0O? di raggi. — Formole preliminari.

4. — Analogamente a quanto ha fatto Kummer nello
spazio euclideo (*), per definire un sistema OO? di rette,
supporremo che ciascuna di esse sia condotta per un punto
variabile P = («,, o,, w,, 2, ) d1 una superficie S, che
riferita ad un sistema di coordinate curvilinee u, v, abbia
per equazioni

wi?=w;(u,v) , t=1,2,3,4

e per fissarne la direzione, supporremo che debba essere
perpendicolare ad un piano = = (&, &,, &, &, ) condotto
pel punto P, e definito dalle sue coordinate

E,-=E,-(u,v) ’ ".::172)3?4'

Fra le funzioni « e ¢ di » e v dovranno quindi sussistere
le solite relazioni identiche

(16) Nw2=1#k2 IHr=1, Yo §=0.

La teoria dei sistemi 00 ? di raggi negli spazii curvi, & tutta
fondata sopra I’ introduzione di tre forme dfferenziali, che
ora si tratta di stabilire. La prima di esse & la seguente:

(*) Memoria cilata nella prefazione.
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51,52’§3,E4

2, , dey, day, di,

) S‘dx, — (B¢, deg)*=Edu®+-2F dudpd-Gdo?

i cui coefficienti saranno quindi dati dalle formole

E1 ) Eﬂ ) 3 7 E4 : N
@
E=w, w, o, | = E( z) (2 E—),

Yudu’du 'du

, . .
51,2,6;3,54 »1)52:€3a5

)Py 3, dr, g lory 3y 3, o =B (S (3e)
b P0u Pdu u ||Po T dw v

51 ) Ez > 3 I %—4 : Y
G=D_L_Ogl_ e, dwy dp, =S’( O) (25:50> .

Do 2dv ¥ T
La seconda forma differenziale é:
Ly 5 Xy y Lgy B0y

dE]_ Jdgz J dgs 1d£4

1

) = —Eds 2 2(29(,-,«15,-) 2= E'du - 2F dudo-+G'do?,

e i suoi coefficienti saranno:

2
/ Ly 5 Xy 5 X5 5, Xy

1 . 35 2 1 N\ DF.
E=k_ G %, % 2 =2<Du) k—(}‘ 'Mb)’

Y 2 Y’ du ’ du

Xyy Lgy Tgy Dyll|0y 5 Tgy Lgy Xy

2608 1 ¥%;
)/ F /t2551 0, 9, |G, &, dE, dE, E _(2 ‘Du\(z’ )

o1 52 753 Teal|"R TR2 7R3 T4 Dubu
D’ du ? du P due || IPo 2 do Y dv T
‘El b x2 b m3 b 094 2 2
;L ) . 25 __1_
G = 2 bql 0, 3, 3& ——2 v zwcav

b?”bv’\z)’bz)
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Finalmente la terza forma &

() Ndagdé =edu® 4 (/) du do 4 g dv?,

con

o/
e

003 dE; de i d;dE; dc; A%
18) e==3t2 N T NS D G T T
(18) “du w’ A “~ o M’/ zbu Yo' IT Ay,

s
4

5. — Le funzioni E, ¥, G ; E,F,G ; e, f, g diu, v
non sono tutte indipendenti fra di loro; esse son legate da
tre relazioni che ora stabilird, presentandole sotto le diverse
forme che mi saranno utili in seguito.

Per questo, se ¢, %, [, m & wna permutazone circo-
lare degli indici 1, 2, 3,4, e s’introducono i determinanti:

Ek ) 61 ’ 'Em
| dxE . ¥y
Aj= (-~ 1130 "% ’u
bJ/‘k 37(‘! bwm
dv Y 'do

¢ facile verificare che si ha:
IA’=EG—F?= Az
quindi le equazioni

Xy El +.’L‘2 52 +9(‘3 3:93 +.174E4=0,

3.1'2

dx dr
a, L1 x
1 e + Ly du

4
U

d
St I
g St —
dry d

J‘bxl 31”2 o d f O
Ny ey, Ty, e =0
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che si deducono dalle (16) risolute rispetto alle «;, tenendo
conto della prima delle stesse (16), ci danno:

a) Az, =i A;
Similmente ponendo

|5
A= (=1 du " du’du

06 5 Ay,
W v v

si ha

NA?=k(EG —F?2)=F2A?
e le equazioni

E1m1+62x +E Xg +£4"r4=0’

%, )k,
513*‘1‘1‘ 2M+ +54W—O
1M+5232+5333+ w =0

risolute rispetto alle &, danno:
(@) kA E = A
Le quantitd A, A’ sono sempre reali, giacchd i discriminanti

EG—F?, EG —TF? delle forme (I), (II) sono essen-
S. N. 2
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zialmente positivi . Infatti per %% > 0 il primo di essi &
eguale alla somma dei quadrati delle A;, e il secondo alla
somma dei quadrati delle A’; divisa per k2. Nell’ipotesi di
k2<C0, le A;, A’; non sono tutte reali, ma in questo caso,
come nel precedente, si pud scrivere:

Ty 5 Xy 5 Xz 9 Xy
&‘1 ’ Ez ’ 53 b 64.
kR (EG —F?) = dr,  dw, dw, W,

w P P

daey dry, dwy, oy,

dYo Yy Ty Ty
2

§ s &5 & &

@By, Xy, By, Xy

B(EG —Fr) =% % % ¥
du T du ' du du
8 ¥, A ¥,
w ' Tw T w

dove i secondi membri sono dello stesso segno di /%%, es-
sendo, per k* < 0, immaginarii gli elementi delle prime
colonne nei due determinanti; quindi saranno EG--F2, ed
E'G'— K'? quantitd positive.

Nel seguito supporremo che le dieci funzioni E, F, G;
E, ¥, G; e, f, [, g si mantengano sempre finite e con-
tinue; sceglieremo per le quantith A, A" i valori positivi
del radicale e le supporremo anche differenti da zero.

Coll’ aiuto delle formole a) , @) si possono facilmente
costruire le altre :
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’

, Mc, AL Dx;)
g%u "au A% g’av )e—-(g, ey )
D';k vam aJ/l) <. Yo 300,
( o —“‘""av As —Eny, )9~ 55,‘) — g )f ;
L g 3’?0, 1 ( ¥m Dgl 3§m 381 ,
i Sk, du A’A'g Yy —my, ) xlbu wmﬁ)f‘

dorg dxg 1 ¥ ¢, W 35;
Ei%“_"gkﬁ“:k—Ar <9€Lb7—ﬁm5; 9—(9013;,' f%-

Ora, se una volta si quadrano e si sommano le prime delle
(19), poi si moltiplicano le prime per le seconde che corri-
spondono ai medesimi indici e si fa la somma dei prodotti,
finalmente si quadrano e si sommano le seconde, si ottiene:

19)

(19)

E'=Txl‘2§ Ge'—2Fef+ B f? §
(20) F’:/Sl—%(}e/ ——F(ey—l—ff)—i-Efg%
G'=-}}Gf'2 2Ff’q+E92§-

Eseguendo le stesse operazioni sulle (19'), si ha.

E:K]_g Ge*—2Fef +Ef g
(@) F=m) Gef—F(eg+7/)+Er g}
6= gl @7 —2F fg+E g,
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Sono queste le relazioni che legano i coefficienti delle tre
forme differenziali introdotte; esse sono perd tre sole indi-
pendenti, poichd & facile verificare che le (20') sono una
conseguenza delle (20), come queste di quelle.

Una prima relazione semplice che si deduce immedia-
tamente dalle (20) , (20') & la seguente

(1) AN = (eg—[f)"
6. — Per dare altre forme alle precedenti relazionj, po-
niamo

(22) P=Eg—F(f+/)+Ge , P=Ey —F (f4/)4Ge.
Allora si ha:

P P P

P
ST =77 BT = 7T

ovvero per la (21):

P P
(23) -

Se poi le (20) si pongono sotto la forma;
NE=(Ge—Ff)e—(Fe—Ef)f,
MF=(6f—Fg)e— (Ff—Eg)f
N F=(Ge—F[f)f—(FemEf)yg,
A2G =(Gf—Y¥yg)f—(Ff—Ey)g,
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da queste si deducono subito le altre:

A2 Ef—TFe)=(g—f[)Fe—EF[),
N Eg—F[)=Cg—[)Ee—Ff)

24)

B Er—Ge =g =Y ® =),
N (Fg—Gf)=(g—[/)(Cf—Fy),

e quindi

@5 B/—=Fe_Bg—F[ T[—Ge Fy—Cf_A

F/ e__EI/-r‘T'Gre__br//"—Fr/-__Erg _G,f—Fg—A'

In seguito, per semplicitd e simmetria, converrd anche in-
trodurre le quantita:

E—E--i'E , F=F—1'F , G=0G—k*¢
(25) P=P—kP=Eg—F({(+/)+Ge,
V=A—L2A,

e si avrd per la (23):
bis
(23) ==

Infine si pud anche facilmente verificare coll’ aiuto delle
(20) o (20') che ponendo

(20) Q=cg ([

si ha la relazione
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2
27 EG—F2=A2—k2P—€—2—|—4k2Q,
o Valtra che ne consegue:
b
@) P—ieme—r =@ i) T 2T).

Rispetto alle quantitd introdotte colle (25) dobbiamo fare
le seguenti osservazioni. Notiamo anzi tutto che si ha iden-
ticamente:

(Ge—Eg)*—4gF—y (1 £16) 5 (/1B = eF)—P*—1Q"

e poiché al primo membro si pud dare la forma
A o1 '
(BB (F — (/7D + s OF— 37167

e A? & positivo, si conclude che sarid anche P2 — 4 @ A?
positivo. Lo stesso dicasi per P'* — 4 @ A'? | e poiché si
ha per le (23)bis:

P2—4@Q A2 P?—4Q@QA? P —-4QVy’
A2 = A2 = v?

b

sard anche #®? — 4 @ v? positivo. Dunque essendo
2 __ 2
EG_F‘2=V2_k2(P VtQ_V__)

sard IE & — W'? positivo per k* < 0. Supponendo anche
E G — K differente da zero, la quantita:
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2 2K 1 2
P QRG— Y= (G g+ & (R —5(+)&| +

+ B — &

sard positiva e differente da zero per k2 <0, a meno che
non si abbia:

E:F:G:e:%(f—}—f’):g,

cid che escluderemo anche per k% > 0.

§. 3.

I punti limiti.

7. — Supponiamo che dal raggio del sistema corrispon-
dente ai valori u , v dei due parametri indipendenti si
passi ad un raggio corrispondente ai valori u--du , v4-dv,
essendo per ora du , dv incrementi qualunque di w , v.

Se da; , d&; sono gli incrementi corrispondenti delle
funzioni a;, &, le coordinate w; 4+ da; del plinto situato
sulla superficie S, e le coordinate & -+ d & del piano pas-
sante per esso, che determina la direzione del raggio
(u+4du,v - dv), dovranno anch’ esse soddisfare alle
(16); quindi, in forza delle (16) stesse, si avra:

K dx.-=——-—12—2d4;,2 , Y& d5z=“'lé2 dé: 2,

2 Xi d&:t + 2 Ei d“‘i = - 2 le',‘ dE,;.

(28)
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Tenendo conto di queste, le quantitd definite dalle (9), cor-
rispondenti ai due raggi (u,v) , (u--du , v4dv) prendono
la forma :

1
A =Y i’ i ds =k2_—§2dw‘2 s Ay =Y @i dé,
A, =25idwi y Agy =EE"2+E'Eidéi=’l—%Ed£52'

Supponiamo ora che gli accrescimenti du , dv siano infini-
tamente piccolil; allora se le w; , & sono funzioni continue
di », v, anche gli accrescimenti dw; , d& saranno infini-
tamente piccoli; trascurandone le potenze superiori alla se-
conda, avremo:

AL Ay A+ k 2A22 A12 =~k22dx‘ d&;,
A211 + k2A212 - k2A221 — k* A222 =

=k 2[%26&‘;2— (Efl’idgiyg" k2%2 d* — “};2 X df”z)zﬂ’

e poichd al limite si pud in questa scambiare (¥ z, d)?
con (Y & dx;)? si vede che i secondi membri delle ultime
relazioni vengono a dipendere unicamente dalle tre forme
differenziali introdotte al n. 4, e precisamente

Apy Ay %Ay, Ay =—Ek% (e du® 4 (f4-f) dudv+gdo?),
A%, FRPA,, —kPAR — R AY, =
=k { (B4R dudy 4 G do?)—h* (B2 F dudo+G dr)?}.

Quindi, tenendo conto delle notazioni (25), la prima
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delle equazioni (12) che di le ascisse ridotte dei piedi
delle massime e minime distanze sul raggio « , v prende
la forma.

{edu?+ ([ f)dudot g dv?} r? +
(29) { Edu® 4+ 2F dudo + G do® | r

— k' (edu® -+ (f+ [ )dudo+ gdv?)=0.

Se in questa si fa la trasformazione:

2
(30) pk 1
r z
ossia si pone
1, 2w
30 =_——— tg T~
=) T T a8

essa diventa

31) b edu’+ (f4f) du dv + g do?
E du?® 4 2 F du dv 4 & dv?’

8. — Ora possiamo proporci la questione di ricercare
per quali raggi del sistema infinitamente vicini al raggio
(u , v), le ascisse delle massime e delle minime distanze
riescano massime o minime. Per questo, fatto nella (29)
dv

== ¢, basterd eguagliare a zero il valore che da essa

.o - . . .
si ricava di 3—7;, ossia basterd derivarla rispetto a ¢ colla
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Ay, . . ..
condizione LT; = 0. Eseguendo questa derivazione e divi-
d

dendo per 2 si trova:

(5ot ) + @60 =1 (G0t =0

quindi, eliminando » fra questa e la (29), si ottiene, per de-
terminare ¢, il quadrato dell’ equazione :

(e—g t?) (F4-G 1) — (% (1) +9 t) (B—G %) =0

ovvero, ordinando rispetto a ¢,

(2 (9 F—5(H) &)1 — (c G—g B) t +
+H(5(r+ e F) =0,

Essendo questa equazione di 2.0 grado, e ricordando che la
distanza dei piedi della massima e minima distanza & sem-

pre -lék m, se ne deduce che se ¢ & una radice della (32),

il raggio corrispondente, se da la massima o la minima
ascissa del piede delle massime distanze, da nello stesso
tempo la massima o la minina ascissa dei piedi delle mi-
nime distanze, e lo stesso dicasi per ’altra radice.

Si tratta ora di determinare gqueste quattro ascisse.
Esse si otterranno evidentemente dall’ eliminazione della ¢
fra la (29) e la (32), ovvero fra la (31) e (32), il che da
per z 1' equazione.
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(33) (B - B2z (g (06 5k — 2/ +f) =0;

ovvero, risostituendovi la » per mezzo della (30), e adope-
rando le notazioni del § 2:

(34 Q@ *+Prif |(BEG—F?)—2/'Q} r*—kWPr4-k*Q=0.

Se » & una radice di questa equazione, essa ammette anche
la radice — ;c—? , come & naturale. Siano L, , L, i piedi
delle minime distanze corrispondenti alle radici r, , r; e
L, , L, i piedi delle massime distanze corrispondenti alle
radici »," = _ , ¢2'=—£c—2. I punti L, , L, fra i
r, 7y

quali cadono tutti i piedi delle minime distanze del raggio
(u,v) da quelli infinitamente vicini, si chiameranno i
punte limiti dei pieds delle minime distanze, e per la
stessa ragione L', , L), i puntc limit: dei piedi delle
massime distanze.

Per quel che abbiamo visto in fine del §. precedente,
le due equazioni (32), (33) che hanno lo stesso discrimi-
nante, hanno le radici reali per k2<C0, quindi nello spazio
di Lobatschewsky i punti limiti dei piedi delle minime di-
stanze sono sempre reali.

9. — Ponendo ora

V:eE++2F ¢4 Gt

vi— e () gt ()
V=K +2F ¢+ G ¢?

(*) Per simmetria si & rappresentata la forma e+ (f4f ) t+g ¢*
con un quadrato, quantunque essa non sia necessariamente positiva.
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indich‘amo con V, , o, , V| ; V., o, , V, i valori che

assumono rispettivamente V, v, V per ¢=t, t=t,, essen-
do t, , ¢, le radici ( quando sono reali per k* > 0) della
(32), e conseguentemente poniamo:
V' '=E4+2F¢ +6G¢*=V,*—E*V' %
V,’=E4+2Ft, +6G1*=V,2—LE2V,2

Deducendosi dalla (32):
1 )
S+ B

(35) L+t = . (;‘]'—,7 B y Lly= 1
IF —5 (/)6 gF— 5[+ G

si trova immediatamente

EB-F (1, +1,) + G #,,=0,

36
(56) % e+}z<f+f,)(tl+t2) +g it =0;

e le altre che ne conseguono:

V, i=(t, —1,)(F+G1)) , V, =—(t, —£,)(F-}+Git,),
(F+6 1) (P46 1) = — (E G—F?),
v, * v, P = (/1_f2)2 (B G—F*);

@7 Yy 2=(i1—52><% (/+/I)+g[1> y U 2=—_/f1"‘f2)(§1(/(+f’)+9t2\
GUr+o4) (GirH+on)=—e,

v, %0, = (t,—1,)* Q.
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V, 20,7 4 V70, % = (4, —1,)" I,

) g Vot — Vo= (4t g B — L) 6.
Dalle (35) si ha pure
ELF (t,44) + G t,1, =
(40— S/ )+ PG —gB)+6 (/) B—e )
IR — S+ &
B(gF—g (/)6 )+ F(ed—gE)+G( g+ E—eF )
Y ) - 2

g€ —3(f+/) &

.
b

e sostituiendo a E' ; F' , & i loro valori dati dalle (20),
si ottiene, dopo semplici riduzioni, che il secondo membro
si trasforma nell’ espressione:

a) __l]cz 7;—/” % P2——V4;QA’
QF—E(H‘IN)G

Quindi se si pone per brevitad

' 2 2
21 f—r ><P 420V — M

CONMES 1
IR~ 5(/+1)6

e si osserva che il primo membro & eguale, per cid che
abbiamo visto in fine del §. precedeute, all’espressione a),
si avra:
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(40) E+F (4 +%) + G t,t, = k> M;

e poiché la prima delle (36) equivale all’ altra

E+4F (¢, 4t)+ Gt t, =k E+FF,+4,)+ G 4 6),
si avrd ancora

(40) E 4 ¥ (@¢+t,) 6 ¢ t, =M.

Se ne deduce

V) = (4, —4)) F+G 1) + k* M,
V,? = — (¢,—t,) F+G ¢,) + 72 | W
F+G ) F+G 1) = — A% + E2G M
V,2V,2 = (¢, —1,)? Az 4kt EZ.

(41)

E analogamente

V,t = (=) TG 4) + M,

V)t = — (t,—1,) F+6 1) + M,

F4G 1) F—C t,) = — A*4G M,
V2V =, —1,)° A - ME*.

(41

Si hanno pure con facilitd le altre

(42) V12012+V22012=(t1—t2)2p,
(42’) Vxl2 Uy ? + V2’2 vy = (tl __t2)2 p'.

Finalmente osservando che si ha:
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V3o, — V20, = —— (t,—1,) X

L) B—2eF) +(t, +1,) (IB—eG)1, £, R9F —(f+F)G)),

sostituendo a (¢,-¢,) e ¢, ¢, i valori (35), si trova, dopo
facili riduzioni :

V,io,?—V,70 ?= ti_tz
9F—3 ((+/) &
[P*—4QA*—k* { PP—2Q (EG+E G—2FF) ) ],

X

che si pud ancora ridurre alla forma:

(48) V20, — V,?p 2= tl—;tz v
k* (g ¥ —5((+/) &)
AV+REQ) (v— (BEG-FY)),

e analogamente

(43) V"0, =V, 2y ? = tl_lt2 X
R~ L) €)

(AV—2@Q) (V' — (EG—F)).

10. — Siano z, , 3, le due radici della (33) corrispon=
denti rispettivamente alle radici ¢, , ¢, della (32), avremo

e+ U+t +94* v’

E+2F +Gq° v, 2’

PO e ok U o A0 1 ol S N
2 Ef2F{ +G¢,° v,
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od anche, per le (37):

ers(f+14 () + 91,

ATTUESR, T TN+ Gy
e—}—%(f—l—f’)tz %(f+f’)+gt2
gy = - E - Fi =TT R+ G,

Avremo pure

r 0
(44) At ST TR GCER: T RGN

Di pit osservando che per le (37) si ha:

1 ,
gF — (4G
z_z="12”22'“v22”12=(; — 1) 2
! 2 V2V, ? ! 2 E G—F* !

se si suppone, come evidentemente pud farsi, che le radici
¢, ¢, siano scelte in modo, che nella formola:

(49) t,—t, = VP —1QE G—F)) ,
gF — 3 () G

si debba prendere il segno positivo del radicale, si avra
pure :

. VPP 1@ (EG K
(46) 2, —3, = G )
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/

Le rispettive radici », , #, ; 7, , #, delle equazioni di
secondo grado :

l et
k‘
(4]
|

7

=] 5 P e e

L2
T

)

-
~
[

saranno le quattro radici della (34) e soddisferanno alle
identita :

k2 2
A7) MRS S .
7 z 7 2 ’
1 1 2 2
- P Er o1
(41,) 7'"1 — o = — s r’z —_——— =,
71 21 r2 z2

Chiamando con w, , w, , w, , w), i valori di w corrispon-
e . . . b
deunti rispettivamente alle ascisse ridotte », , »/, , », , 7, e

osservando che & o/, =w, + —;—Im y Wy==w, + %Iin, poniamo:

8  H=k tg(wl ‘}c‘_‘”_z >=k tg &%‘&>

ovvero, avendosi

o= —E 7, k2
1T Ty Py = —
” ¥
1 2
r .
(48/) H= ],.2 1_’—1 2 7 mk2 12 1—\’—/ 2/ .
VT, Ty E*—r 7

Analogamente poniamo
s. N.
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r_ W'y +wz>
19) H=1ig (‘T

k tg (L -;w,?) ;

ovvero:

49  H=p e ot

2 Al a2 T 2 ___ U
k*— vy k r

Si tratta ora di esprimere per mezzo dei coefficienti
della (33) le quantitdh H, H', che, come si vede subito, sod-
disfano alla relazione H H' = — k2.

Per questo, se una volta si sommano le (47) e una
volta si moltiplicano, si trova:

ki—r r 2z, +2 »

a — 7 7 1 2): 1 2 = —

) =) (50 o

2. 2 1.2(s . 2| L4 1 |
py T k*(ry-+7y)°+ D k2 — = (EG—IK?).
) Ty + 3 2 Q( )

Dunque, per avere I’ espressione voluta di H, basterd
eliminare », 4, e », », dalle (48), a), b). A tale scopo
si pud ricavare dalla (4%)) il valore di », +», e sostituirlo
nelle a), b) con che esse diventano, tenuto conto della (27):

Hr ®r,®— k*(2H +5>% + k¢ H—0,

(k2_H2_r 2. 2 k2 l 2 k2 l‘2 2k2 H2 N 4 k? I,I%...
oy ke (vt e )]um-l—k( —H?)=

ed eliminando fra queste », »,, si ottiene per H 1’equazione:
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ke
l'H2+<V2—— e )H—k2l'=(),

e poiché il prodotto delle sue radici & — %2, si deduce che
uva di esse sard H, I’ altra H', poniamo

(50) H=Fk*>, , H=—

Procedendo come sopra, poniamo,

ovvero

1y H =2 1" _ g2 L St
OO = e T e,

69 W=rkig (D)= kg (),

ovvero

52) W, — ki Ta g N
(52) ! k2 47 iry k% o 2,

Per determinare in funzione dei coefficienti della (33) le
quantita H,, H',, sottraiamo prima le (47), con che si ha:
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@) —(ri=") (’Lﬂ) _ AT _ VP IQG—F)
vy 7y 2,3, Q

e poniamo la b) sotto la furma:

1 EG—K?
2k = — .
172 312 L1

)

,’,.1 2,,.2 2___ k2 (,’,.1 __7.2)2+ k‘].—

7

Sostituendo in queste il valore di »,—#, tratto dalla
q 1 2
(1), esse diventano:

PIQEG—K?)

¢
w2
(k*— H12)7'12’"22_k2[2(k2+H1 2)+‘———“E GQ L :\7'17'2

+ k(B —H ) =05

H,r, 2ry 2+k2(2 H1+V )7"1’A2+k4H1=07

ed eliminando da esse »,r,, si ottiene per H, I'equazione:

(EG—F)+47°Q
VP — IQEG—F?)

H,® - H —k*=0),

che risoluta dara, per la (27)

k2 [’2_4QV2 _EG——Fg——Vﬁ
VIPE @ EG—KF?) VPIQE-GE?Y)

53) P
(  iare EG T

H=—-“ —
TYPTLAQE-GE?Y) VP —4QEG—K?

H,—
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Riguardo alle formole (50) e (93) bisogna avvertire
che, avendo supposto che 7, », siano le ascisse ridotte dei
piedi delle mnime distanze, e ', 7, di quelli delle mas-
sime, non pud scegliersi ad arbitrio per H, H', H, e H'|
una qualanque delle due radici delle respettive equazioni
di 2. grado che le determinano; per giustificare quindi
la scelta fatta, faremo uso delle considerazioni seguenti.
I facile riconoscere che il metodo seguito finora per trat-
tare i sistemi di raggi negli spazi curvi é una estensione
di quello adoperato da Kummer per lo studio di questi
sistemi nello spazio euclideo, e che le formole della me-
moria di Kummer si deducono tutte da quelle trovate
finora col passaggio al lLimite per k* = co. Negli spazii
curvi perd, e piu specialmente in quello a curvatura co-
stante positiva, si & veduto come si presentino spontanea-
mente nuovi elementi che non hanno lnogo nello spazio eu-
clideo, dovati al fatto che due rette hanno non solo una
minirna distanza fra loro, ma anche una massima. Quindi
quando non sia facile distinguere direttamente quali delle
formole che s'incontrano corrispondono agli elementi che
sono comuni allo spazio euclideo e quali a quelli che non
lo sono, converra passare al limite per £? = CO, e quelle
che si riducono alle formole dello spazio euclideo saranno
da considerarsi come relative a quegli elementi che hanno
luogo anche in questo spazio .

Cosi nel caso presente si vede che il valore di H dato
dalla (50) deve essere considerato come corrispondente alle
ascisse dei punti L, L, (e anche L', L/,) perché passando
al limite per k* = OO , H si riduce a w, +w,, e il suo
valore viene a coincidere precisamente con quello che si ha
nello spazio euclideo per la somma delle ascisse dei punti
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limiti; il valore di H invece, diventando infinito, corrispon-

derd ai punti L', L, ed anche a L,, L,. Lo stesso ripe-
tasi per le (953).

Riassumendo dunque, avremo la formola:
!’ / P
54 t ’L‘L‘ﬁz) =kt (’L”f‘;@) — k2

che potrd servire alla determinazione dell’ascissa del punto
medio del segmento L, L,, o L'|L);; ela prima delle (53),
che per la (27)bis si pud scrivere

P2
1 7 Y _4
(55) tg2<w> — tg® (%:ﬂ@») — kzzf___g
k k vV:i4+4L2Q

che servird a determinare la lunghezza del segmento L, L,
o del suo eguale L/, L.

S 4
I punti focali.

11. — Ricerchiamo ora quei raggi del sistema infinita-
mente vicini al raggio (u , v) che s’incontrano con esso. I
differenziali dx; , d&; ad essi corrispondenti devono soddi-

sfare alla condizione (15) per I'incontro di due rette, quindi
all’ equazione :
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xl ’ wz ) m3 > xd.
- dz, , dx, , dz; , dx, 0
(56) . . _ | =0.
g1 ) £2 ) £3 I 5'4.

dg, , d&, , dé, , dg,

Per dedurne 1’ equazione a cui devono soddisfare i dif-
ferenziali du , dv, basta osservare che eseguendone il qua-
drato e sviluppando il determinante del suo primo membro,
la (56) prende la forma:

Yodat— (X & day)?

1
S(lEiz——-]p(z x;dg)? ¢ — (B da; dE;)*=0.
e questa per le (I) , (1) , (IIT) del §. 2. diventa:

O (E42F 4G ) (B 4-2F 't 4G 2)—(e4+(f+/) 497 %) =0,

d . . .
avendo posto t == Jz . Questa equazione si potrebbe facil-

mente ridurre al gquadrato di una equazione di 2.° grado
in 7, come & naturale, essendosi essa dedotta guadrando la
(96). Per ottenerla segniremo un’altra via che ci servird
nel tempo stesso a determinare le ascisse ridotte di quei
punti in cui il raggio (»,») & incontrato da quei due raggi
infinitamente vicini che sono determinati dalle (56) o (57),
punti che, come nello spazio euclideo, si chiameranno punti
focali o semplicemente fuochs.

Per questo osserviamo che se le X sono le coordinate
di un fuoco sul raggio (%, v ), esse dovranno anche es-
sere le coordinate dello stesso punto sul secondo raggio
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(u4du , v4dv), e perd si dovrd avere, per tutte le X;,
d X; = 0. Quindi, poiché:

X; —xccos -}-k&,senk

si avra:

dz; cosg_) + k& dé; sen%———-% sen%d w -+ & cosg}a’ W ==

Queste, moltiplicate prima per le x; e sommate, e poi
moltiplicate per le &; e sommate, danno intanto:

dw=2xid£4==——2'£idx,-

e quindi diventano

’ 3
<bu S—+lc ]c— Z”la Héicos Ew’ l>dw+
(98) : '
) P . Yed :0,
+<bﬁc S —-;-k——’sen l(; sen %2%;’5% +&icos %Axl£:> v
ovvero:

e, w0 w @y
‘ a—ucoslz—}—kb—usen ‘Z/:‘i‘k_ ]EE'D’M gzcoskzgta >d +
COR
z+<—x'c,os —l—k—~ sen-- —I— ~sen kzg'b —Ejcos kZ%b )05?/ = 0.

Moltiplicando le (58) una volta per z—i: , un’altra per
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y
Usg

e sommando, si ottiene:
v

(B du+T" dv)k sen%v -+ (e du 4 [ dv) cos ZL’= ,
(99)

(F" du-+G' dv) k sen %) + (/" du 4 g dv) cos - = 0;

w

k
.. . , s

e moltiplicando invece le (58) una volta perbﬁ‘ , un’altra
u

da; .
per a—‘ e sommando, si ha:
v

(E du+-F dv) cos ;ﬁ_v + (e du-f" dv)  sen %: 0,
(59)
(F du+G dv) cos% + (f du-+g dv) k sen %} = 0.

w

k

Eliminando successivamente % sen —e cos%dalle (5Y), (59),

. . dv .
si ottengono per determinare t == i le equazioni:
u

(Bf—F &)+ B g—F (f—[)—C'e) s + (F g—C' ) *=0,

(50) Ef~Fe)+ Eg—F(/—/)—Ge):+(Fg—Gf)*=0;

le quali, per le relazioni (25), sono equivalenti 1’ una
all’ altra, e sono esse che, quadrate, risultano equivalenti
alla (97).

Se invece dalle (59) , (59) si eliminano du , dov si
hanno per determinare le ascisse ridotte p dei fuochi, le
equazioni, pure equivalenti:
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1) § EO—F D+ EI—F(F+/) +Ce) oo g — =0,
leg (— 1) p*+ (B g—F (f+1) +G e)p +E G—F* =0;

le quali, sottraendo dalla seconda la prima moltiplicata per
k2, possono scriversi sotto 1’ unica forma:

(62) Nyp*+Pp+ Ay =0.
Quando quest’ equazione e le (61) ammettono le rdici

reali, indichiamole rispettivameute con p; ,p, , 7, 7,; fra
esse si hanno per le (59) , (59) le relazion:

(63) p —— E+FE1__ F4+Gr, - E4-F-, . F4-G T,
PL= e+f171 ———f+g T Pg—_e*—/c, Ty _~—‘l+g Ty ,

(63) e CHLT o [0 e s
Pl E’+F’T1 F,+G’71 ) 2 E"‘l‘b 172 Bﬁl_i_Glfz )

e quindi anche

64) E42Fr, 4Gz, ? E+2Fr, +Gr, *

BT et T et e

(64’) p, == e+(f+f’)71 +97, : e+(f+f’)72 +97, :
ot E+4+2Fr 4G =2 " E 42k, +G7, 2 °

Se ne deduce, tornando ad indicare con p una radice qua-
lunque della (62):

p et ({fH Nty
pi—k? Ef2F:4+6G:*’
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ossia p sod hisfa, come & naturale, all’equazione (29) §. 3.
che di le ascisse ridotte dei piedi delle massime o minime

distanze, dove sia fatto C—ZZ—EZ =1. Se p & la radice d1 questa
N L
: . k2
equazione che corrisponde ad un fuoco, I’altra radice — —
corrisponde ad un punto del raggio (u, v) che ha dal fuoco
la distanza -+ lgkrr, ossia, per k2>0, al piede della mas-

sima distanza dei due raggi infinitamente vicini che hanno
1l fuoco come punto comune.

12. — Se indichiamo con 5, , 5, le ascisse dei fuochi,
in modo che si abbia:

c
P1=ktgk_1 s P2=ktgk~,

si ha per la (62):

k %
tg( ",

che, confrontata con la (54) del paragrafo precedente, porta
a concludere che si abbia:

+
I
am

w4 w,= a4 k4 mkmn,

ed anche

W, 4 wy=0 4+ e+ mkmn,



14 C. Fibbi

dove m,m’ sono due numeri interi che si possono supporre
eguali a 1 o a 2.

Ma poiché se g, & un valore corrispondente a p,, tale
& pure o, + km, & chiaro che si possono sempre scegliere
tra i due fuochi e i loro opposti, due di essi per i qual si
abbia o, 45, =w, -}-w,, e due che diano o, 4, = w, 4w, .

Dunque:

Nello spazio di Riemann @ due [uochi e i loro op-
postt comunque vengano associati a coppie, determinano
su ogni raggio del sistema un seynento che ha lo stesso
punto medio di quello terminato dai punti limitr det piedi
delle minime o delle massime distanze .

Nello spazio di Lobatschewsky il segmento terma-
nato dai fuochi ha lo stesso punto wedio di quello ter-
minato dai punti limite.

Dalla stessa equazione (62) si deduce

ktg(al_%\ g VPT—AyTAN
P ) V(A i)

e quindi, per essere A A = @ _;_i(f_fr)z’
| o s
to2 (1% k2V—2—49_(f—‘f)
g < 2 >‘— V2+4k2!!'{“k2(f—‘f,)2

Da questa e dalla (55) si ha dunque
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2
SN Y
(69) sen ? (_l_k__-?> = k2 .
' k "ﬁ—

e — 10— ()

2 (1% _ j2V
sen< 5 >

e se si pone

P2
V2+ k2v_2__

(60) 2d=ksen<w—1:k:—“—;i> s 28=ksen<01_1:52) ,

ne risulta

d? — 02 = 1,{4 (f_f,):)z‘ (*)
V2+k2v—2

ossia d>d, e soltanto d=04 per /=f". Insieme con d>J
si avrd pure w, —w, >3, —7,, come & chiaro geometrica-
mente, dovendo i fuochi appartenere al segmento L,L,,
come piedi particolari di minime distanze.

2
(*) L’espressione vy? - 42 :;2 positiva per k* > 0, & tale anche per

k* < 0, giacché essendo allora w, e w, reali, il primo membro della (65)
& dello stesso segno di k2, e quindi il denominatore del secondo membro

dello stesso segno di l; 4 @ che & positivo.
\'
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§. 5.

I piani principali e i piani focali.

Le superficie annesse ad ogni sistema co? di raggi.

13. — Indichiamo con wu, , u, , u; , u, le coordinate di

un piano U passante pel raggio (u , v) del sistema e per
la massima o minima distanza di esso dal raggio infinita-
mente vicino (u—du , v4dv). Si avrd intanto:

uy @y - uy o +7"3m3+u49‘74=0’

\a) 7"151 +u2'£2+u353 +u4£4=0‘

I1 piede della stessa massima o minima distanza sul
secondo raggio avra per coordinate:

X'; = (wid-dory) cos (”"ZE

+ & (5HdE) sen<“’,:"€)

essendo ¢ una quantitd infinitamente piccola ; e siccome il
piano U deve passare anche per questo punto, si dovrd
avere ¥ u; X'; == 0; ossia per le a):

N u; ( da; cos w_ke -+ k d&; sen Q;#) =0,

e trascurando gl’ infinitesimi d’ordine superiore

Eu;(dw,‘cos%_v— + kd&-sen%”): 0,
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Questa insieme alle a), ci da:

| ak 5 ay, om ’
(67) (—1) u= | Ee 5 &0y Em |cos —
| dag , doy, dooy,
£k ’ zl ] gm
w
— k| %k 5 Xv 5 Py | SN P
dSk, dgl’dam

che sviluppate, tenendo conto delle (19) , (19) e della con-
dizione ¥ u;® = 1, diventano:

[(— 1) W uz—-~— %(E RS, zx ”“'””)(E-l-Ft)—

v

—(a3aX 1) (Fto t)%

(68) "
o} (B B =) (B4F 1) —
2
d d /
(B3 e (|
dove al solito & r=Fk tg% , 1 =%—Z , e si & posto:
(69) W2=V24202r4 V2iri

Importa anzi tutto notare che W si mantiene sempre
differente da zero per qualunque valore di » che non sia
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eguale all’ascissa ridotta di uno dei fuochi. Infatti, se fosse
wW =10, » dovrebbe soddisfare simultaneamente alle due
equazioni

. S V24 202r 4 V2r?=0,

) | o2r2 4 (V=2 V2)r—k20? =0,

la seconda delle quali non & altro che la (29) del §. 3.
L’ eliminazione di » fra queste due equazioni da per ri-
sultante :

e) - (VIVE—ot) (W' 4k ot) =0,

dove W2 = V% — 32 V2, Ora il primo fattore del primo

membro della ¢) si annulla soltanto per il valore = =§—Z
corrispondente ad uno dei fuochi, come risulta dalla (57);
e annullarsi del secondo fattore, che & il discriminante della
seconda delle &), porterebbe che questa ammettesse le due
radici eguali, e poiché il loro prodotto & —F?, dovrebbe essere
72 4 k?= 0, cosa impossibile per %% >0, ed anche per
k? <0, per I’ osservazione fatta in fine del §. 1, che cioé
la minima distanza di due rette non situate nello stesso pia-
no non pud mai cadere a distanza infinita.

Se ora » & lascissa ridotta del piede della minima di-
stanza dei due raggi (u, v) (u4du , v4-du), » & quella
del piede della massima e U = (u, «, v, «/, ) & il piano
passante pel raggio (% , v ) e per la massima distanza, 1l
coseno dell’ angolo (U U’") dei due piani sard dato per le
(63) dalla formola :
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Vito? (r4r) 4+ VEpry
V(Vi4202 r4Viar(VEi4202/4V'E,/2)

cos (UL =

e poiché », 7' sono le radici della seconda delle &), si avra
cos (U U") == 0; ossia i due piani che passano pel raggio
(u,v) e per la massima e minima distanza dal raggio
(u+du , v+dv ) sony fra loro perpendicolari.

14. — Facendo invece nelle (68) una volta t=t, , r=r,,
wn’ altra ¢=1% , r=r,, e ponendo:

W, =V 4209 %pr 4 V' '%r?2
W, =V, {20, %r, + V, 1, %
si trova per il coseno dell’angolo (U, U, ) dei piani che
passano pel raggio (% ,» ) e per le minime distanze cor-
rispondenti ai punti limits L , L, 1’ espressione:
W, W, cos(U,U,) = (E + F (,44,) + G 44 ) +
+ (e+.ff2 +f’ tl +g tl f2) 7'1 _‘- (e+f tl +f’ [2+g tl t?) 7"2+
+ (E4-F (4, +¢,) 4 G ¢, &, ) ryry,

che per le (36) si semplifica subito in quest’ altra:

W, W,cos (U, U,) = (e+/ 1,4+ 4+ g t, 1)) (ry—) +
4+ (E+F (t,+¢, )+ Gt t)(w24r 7).

Ma per la 2.* delle stesse (36) si ha:
S. N.
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!

3 ! 1 of
(0) e bt 16t 9 Lly=g Nt b+ L+ g 48,) ~
’ | .
— @4 b g bt = — 5 (=) (=t
quindi tenendo anche conto della (40'):
W, W, 008(U, U,) =— S (/)11 )y =)+ W (R, 1y )

Prendendo ora a considerare la prima espressione che
per il valore di H, ci di la prima delle (53), si vede fa-
cilmente per la (45) e per la 39) che si pud scrivere:

. 2PM
! (tl '_"tz) (f—f,) ’

e
e poiché H,= k? Fl_‘—_T:“’;; , se ne deduce:

(B2, 7) = 3 (=) (k) (=7,

e percid cos (U, U,) == 0, giacchd non possono annullarsi
né W,, nd¢ W,. Dunque i due piani U,, U, sono perpen-
dicolari fra loro, e poiché i piani U’,, U, passanti pel rag-
gio (u,v) e per le massime distanze corrispondenti ai punti
limiti L', , I, sono rispettivaménte perpendicolari a U,,U,
saranno anch’ essi perpendicolari fra loro.

Per altro i diedri U, U,, U, U, non sono coincidenti,
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ma opposti allo spigolo, come ora faremo vedere. Il coseno
dell’angolo U, U, & dato analogamente al precedente U, U,
dalla formola:

W, W,cos (U, U,) = — %(f”‘f’) (t,—t) (ry—r) +
+ EFF (@t +t,) + G 8) (B, r, ),

dove WW,’ non differisce da WW_ , che per contenere #, in-
vece di 7,. Ora a (¢,—¢,) e a E-}F (4, +1,) + G 41,
si sostituiscano rispettivamente i loro valori dati dalle (45)
e dalle (40) , (39) e si osservi che per le (52) e (93)

si ha:

2
EG—KF 1)’ fv__g
BVP_iQEG-F?)

| Qe , .
r’l—r2=PHl(k2+rlr2)= (k2+741 2)>

se ne deduce per il secondo membro della precedente, te-
nendo sempre conto della (27), 1’ espressione

1 (f"—'f’) »? 7
e v ) (kv ).
2 gF—§<f+f'>G< )

Per trasformare ora il prodotto WW', WW,, osserviamo
che, in generale, per la seconda delle b), di cui » & radi-
ce, si ha:

2
W2=V2}2 02 pf V2 p? = (V2 02 r)(1+%2),
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e quindi

r ! l ’ 9
“12w22=k_4(v12+7-’2r1 (VP oPry ) X
X | (B 7)) + kP ( ri—ry)® '
Ora si ha identicamente
(V12—]—-1)21"'1)(V22 + 027'2 )=V12V22+
1 / N\
+‘2‘(V22012+ Vit ?) (i 4 7m) +
+ %( Vyio, 2 —V 20, %) ( ry—ry) + v, o Yy Ty
e poiché dalle (42) , (43), (37, (41) si deducono i valori
pei coefficienti di #', 7y, 1, —r,, », r, e per V,2V,% e
per mezzo delle (80) e (53) si esprimono 7, 47, , '} —7,

per 7,7, si trova che I’ espressione precedente risulta in-
dipendente da #/, e 7, e precisamente

(V24 0,%) (Vi o2y ) —
o U= ferteme—wn | (v 40 T
i (-QF—% (f+f')G> 2<EG—F 2+k2l7’§)

4

Per le stesse (D3) si trova poi

(k2+r,17"2 )2+k2(7,.'l — 7y )2=

2 2
1 (EG__FZ +k2%) (V2+k2!;—2)
i3 P _1Q(EG-K?) i)
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Queste due relazioni moltiplicate fra di loro e divise
per k*, ci danno pel valore del prodotto WW', W¥, la stessa
espressione d) col segno cambiato, il che porta evidente-
mente a concludere che cos (U, U, )== — 1, e poiché lo
stesso varrebbe per cos (U, U, ), si deduce che i diedri
U, U, , U, U, sono opposti allo spigolo, ¢. d. d.

Se diamo il nome di piani principali ai due piani pas-
santi pel raggio (u , v) e contenenti le massime e minime
distanze corrispondenti ai punti limiti, possiamo dire che:

Per ogni raggio del sistema passano due piani prin-
cipali, uno dev quali contiene, situate da parti opposte
rispetto al raggio, la massima e minima distanza corri-
spondents ai punti limiti L, ,L),, e Paltro ad esso per-
pendicolare, contiene la massima ¢ minima distanza cor-
rispondenti ai puntr limite Ly, L, .

15. — Ritorniamo a considerare il piano U==(u, ,u, ,u,,u,)
passante per il raggio (u, v) e per la minima distanza di
esso dal raggio (u-+du , v+dv), e chiamiamo ® 1’angolo
che esso piano forma col piano principale U, . Avremo per le
(68), analogamente a quanto si & fatto nel n.° precedente:

) W, Weos w—=(E+F(¢+¢, ) +Gtt ) +-(e-ft-+/'¢, +gtt, )r, +
e/t +fttgtt) r+ E+HF (1) +G et )r .
Ora per essere
E+F (444 )+ G b bty = k* N,
E4F (4,44,)+G¢ t, =M,
" 1
e+l +/t+gt t,=— 'é( —r)( tL—1y, ),

, 1
e+ft1+ft2+gt1t2=§(f—'/’)(t1‘“‘12 )7
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se ne deduce

EAF () + G ¢ = (F + G 1) (1—4,) -+ k* M,
P (t44) + Gt, = FHE4) (—4) + B,
1A g =g 1)~ 1) ~ 5~/ (=),

e+t g =gt )=t 5 (F—() (6=
e la (71) diventa

W, Weoso=(¢,—7,) X
(Tlybis ) < {FCE) (gt )r (gt r+EF G rry |+
+ M (ki) o () (A=t (7= ).

Per semplificare ancora il secondo membro, poniamo Ia
quantitd che moltiplica (¢—7,) sotto la forma

2 F+6 6+ (5O (ho 8 rt)

Mg A+, L) ().

Allora per 1’ equazione
o, P+ (V2 — K2V %), — k20,2 =0, '

cui soddisfa » , e che per le (37) si riduce all’altra

(300 + 08 )+ O+ G e — k{50t )=,
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ovvero

3%((f+f”)+gt1)rl +F4Ge, grl =k2§<F'+G'mr1 —{—(%(f+ F)+gt, ) % .

la e) diventa

1 1
% (k2~rry) ) (=1 (r—ry)

F+e)+ (504 ko, ) 7

e quindi la (71)bis si pud scrivere:
(12) W, Weceoso=(k*4+rr ) X
t—t, 1 ,
Xl}‘l +_]F§(F + G t1)+<§(f+f)+g t1>7n1

— S (=) (f=1") (r—).

]__

Operando in modo analogo per il coseno che lo stesso
piano U fa col piano principale U, perpendicolare ad U,,
si troverad:

(13) W, Wsenw=(k*4-rr,) »
x [+ e ) + (O o)
= %( t_t)z (f—fl ) (1"—-7”2).

]_

Per apportare una notevole semplificazione ai calcoli
che seguono, supponiamo di prendere sul raggio (u,v) per
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punto di origine il piede della minima distanza che & con-
tenuta nel piano U, ossia facciamo nelle formole precedenti
r==0, con che le (72), (73) diventano:

W, Wcosw = kBl 4 (—,) X
SHEERE n)+(%<f+f'>+gtl )= (=1,
W, Wsenow=Ar* B 4 ((—¢ ) x

NELG1)+ (5006 )+ 50—t =1,

(74)

In quest’ipotesi risulta dalla (29) che ¢ deve soddisfare
all’ equazione:

(75) e+ (fHf)t+gt*=0.

Si tratta ora di eliminare la ¢ fra questa equazione e
la (74). Senza star qui a sviluppare tutti 1 calcoli, che ci
porterebbero troppo in lungo, ci limiteremo ad osservare che
a questo scopo basta prima dividere le (74) I’una per l'al-
tra, con che si viene ad eliminare WW, ricavare il valore
di ¢ dall’ equazione cosi ottenuta e sostituirlo nella (75); e
che per questo basta tener conto delle formole:
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()P0 ) (0 ) (g ) —
[k w0 0 (0 ) |

«(FrH0 +6) = Gt P on) I
im0, =) PG+ (5k 0+t g+ )+

+ () g<F+Grl>+(§(f+f'>+gt1),~1 (3o )=

%(Av+2 @) (E6G—F—y’)
DR P4QEG_K?)

- Q("ﬁ -—-1"2)

)

che si deducono con tutta facilitd dalle (42), (43); e ap-
plicare a pit riprese un’identitd della forma

1 1
ax+by = 3 (a-b) (x+y) + 3 (a—0b) (x—y).
Il resultato a cui si giunge &
(76) 7, cos?w 47, sen’w =0,

Riconducendo ora il punto di origine nel punto prim:-
tivo P e ricordando che », ——ktgk , 7y =k tg -2, do-

vremo cambiare nella precedente w, e w, in w—w, € w-—w,
ed avremo

l_/_ll

o datl

ﬂ

cos w—i—tg( )\en w=0,
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dalla quale cambiando w in w + % k m si ha I’ altra:

(17) tg(z—v——l-c-cﬂl>sen2 w+ tg(gv:k&) cos? w = 0.

La relazione (77) (o (77)) che lega le ascisse dei
punti limiti dei piedi delle minime (0o massime) distanze
con quella del piede di una minima (o massima) distanza
qualunque e cogli angoli d’inclinazione sui piani principali
del piano che passa pel raggio (u , ») e contiene quella
minima ( o massima ) distanza, & quella che nello spazio
euclideo & conosciuta sotto 1l nome di formola di Hamil~
ton, e ad essa evidentemente si riduce al limite per %2==00.

16. — Auche negli spazi curvi daremo il nome di piani
focali a quei piani passanti pel raggio (u , v) del sistema
che contengono i due raggi infinitamente vicini convergenti
al fuochi. Le coordinate « di uno di essi, p. es. di quello
che corrisponde alla radice t, delle (60), devono soddisfare
alle equazioni :

o ry + e, + @@+ a0, =0,

a b+ aydy+ a byt ok, =0,

a, do, + a,dwe, + agdoy+ a,doyg=2= 0,
a df + aydE, + aydiy 4 «,dE, =0,

(78)

che sono compatibili in forza della (56). Servendoci delle
prime tre, se ne deduce:

g 5 O 5 Dm
gk ’gl }gm

dmk 5 dxl ) d.%'m

(—1¥a=
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che sviluppate con un procedimento simile a quello tenuto
per le (67), ci danno:

(—1) 4V EF2F,+Gx, =
(a5 - S EAE )~ (83 52 e ).

v/

Per le coocdinate dell’ altro piano focale, basterebbe
cambiare nelle precedenti 7, in z,, quindi chiamando y I’an-
golo compreso fra i due piani focali, esso sard determinato
dalla formola:

E+F (1,+7) + G Ty .
V(E+2F++G5 ") B2 Fr+05,7)

co8 7 ==

ovvero dalle altre

A(r—m)
V(B+2 F 5, +05,7) (B2 F 5, +Gr, 1)’
— A(7—1,)
tg}'—E-{—F(rl—l— 7,) + G,

sen y ==

Se invece le «; si deducono dalla prima, seconda e
quarta delle (78), operando in modo perfettamente simile al
precedente si troverebbe:

A(r,—

t —
87 T EFV (5,47 +u

e quindi anche
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o v(tn—1)
(79) tg y = E+F( 1-1_}_11'2 ) + [ 5 Ty .

Ora dalle (63) , (63) del §. precedente si deducono le

altre:

_ EH4F( +7,)461, 7, o E+4Fz, +41,)4Gry 7,
R N A R e e
etfn+/"H+on7 e+ frot+/n+gun

B ) ey

P !/ n 1/ ’
TR () O n g

e da queste:

11 (=ME=w) (=) (=)
pr ps BFEGAR)+Gnn Y EHEG )+

che combinate insieme danno

v 91"”92
toy: ;o ,
S B —pyp,

Se in questa si sostituiscono i valori di p,—p, e p; p,
che ci fornisce la (62), e se ne ricava il seno dell’ ango-

lo y, si trova:

P 4@y — (/)Y
2 =
sen? y P iQY"

che pud scriversi, per le (65):
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g, — G
sexﬁ( 1 2 )
W, —uw. \
sen? | 2——2
k

ovvero per le notazioni (66)

sen? y ==

)
(80) sen y =
17. — Per studiare la posizione relativa dei due piani

focali rispetto ai piani principali, indichiamo con o, e o,
gli angoli d’inclinazione dei due piani focali sul piano
principale corrispondente al punto limite L, (o L}). Per
la formola (77), avremo:

tg (G‘ 7{“’1) cos? o, -+ tg <°:1;;.%>sen’ o, =0,

ig (&:E.”L) cos? w, 4-tg (o_‘?_.;—w”) sen?w,=0,

da cui
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cos? v, = <G — ),
S
2 tg( k
sen (,1)1 = o _w
525 )—w(2T")
T "Wy
2 (25"
CcOoS (1)2 == — . ” ,
2 2 . et
tg( ) tg( 7 )
0'2—-'l
sen? w, = k

2 I
COs8” w, =

2 —
sen w, ==

ovvero:

(S2))

COS *Senw_.l/d
2d °

sen w. COS , l/d“a
Wy == , = -
2d
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Se ne conclude che si ha o, 4o, =é, e poiché 1 due

piani principali sono fra loro perpendicolari, avremo il
teorema :

I piany focali sono egualmente inclinati sur piant
principals;

o in altre parole:

I piane bisettori dei piani focali coincidono coi piani
bisettori dei piant principali.

Aggiungiamo in fine che le (81) possono anche ser-
vire a darci una facile conferma della (80) per I’angolo dei
piani focali.

18. — Ad ogni sistema doppiamente infinito di raggi o
congruenza, come diremo in seguito per brevitd (*), appar-
tengono alcune superficie che con essa sono intimamente
connesse e di cui qui esporrd alcune proprietd, riportando
senza dimostrazione i teoremi enunciati da Kuramer al §. 5.
della sua citata Memoria, potendosi negli spazi curvi ripe-
tere le stesse considerazioni che nello spazio euclideo.

I punti medii del segmento L, L, o L', L', dei punti
limiti ( prescindendo dagli opposti ) hanno per luogo geo-
metrico due superficie che potranno chiamarsi le superficie
medie ( Mittelflichen ) della congruenza.

I quattro punti limiti L, , L, , L', , L', (prescindendo
dai punti opposti) hanno rispettivamente per luogo geome-
trico quattro superficie I,, F,, F,, F, tali che:

Le superficie F,,F, dividono lo spazio in modo che

(*) Cfr. L. Bianchi: Sui sistemi doppiamente infiniti di raggi — An-
nali di Matematica, Tomo XV.



64 C. Fibbi

fra esse e soltanto fra esse cadono i piedi delle minime
distanze di due raggi wnfinitamente vicini, e fra le su-
perficie ¥\, ¥, cadono tutti i piedi delle massime di-
stanze: ;

Per lo spazio di Lobatschewsky il teorema va limitato
naturalmente alla sua prima parte.

Passando da un raggio della congruenza a quello in-
finitamente vicino, per il quale la sua minima distanza dal
primo abbia il piede in L, (e quindi la massima in L),
e dal secondo al raggio analogo infinitamente vicino, e cosi
di seguito, si viene a formare una superficie rigata O,, e
una superficie rigata O, s1 pud costruire nello stesso modo
rispetto ai punti L, (o L)): '

Ogni congruenza si pud sempre tminayinare in dop-
pio modo generata da un sistema OO di superficie riga-
te O, o dv superficie rigate O,; le superficie F,, F,"sono
rispettivamente il lungo geometrico delle linee di stringi-
mento delle 0,, 0,, e le ¥, ¥, quello delle loro linee
duv allargamento (*).

Anche per questo teorema si vede fac'lmente come esso
vada limitato nello spazio di Lobatschewsky.

Alle superficie @, ®,, luogo dei fuochi, si dard anche
qui il nome di superficie focali. Passando da un raggio
della congruenza a quello infinitamente vicino che lo in-
contra nel primo fuoco e da questo ad un altro infinita-
mente vicino che lo incontra nel primo fuoco, e cosi di
seguito, verremo a formare una superficie sviluppabile Q,,

(*) Se cosi vogliamo chiamare quella linea (e la sua opposta) di una

superficie rigata, che & il luogo dei piedi delle massime distanze di due
generatrici infinitamente vicine,
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il cui spigolo di regresso «, tracciato sulla superficie @, ,
si chiamerd caustica (*) della superficie focale @, . Analo-
gamente si costruird una superficie sviluppabile ,, il cui
spigolo di regresso «, sard una caustica della seconda su-
perfizie focale @, .

Oyni congruenza a fuochi reali si pud in doppio
modo generare con un sistema OO di superficie svilup-
pabili Q@ 0 Q,, © cui spigoli di regresso a, 0 a, generano,
come caustiche, le due superficie focali ® ,®,.

Ogni raggio di una congruenza o fuochi reali & una
tangente comune alle due superficie focali.

Ossia:

Ogni congruenza a fuochi reali si pud riguardare
come il sistemma delle tangenti comunt a due superficie.

E ancora:

Ogni congruenza a fuochi reali si pud riguardare
come Pinsieme delle tangenti di un sistema OO di curve
(caustiche) tracciate sopra una superficie.

Ogne superficie focale & inviluppata da uno dei due
sistemi di superficie sviluppabili dalle quali si pud tm-
maginare generata la congruenza.

[n ogni superficie focale, ad esempio ®,, le caustiche
a, e le linee di contatto con le sviluppabili Q, sono curve
a tangentr coniugate.

E finalmente:

L’inclinazione della normale principale di ogni cau-
stica della superficie focale sul piano tangente alla su-

(*) L. Bianchi, I c,
S. N.
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perficie & uguale alla mutua inclinazione Jdei due pian
focali, che passano per la tangente alla caustica (¥*).

§. 6.

La densita.

19. — Le denominazioni di raggi, fuochi, superficie
focali, e lince caustiche usate in ¢id che precede, sono
evidentemente tolte dalla teoria della luce, alla quale lo
studio dei sistemi doppiamente infiniti di rette porta un
largo contributo, quando si supponga che ciascuna retta
del sistema sia un raggio di luce uscente dai punti di una
superficie luminosa o rifiettente. Un altro elemento di mas-
sima importanza per lo studio dei s.stemi di raggi luminosi
& la densitad che assume il sistema in ciascun punto dello
spazio, e in questo paragrafo ci occuperemo appunto della
sua definizione geometrica e della determinazione analitica.

Consideriamo un punto qualunque M di un raggio (u,v)
della congruenza e immaginiamo un suo intorno infinita-
mente piccolo in modo che nell’interno di esso lo spazio
possa ritenersi come euclideo. Cié posto:

Per il punto M del raggio (u,v) deila congruenza
conduciamo un piano © perpendicolare al raggio e trac-
ciamo wn © una curva chiusa wfinitesima ¢ di area w che
racchiude il punto M. Per lo stesso punto conduciamo le

(*) Bianchi, 1. ¢. n.0 3.
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vetlte parallele (*) a tutte quei raggi della congruenza
che escono dai punti di c; esse determineranno sopra una
sfera di raggio infinitamente piccolo r col centro in M
una curve chiusa infinitesima ¢ di area riw. Il rap-
porto

O =

€l

sara quello che noi chiameremo densita della congruenza
nel punto M.

Questa definizione ha evidentemente una perfetta ana-
logia con quella che si di per la densitd nello spazio eu-
clideo, ed ora vedremo come anche la sua espressione ana-
litica si riduca a quaella dello spazio piano per k2*=C0O.

Per semplificare i calcoli supporremo di prendere per
superficie S di partenza il piano = perpendicolare al raggio
nel punto M, cosicché si avrd in questo punto:

ey =k , 0,=0 , w,==0 , @,=0,

£=0, ¢, =0, =0, &=I,

e per tutti gli altri punti del piano, x,=0. Su questo piano

(*) Questa denominazione & qui usata soltanto per comoditd di lin-
guaggio. Per I'intelligenza di cid che segue & necessario quindi avvertire
che le rette in discorso s’intendono costruite conducendo per il punto M
(ove ¢’ immagina trasportata I’ origine delle coordinate) le perpendicolari
a quei piani passanti per M, che fanno coi piani coordinati gli stessi an-
goli dei corrispondenti piani passanti per i punti di ¢ e perpendicolari ai
raggi uscenti da questi punti.
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scegliamo due punti M, , M, infinitamente vicini ad M e
non in linea retta con esso; le coordinate del primo sa-

ranno ( k4-dx, , da,, do, 0), che dovranno soddisfare
alla condizione

(k4dw,)? + duw, * + dow, * = k%,

dalla quale trascurando gl’infinitesimi di ordine superiore al
1.%, si deduce k dw,=0. Ripetendo lo stesso per il punto

M, e distinguendo con la lettera & gli accrescimenti delle
sue cocrdinate, si avrd :

Ml E( kl ) da‘?’ dx3? O) ’ NI? = (ki ) a'%'27 8“’3’ O)

L’area o del triangolo infinitesimo M M, M, sard
quindi data dalla formola: (¥)

E 0 0 043
62k*w®=| %k duw, do, O deo, do, \2
=k
k dw, dx, O dw, Ox,

ew=(°_& a_ﬁ_b_f”_ﬂ_a_%>(du8v—8udv).

Il piano m, passante per M, e perpendicolare al rag-

(*) Killing, 1, c. pag. 86.
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gio uscente da questo punto avrd per coordinate
(dt, , dt, , dé , 14-d&, ); ma dovendo esser soddisfatte
le 1dentita:

di? + d& A dé A (14dE, )2 =1,
i dt, + dt, dx, + dw, di, = 0,

se ne dedurrd df =0, d&,=0, quindi, applicando lo stesso
visultato al piano =, passante per M, e perpendicolare al
raggio che esce da questo punto, si avra:

n=(0,di, d§, 1), n=(0,03, 3, 1)

La sfera di raggio » che ha il centro in M, sard in-
contrata dal raggio che passa per M e dalle due rette con-
dotte per M pirallelamente ai raggi che passano per M, , M,
nei punti di coordinate:

"
ifcos]; , 0 , 0 , k sen;;-

e A r r
kcosz , kdé, senEé y kdE; sel - ksenk—

I

keosl- k dF, sen

r
i ,k853senf,ksenl?,
quindi, se si suppone # infinitamente piccolo e se ne tra-
scurano le potenze di ordine superiore, 'area % o' del trian-
golo che ha per vertici questi tre punti sulla sfera, sard
data, analogamente alla precedente, da:
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6 r?w=r? \
\ 352 ) ag3 l

Ora se nelle (19) del §. 2, corrispondenti una volta
agli indici ¢=1 , k=2, [=3 , m=4, e un’altra a i=1,
k=38,l=4, m=2, si pone ,==FL, ,— vy=o,=0,
£, =&, = £,=0, §, =1, si ottiene:

1 A ur
dE, = Z%(fbu > du +<f 2 g)u>dv§
1(/ do, aJc2 (
x%(f R )d 5 dv
e le espressioni simili per 9%, , d% dove si cambi du , dv

in du , dv. Sostituendo questi valori nell'espressione di o' si
trova, dopo facili riduzioni:

% r__eg—'ffl szb_z;_Df_z_bvs. Yo —

e quindi

(82) __eg—1[r

ovvero, per la (21):

(82) 0= _
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20. — Per avere ora |’ espressione della densitd ¢uando
il punto di origine sul raggio (% , » ) non coincide pil in
M, ma & un altro punto qunalunque, basta osservare che il
secondo membro della (82) non & altro che I’ inversa del
prodotto delle due radici della (62), quindi sara:

1 1

@xp S
L Pa 2 9y %
b Lg(lc>tg<k>

e se il punto M avrd una distanza w dall’ origine P, ba-
sterd cambiare nella precedente s, e 5, n 'v—3, o w—o,,
e si potrd scrivere :

83 Q= - w"%) w“%)
(83) i cot - cot(

e sviluppando, tenendo conto della (62), si avra infine:

. 1 Ayr2— P r4kt Ay
83 O =
( ) L4 Ny 2 L P Ay ’

2
Cambiando in questa » in —l:‘— o nella (83) w in

w + 5 k= e chiamando @ il valore che ne risulta per la

~

densitd, si ha:

00 =

?r'lr—l
'y
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Dunque: Nello spazio di Riemann il prodotto dei va-
lort cke assume la dewnsita n due puntt dv uno stesso

raggio distant: fra loro di —;—k n & costante ed eguale al

quadrato della curvatura dello spazio.

Per esaminare le variazioni che subisce la densitd nei
diversi punti di un raggio della congruenza, ricerchiamo
dapprima per quali valori di » essa divenga massima o mi-
nima. Dovremo a tal fine eguagliare a zero la derivata
rispetto ad » del secondo membro della (83") e quindi per
determinare i valori massimi e minimi di &, eliminare » fra
Pequazione cosi ottenuta e la stessa (83'). Le equazioni che
cosi si ottengono sono:

(84) Pr22vir—EPP=0

EEEP2 -2y (A4
P24 y?AA

85) ke 42 49 o1—0.

La prima confrontata con la formola
w' ! | g
ktg (EL%"&) == ktg <-1——2——-&> = k2 v’ ci dice in-

tanto che la densitd diventa massima o minima nei punti
di ascisse

b

W+ w, o w'y, 4 w'
2 2

ossia nel punto medio del segmento L, L, o del segmen-
to L', L. Scriviamo la (83) sotto la forma

) ool Etre) (e

Tk (r—p,) (r—p,)
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e supponiamo dapprima k* > 0. Se i fuochi sono reali, il

k2 k2
secondo membro si annulla per »r = —— e r = — —,
1 Pa
diventa infinito per »==p, e r==p,, si mantiene negativo
k2 k2
per tutti i valori di » compresi fra p, e p,, 0 ——e —
i1 2

e positivo per tutti gli altri; il valore massimo e 1l valore
minimo di ® sono dunque ambedue negativi, come si vede
anche dalla (83), la quale, essendo ora W®% —4y2AA >0,
ha ambedue le radici negative. Dungque:

In una congruenza a fuochi reali dello spazio di
Riemann la density si mantiene sempre negativa entro
il segmento dev fuochi e der due punti che distano ri-

spettivamente da essi dzék ©; wn quests ultimi si annulla

e i quelli diventa infinita, e per tutti gli altri punt
ha sempre un valore positivo. Il valore che essa assume
nel punio medio del seqmento L; L, & un massimo ne-
gativo, e quello che assume nel punto medio del segmen-
to L', L/, & un minimo negativo.

Se i fuochi sono immaginari, la densitd si conserva
ovanque positiva. Ora per mezzo di considerazioni analoghe
a quelle del n.® 10, potremo, col passaggio al limite per
k*=00, riconoscere che delle due radici

— v VTR
P )

dell’ equazione (84) quella che corrisponde al segno supe-
riore ¢i da l'ascissa ridotta del puuto medio del segmento
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L,L, e l'altra quella del punto medio del segmento L, L.
Sostituendo questi valori di » nella (83), si trova che dei
due valori che risultano per ©, che sono le radici della (89),
il maggiore corrisponde appunto al segno superiore e il mi-
nore all’inferiore. Quindi:

In uno congruenza a fuocht immaginarit dello spa-
zio di Riemann la densita conserva sempre un valore
positivo; & massima nel punto medio del segmento L, L,,
minima nel punto medw del segmento L, L.

Supponenlo ora k?<0, poniamo k?=— R?, la (83)
diventa:

1 w—a, LD-—’72>.
® ==R—200th <T coth( R ;

quindi se i fuochi sono reali, il secondo membro & negativo
per w compreso fra o, e g,, infinito per w=s, e w=7,,
positivo per tutti gli altri valori di w; nel punto |medio del
segmento L, L, acquista il suo massimo valore negativo.
Se i fuochi sono immaginari, il secondo membro & sempre

. . - 1
positivo, e siccome per w==00 si riduce a TEL mentre per w

finito & sempre maggiore di R—l—gesso avra il suo massimo
valore nel punto medio del segmento dei punti limiti.

Dunque riassumendo :

In una congruenza a fuochi reali dello spazio di
Lobatschewsky la densita si mantiene negativa entro il
segmento dei fuochi, assumendo tl suo massimo valore
negativo nel suo punto di mezzo; diventa infinita nei
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fuochi e si conserva positiva per qualunque altro punto
del raggio.

Se @ fuochi sono immaginarii la densita & sempre
positiva, acquistando il suo valor massimo nel punto me-
dio del raggio.

E finalmente:

In qualunque congruenza dello spazio di Lobats-
chowsky la densitd ha sempre lo stesso valore o distanza
infinita eguale al valore assoluto della curvatura delln

spasio.

8 7.

I sistemi di raggi costitmuiti dalle normali
ad una superficie. '

2l. — F'ra tutte le congruenze di raggi sono principal-
mente importanti, come quelle che hanno siretta attinenza
colla teoria delle superficie, quelle costituite dall’nsieme
delle normali ad una stessa superficie S. in questo para-
grafo mi propongo di esporre le modificazioni che subiscono
i risultati precedenti per questi sistemi speciali, e di sta=
bilire per gli spazii curvi alcune formole della teoria delle
superficie, note per lo spazio euclideo, allo scopo di appli-
carle nel successivo parag¥afo allo studio di un’altra classe
notevole di congruenze.

Supponiamo adunque che tubtti i raggi del sistema ri-
sultino normali alla superficie di partenza S, ossia il piano
n=(§ & & &) passante per il punto P = (@, x, x,x,)
e perpendicolare al raggio (v, v), sia tangente nel panto
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P alla superficie S. Questo piano, dovendo contenere i tre

punti infinitamente vicini della superficie 2, z —l—g;c du,
w

o . .
@ 4 Eolv, avrd per equazione, se sono le y le coordinate

correnti dei suoi punti:

Yi5Ys 5 Ys » Yau
ml 5 .7/'2 , 06'3 5 .’X/'L
8,7('1 3.7(‘2 dry W,
du T T du du

doy  dr, dwy dwy

do P T Y

e quindi le sue coordinate & saranno date dalle formole

Xk 5 Xy 5 Tm

Up V& Um

- —1) ok TSt
&0 u=C00

w T T W

dove

A?=E G—F2

1 1 71 1

essendo:

A

doe, 2 dx;d%; ;i\ 2
E«=3<m> » F=355, » =23,

Ne risulta
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i g -—I— bxg E + 3 g + . O,
(88) |
mui+°_@% +313_53 +ma == 0,
ﬁ b v Q0

e derivando successivamente ciascuna di queste equazioni
rapporto ad « e v, si ottiene

32 d ;i 324 i
(89) e=—Nkisx» [=/=—3k = =i 55

Similmente, considerando la superficie come inviluppo
dei suoi piani tangenti, invece che come luogo dei punti P,
I’ equazione del punto P sara:

Ny g KA Ny
&, & & &
¥, 0% % M|
U dU du 2 u
LA A
dv dv d¥v dw

e quindi le sue coordinate saranno espresse dalle formole:

& & én

: (=1) | 2% % m
87) = A . du du
bV

do dp 2w
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dove

re TV v 2
NP —=EG, —

essendo

=30 R o2 ()

Si avra dunque.

b .,

i 1+b 2_}_353003_1_354004:0’
89) u u du

pd VE ag )¢

5‘?‘%”14‘30 2+ 2 3+ 4x4=’0
é quindi

, 3% . . % 0%,
(89) e=—3mi, 5 [==—Zwi, 9= — e =

Dunque per le congruenze costituite dal sistema delle
normali ad una superficie deve essere f=/". Viceversa si
pud vedere che se questa condizione & soddisfatta, la con-
gruenza ammette una serie di superficie ortogonali.

Infatti si consideri la superficie definita dalle equazioni:

(90) X==x; cos ;6—0 4+ k& sen ;_:. ,

e per il punto X s’immagini condotto il piano perpendico-
lare al raggio (u , v ) le cui coordinate saranno;
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On = — k_ sen —{— & cos

come & facile verificare osservando che esso contiene il
punto X ed & perpendicolare a tutti i piani che passano
per il raggio (v, v). Differenziando le (90), moltiplicandole
rispettivamente per le (91), osservando che
3 @idéy= — Y & dx;, e sommando si ha

EEth,=ZE,dm,+dw;

quindi se si determina w dall’ equazione ai differenziali
totali

dw=-—2£;dw;

cid che & possibile appunto perché la condizione d’ inte-
grabilitd

ba’," Da’q
o L

¢ soddisfatta per 1'ipotesi che sia f==f", la superficie defi-
nita dalle (90) avrd per piano tangente il piano ., giac-
ché per essere ¥ B X;=0, B &, d X;==0, lo stesso piano

d . .
contiene i tre punti X , X 4 D—X duw , X + 'b_vz'{ dv infini«
tamente vicini della superficie . Dunque poichd w contiene
una costante arbitraria, esisterd un sistema o0’ di superfi-
cie ortogonali a tutti i raggi del sistema.
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Per le (88), (88) i coefficienti delle forme differenzia-
li (I), (II) diventano

E=E, , F=F, , G=G,,
E/=E1r , F’=Fll , G,=Gi’ ;

ossia la (I) & il quadrato dell’ elemento lineare della su-
perficie S e alla (II) che rappresenta ’angolo di due piani
tangenti infinitamente vicini daremo il nome di elemento
angolare della stessa superficie S.

Di piti se indichiamo rispettivamente con D, D', D" le
quantitay e , f=/', g, le formole (20), (20) diventano:

r
1 A 2

G, D*—2 F, D D'+E, D’”%,

B,
(92) Zl—iﬁ,%G D D'—F, (D' D'+D'%) + B, D/ D”%
&1-2%(} Y*_2 F, D' D'4F, D””%;
— %2 G/ D*—2 F, D D4E, D’22,
©2)! F, = %%G' D D—F, (D D'4-D'?) + E, I’ D”g
- A‘—%o D'*—2F, D'—D'-E; D"zg;

con I’ altra

(93) A A/ =DD'—D?=.
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22, — 1 piani passanti per il punto z normalmente alle

linee w==cost® , v==cost® hanno rispetlivamente per coor-
dinate

LY Ly
vaw ° VEw’

quindi se le linee coor.linate sono ortogonali, si dovra avere
F=0.

Sul piano tangente £, i poli assoluti delle generatrici
delle sviluppabili coordinate u==cost® , v ==cost® avranno
rispettivamente per coordinate '

k &;

k2 L
'’ VEu

d &
VG, >
se queste generatrici sono perpendicolari su tutti i piani
tangenti sard F,'=0.
Nella prima ipotesi si possono facilmente esprimere le
derivate parziali rispetto ad w ,» delle 12 quantita
1 )St’),- 1 30(‘2'
7o VEw
delle v;; osserviamo infatti che dalle equazioni:

s §; in funzioni delle quantitd stesse e

1w, 2 daegdiw; WG,
Dububv_ VG Yo . u’

Y4 d
20— > X

=0,

sl ricava

S. N.
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Va1 WEw, 1 WG My
oy - ‘j’
du dv VE w VG du W

ossia
(e _ Love L D .
) VG oV VGl NI VE, du VG[;
a
(1 oy Loave, 1w, D
WAVE, m)" E, du y@“av“VE, !

Similmente dalle equazioni

y L 3, l_B_a’/_,-)_ 1 MWE,
VG 20 du \VE, du VG, Yo

2VE ;Z 2%(1/}& Eﬁ) 0,

Zﬁsiu( 1 aw,>_-—- D Zw, IR E A —VE,

VE du VE V_E—a—zT

e da quelle che se ne ottengono permutando
u,v;E ,G,;D,D" siricava

) bu VE, W VG TR "VG, %  VE, kY
2 (L e LG _1,3_“_"_1{5 PG
W\VG, %/ VE, vu VEou VG 'k

Finalmente risolvendo le equazioni:



I sistemi doppiamente infiniti di raggi 83
BRI D’ 1 o, E D

e quelle che se ne ottengono permutando u,v ; E, , G, ; D,D,

si ricava:
[ 2 D 1 wy R3WE D 1 wy
| w VEVE, % ' Yo VG VG,
¢
2 _ 0 1w D1

*'TGVCEJFVE VE w

Esprimendo poi le condizioni d’integrabiliti del sistema
di equazioni @), b) , ¢) si trovano le equazioni:

_<_D_"___>_°_ D' _VE,_Dag,
W\VG, T VEG, 10 E,Du_ ’
a_( D ) ( D’ D G D WE _,

04 w\VE, W\VE, VE G, du G e
DDN_Dlz . l
'_E“”G_"l'l?%“"“;/E

au(VE e, ) "'av(vleina/f ) g

Operando in modo analogo, si possono esprimere, nel
caso di F/=0, le derivate parziali rispetto ad « , v delle

1% ) ! DE', a; in funzione delle quantitd
VE, du VG’
stesse e delle & per mezzo delle formole:

12 quantitd =
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L (LW LaVE, 1% oy D
o) V G/ 3w VG' Yo T VE Yu  kPVGE]
2 Lwg, 1 % o D

ﬁ(ﬁw VE, vu VG, BVE,’

2 _Léé>=_ L Wiy, 1 %0 D yey
b/) du VE’;DM V(JI dAp VG’ v k2VE/i i

3_<_1__D£i>____4 1 WV G' 1 DE, ﬁz_l_)_,_'__‘/a—, &

v V(}—’ibv o 1/ET1 VE, BV, 1

wi_ D1y D 1%

Yu  VE, VEdu ' VG, VGi '’

bwf _ D1 Py D 1
CARTR Bv VE, VE, W’

¢)

Ed esprimendo le condizioni d integrabilitd di questo
sistema, si hanno le equazioni

D" < ) D BVE, D \‘/(]r —0
bu V(;’) W VG’ I/E’ ¥ vo B, u !

1

2 (D _( D o, DOWVE _,
_<_>~au _ : ,

W\VE, VE,) VE G ru G730
©04)\p p'— DD ) a_(__l_zn/@?, n
k2E G/ VE/\V d VE—I d u )
d 1 WVEN %
Ty (V(" d v )

Le (94), (94) che legano le quantita D, D', D’ ri-
spettivamente ai coefficienti dell’ elemento lineare e del-
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I’ elemento angolare della superficie S, sono le condizioni
necessarie e sufticienti (*) per la determinazione, a meno di
mov'menti nello spazio, della superficie S considerata come
luogo di punti o come inviluppo di piani. Le prime sono
conosciute, nello spazio euclideo, sotto 1l nome di formole
dv Codazzr.

23. — La proprieta metrica caratteristica di questa
classe speciale di congrnenze & contenuta nel teorema:

Per le congruenze costituite dalle normali ad una
superficie, © fuochi coincidono con i punti limeti dei pieds
delle minvme distanze.

Cid si vemfica osservando che per questi particolari
sistemi di raggi, e solamente per essi, si ha f=f", e questa
condizione trae seco I’ altra che I’ equazione

QP (BG—F—25 Q) r'— kB r 4@ =0

del §. 3. che serve a determinare le ascisse ridotte dei
quattro puntt limiti, si scinda nelle due equazioni di 2.°
grado

ANyrtdBPr 4 Ay—o0,
Ayr? —Ek*Pr 4 *Ay=0,

la prima delle quali coincide con la (62) che da le ascisse
ridotte dei fuochi, e la seconda che ha le radici inverse di
quelle della prima moltiphcate per — k*, da le ascisse ri-

(*) Vedi p. es. L. Bianchi: Lezioni di geometria differensziale,
pag. 389.
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dotte di quei punti che distano dai fuochi dl-})—k m. Anche

le equazioni (60) che ora si possono scrivere sotto la forma:

(B, '—F, D) + (B, D'—G, D) = + (F, D'—G, D) = =0,
(B, D—F, D)+(E, D’—G,’ D)  + (F,D'—G, D) =? =0,

e che come abbiamo osservato al §. 4, sono equivalenti,
riescono nel caso attuale equivalenti alla (32) del §. 3, che
ora si riduce all’altra

(ED'~FD) + (ED—&D)t+ (F D —G D) t2=0,

e che si deduce da esse sottraendo dalla prima la seconda
moltiplicata per k2.

Esse sono le equazioni di quelle linee della superficie
S, lungo le quali le normali alla superficie stessa formano
una sviluppabile, ossia delle sue linee di curvatura. Le
ascisse ridotte dei punti limiti dei piedi delle minime distanze
prendono qui il nome di raggi pruncipali ridotti di cur-
vatura, e le superficie focali quello di superficie evolute
della superficie S.

Se si chiama, come suol farsi, curvatura della super-
ficie nel punto P l'inversa del prodotto dei due raggi prin-
cipali ridotti di curvatura », , », vediamo che essa non &
altro che la densita del sistema delle normali nel punto P,
e si avrd per la (93)

»

1 D D”—-—D’2 EI‘Gfl_FI 2

1

ror, E,G—F: DD—D?
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Il prof. Bianchi (¥) trova piu legittimo dare alla quan-

tita x il nome di curvatura relativa della superficie, e
17'2

chiama curvatura assoluta «quella che compete al suo ele-

« mento lineare, calcolato nella determinazione metrica dello

« spazio in cui esiste ». Indicandola con K, si ha per la

terza delle (94):

- 11 1 (0 /7 1/G\ 37 1 WE,
9 I{Z e —_—f —— ]1
%) ror TE I/ElGi%bu(VE1 du )erv(VG av)

Se la stessa definizione analitica si assume per la cur-
vatura assoluta K' della superficie S considerata come in-
viluppo di piani, si avra per la terza delle (94)

1
o B 1 lal/G IWE
) K= T+ =— i %m Vi )—i—av VG e >2
7/.17'2
24. — Prima di lasciare I’ argomento di questo §, vo-

gliamo far vedere come la condizione:

e (3a ) =5 (355)

che caratterizza le congruenze costituite dal sistema di nor-
mali ad una superficie o, come si pud dire piu brevemente,

(*) Sui sistemi di Weingarten negli spazii di curvatura costante .
Atti della R Accademia dei Lincei. Anno 1887, pag. 227.
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le congruenze normali, pud utilmente applicarsi alla dimo-
strazione di due importanti teoremi noti nello spazio eucli-
deo e che non cessano di valere negli spazii di curvatura
costante. Osserviamo per questo che la precedente, introdu-
cendo gli angoli « e 8 che il raggio della congruenza
uscente dal punto (#,v) di S forma colle direzioni positive
delle linee v=cost’, u==cost’, si trasforma nell’altra:

) VECOS a)_a(VG:cos B).

d) dov du

e poiché I’ equazione dw = — Y & dw;, integrata da:

w=C~—‘/‘(I/]T1 cos a du + VG, cos f dv ),

con C costante arbitraria, se ne deduce subito 1l teorema
di Beltrami:

Se una congruenza di ragge uscenti dar punti di
una superficie S ammette una serie di superficie ortogo-
nali, tmmaginando ciascun raggio terminato ad una
delle superficie ¥, ortoganali, wn ogni deformazione per
flessione della superficie S, che seco trasporti i ragg
invariabilmente connessi colla superficie, il luogo dei me-
desimi estremi non cessera mai di essere una superficie
ortogonale ai ragg: della congruenza.

In secondo luogo supponiamo che i raggi della con-
gruenza subiscano una riflessione o rifrazione e, per sempli-
citd, scegliamo la stessa superficie S di partenza come su-
perficie riflettente o rifrangente . Nel primo caso & chiaro
che gli angoli « e B per la congruenza incidente si cam-
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biano rispettivamente negli angoli m—« e =—f8 per la con-
gruenza riflessa, per la quale quindi la ) non cessa di
essere soddisfatta .

Nel caso della rifrazione, se »n & ’indice di rifrazione
nel passaggio dalla congruenza incidente a quella rifratta ,
si riconosce anche facilmente che gli angoli o' e £ per la
congruenza rifratta sono dati dalle formole

OS¢ = —mncos & , coSf=—mcosf,

quindi anche per la nuova congruenza la condizione d) ri-
mane sempre verificata.

Abbiamo dunque 1l teorema di Malus-Dupin:

Una congruenza normale di raggi si conserva tale
dopo una riflessione o una rifrazione .

Q. 8.
Le congruenze pseudosferiche.

25. — Dopo le congruenze studiate al § precedente, le
pit importanti che si conoscano per proprietd metriche sono
quelle per le quali sono costanti insieme la distanza dei
fuochi e quella dei punti limiti e che nello spazio euclideo
sono state considerate per la prima volta dal prof. Bianchi
nella Nota gia citata degli Annali: Sui sisteme doppiamente
wfiniti di raggi. L’ intima relazione, con cui queste con-
gruenze sono legate alla ¢rasformazione di Bdicklund per
le superficie pseudosfer'che, rimane confermata anche negli
spazit di curvatura costante; esse servono a dare di quella
trasformazione, che per gli spazi curvi & stata pure trattata
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dal prof. Bianchi nella Memoria testé citata dell’Accademia
dei Lincei, I’ interpretazione geometrica pitt semplice e na-
turale. Seguird nello studio di queste congruenze lo stesso
metodo tenuto dal prof. Bianchi, come quello che conduce
nel modo pilt spedito alla dimostrazione delle loro proprieta.

Sia la congruenza a fuochi reali e si assuma a super-
ficie S di partenza una delle due superficie focali, sulla
quale le linee coordinate v == cost® siano le sue linee cau-
stiche, e le w=cosl® le loro traiettorie ortogonali, di guisa
che il suo elemento lineare prenda la forma:

ds* = E, du® 4 G, dv*.

Le coordinate & del piano = saranno quindi date dalle
formole

e/

X;

1 e,

£i=VE1 u’

per le quali le (17), (17" del §. 2 diventano:

E=0 , F—0 , G=G,
, 1 YWEN? , D? 1 VG, 1 WE,
F=( — 1 e ,F,=—-—*—: 1, — H
VG o > +E1 VE, 2u VG, Y
DD o _( 123¥G\* D*
2D e = (Ve
+ E1 VE‘ du Ei

e quindi
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e (E2E) +5,

( 1 VG, 1 YVE, , DD,
F——h)— t
g VE, Dul/(v av+E§’
G-’-‘—Gi—kgg(] BVG D’2%
VE, ?

e le (18) dello stesso §. 2. diventano

e=0, f=—a;/E7 /I=O ’ g=l/§131/ !

v

e per conseguenza

1 WG 1 YVE,
== ——= +D
E,gVE d w +VGr d v

cg—ff=0 , @=—1 @)

d v

Cid posto, se la congruenza deve avere costante =/
la distanza dei punti limiti dei piedi delle minime o mas-
sime distanze, e costante = % la distanza dei fuochi, po-
tremo porre

s
g

2<i=lgsen%=R , 28=ksen;~=Rcosa,
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dove R e ¢ sono costanti, la seconda delle quali rappresenta
il complemento dell’ angolo d’ inclinazione dei piani focali.
Per le formole (65) del §. 4, avremo dunque:

0+ s 25)°
R2_k? E,* VEG, T)
D2 k2 l VG J bVE- 22
— ST ——__ D —— LD ?
E12+E12(3’1 %\/E1 du +VG4 3o
2 2— 1 |
R coso~D2+_;:2 % 1 bV@iD LDVEAD’ z‘
E12 E12G1 \/sz—u_ V(J—‘i do g ,
da cui

1 BVGr1 1 YVE v_VE*—R%cos®s —
= _D —_— 1D= D VG ;
VE, Yu +l(;‘r dw k Rcosa !

e da queste si deducono per D, D’ i valori:

D YVE,
—_ = (.'Ot g 1,
VE, do
D’ Vi2—R¥cos?c 4/~ WG,
— = *VG,— cot o — 1,
VG, kR sen s G E, d2u

Questi sostituiti nella 2,* delle (9%), ci danno per D"
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D 1 Y VE, c‘;(LaVGTI) th>§
VG VG ) v WA\VE, du 30(1/(} )V

_ o VEP—RTe0s®5 VG, | oy, | (uVeri)
kR seno du VE, G\ du /

= CcOot ¢

Finalmente la terza delle stesse (94) diventa:

a7 e )

Dunque:

Se in una congruenza di raggi & costante =1 la
distanza det punti limiti, ed & costante la distanza det
fuochi, ambedue le superficie focali hanno lo stessa cur-

vatura relativa costante negativa = — }R——, essendo:
1
R=¢ senl~ .
k

Ma se si osserva che, per k%> 0, affinché si abbia per !
un valore reale deve essere R<{k e quindi — —R1—2 +lt-2 <0,

e che per £2<C0 si ha sempre — 7 -|— k2 <0, si vede che

anche la curvatura assoluta delle superﬁcxe focali deve es-
sere negativa, quindi il teorema precedente si pud enun-
ciare anche cosi:

Se in una congruenza di ragg: & costante =1 la
distanza dei punti limiti, ed & costante la distanza det
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fuochi, ambedue le superficie focali sono superficie pseu-
dosferiche colla stessa curvatura eguale a

1 1
R

dove

{
=k _
R senk

Per questa ragione alle congruenze di questa specie
daremo, col prof. Bianchi, il nome di congruenze pseudo-
sferiche .

25. — Per dimostrare la loro effettiva esistenza , sup-
porremo ora che la superficie pseudosferica S di partenza
sia riferita alle sue linee di curvatura, di modo che
essendo allora D' = 0, si avrd:

DD’ 1

EG TR

1 1
Potremo dunque porre

__l__t D”___l_
Rg ’ Gj#R

D

cot 6

m.u

[y

dove 6 & funzione di % , ». Con questi valori di D, D" le
prime due formole (94) diventano:
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che integrate danno;
VE—1=cose o) , VG, =sen6.¢ (),

dove ¢ & funzione della sola u e ¢ della sola ». Ma cam-
biando 1 parametri » , v rispettivamente in / ¢ (w) du,
S 9 (v) dv, si pud porre

VE, =cos 6 I/(?:= sen 6,
e 1" elemento lineare della superficie S prenderad la forma

ds?® = cos? § du® 4 sen? 6 dv?,

e 6, per la 3* delle (94) soddisferd all’ equazione alle de-
rivate parziali del 2° ordine:

22 a?e_<1 1

% T \RPT R

(96) )sen 6 cos §.

Le formole a) , b) , ¢) del paragrafo precedente di-
ventano ora:

d 1 oday L 8y
a) du <seu 6 cos 6 dv du
d 1 Dw,— . 1 dJ6 bxi.
Ww\cos8du )
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d Ty 1 aeaxl sen@ ;

5 ﬁ( 0s 6 a_)ﬂ sengawi T R 0T o0
d 1 1 d36dx; cosb x;

o — ) = i — = § — %, sen §;
w\send cos 0 u du R ™ &?
aE,i_____ ] Dxi DE,- 1 R d 7y
7) = Etg )_u_,b_q_)__ﬁcot@-b—v—.

Per ogni punto P della superficie S conduciamo nel
piano tangente una retta inclinata dell’angolo ¢ sulla linea
di curvatura v=cost’. Le coordinate del piano n passante
per P e perpendicolare alla detta retta, saranno

sen g Ir;
sen g dv

o8 p dur;
cos 6 du

G = +

’

e derivando rispetto a u , v tenendo conto delle «) , ff):

d cOos @ dr; seno dx;
(zp—‘"w)( (P'"—J_c)’}'

senf oo cos 6 du

M & — gﬁz COS ¢ COS 6,

R
% __ (24 2 (wsww Sf.ﬁ’i)._
o\ " du sen 6 o cos § du
son ?ﬁco_s_e £ — kzsentpsene

I coefficienti delle forme differenziali (I) , (II), (III) as-
sumono dunque i valori:
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E =sen®pcos?8 , F = — sen ¢ cospsenbcosf,

—_— 2 20.
G = cos? p sen?9;

r (3¢ 38\*  cos?psen?§
B (fts) + 20

S AR L P sen p cos ¢ sen § cos
P’_<bu RERY (bv+bu - R?
__ (% [ 36 \?  sen®’gpcos?f
) J A6
=——§en<pcose(?—;—3;),/’=cos<psen6(5-g+ﬁ>

]
f\=——senq:cos6<— 2 ) gccos?sene +
e per conseguenza:
EG--F?=0

vi=Ai(E G—-F? R—2gsencpcose< ?+bv)+

2
b

-+ cos ¢ sen g (;-z-[——gg
eg—(I'=0, 5 — % (f+f )=

=-—%%cos<psen@ q’-}- >+sengocos9<5° %2

du
P=0,

k? (sen® ¢ cos? § — cos® psen? §)
R2

P=—2P =

dp 30 90
xgsexl?cos0<b—t—4+av)—{—cos:psen@( au

s* N. 7
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Sostituendo questi valori nelle (65) e ponenlovi
2d=R , 2 =R cos 7, si ottiene:

P ae>
o 2 o (% 4 %7
sen ¢ cos ( ) -}~ cos ¢ sen ( ' + 0

Vk2—R2 cos? s
k Rcosa

= (cos® psen® § —sen? p cos?

du

29 DO) do BG)
20 0 { — — — —
cos ¢ sen <3u+év +sen<pcos9(bv+

— sen o (cos® p sen? § — sen? g cos? §)

Rcos s ’
dalle quali si trae
/ J/ »®*—R?cos? o . sen ¢ cos 6 —sen g cosp senf
29 4 ¥ _ i
du v R cos o ’
97) [ Y/
( —Vk2—chos26cos<psen9——-senasenqgcos£
R
w ' du R cos o

Per"queste due equazioni alle derivate parziali cui deve
soddisfare la funz'one ¢ & soddisfatta, in forza della (96), la
condizione d integrabilitd, e si trova che la stessa ¢ & una
soluzione della (96), cioé si ha

d2p '32?__<1 1y X
(98) S = ET2.—z—é)z,enqsuos‘qo.
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Di piu se si osserva che le coordinate z; dell’ altro
fuoco P’ sul raggio (% , v ) sono:

w] = % ViEi—R¥ cos?s. z; + R cos 5 &;,

si trova per I’ elemento lineare della seconda superficie fo-
cale §' la forma:

ds'® = cos? ¢ du® 4 sen® ¢ dv?,
e la terza delle (94) ci da, in forza della (98), per la cur-

vatura relativa della superficie S il valore — R% . La

nuova superficie S' & dunque anch’ essa pseudosferica colla
stessa curvatura assoluta della S, e poiché la soluzione ¢
comune alle (97) contiene una costante arbitraria, possiamo
enunciare il teorema:

Ad ogne superficie pseudosferica S con la curva-
tura relativa negativa appartiene una semplice tnfinito
di congruenze pseudosferiche per le quali la S & super-
ficie focale comune.

Se infine si osserva che la costruzione precedente per
passare dalla superficie S alla superficie S' & appuuto quella
che serve alla ¢rasformazione di Bdcklund per le superfi-
cie pseudosferiche (*), potremo dire:

(*) Cfr. per lo spazio euclideo la Memoria del prof. Bianchi: Sui sistems
tripli ortogonalr di Weingarten , inserita nel Tomo XIII degli Aanali di
Matematica, e per gli spazi cuarvi la Memoria citata sullo stesso argo-
mento 1nserita negli Atti della R. Accademia dei Lincei.

&
*& ‘\'rﬁ
(

'*\‘.“&
ok

N
AT

“

-
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Le due superficie focali pseudosferiche di una con-

gruenza pseudosferica sono dedotte Uuna dall’altra con
trasformazione di Bdcklund (*).

Aquila, Luglio 1891.

(*) Questi due teoremi sono appunto quelli dimostrati dal prof.

Bianchi per lo spazio euclideo nella Nota citata: Sui sistemi doppiamente
infiniti di raggi.




ERRORI CORREZIONI

Py, 14 linea 112 .7;2 O v) a=x, (v, v)
, 22 le formole (27). (27)'+ deve51 sempre leggere v2 al posto
Ty g di A%
» vio» apz_4 @ 2 P?—4 @ a2
1 )
.20 » 2a_}z (F+1) & () G,
» wvi » 102 w w
v2 A2 ’
« 3l » 1228 A V—-2¢ A v=2 @,
vy o T1it"y
» 33 » 142 R k K — 7, 1y
. ity Tty
» 34> 3 Rlemr'y 12 b —ry v’y

» B2 : éi} (V2+07r) (Vo2 4odry) g(Vf‘H’f"'i) (Vo2tu,2ry),

» 54 » 43 feAf ¢ Fetf 4.
»oivio» T (=) § (FG L)+, (t—tp) [ (F+G L) +...

» 128 L'espressione e) deve esser scritta come segue:
ivi 1 1 1 1
P IV 138 PGt (G ) o SO Tt B G, b =D (=1

{
= 2L : { Loye
» 90 D 1 (—2((/"1‘/”)'}‘931)7”1 +en (_2(f f)+gtl)ri+"'
» BT » 22 (441 ) (t,—12)
» 58 » 2% o, , sen*w , cos®uw, w, ,sen’w , cos? o,

-

» 76 Nel determinante della (87) alle £ vanno sostituite le .

« 80 » 128 D' D"4D? D D"+D"2,
» ivi » 162 2 F,' D"—D" 2 F' D D".
NWE D1 D' 1 doy
83 Ba VML ——— — =~ —— ——
»e v ‘/ 1\/ 1DU ‘/Gg\/Gxa
1 1
» 03 » 93 — E; &
» 04 » 92 25 — 26, —
» 95 » 5af<,o(mdv S b (@) do.
- 26, 28 . (Y 28
> 9T SaF‘=(3u+Sv) '—( +av)



