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SULLE

SUPERFICLE CHE CONTENGONO UN MSTENA DI GEODETICHR

A TORSIONE GOSTANTE






Il prof. Bianchi nella sua Memoria « Sopra 7 sistems
tripli ortogonali di Weingarten » (), quelli cioé che
contengono un sistema di superficie = a curvatura costan-
te, osserva in una Nota in fondo al lavoro che se il
sistema & a curvatura negativa, ossia se le superficie =
sono pseudosferiche «le curve C, traiettorie ortogonali del
« sistema 32, uscenti dai punti di una assintotica, hanno
« per luogo una superficie S, le cui intersezioni L colle
« superficie pseudosferiche 2, sono assintotiche per le Z,
« e quindi geodetiche per la S », la quale quindi ha un
sistema di geodetiche a torsione costante.

To mi sono proposto in generale lo studio di quella
classe di superficie che hanno un sistema di geodetiche
a torsione costante e che ho chiamato superficie assinto-
tiche dev sistemi tripli ortogonali di Weingarten.

(') Annali di Matematica pura e applicata. Serie II. Tomo XIII.
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Perd, volendo far questo studio indipendentemente
dalla teoria dei sistemi di Weingarten, son partito dalle
formole di Codazzi, e da principio, proponendomi la ricerca
di quelle superficie pilt generali, nelle quali, pur esistendo
un sistema di geodetiche a torsione costante, questa non
& la stessa per ciascuna di esse individualmente conside-
rata, ma varia dall’una all’altra con legge di continuita,
ho trovato che esse dipendono da una funzione di due
variabili, che soddisfa un’ equazione alle derivate parziali
del 4.9 ordine (*) . Queste superficie sono suscettibili di
una trasformazione geometrica, la quale potendosi otte-
nere colla stessa costruzione con cui si trasformano i
sistemi di Weingarten (**), ho chiamato, come si fa per
essi, trasformazione di Bdcklund,

Le superficie trasformate dipendono dall’ integrazione
di una equazione a differenziali totali (***), che soddisfa
alla condizione d’ integrabilitd, e da una superficie nota
se ne possono dedurre, con questa trasformazione, un si-
stema ©O? della medesima specie.

Stabilita cosi la teoria di queste superficie e della loro
trasformazione, i risultati analoghi per quelle superficie
che pilt particolarmente ho chiamato assintotiche, si ot-
tengono con tutta facilitd, supponendo costante (=1) e
la stessa per tutte la torsione delle geodetiche del si-
stema .

Ho studiato poi pilt particolarmente quelle superficie

(*) 8- 2, n.° 3 equazione (9).
(**) L. Bianchi. Memoria citata; §. 9.
("'") 8 3, n.° 5, equazione (13").
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assintotiche in cui le traiettorie ortogonali delle geodeti-
che a torsione costante sono tutti circoli dello stesso rag-
gio, superficie che furono date la prima volta dal prof.
Bianchi in una Nota « Sulle curve a doppia curvatu-
ra » (*) e che ho chiamato superficie assintotico-cicliche;
e poi quelle pit generali in cui le suddette linee, senza
ridursi a circoli dello stesso raggio, sono curve a doppia
curvatura tutte colla stessa flessione costante, e le ho
chiamate superficie assintotico-ipercicliche.

Delle superficie assintotico-cicliche mi sono quindi
servito per dare una interpretazione geometrica molto
semplice della trasformazione di Bécklund nel caso spe-
ciale che essa si riduca alla trasformazione comple-
mentare .

Finalmente ho dimostrato che le superficie assintoti-
che dei sistemi di Weingarten sono le superficie pit gene-
rali possibili, che contengano un sistema di geodetiche a
torsione costante.

(*) Giornale di Battaglini; anno 1883.



Formole generali della teoria delle superficie.
1. Siano
w==x (,v) , y=y (u,v) , =2 {u,0)

le equazioni di una superficie S riferita ad un doppio si-
stema di Jinee coordinate ortogonali uw==cost , v==cost ,

di guisa che il quadrato del suo elemento lineare prenda

la forma \

¢)) ds* = E du® + G do?,

essendo

dYw\t L 0\ 2
2y =B 2un=0 3(G5) =0

I coseni di direzione X,Y,Z della normale alla su-
perficie e quelli delle tangenti alle linee coordinate sono
fra loro legati dalla relazione

1 &2

B 1Yy 1 ez
VG * Vagw ° Vg
1w 1y T e | =1
VEw ’ VE ™ ’ VEwn

X , Y , 7
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dove il determinante gode della proprietd che ogni suo
elemento & uguale al reciproco corrispondente . Pongasi
inoltre

2x N v __ P
(2) D——ZXB—MQ,D=2XW,D—2X5}§,

o/

da cui segue ancora, derivando le identitd

) de Yo
3X2—0 , ¥X{7 o,

che si pud scrivere

X A X dx Xz

! == — _ Vi — — T e —_—

) D Ebuau » D dudv “dvdu’
, 3 X dw
V=275 5"

Le cinque qnantita E, G, D, D", D" sono funzioni
di , » che non si possono prendere tutie ad arbitrio
per una qualunque superficie S, ma fra esse devono sus-
sistere le tre seguenti relazioni conosciute sotto il nome di
forimole di Codazzi:
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Viceversa, se queste tre equazioni sono soddisfatte ,
esiste una superficie S il cui elemento lineare riferito alle
linee u=cost , v==cost prende la forma (1), e le quan-
tita D, D’ D sono date dalle (2) o (2), e questa
superﬁme é perfettamente determinata a meno di movi-
menti nello spazio.

2. Le funzioni x,y,2,X,Y,Z delle variabili u,»
devono poi soddisfare alle equazioni

1 Bw) 1 WE 1 D

du \7]7]:3_& VG w VGaiv VE
1 b)c _I_DVEI b D’ X
W V(xbv VG w VEM VG T
i(;iﬁ‘ __LWGe 1w, D
(4 VG VE % VE™ ' VG
__(lb_az_ﬂlbl/(,lbx D’
dv Vﬁbu)— VE I/va+Vh
X_ D1l D 1w
Su" T VE) B VGVGw’
X _ D 1w D1
Yo VGYVGQ VEVEW’

e alle altre che si ottengono cambiando « in y e in z,
X inYeinZ.

C 1 . 1
Se si indica con . la curvatura geodetica, con R—la
1 1

1 :
curvatura normale, con — la curvatura assoluta della linea
P
u==cost e con w, I’angolo che il suo piano osculatore
forma col piano tangente alla superficie, si ha



®) - — -~ L WG cosw 1 D” sen w,
7y VEG w o "R, T GT g

o1 _ 1 1 /1 SV*G* D”\*
(6) 912“7,12+R’9~<va) +<¢) .

Le stesse notazioni adoperando per la linea v=cost
si avrd

1 1 WE cosw, 1 D _ senw,

5‘ —_—— _— y T R ==
©) Ty VEG Pe R, E P2 -
e quindi
1 1 1 ( 1 WEV D)e
/ _— = — == —~ - o —— = .
©) P ’"92+ Ry? VEG Yo ) + (E

. 1 1. . 4 . ,
Se mollre,—l,— e v indicano rispettivamente la torsione
' 2

delle linee uw=cost, v==Ccost, si ha

l__ _L —b—arct (9 I wWa D’
e T, VG S\D'VEG )—VEG

1 1 E 1 WE D’

e o = — te 7= — - | 4+ —

T, VvEw  S\DVEG bu) "VEG’

le quali, se si pone ds, =VGdv , ds,=VEdue

s’ indica rispettivamente con s, e s, gli angoli che le nor-
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mali principali delle linee w==cost , v=-cost formano colla
normale alla superfi:ie, possonc anche scriversi

/1 - (R‘ D' doy D 2/29 D’
(7')%1 5,2\ "VEG ds VEG  ds, Vio
1 D’ do,, D —dw, D
T () e ~ds VG ds, T VEG

T

giacché o, + o, = w, 4 a, =

8. 2.

Superficie che contengono un sistema di geodetiche
colla torsione costante.

3. Supponiamo che la superficie S definita dalla for-
ma (1) dell’elemento lineare e dalle quantita D , D', D*
sia tale che le linee w=cost siano geodetiche e per
ciascuna di esse, individualmente considerata, la torsione
sia costante, ma varii con continuitd dall’ una geoletica
all’ altra .

Per avere le formole relative a questa classe di sa-
perficie, bisognera porre E=1, con che la seconda delle
(7) diventa

LA

1
V_G’ rl\ 2

dove T, & una‘funzione della sola » che supporremo
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finita e continna insieme alla sua derivata prima. Fa-

cendo queste sostituzioni nelle formole di Codazzi, esse si
riducono alle seguenti:

aR] (_)“i (_l)___ p WG 0,

bu ‘/G av \rrg aua
W 2 NG
3) o~ 2 (o, )=
1o
& _po—rgi¥e,
\ » T, du?

La seconda di queste equazioni ci dice intanto che

1/

I’ espressione D du 4+ - dv & un differenziale esatto,
2
poniamo
D du +2Vde==2dgo
T,
ossia

D—22%  yG—T,,
du o’

con questi valori la prima delle (3°), wmoltiplicata per Tl—,

diventa

2 (j)i_ ~i<_1_ 22\
S‘d '1‘2‘/@>~Dv 2T22 +<au )7

si potrd quindi porre
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QoY do g—%
DGT’QDvbv’ 2T2+<bu) du

e allora dalla terza delle (3") si ricava

eguagliando finalmente i due valori che cosi si ottengono
)? . . .

per “\-u—a%’ si trova che la funzione ¢ deve soddisfare alla
¢

seguente equazione alle derivate parziali del 4.° ordine

d
dv

1 dp\?
aTp t (W

Abbiamo quindi il risultato:
Se S & una superficie con un sistema di geodetiche

1 .
a torsione costante = i, essendo Ty una funzione
2

della sola v, il quadrato del suo elemento lineare ri-
ferito alle geodetiche v a torsione costante e alle loro

tratettorie ortogonali, e le quantita. D, D', D" sono
dati dalle formole




)
Q) 1ap %
’ Dmgb_? D'_D_? D”_Tgaj T2 u? v
du’ T T dw’ T T 2y ) ’
?
2T
du

essendo ¢ una funzione di we v che soddisfa ali’equa-
zione alle derwate parziali del 4.° ordine

I d9 ¥o

(5_? ] %mj_ Te20w 2 o
du _2T,? du )
9%
du

)
@ W

Viceversa , se supponiamo che la funzione ¢ soddisfi
la (9) e che si abbiano le (8), le tre equazioni fonda-
mentali di Codazzi saranno soddisfatte e quindi:

Ad ognt funzione ¢ di u e v che soddisfa la (9),
corrisponde una ed una sola superficie con un sistema
di geodetiche a torsione costante, per la quale si hanno
le formole (8) che ci forniscono il quadrato del suo
elemento lineare e le quantita D , D', D"

Osserviamo ancora che per la superficie S si hanno
le formole



da
/ D:iz:“gbjxa 2 l‘?—‘) ":“X ’
, du du\ Ty e T,
d v
/ dx 129 ¥o )
N 1% W o ) T2dYe ouw
v T_QD?O):_ Qbufvb—?)+ Ihn 5 29 SX’
dv du
Ao
2y dudpdr | 9
TR R TR
Yo
Yo
' X ) 1 Yy
Du: SZLS;L '12‘2«‘.\?
| %
(10) 4 1 9 B
&zwigﬁ_gﬁbuﬁbv D_%‘ dp dw
d v Ao “ Y\ dwou’
d v\ du
o < 129 Vo
‘_ dYudv 1__1‘ —,ﬂ_v——buabv>
rT T e TR, Z 229 )’
' d v d v du
1 de ¥ o
—1~2= 1 . (ﬁ)ﬂ_l_ Te2d0 2
Py ({?) dudv 23&*
v d
dw,
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4. Per mostrare almeno con un esempio I etfettiva

esistenza di questa classe di superficie, supponiamo di
partire dalla curva definita dalle equazioni

cos (l_/_lﬁ———_“\) sen< L)
-+ m?, _ V1tm?

’ m ’
cos h <u+ul/_lTW

X ==

o
cos h <u+u7—l_—:m
.

z=u—1tgh <u+um/ ,

che ha la torsione costante = V' T-}-m?. Essa & I’assin-
totica di una elicoide pseudosferica del Dini, che ha per
profilo meridiano una trattrice di raggio ==1 e il cui
parametro del moto elicoidale & = m. Supponendo m va-
riabile e funzione di un parametro v, poniamo m =senhv;
avreno allora una superficie S definita dalle formole

u u
98 \ Gos ke sen <cos lzv)
cosh (ututg ko) Y = cos h (udutg ho)’
2e=u-—tgh(utuighv),

(11) qe==

il cui elemento lineare prende la forma

u?

2 2 2
ds® = du? + cos h? v cos h?(u--u tg hv) dv

Dunque le linee » = cost sono a torsione costante e
geodetiche della superficie S, la quale appartiene quindi
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alla classe che si considera . Se dalle (11) si elimina il
parametro », si trova

@+ Y 4 (e P =

dunque le traiettorie ortogonali delle geodetiche a tor-
sione costante sono tracciate sopra sfere di raggio =1 coi
centri distribuiti sull’ asse delle z,

Notiamo infine che per questa superficie si ha

dg 1+tgho Q9 u
du cosh(u4utghv) ’dv cos ht v cos h (u4dutg hv)’
e quindi
1 sen h(u--utg hv)
SO0 P == Cos (wtutg hv) ’ COSP =" Gosh{u—+tu ighv)

§. 3.

Trasformazione delle superficie che hanno un sistema
di geodetiche a torsione costante .

5. B noto cho data una curva a torsione costante ,
se ne possono da essa dedurre infinite altre della stessa
specie, come luogo dell’ estremo di un segmento di lun-
ghezza costante, eguale o minore del raggio di torsione
della curva, che coll’altro estremo si appoggia su ciascun
punto della curva, giace nel suo piano osculatore ed &
inclinato sulla tangente di un angolo che varia con una
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determinata legge (¥*). Riserbandoci a ritrovare pit avanti
le formole relative a questa trasformazione, possiamo ora )
proporei la seguente questione. Data una superficie S con
un sistema di linee geodetiche a torsione costante, &
possibile applicare a ciascuna di esse la trasformazione
accennata e per ciascuna di esse scegliere una delle in-
finite trasformate, in modo che il loro insieme costituisca
una superficie S, che le abbhia per geodetiche?

A questa domanda si risponde affermativamente nel
modo seguente.

Siano « , ¥ , z le coordinate di un punto variabile
sulla superficie S; X , Y , Z i coseni di direzione della
normale alla superficie; per ogni suo punto si conduca un
segmento di lunghezza costante ==k, posto nel piano
osculatore della corrispondente geodetica v a torsione co-
stante e inclinato sulla sua tangente di un angolo 6, che
si supporrd funzione dei due parametri » , v; le coordi-
nate @, , y,, 3, dell’estremo di questo segmento saranno
date dalle formole

xz, =2 -+ k (cos egl—ﬁ—l—‘sen 6 X),
d
(12) Yy==1y 4+ k (cos 65—‘*;/6 +sen6Y),

d
zy =2 =+ k (cos 6—;—-{— sen § 7).

(") L. Bianchi: « Sulle curve a doppia curvatura ». Giornale di
Battaglini, anno 1883.

S. N. 7
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Di qui, derivando una volta rispetto ad , un’altra
rispetto a », tenendo conto delle formole (10), si trova:

dax . \

zic_’_—_-— ? (23?+—>(sen GSE——COSQX)—-I— sen 0 bﬁ)
u u BETRE
F*bv S

1 % e dw

Y T.2  u?d Yo
——'——~+k cos 0 -i—— Y UL 1

d v 23_2 do

o/
s

do d6 Yo
—k(a—i-)—{*sz)(sen Gﬁ——cos ] X>,

e analogamente per v, e z,.
Se si vuole intanto che il parametro « rappresenti

I’ arco delle » =cost anche sulla superficie S,, dovra

2\ 2 ) . .
_essere Z(ﬁ) ==1, ossia 6 dovrd soddisfare alla con-
dizione

dp, 20 Ty + VT2 2\,
2ﬁ+5—u sen 6( i, >,

da questa si deduce intanto che affinché 1’ angolo 6 sia
reale deve essere k<\Ty; si potra quindi porre k=T, cos s,

con che o risulterd funzione della sola v; allora la pre-
cedente diventa

d )6 1
Qa—-g-l—kz-_sen 9<_£_S_e_n_g>,
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e poiché il caso del segno pitt si deduce da quello del

segno meno ¢ambiando ¢ in — o, si potrd dei due segni
tenere ad esempio soltanto I’ inferiore .

Aggiungendo a questa condizione quella che rende

d . .
2‘)—92 g%' == 0, si trova che se la funzione 6 soddisfa si-
multaneamente alle due equazioni

do 26 l —senq
AL ()
Su T N\ T,css /7’
J d0
(1 4+ senc)—cp—{--sen ¢ — ==
(13) dv v
Lyp
23 Ty 3p 2
==T4 coss sen 6 Tt wiw ) cos 6 —— ,
2 9_‘? du v
du
I’elemento lineare della superficie S, prende la forma
dP\?2
ds® = du? 4 T,? (3—5 dv?
essendo
=+ (p+9).

Osserviamo intanto che in forza della (9) a cui soddisfa
la funzione ¢, le equazioni (13) sono compatibili, ossia
la condizione d’ integrabilitd dell’ equazione a differen-
renziali totali

df — }sen 6 (ﬂ?—>-—23—?— % du
T, cos o du
(13" 1y P9
T 2wl ¥y | 14-sens a?‘
- %TQ cotga[sen@ e —-cosGM—MJ—S—e{G_— ¥ v=0

21

du
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é identicamente soddisfatta; quindi esisterd una funzio-
ne 9(u,v) che la soddisfa, contenente una costante
arbitraria .

Per dimostrare ora che la superficie S, ¢ della stessa

specie della S, osserviamo che in forza delle (13) si pud
ora scrivere

Yo, dx COS o sen §dx
g Sen 6(1—seno)( sen 95& —cos 6 X \/——TW Yo,
YV

)
——?'):-}—TQE—U

A : senag
cosG(seneb-g—-coseX)ﬁ— ;,

do Yo
Tyo? °°
dv

dalle quali si deduce per i coseni di direzione della nor-
male alla superficie S,

X,;==Fsend (1 ——seno)(cos@i—g—[— sen § X )

__cosacosfdr
Fo—————Fsenoc X.
T _3_? dv

2w

Per la scelta del doppio segno, possiamo ora osser=
vare che supponendo % piccolissimo, ossia facendo tendere

ﬁ . . . 3 3
T verso 3, le normali nei due punti corrispondenti delle

due superficie tendono a diventare parallele; se vogliamo
che siano anche dirette nello stesso senso, dovremo sce-
gliere il segno inferiore; quindi riepilogando
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D= __ P — 7]
d. d ) cos o senf d
0% sen 6(1~ sens)(send i cos§X) — TRI NIy
du ’ du dp dv
Tg_
N
dzy 20 dw sen ¢ dx
T T”v cosa(sen@a—u—~cos9X)—{— 9 30
T, —
d v
cosacosh dx
X, ——sene(l—-—seno)(cose — +sen 6X)+ — ? ; ~+ sensX.
v

Da queste, tenendo conto delle (10), si deducono poi

le altre
dory
%ZQ@X RANRERY :&
du? ) LRI T, 0@ T,’
3
m) 120 0@
YY1 aw _ 3P dx, CVNTR20 0 0wt
IV TQDCD S~ 2y 30 W 9( ) >X“
e 2
\ d v Yu
b'Z(I)
¥y dudv Wy
YU d2o 20 2w + b
d v
Yu wdu T, 2203w
dv
[ 123D ¥ @
X, 1 VT 20 o dx, 20,
Yo ) 23@ T dwu’
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e per conseguenza

1 ¥ R

W ., W W f T2 du? v
D1=2E’D1:—D_U,D1:T29.;U 23(1)
Ju

ossia la funzione @ (u , v) soddisfa all’equazione alle de-
rivate parziali del 4.° ordine:

129 ¥ O

Y DN2 1 Y \Ty%30 WP
W S&) +2_'I?%:au g2
du

Si ha cost, come avevamo asserito, una trasformazione
per la quale da una nota superficie S colle geodetiche a
torsione costante, si passa ad un’altra della medesima
specie 8,, e la trasformazione & tale che vengono conser-
vate le geodetiche, la loro torsione, il loro arco e le loro
traiettorie ortogonali.

Fissata la costante k== T, cos o, con questa trasfor-
mazione si ottengono dalla S un sistema CO’ di superfi-
cie S,, giacché 8, come abbiamo osservato, contiene una
costante arbitraria .

Per ognuna delle S, si hanno poi le formole

1T x 1 dp Xy — X dX
R — = vi _,_‘z 08
(14) XT PR SenG’A;T,cosa du cos 0
v v

la prima delle quali ci dice che le tangenti alle linee
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w==cost nei punti corrispoudenti, ossia le binormali aile
geoletiche v==cost , sono inclinate fra loro dell’ angolo

% —a, e la seconda che il segmento di lunghezza k in-

tercetto fra due punti corrispondenti & egualmente incli-
nato sulle tangenti alle geodetiche corrispondenti.

Questa osservazione ci permette di asserire che se
applichiamo ad una delle S, la stessa trasformazione colla
stessa costantc k, fra le sue trasformate & certamente
compresa la superficie iniziale S; in altre parole, le (13)
sussistono ancora se si scambia in esse ¢ con @ e si pone
§ — = in luogo di 6.

Potremo quindi scrivere insieme le equazioni

. de 0 1l —sena
1. ——— = i —
(15) Su S 6( Ty cos @ ) 7
[ N
| d — 8en g b';)
1 e ¥o
T,200 ~ W )2
=T, cos s {sen 6 2 T ) —cosb Y
23_? dudv
d
(16) ¢
20 29 __
o Senoy, =
1 ¥
T?ﬁ-bzﬂ dv 20
\———Tgcosa%——sen@ " Y 0 —|—cos@m
\ du

\
Se a questa trasformazione, per I’ analogia che pres
senta con quella che ha luogo per i sistemi tripli ortogo-

;. @3¢ .
v M

Enm .
1'\4!

—————

—~———~—
.
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nali di Weingarten (*), si da il nome di &rasformazione
di Bdcklund, possiamo enunciare il teorema:

Se § ¢ una superficie nota con un sistema di geo-
detiche a torsione costante, con una trasformazione di
Bicklund a costante k, st possono dedurre da essa
00" superficie della medesima specie, e la trasforma-
zione & tale che sono conservate le geodetiche, la loro
torstone, 4l loro arco e le loro traiettorie ortogonals

Ovvero analiticamente

Se o(u, V) & uia soluzione dell’equazione (9) alie
derivate parzialt del 4.° ordine, e 6 (u , v) una fun-
zione di u e v soluzione comune delle (13), la funzione

¢ == (¢+0)

& una nuova soluzione della stessa equaszione (9).

6. Rispetto poi all’equazione (13') a ditferenziali to-
tali, osserviamo che se si ponetg fp =2\, essa si riduce
alla forma (*):

(17)  dA -+ (aA2bA-0) du 4 (a' AP 4-b' A" do=0

dove a,b,c ; o' ,b ,c¢ sono funzioni note di u, v de-
finite dalle formole:

(*) L. Bianchi: Sui sistemi tripli ortogonali di Weingarten. An-
nali i Matematica . Serie II. Tomo XIIL
("*) Quest’osservazione fatta sopra un’equazione analoga alla (13"),

& dovuta a Bicklund.
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1l —sengq
T, cos @

d Nk
a' ((l+sena)5%——TQcosaau§@),

T 2seng
1 3p 33?)
(T,“ZS—?}_MQDU

b':s——T,cotgae )

a =— C == 3 bz’-—

/| e
R I8

[a—

20¢

U

, 1 dyp dp
¢ = 286116((1+sena)3—5—{—Tacos%ubv .

Se ne é noto un integrale particolare A==A,, facendo

la posizione A:A‘+I\1-’ , si riduce alla forma lineare

AN+ (« X 4 ) du+ (7 A + ) do=0

e s’ integra con quadrature (¥).

Se dunque & nota una trasformata di Bécklund a co-
stante £ di S, tutte le altre si determinano con quadra-
ture. Allora, per quanto abbiamo osservato nel numero
precedente, conosciamo un integrale della equazione (13'),
corrispondente a ciascuna di queste trasformate, cioé quello
che da la superficie iniziale S; sicché la successiva ap-
plicazione della trasformazione di Bécklund colla medesi-
ma costante k& alle nuove superficie ottenute si effettua
sempre con quadrature .

(') L. Bianchi. Lezioni di Geometria Differenziale. Vedi Nota
alla pag. 233.
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7. Quando sia nota una ftrasformata particolare di
Bicklund della superficie iniziale S, corrispondente alla
soluzione =96, della (13’), la forma del suo integrale
generale si ottiene facilmente nel modo seguente. Sot-
traendo dalla (13") quella che se ne deduce ponendovi
6=6,, e che si suppone verificata, si ha

1-~se
@ (0—0) =g (son 6 — son 0, ) dlu +
11 Mo )
T e 2
-{—Tﬂcotgag (sene—sen@i)sT* il a*iu bl —(cosf—cosb;) \——ifv dv,
? 4
25 ’
du

la quale, se si prende per nuova funzione incognita

w=cotg $(6—6,)

si riduce all’ altra

1—sen o

dw 4+ 7T@ cosT( w cos 6, — sen 6, ) du 4~

I 2

rlwqg —3—‘;) 33?

+ T, cotg. o {(wcosh, —~sen 6;)
20 ?

32@

dudov do =0.

~+(wsend, -} cosb,)

Ora se si pone
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l—seno
P = Ty cos s cos 8, du +
1 %9 Vo
Tdw w2 2
~+Tycotgajcosd, { -2 UT;“,,_U ~+send, 375%% dv,
9°Y
du
18
(18) Q 1—sene o d
= T,cos g sen 9, du +
129 B
: T2y, N2 )2
+T2cotga%cos 6, uﬂﬁ —cos6, ik ; do,
23? du Y
du
I’ equazione precedente prende la forma
dw 4+ wP—Q=0;
SP

e poiché P é un differenziale esatto, come lo ¢ ¢° Q,

: SP . .
si vede che ¢ & un fatlore integrante dell’equazione, ¢
che quindi il suo integrale generale & dato da

(19) w==cotg%(9——9,)==—-e—~f[)%0 +,/efPQg,

essendo C una costante arbitraria.

Osserviamo infine che alle volte nella (13") pud tor-
nare utile prendere per funzione incognita la ® invece
della 6, e allora I’ equazione si riduce all’ altra
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/ { 1—sen s 'o
do+ | T, cOSG)sen <®+§a)+b—d du -
1 D_?___ a% <P
2 NN
(13”) { —+ g T, cotgcliserl (Q)_HD) ) T.2 du2 3 4
( 22¢
du
oSO )5 [ o do=0

e potrebbe anch’essa trasformarsi come la (13") ponendo
tg + ® = A, e ridursi ad una forma analoga alla (17).

8. Applichiamo la trasformazione di Bicklund a co-
stante k=1 alla superficie definita dalle (11) del nume-
ro 4. Si avrd allora.

CS == 0, € quindi sen ¢ = + tghv

Scegliendo una prima volta il segno inferiore, si trova
che I’equazione (13') ammette I’ integrale particolare

1

sen 6, =
! cosh a °

cos 6, = — tgh «
con
a=(1+4+tgho)u.
Quindi il suo integrale generale sara

coth » cosh «
C—(l+-cothv) w

tg (0, --0) =,

e se si pone
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u

Q=C— (14 cothv)u |, o

le equazioni Jella superficie trasformata saranno

2Q
%177 cosh & ( Q% + coth? o cosh® « )

cosh?
%(Q — senh « cosh «) cos § — senh 5 S0 ¢
2Q B
Y17 Gosh o ( Q¥ F coth? o cosh® « ) x
sh2

%(Q—-senhacosha)sen ,B—]— cosﬁg

2Q
éosh & ( 28 I coth? o cosh? « )

Zy=u —

‘ %( Q senh « 4 cosh «

Se invece si prende
sen g ==« — tgh v

si trova per integrale generale della cormbpondente equa-
zione (13"):

for T __cosh (C—utghv)
€7 % = ghvsenh (CHu)

Sicché ponendo

Q, == cosh (C-—utghv) , L ==tghosenh (C+u)
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le formole relative alla superficie trasformata saranno

2 Q,
%1 Cosh o cosh « (24 Q2 )x
g@lg cosh v—, senh v senh «) cos f—Q, cosh « sen 8
2Q
Y= :

X
cosh v cosh « ( Q2,2 4+ Q,?)

3(92 cosh »—Q, senh » senh «) sen -9, cosh « cos ﬁ%

2 Q, _
cosh v cosh « ( Q,% 4 Q42 )><

2y =U

%QQ cosh » senh a 4 Q, senh v

8. 4.
Le superficie assintotiche.

9. Fra le superficie, che contengono un sistema di
geodetiche a torsione costante sono particolarmente inte-
ressanti quelle nelle quali la torsione delle geodetiche
del sistema & la stessa per tutte . La loro esistenza ri-
sulta da un’osservazione fatta dal prof. Bianchi in fondo
alla sua Memoria: Sopra ¢ sisteme tripli ortogonali di
Weingarten gia citata. Ad ogni sistema triplo ortogonale
di Weingarten a curvatura negativa, che contiene cioé ua
sistema di supecficie pseudosferiche, corrispondono due si-
stemi OO’ di superficie con un sistema di geodetiche a
torsione costante, e sono quelle generate dalle assintoti-
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che corrispondenti delle superficie pseudosferiche, ovvero,
il che & lo stesso, dalle traiettorie ortogonali delle super-
ficie pseudosferiche lungo le loro assintotiche.

Senza occuparci per ora della questione se esistano
superficie di questa specie piu generali di quelle conte-
nute in quei sistemi tripli ortogonali, potremo dar loro il
nome di superficie assintotiche dei sistemi di Weingar-
ten a curvatura negatiwa , o piu semplicemente quello
di superficie assintotiche.

Se si sceglie per unitd lineare il raggio di torsione
comune alle geodetiche, le formole relative a queste su-
perficie si deducono da quelle del §. 2, ponendovi Ty=1.
Riassumendo i risultati allora ottenuti, abbiamo quindi:

Se S é una superficie assintotica , e le sue geode-
tiche a torsione costante =:1 sono le v==cost, il qua-
drato del suo eleinento lineare riferito alle geodetiche
v=cost e alle traiettorie ortogonali u=cost, e le quan-
tita D, D', D" sono dati da

ds? = du?® -} (%%)Q do?

do o

! L[
(8 ¢ ¢ , 09 s e Yo P
=2—— 3 D=—- ) D == —_— e ——

d U v v do

9_1

du

essendo ¢ una funzione diu e v che soddisfa all’equa-
zione alle derivate parziali del 4.° ordine

< dp Yo
‘ d e\ _ 3 Vi» P
@) %(s&) T T e |

\ du
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Viceversa:

Ad ogni soluzione p della (9") corrisponde una ed
una sola superficie assintotica, per la quale si hanno
le formole (8') che ci danno il quadrato del suo ele-
mento lineare e le quantita D, D", D"

Le (10) poi, se per brevitd poniamo d’ ora innanzi:

w_ Ve
dv )
¥ == (9]
du
diventano
/ dx
N do 2 v
i m=2ﬁx 3 S;/Z -b—@ ==X.,
do
dc Vo
) [ 2o w ¥z wdwdw | 29 ¢
55(379 —hne T I T Y3 R
Yo YO
b_?g B_i?)“z%‘ __1_3.’)0 X v o dp
10Y 0w wdo  3pd v’ Yo [ ]b_z—a——ﬁb du
dv Dv
N—’So
1 wo 11 1 1
;:1 Zq‘;: !‘ﬁ[?])me= ajf <)ub@> +‘P]€
dv dv d
. d oy
1 1 de 1 W
"_"=0 == e — _—= e
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10. Anche in questo caso, per dare un esempio sems
plice di superficie di questa classe, partiamo dall’ una o
dall’altra delle seguenti curve a torsione costante =1:

cos u
1l —sen o
cosh ( u

X = COS G

COS g

sen 1—seng
Yy ==—COS g , 3=U—COS 3 tgh(»———u ;

|l —senc cos @
cosh| ————u
COS @

CcoS %

cosh <l -} sen Gu)

COoS a

W == COS g

sen %

14 sena )
—_—u

CO8 @

Yy =cosag

, z=u—cosctgh<£j——§ei? u);
cos o

cosh (

ciascuna di esse appartiene ad uno dei due sistemi di
assintotiche di un’ elicoide pseudosferica del Dini, che ha
per profilo meridiano una trattrice di raggio == coso.
Dando alla prima un moto elicoidale col parametro
1 4 sena, si ottiene la superficie assintotica

cos By 08 & By teh
co == C0S T z U —CO0S G «
ol S9 cosh a ' 7t coshay > “1° 08alghey,
dove per brevitd si & posto
1—senc
oy = ————— Y — = Y r—
1 COS ¢ ’ ﬁ‘ v tg o

S. N,



- 110 —

e il cui elemento lineare & dato da

1
dS“‘2 == Jy? + ‘m do?

Se si da invece alla seconda un moto elicoidale eol

parametro = sen & — 1, si ottiene Valtra superficie as-
sintotica

cos f3, sen f3,

Lg==COS T ——— , 1Y, ==C0S 0 ——— , 2, == U — 08 g tgh «
g cosh oy * U2 coshag * “2 coR Tl
essendo

1 +4sens
oy = —————— Yo == g—0 t2 &
2 CoS o + y e o]
¢ il cui elemento lineare &
dsgd = du? 4 ——5— dv?.
2 cosh?e,

Per ognuna di queste superficie assintotiche elicoidali
le traiettorie ortogonali delle geodetiche a torsione costante
sono tracciate sopra sfere di raggio costante =cosa, coi
centri distribuiti sull’ asse.

11. Occupiamoci anzi tutto delle caratteristiche delle
superficie assintotiche, e a questo scopo vediamo come da
una data curva a torsione costante si possa dedurre, con
una costruzione infinitesimale, una superficie assintotica
che la contenga come geodetica.
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Se C, & la curva data a torsione costante, ed essa
deve riguardarsi come geodetica di una superficie assin-
totica, bisognera che se ne possa dedurre un’ altra cur-
va C'y colla stessa torsione costante, conducendo da ogni
punto della C,, e nella direzione della sua binormale, un
segmento infinitesimo che variera colla posizione del punto,
e la cui estremitd descriverd la nuova curva C',.

Se dunque

w=x (u) , y=yw) , 2=z

sono le equazioni della curva C, espresse per mezzo del
SU0 arco u, se con

cosa, , cosfB,,co8y, ; COSE,,cosmy, COSE,

cosS A, , COS g , COS vy

si indicano rispettivamente i coseni di direzione della tan-
gente, della normale principale e della binormale della
stessa curva, e se con &', ¥, 2’ si indicano le coordi-
nate dei punti della C'y dovremo avere per i punti cor-
rispondenti

a'=uo 4 ¢ f (u) cos )

dove ¢ & una costante infinitesima di cui supporremo che
si possano trascurare le potenze superiori alla prima, e
[ () 8 una funzione dell’arco u della C,, che andra de-
terminata in modo che la C’y abbia pur essa la mede-
sima torsione costante della C,. Derivando la prece-
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. - 1 )

dente rispetto ad u, ed indicando con T~la torsione del-
2

I Gy, si ba

’

a%—ﬁCOSaz—I-sf()

cos &,

4 < f'(u) cos)g

e le altre due analoghe per y' e 2z'. Ora siccome qua-
drando e sommando, e trascurando le potenze superiori
di ¢ si ha du'==du, si potrd scrivere

cos &,

a) ©cOS a'g== cOS %y + ¢ [(u) T

+ ¢ [ (w)cos X .

Derivando auncora e indicando rispettivamente con

1 .
0 Fle flessioni delle C, , Cy, 3i avra:
s 2

cos&’y  cos &y [ (w) (cos Gy , COSD )
Sl —_ 4+ 0
Pa Pa ) T, Pe T, T

cos 52

+ R (W) —g— 4 ¢ f"(w) cos 3y,

da cui, trascurando sempre le potenze superiori di e,

1 Ref (uy
b == >
) Pz,.mPa Ti

guindi

€) €08’ g==c0s £y—¢ [(U) —r— cos ek + e (f”( u) — A )> COS .

2
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e finalmente

10y .

d) cos) g==c082y — ¢ [ (1u)COS xy—¢py (f”(u)— Tz )cos sy
2

Derivando quest’ultima rispetto ad w, moltiplicandola
anindi per cos &'y, sommandola con le analoghe e ponen-
do la condizione

L
T, T

si trova che la funzione f{u) deve soddisfare all’equazione
differenziale lineare omogenea del 3.° ordine

S P (ZORA)

ERAC Y
P2

Delle tre costanti arbitrarie che contiene ) integrale
generale di questa equazione, una evidentemente é molti-
plicativa, e si pud quindi porre =1, immaginandola in-
clusa in e; scegliendo le altre due in un modo qualunque,
e ripetendo sulla C'y, che cosi risulta pienamente deter-
minata, la stessa costruzione fatta sulla C,, e cosi di
seguito, & chiaro che si verrd a costruire uva superficie
assintotica, in cui le traiettorie ortogonali delle geodeti-
che a torsione costante avranno per elemento d’arco
dsy == ¢ [ (u). .

Vogliamo ora calcolare gli elementi relativi a queste
curve che indicheremo con C,. Consideriamo percid sopra
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una di esse (fig. 1) i due punti m , m’ in cui & incontrata
dalle C; , C’y e le due geodetiche G,G’ ad essa tangenti
nei due punti m,m’ facciano fra loro un angolo d 6 incon-
trandosi in A. Se allora B & il punto in cui C’y incontra
G', potendosi riguardare il triangolo m' B A come retti-

A
lineo, siavra m' B A ===% + d 6, e per la a)
A L '’
sen (df) =-—cos m'B A =— 3 cos ), co8 o'y == — ¢ [ (u);
ma essendo d 6 infinitamente piccolo, si potrd scrivere

d9===—-sf'(u),

e la curvatura geodetica della C, nel punto m sark
quindi data da

f 1_ds__ (@

74 dsi [(w)

Sia inoltre T', (fig. 2) la sezione normale della superficie
fatta tangenzialmente alla C, nel punto m, essa conterrd
dunque anche il punto successivo m’ della C, e le sue
normali in m , m’ s’incontreranno nel suo centro di curva-
tura O, formando fra di loro 'angolo infinitesimo dx; e
poiché la mO coincide colla normale alla superficie, ossia
colla normale principale della C,, e la tangente in m’
alla T, & la stessa che alla C;, airemo per la d):

sen (dw)==cos<-g — dn) ScosAgcosty, = ¢ 92<f( —f"(w) )
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quindi la curvatura normale della C, & data da

1___d"’ ps (1) "
7 R~ — 7 (17— )

da cui segue per la flessione della C, la formola

D e 0+ e (pE— @) )

come si poteva dedurre anche direttamente osservando che
I’ angolo di contingenza d¢ della C, é dato da

sen? (di) = X (€os 2y cOS ft 'y — COS g COS A'g)2==

ol + w0 )]

. : .. . 1
Finalmente ci rimane da calcolare la torsione T della

1
C, nel punto m . Indichiamo percid con , I’ angolo che

la sua normale principale in m fa colla tangente alla Cj.
Avremo allora le formole

{) cos ay==cos 2, , COS £, = cCo0sa,C08 ™, +4cos £, sen w, ,

COS ), == COS &, COS wy — COS a3 Sen o,

e per conseguenza

fa—
L
o
[}
>»
S

T—‘:——-Ecosif,
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Ora poiché i differenziali sono presi spostandosi lungo
la C,, potremo porre a meno d’ infinitesimi d’ordine su-

periore )

d cos a; = cos ay — COS ay,

quindi per la @), avremo

_1 . dw, _i
™) T, T w1

Dalle formole precedenti risulta che presa ad arbitrio

. 1
una curva C, a torsione costante T @ una curva C, che
2

la tagli in M, in modo che la tangente della seconda
coincida colla binormale della prima, la superficie assin-
totica che contiene la C, come geodetica e la C; come
traiettoria ortogonale & perfettamente determinata.

Infatti se M’y & il punto infinitamente vicino ad M,
sulla C, dal quale esce la C',, si potra porre ds'=MM ' =¢,
il che equivale a prendere f(u)==1 nel punto M,. Ora
siccome i coseni cos)y , cosp’y , cosv’y debbono rispet-
tivamente coincidere in M'j con

CoS
cos 2, + d oS &, == cos )y - ¢ PE’
1

cos
cos £+ dcos By ==cospu, + ¢ p !
i
cos &,

€os 7y + d cos yy == cos vy + ¢ ;
1
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si avrd per la )

) 03 1y — g (170) =) cos,
P1 T, ,

’

e le altre due analoghe. Poiché inoltre si ha per la 2°
delle )

N cos £, cos oy == cosw, , XcoS £, €S &y == sen my

avremo
N ) [(w) " _sen o,
Py == (0 = rrw) =
e quindi in M,
0 = =250 | gy — (22
=1, @ ==2"), Fe—ps— (G,

e ia f{u) dovendo soddisfare all’eqnazione lineare del 3°
ordine e), é completamente determinata.

Possiamo quindi enunciare il teorema

Data una curva C, a torsione costante e una curvn
C, che U incontri wn un punto M, in modo che in esso
la tangente della C, coincida colla binormale della C,,
esiste una ed una sola superficie assintotica che con-
tiene la C, come geodetica e la C, come traiettoria
ortogonale .

12. Ritornando ora alla funziene /(#), per esprimere
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analiticamente che essa cambia di forma nel passare da -
una geodetica ad un’altra, introdurremo in essa un nuovo
parametro o, i cui singoli valori determineranno, quando
la superficie 8’ imagini gid costruita, la forma della fun-
zione stessa lungo le geodetiche della superficie. E sic-

. . . 1

come lo stesso dovrd allora ripetersi per la flessione —
2

delle stesse geodetiche, se si sceglie il parametro v in

modo che sia dv :=¢, la b) ci dice intanto che fra la
funzione f(u , v) relativa ad un certo valore del para-

metro v, la flessione della corrispondente geodetica e di
quella infinitamente vicina, esiste la relazione

11 _23/(u,0)

f',g PQ 11\9' (\u
ovvero
1
ﬂ__;?_af(u,v)‘ -
dv Tg du !

.1
dunque 1’ espressmnep— du +T2_ f(u,v)dv & un diffe-
2 2

renziale esatto, e ponendo

1 2
{ngu+ Tgf(u,v)dv:?d?

se ne ricavera



dp_ Yy
_(a_?)ﬂ__aKav YR .
W \du | du d
uz RY:
du

che & precisamente la (9') del numero 9. E nello stesso

modo si vede che posto —,1{—:- 1, le formole f),9),k),m)
2

che danno la curvatura geodetica, la curvatura normale
e ’assoluta e la torsione delle # =cost, coincidono colle
corrispondenti (10’) del numero 9 .

Questi risultati servono cosi a legittimare la costru-
zione infinitesimale che abbiamo dato di una superficie
assintotica .

§. 5.

La trasformazione di Bicklund applicata
alle superficie assintotiche.

13. Le formole relative alla trasformazione di Béck-
lund applicata alle superficie assintotiche, si dedurranno
da quelle del §. 3, ponendovi Ty==1, e riguardando I’an=
golo & come costante. Riassumendo i risultati allora otte-
nuti possiamo dunque dire:
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Se x, vy, 2z sono le coordinate dei punti di una su-
perficie assintotica S espresse per i parametri » e v delle
geodetiche a torsione costante e delle traiettorie ortogo-

nali, e la superficie corrisponde alla soluzione ¢ della (9'),
le formole

dae

w, = + cosa(cos Gb%;-{- senGX)
Y

Yy, =1y + cosa coseﬂ-{—seneY

d2
2, =23 —-}-cosc(cos eﬂq- Se116Z>

dove 6 & una funzione di » e » che soddisfa all’equazione
a differenziali totali -

1— sen s o 09
d@—%sen@(——(}m—)—z& du———
(20) ¢ 7 ) bz? 22 1 d
cotga| sen 6 AL DT Rk ]_ise_m i %tlv=0
23 ® dud v senag
du

definiscono una nuova superficie assintotica S;, che chia-
meremo la trasformata di Backlund della S,

Il segmento costante = cos ¢ che unisce due punti
corrispondenti & inclinato dello stesso angolo 6 sopra am-
bedue le geodetiche che passano pei suoi estremi. L’ in-

tegrale della (9") corrispondente alla nuova superficie
assintotica & dato da



(I)‘:—-Q——\?

e fra queste tre funzioni avranno luogo le relazioni ana-
loghe alle (15), (16)

, o l —sena
L —__ = sen b —
(15) du u coso
dop A0
b—v-—senaﬁ.—:
de 3o
Nor N ® s 2
=coso"%sen9 b_?iv_bu v ~— CO08 9—9—?—
bqo duUdv
2_T
du
(167
pIO) do
o senaﬁ__
a@__ B O
do who 2P
=cosa%—-sen9(————ﬁ_ —i—cosea“—a—?—)
9 -
\ bu

Sulla equazione (20) si potrebbe ripetere quanto si
disse al numero 6 per la corrispondente (13'), e in par-
ticolare le si potrd sostituire la (13”), dove sia posto
Ty = 1, quando si prenda per funzione incognita la @
invece della 6.

14. Nel caso che trattiamo delle superficie assintoti-
che, ossia di Ty == 1, dalle (16’) e dalla (15) derivata
rispetto a v, si deducono facilmente le altre
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20 ' P Yo

a_u_au%v_a'_é au@w__se 6l—s_en__a anI)_l_ch),
)Y ¢ 2 ng CoS & dv dv
@y’ 2y u
2P ( 20 b;o
\ dudw bubv+ cos 6 COS 7 v b_v

che quadrate e sommate, danno, secondo la notazione
introdotta :

)fD‘ AL . 9?‘2_~<b<p 2
Dubv <_‘> = [el+ <bubv> ﬁ)

il che dimostra che 1’ espressiono

[e1* + (%u)i —-G—i

¢ un mvariante rispetto alla trasformazione di Bécklund.

1 . :
Indicando con?- la flessione delle w=cost sulla S,,
1

alla (22) si pud dare la forma

SRR EDIE

o1 ‘ )
Invece le flessionl o o delle geodetiche corri-
] 2

spondenti a torsione costante, sono legate per la (15)
dalla relazione



15. Applichiamo la trasformazione di Bicklund a co-
stante ¢ ad una delle due superficie assintotiche consi-
derate al numero 10, per esempio alla prima, giacché la
seconda condurrebbe ad analoghi risultati . Le equazioni
della superficie iniziale saranno quindi

cos £ sen f3 toh
X = COS 7 ==—C0S 0 ———— , Z==U-— COS &
cosh Y cosh = ’ gh «
con
1—senc
= u—v , B=u—ovtga,

il sue elemento lineare essendo dato da

dst = du® + dvd.

cosh? «
Allora la (20) ammette I integrale 6, definito dalle

formole

1 .
sen 0, =cosh « ’ cos 0, = {gh «

e il suo intregale generale si trova quindi esser dato da

cosh «
tg3(0—0,)=—F1—
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essendo

e C una costante arbitraria . Le formole relative alla
nuova superficie assintotica sono quindi

2cosa :
2y SQT-T—ﬁl@ g (cosh a—sens.Qsenhx)cosp-cos 7.£Zsenhasenﬁ%

2 coso
4 = -t cosha 3 (cosha—sens.Qsenha)sen ﬁ—(?os o.Qsenhacosfs %

2cosa
B =l G osh g senh « cosh « 4 sen o %

La superficie trasformata corrispondente all’ integrale
particolare 8, si riduce, come si verifica facilmente, al-
I’ asse delle z.

Se invece si applicasse alla stessa. superficie iniziale
la trasformazione di Backlund a costante — o, si trove-

rebbe come integrale generale della corrispondente equa-
zione (13"):

senh (C—utigo— )

u
sen ¢ cosh( C— —— )
cos @

sicché ponendo

/3
Q==senh (C-—utg o —v) , Qg=senc COSh(C— cosad’
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le formole relative alla superficie trasformata saranno

2 cos o Q,

17 cosh o ( Q2 4,%) X

3(9, -+ sen ¢. Q, senh &) cosf—cos 7. Q, cosh « sen g ,

2 cos 7 Q,

Y1==" cosh a (@2 495 X ’

% (Qg+sena. Q, senh «) sen -4-cosa. , cosh «cos f3 g s

_ Rcosa @,
=Y Gosha (Q,2+ Q)

senh « Q, — sen a. 2, g .

La trasformazione delle curve a torsione costante
e le superficie assintotico-cicliche.

16. Supponiamo che la superficie iniziale a cui viene
applicata la trasformazione di Bicklund, si riduca, come
caso limite, ad una sola curva a torsione costante =1.
Da quanto si & veduto per la trasformazione delle super-
ficie assintotiche, si deduce che da una data curva a tor-
sione costante si possono dedurre infinite altre della stessa
specie , e precisamente se  , v , 2 sono le coordinate
dei punti della curva iniziale C, espresse per 1’ arco u,
(cose , cosf3, cosy); (cos& , cosn, coss); (cosh, cosp , cosy)
i coseni di direzione della tangente, della normale prin-
cipale e della binormale, ese 2, , ya , 32 , cOSag, ... SONO

§. N. s
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gli elementi analoghi per la curva trasformata C,, le for-
mole che servono a passare dall’ una all’altra saranno

org == x - cos o ( cos 6 cos « -+ sen § cos £ ),
(23) ! Yy =1y 4 cosa (cos 6 cosf 4 sen b cosn),

2y =2 - cosc (cos B cosy | sen G cos§).

Da queste con successive derivazioni e coll’ applica-
zione delle formole del Serret, si possono calcolare gli
elementi relativi alla nuova curva C,, ma si possono an-
che dedurre immediatamente dalle formole gia stabilite
per le superficie e concludere che

Se 8 & una funzione dell’ arco u di una curva C

a torsione costante == 1 che soddisfa all’ equazione
differenziale '

1 dé 1—sens
(24) ;—“ a&‘-’———' sen § ”‘égér

(essendo p il raggio di flessione della C) le formole (23)
definiscono una nuova curva Cy a torsione costante
=1, per la quale st ha ‘

cosa,=cosSa —senf (1l -—sena) X
(sen 6 cos c— cos 6 cos £) — cos o sen § cos A,

cos & ==(1 —sena) (cos 6 cos « -+ sen 6 cos &) sen §
— 8en ¢ cos £ — cos ¢ cos 6 cos A,

(29)

cos2g==c08 o (sen 6 cos a~—cos 6 cos &)—sen 7 cos 2,

1— ::l—- 2 sen b —1 —sen o
Pg P COS @



— 127 —

16. L’ integrale generale della (24) contiene una co-
stante arbitraria, e se 6, ne & un integrale particolare,
se ne avrd l'integrale generale colla formola

-—/P du\' SPdu
cotg ¥ (6—6,) =-e C+ fe Q du

[

essendo

1 —sen s ]l —sens
P = —cosf, , Q=-—
cos @ COS @

In ogni caso, potendosi scegliere il valore della costante
arbitraria in modo che in ogni punto della curva C I’an-
golo 6 prenda un valore qualunque, si vede che il siste-
ma OO' di curve C,, che cosl si ottengono dalla C, sono
le generatriéi di una superficie che si pud anche consi-
derare come il luogo dei circoli di raggio == cos o,
descritti coi centri nei punti della C e giacenti nei cor-
rispondenti piani osculatori. Le equazioni di questa super-
ficie sono le (23) dove si consideri § ed » come variabili
indipendenti, e il suo elemento lineare prende la forma

du

2
ds’:::% 1 —}—(C(P)SG—— sen@) —sen? o sen? 6

+ 2cos o (E):—G -— sen 9> du d§ <+ cos? o d62;

cambiando le linee & = cost ponendo 6§ =86 (u, v), la su-
perficie sara riferita ai circoli # = cost e alle curve
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C; v ==cost e I’ elemento lineare diventa
20 d0N\e
st = du® 4 2 sen 5 cos g sen 93—5 dudv - cos?a T dv®.

Le linee » = cost tagliano dunque i circoli sotto un
angolo variabile il cui coseno & ==sen o sen 6, e la loro
normale principale & inclinata sulla normale alla superficie

. COS o
di un angolo = arc cos

Vl —sentgsent §

Finalmente notiamo che siccome cambiando ¢ in — o
la superficie rimane la stessa, perché generata dagli stessi
circoli, essa viene cosi a contenere due sistemi di linee a
torsione costante = 1; da ciascun punto della superficie
partono due di queste linee inclinate fra loro di un an-
golo eguale ad arc cos (1—2 sen? ssen? §).

Le linee =0 , 6=r sulla superficie sono gli inviluppi
dei circoli u == cost, o si possono costruire tagliando la
superficie colla sviluppabile osculatrice della C. Lungo
queste curve, le due linee C, che escono da ciascuno dei
loro punti, la tagliano ortogonalmente, toccandosi fra di
loro, e avendo in quei punti la stessa flessione della curva
iniziale C.

18. Per dare un esempio della trasformazione di
Biécklund applicata alle curve a torsione costante, suppo-
niamo che la curva C si riduca, come caso limite, ad una
retta. Allora la sua flessione & nulla in ogni puato e la
torsione indeterminata, ma se per ogni punto di essa si
fissa come binormale una retta perpendicolare, la cui di-
rezione varii con una legge determinata , ma arbitraria,
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spostandosi lungo la C, anche per la torsione si verrd a

fissare un valore per ogni punto della retta.
Infatti, se questa si prende per asse delle z, si avra:

I

cos o« =0 , cos =20 , cosy =1,
cos A ==sen » , COS L ==coS ® , cos ¥ = O,

cos & == cos w , COSy=-—senw, cos & = 0,
essendo w una fanzione arbitraria della lunghezza u della

retta C, che sta a rappresentare I’angolo della binormale
coll’ asse delle y. La torsione si calcolerd per esempio

1
dalla relazione»(é;%ﬂ == iy COS 1, ossia
1 !
‘,T“ == () (u) .

. !

Se si vuole adunque che sia 7= 1, basterd prende-
re w (#) = u -} ¢ con ¢ costante arbitraria; ma se co-
minciamo a contare le lunghezze w dall’ origine, ossia
poniamo u==z, e supponiamo che nell’ origine la binor-
male coincida coll’ asse ¥, dovrd essere per » =0,

cosc==1], sen ¢c =0, e percid ¢ ==0.

1
L’equazione (24), essendo ora—Ps—— 0, dara

essendo » la costante che determina le diverse trasformate
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a torsione costante della C. I circoli di raggio == cos o
generano in gnesto caso, come profili meridiani, una su-
perficie elicoidale col parametro =1, le cui equazioni,
riferite ai circoli # = cost e alle ©» == cost, sono

cos u sen u (ol

XL =C08SG —— Y ====C080 —— , I==U—C0S o 12N «
cosha, * 7 cosh «,’ gh e

ovvero, se si cambia s in — o, ossia si riferisce la su-

perficie ai circoli u ==cost e all’ altro sistema di linee a
torsione costante

os 5 SO5 U sen u toh
@ == COS T ———— = C0S 7 ———— , 2 =U— C08 ¢ tgha
coshay * Y cosh 2, ’ g
con
- 14-sena
ty = ——— u 0.
2 cosa 4T

Le linee a torsione costante di ciascuno dei due siste-
mi sono congruenti fra loro pel moto elicoidale, e coinci-
dono con quelle da cui siamo partiti al numero 10, ossia
sono le assintotiche di un’ elicoide pseudosferica del
Dini che ha per profilo meridiano una tratirice di rag-
gio = cos o .

19. Ma il caso pilt interessante della trasformazio-
ne delle curve a torsione costante & quello di o ==0.
Allora le formole per passare dalla curva C alla sua
trasformata Cq sono le seguenti:
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Xq == 2 -~ cos 6 cos @ - sen 6 cos £ ,

(23" Yo =1y - cos 6 cosf3 4 sen 6 cos n,

Zye==2 4 cos fcosy 4+ senfcos i,
dove 6 soddisfa all’ equazione

, 1, db
(24') P——{r-@msene

e le altre formole relative alla C; sono

€OS ay==C0s a— senf (senf cos & — cos § cos &) -—senbcos 2,
cos &, == (cos 6 cos « 4 sen § cos £ ) -+ cos 6 cos A,
(25) cos Ag = (sen G cos & - cos 6 cos &),

1 2sen 6.

, P2 P

La superficie luogo di tutte le curve C,, dedotte colla
trasformazione dalla C, diventa in questo caso una super-
ficie assintotica, poiché le C, ne sono geodetiche, e si ri-
ducono ad un solo sistema, le cui traiettorie ortogonali sono
gli stessi circoli di raggio == 1, descritti nei piani oscula-
tori della C, coi centri nei punti corrispondenti di essa.

L’ elemento lineare della superficie diventa

2
ds® = du? + (g—v?) dv?,

che conferma quanto ora si & detto.
In generale, alle superficie assintotiche, in cui le



— 132 —

u==cost sono tutti circoli di raggio = |, daremo il nome
di superficie assintotico-cicliche.

Abbiamo quindi il teorema:

Le superficie luogo dei circoli descritti attorno ad
ogni punto di una curva a torsione costante = 1 come
centro e nel piano osculatore con un raggio = 1, sono
superficie assintotico-cicliche (¥).

20. Per trovare la forma dell’ integrale ¢ della (9"
del numero 9 relativa a questa classe di superficie , os-
serviamo che essendo le » = cost circoli, e percid curve

. . 1 oo .
plane, si dovrd avere per esse 'l_‘=0’ quindi per Pulti-
1

ma delle (10

du, . 39
dov d v
Di pit siccome si ha :

N (2g — @) cos ag = cos 0

ossia la congiungente i punti corrispondenti (&, ¥ , 2),
(o, , ¥q, 22 fa angoli eguali con le due curve, e poi-
ché w, é precisamente 1’ angolo che il segmento M M,

(normale principale della w =cost, ossia del circolo) con-

Iy

(") Questo teorema & stato dato per la prima volta dal prof.
Bianchi nella Nota gih citata: Sulle curve a doppia curvatura; quindi
anche da Demartres: Sur les surfaces 2 génératrices circulaires; Annales
de I'école normale supérieure, Paris 1885.
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tato da M, verso M fa colla tangeate alla C,, avremo
w = 8§ —a, e perd

20 do

dv dv’

da cui integrando e indicando con ¢ (x) una funzione
della sola wu:

<p=-=—0——4;(u),

Questa, derivata rispetto ad u, diventa per la (24")

P LI
, 1 Yo, ,
d’ altra parte, dovendo essere -~ ——=2m, si ha per I'ul-
P2
tima delle (25
26 ® 04 o
(26) 3, = — sen +2P’

che confrontata colla precedente da

, 1
¢ (u =2,
e quindi
d
(26 p——0—1 [

4]

1

Con questo valore della funzione ¢ si soddisfa, come &
facile verificare, all’equazione (9°); possiamo quindi con-
cludere :
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Le superficie assintotico-cicliche generate dai cir-
coli di raggio == 1 che hanno i centri nei punti di una
curva C a torsiwone costante = 1 e sono descritti nes
piant osculatori, corrispondono a quegli inteyrali della
(9) che hanno la forma

du

Q== — 0 — 3 ’

Jp

dove p & il raggio di flessione della C e 9 soddisfa
all’ equazione

1 )8
{)——}-b—&:sen 6.

21. Se si elimina 0 fra le (26), (26'), si pud anche
dire che ogni superficie della classe considerata corrisponde
ad un integrale della (9") della forma

7

dp ’du) 1
e=sen (o + 14 [ T) +35, -

1 . T .
Essendo poi P—una funzione arbitraria di u, si potrd

dire e facilmente verificare che se ¢ (u, ) soddisfa
all’ equazione

@ Y e sen (g F) 4 F

du

dove F & una funzione arbitraria di u, essa soddisfa an-
che alla (9).

Viceversa:
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Oyni integrale della (9') che soddisfi alla (27) cor-
risponde ad una superficie assintotico-ciclica, luogo dei
circols di raggio =1, descritli nei piani osculatori di
una curva a forsione costante L ¢ coi centri nei
punti della curva stessa.

La flessione di questa & poi data da

:—=2F’(u).

Infatti se per mezzo delle (10') si calcolano gli ele-
. 1 . . .
menti — , =— , — relativi alle u == cost, si trova in
T Ry opy
causa della (27):
1 €oS _ Seno,

1
e i  E J—
,r’ Pl cos(¢+ )’ Rl

==gen (¢ 4 I),

|
quindi P 1, e conseguentemente
1

Le linee » == cost sono dunque a torsione nulla e a
flessione costante == 1, si riducono ciod¢ a tutti circoli
di raggio == 1. Inoltre se wg , ¥3, 2, sono le coordi-
nate correnti di una qualunque delle v==cost e x,y,z
quelle della curva C luogo dei centri dei circoli nei punti
corrispondenti , si avra
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x == w, + €08 w, cos 2, - sen o, cos &, ,

Yy = yg + ©C8 oy cOS By + sen w; cos u, ,

z == Zy -+ oS w, cos 7, -+ sen w, cos &, ;
e siccome |’ equazione

1 Yo,

— 4 == sen w,
Po  Ou

analoga alla (21') & evidentemente soddisfatta, la C sard

pure a torsione costante eguale ad 1, e la sua flessione,

essendo
] o 07
T
sara
1 1 ,
¢ — = — —2sen 0, =2F"(u).
£ [e

~ Se poi si osserva che per la C si hanno formole ana-
loghe alle (25'), si avra:

€0S X == Sen ; COS ag — COS 0, COS &, ,

COS p == SCN ®y COS 3, — COS W, COS 7y ,

COS ¥ == Sen w; COS y; — COS w, COS &, ,
e questi sono precisamente i coseni di direzione della nor-
male al piano del circolo u==cost innalzata per esempio dal
punto (@, , Y5 , 3, ). Dunque il circolo & tracciato nel
piano osculatore della curva C, e il teorema & cosi com-
pletamente dimostrato.



— 137 —

22. Finalmente possiamo notare che 'equazione (27)
risolve completamente il problema di trovare tutte le su-
perficie assintotico-cicliche , ossia le superficie di questa
specie counsiderate nel teorema del numero 20 sono le piu
generali possibili.

Infatti per una di queste superficie avendosi

%: 1, %:: 0, sard intanto
Yo e
v dv

da cui integrando

28) . o,=—9¢—F+c

essendo F' una funzione arbitraria di » e ¢ una costante
arbitraria. Per la curvatura geodetica delle u == cost e
per la loro curvatura normale si avrd poi

32(1)1
duUI v
E”COS&”:: aw' ’
dv
2w, ¥ w v
1 1 \do dud w
— == §en w, = —
R 0 | Qe
Qv du

la quale ultima, osservando che dalla prima si ricava:

o dw, do dwy
1 1 1 | 02 —
o= SOy MR IPYSY
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diventa
2§—u== senw,-_i—?
e per la (28)
(RT) sg —=sen (¢—¢ —F )+ F".

)
Con questo valore di a_z si soddisfa, come col valore (27),

all’ equazione fondamentale (9'); ma siccome una costante
aggiunta alla ¢ non influisce sulla forma della superficie,
e potremo quindi porre c=mn, si vede che la (27") viene
cosi a coincidere con la (27), e la superficie & di quelle
considerate precedentemente c. d. d.

23. Ogni curva a torsione costante individua una su-
perficie assiutotico-ciclica. Se si vuole quella che ha per
luogo dei centri dei circoli % == cost una retta, basterd
fare 0==0 nelle formole del numeso 18, o si avrh

CoOS U sen #
= cosh (uto) Y T coshQuey 2= v ish (A

che & quindi un’elicoide col parametro del moto elicoi-
dale ==1, e che ha per profilo meridiano un circolo di
raggio = 1 col centro sull’asse. Le linee v == cost sono
le assintotiche della pseudosfera di raggio = 1.

Da ciascuna di queste linee, che sono tutte cougruen-
ti, si potrd dedurre una nuova superficie assintotico-
cizlica, integrando I’ equazione
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2

coshu

db
+ - seu 9
la quale, ammettendo 1'integrale particolare

, €oS 6, ==tgh u

1
sen §y = cosh u

corrispondente all’ asse delle z, avrd per integrale ge-
nerale

coshu
V— U

tg1(6—0) =

e le equazioni della corrispondente superficie saranno
quindi

. 2 cosh u
" (v — u)* 4 cosh?

x, cosu—-(v——u)senui,

L 2 cosh u
YW= (v —u)* + cosh?u

’

%sen u 4+ (v—u) cos u

2 senh u cosh u .
T (v —u)* Jcoshtu’

2’!=u

I’ asse delle z appartiene alla superficie e corrisponde
av=00.
Se invece si parte dalla curva

Cos u sen %

o — == — C0S 0 —— , Z:=U — COS 7 tgh «
cosha 7 cosha ’ g

X = CO0S G
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con

I’ equazione da integrarsi &

2(1—sens)
cos ¢ cosh a

dé
-{—%x sen 8

che trasformata, prendendo per funzione incognita la o,
legata alla 6 dalla relazione

6 du 5
= —f~m}f — = o~ § — arc sen ——
P 2 3 cosh o

diventa

dy 1 — sen
coshoegg_cosqu -+ sen ¢ senh & .

cos s

e ammette 1’ integrale generale

. P v—u
¢ e — e

1+ea+ v—u’

Finalmente, se si considera la curva a torsione co-
stante =1

“u
= 8en & COS ¢ COS ) N y-—SGnECOSESQYI(*“)?
COoS ¢ CoS ¢

3 == U COS ¢
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elica tracciata sopra un cilindro circolare retto di raggio
==senccos ¢, essendo ¢ I’ angolo d’inclinazione dell’elica
sulle generatrici, 1’ equazione corrispondente (24") &

de
tgs—f—(jumsene

il cui integrale &

1 T _ 109 - ——
49 = o VI g oV T

§ 7.

Le superficie assintotico-ipercicliche.

24. Possiamo ora domandarci se esistano delle super-
ficie assintotiche pitt generali di quelle studiate al para-
grafo precedente, tali cioé che tutte le linee u == cost,
traiettorie ortogonali delle geodetiche a torsione costante,
senza ridursi a cireoli di raggio == 1, abbiano tutte la
stessa flessione costante == 1.

A tale domanda si risponde affermativamente osser-
vando che 1’ equazione fondamentale (9), moltiplicata per
2 [¢] , si riduce alla forma

o+ ()~ G2V fo,

ovvero integrando rispetto ad u, ed indicando con f(v)
una funzione arbitraria di v:
S. Nl ‘0

d
du
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(A (E) e,

J . .
dalla quale, essendo a—§§o, e potendosi scegliere /(v)==0,
si deduce il teorema
Se una linea u=—cost di una superficie assintotica
S & a flessione costunte =1, tutte le altre sono pure a

flessione costante =1, e la corrispondente soluzione ¢
dell’ equazione (9) soddisfa all’ altra

(29) 0 + (s ) = (52)"

dudv d v

A queste superficie pitt generali delle assintotico-cicli-

che potremo dare il nome di superficie assintotico-iper-
cicliche .

25. Indicando al solito con ®, I’angolo che la nor-
male principale della % == cost fa in ogni punto con la

geodetica v == cost, si avrd per una superficie assintotico-
iperciclica S

dp B Rl dop .
(30) Ecosw,—-—m,ﬁsenw,——[ﬂ,

dalle quali formole & facile dedurre con successive deri-
vazioni le altre

d ), )2 ), ®,
(30" —(c‘gbj%—)cosw,:——(fxv—l ’ b(?b—t)—lsen w,=[p+o,]

sicché se si pone
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(Dz—?——w,

la funzione ® soddisferd all’ equazione (29) e conseguen-
temente anche alla (9). Dunque ad essa corrispondera
una nuova superficie assintotico-iperciclica S,, per la quale
I’ angolo Q, che la normale principale della % == cost fa
in ogni punto colla geodetica v == cost, & dato da

Q=0 —x.

Vedremo pit avanti qual & la dipendenza geometrica
delle due superficie S e S,. Intanto osserviamo che
eliminando cos w, dalla prima delle (30) e dalla prima
delle (30°) si ha :

23_? ? o do io +E o —0
dv dudv dv du v QD du dv

ovvero

:::O;

d b:p)i Y dny,
bug I +%%

quindi integrando, e indicando con f (v) una funzicne
della sola v '

duy

Sl =ro,

la quale, poiché per le linee u == cost di una superficie
duy

s 1 dv . .
assintotica si ha sempre — = ==_—, ci permeite di
T, 29
d v
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enunciare il teorema :

Se una linea n==cost di- una superficie assintotico-
iperciclica st riduce a un circolo di raggio =1, tutte
le altre sono pure circoli di raggio = 1, e la super-
ficte si riduce ad una assintotico-ciclica .

26. Rispetto poi alla trasformazione di Bécklund ap-

plicata ad una superficie assintotico-iperciclica S, osser-
viamo che la relazione

1 1> dD N\ 2 l_ l) P\
<%’7_ <5_v>==<m“‘“ %

dimostrata al numero 14 ci dice

Ogni superficie assinfotico-iperciclica st cangia per
trasformazioni di Bdcklund in superficie della mede-
sima specie.

Indicando poi in questo caso con ," la funzione ana-

loga alla w, per la superficie trasformata, le formole (21)
del numero 14 ci danno

ceno ,__senacsen w4 (1— sen g)sen Gcos (§—w;) —cosssen §
P 1 — cos s 208 (6—w,) ’

o5 o/ SEDT CO8 w,—(1—sena) cosfcos(8 — wy)-f-cosacos b
— W, ==
! 1 — cos 5 cos (6—w,) ’

dalle quali, derivando rispetto a v, risulta

36+bw,’ sen o (36 bw,)

3o " 3w I—cosa cos (6= w) \do  dv

che per la prima delle (16’) numero 12 pud anche ridursi
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all’ altra
W dw,’ sen g dp dw
‘._ + (O, — — + T_L> R
v 1—cosacos(8 —w,) \9v v
Dunque se
2 | don
dv + do 0,
anche
d® bw!’
dv + Yo 0,
ossia

Le superficie assintotico-cicliche si cangiano per
trasformaziont di Bdcklund in superficie della mede-

sima natura

§ 8
La trasformazione complementare .

27. Vogliamo ora vedere come si comporta la tra-
sformazione di Bécklund applicata alle superficie assinto-
tiche nel caso speciale in cui sia o = 0. Come si fa pei
sistemi di Weingarten a curvatura negativa, questa si

chiamerd (rasformaszione complementare.
Se S & una superficie assintotica corrispondente alla

soluzione ¢ dell’ equazione fondamentale (9), la sua trasfor-
mata complementare S, sard definita dalle formole

QT
x,=x -+ cos Gb—u—{— sen 6§ X ,

dy
Y=Yy - cos 93%4 +sen6Y,

27
—z g — H
2, ~+(os9M—}—sen Z,
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dove 6 & una funzione di w e » che soddisfa le equa-
zioni

2

X9
duUY

)

d
(\ S—i = senf[p] — cos @
@3l <
do 24
( 282_*_3%—— sen §

e la soluzione della (9') corrispondente alla trasformata
complementare sard data da

O—=—-0p—90.

Bisogna perd osservare che la seconda delle (31) & una
conseguenza della prima, come si verifica facilmente deri-
vando questa rispetto ad u, e tenendo conto della (9') a
cui soddisfa o.

Sicché per quelle superficie assintotiche in cui si
abbia

/N2, 2 2

W+ (ot ) > ()
\

ossia le linee u -= cost siano a flessione >1, o almeno

per quella porzione di superficie in cui tale condizione &

soddisfatta , si avranno in generale due valori per 0, e

quindi due trasformate S,.

Per ciascuna di esse si avrd poi
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o sen 0 dx
= — — sen@(sene— e
)M \(P \v
oy %0 9X>
dv Qv
da cosb d w
‘X.zsene(cosesz +senBX)+—W_

4
dv

Alla nuova superficie S, si potrd ancora applicare la
trasformazione complementare, poiché la relazione

GRDIGONCEDIE)

¢i dice che anche la S, ha le linee u ==cost a flessione

>1, e poiché il segmento costante ==1 che unisce due
punti corrispondenti delle superficie S,S, fa angoli eguali
con le due geodetiche a torsione costante che passano per
1 suoi estremi, si potrd dire che delle due trasformate
complementari della S, una coincide colla iniziale S e
I altra & una nuova superficie assintotica . Cosi prose-
guendo con successive trasformazioni complementari , si
costruird dalla superficie nota S un’intera serie di super-
ficie assintotiche

al -t
e S, S, S, S, S, e,

che si estende all’ infinito da una parte e dall’ altra.
Dunque :

Da ogni nota superficie assintolica colla torsione
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delle geodletiche =1, e colla [lessione delle traiettorie
ortogonaii >1, possono dedursi, senza calcoli d in-
tegrazione, wnfinite nuove superficie della medesima
specie .

28. La prima delle (31), per essere

sen w, e ¥o  coswydog

W= S e e

diventa
p, =cos (60— ),

dalla'quale, mentre si deduce nuovamente che affinché §
sia reale deve essere% > 1, si trae la seguente semplice
costruzionie dei punti della superficie trasformata, corri-
spondenti a quelli della superficie iniziale.

Per ciascun punto della S come centro, s’ immagini
costruito un circolo di raggio =1 giacente nel piano oscu-
latore della geodetica » = cost; il piano del circolo con-
tiene, oltre la tangente della » =cost, la norm-le princi-
pale della u==cost, rette inclinate fra loro dell’angolo .
Se dal centro di curvatura della u = cost, che per ipotesi
deve essere interno al circolo, si conduce una perpendi-
colare al raggio che passa per esso, i due punti d’incon-
tro che si ottengono sulla circonferenza appartengono cia-
scuno ad una delle due trasformate di S.

Ripetendo la stessa costruzione per tutti i circoli de-
scritti lungo una linea w==cost, & chiaro che la trasfor-
mata della » — cost sard una linea tracciata sopra una
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superficie canale luogo delle sfere di raggio =1 avente
per direttrice la stessa u==cost. Ed & facile persuadersi
che questa linea & precisamente uno degli spigoli di re-
gresso della superficie canale.

Infatti se con @, ¥ , 2 si indicano le coordinate di
una curva gobbi a flessione > 1 espresse in funzione
del suo arco, con @, , ¥y, , 2, le coordinate correnti della
superficie canale che I’ha per direttrice, 'equazione della
superficie stessa sard

(ey—aoP+{yy—y P+ (z—2)3=1

e i punti dello spigolo di regresso si otterranno combi-
nando questa equazione colle altre

-

(@y—w )cosa+(y,—y)cospf 4 (2z,—z)cosy =0,

(oy—2x)cosé 4 (y,—y ) cosn 4 ( z,—z)cos § ==p;,

Ja prima delle quali & I’equazione del piano normale alla
curva e la soconda quella di un piano normale alla nor-
male principale e distante dal punto @ , y , z della lun-
ghezza p,. Si ottengono dunque due spigoli di regresso i
cui punti si costruiscono precisamente come quelli della
trasformata della linea u == cost . Dunque:

1l luogo deg!'s spigoli di regresso del sistema 0O’
di superficie canali inviluppo delle sfere di raggio = 1
cot centre distribuity lungo le linee w = cost di una
superficie asstntotica S colla torsione delle gcodet.che
=1, costituisce le due trasformate complementari della
superficie S.
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Dalle equazioni precedenti, scambiando « , v , 2 con
@, , Yy, % si deduce che se si costruisce la superficie
canale che ha per direttrice uno degli spigoli di regresso
di quella gid costruita, uno dei suoi due spigoli di re-
gresso coincide colla direttrice della prima. Ossia, come
gid si ¢ trovato, se della superficie trasformata della S
si costruiscono le due trasformate complementari, una di
esse coincide coll” iniziale S.

Ritornando all’ equazione

by == cos (6 —u,),

si vede subito che se p, =1, ossia se la superficie S &
assintotico-iperciclica, si ha per 6 I’unico valore 6 =w, ,
e percio un’ unica trasformata complemeirtare S, corrispon-
dente alla funzione

(I):—‘CP"—(O‘

che & generata dalle curve luogo dei centri di curvatura
delle u==cost della S. Questo risuliato, che serve a com-
pletare quello ottenuto al numero 25 del paragrafo 7, si
pud enunciare col teorema:

Ogni superficie assintolico-iperciclica S ha una su-
perficie assintotico-iperciclica contuynta S, che &
luogo dei centri di curvatura delle sue lince u a fles-
sione costante. Inversamente lo contuguta di S, & la S.

Se la S & una superficie assintotico-ciclica, la sua
coniugata S; si riduce al luogo dei centri dei circoli.

29. Nel sistema 002 di circoli costruiti al numero
precedente, consideriamo quei sistemi OO’ che hanno i
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centri distribuiti lungo le linee » == cost della superficie
assintotica S. Ciascuno di questi sistemi d& lnogo ad una
superficie assintotico-ciclica che ha per direttrice una
v==cost. La geodetica a torsione costante della saper-
ficie trasformata corrispondente alla geodetica v = cost
della superficie iniziale sard evidentemente- una delle
geodetiche a torsione costante della superficie assintotico-
ciclica che ha per direttrice la linea », e siccome questa
linea é geodetica per ambedue le superficie, esse si toc-
cheranno lungo questa geodetica, quindi:

Le superficie assintotico-cicliche che hanno per di-
rettrice le geodetiche a torsione costante di una super-
ficie assintotico S ammettono un invilupps costiluilo
da due falde che sono le due trasformate comple-
mentari della superficie S .

§. 9.

Le superficie assintotiche e i sistemi tripli orto-
gonali di Weingarten a curvatura negativa.

30. Abbiamo gia notato al paragrafo 4 che le super-
fi‘ie assintotiche, ossia quelle superficie che contengono un
sistema di geodetiche tutte colla stessa torsione costante
=1, §" incontrano nello stud:o dei sistemi tripli ortogo-
nali di Weingarten a curvatura negativa, di quei sistemi
ciod che contengono un sistema di superficie pseudosferi-
che di raggio == 1; e precisamente esse hanno per tra-
lettorie ortogonali delle geodetiche a torsione costante le



curve C, traiettorie ortogonali delle superficie pseudosfe-
riche lungo le singole assintotiche, e per geodetiche le
assintotiche secondo cui tagliuno le successive superficie
pseudosferiche .

Ora ¢ utile giungere a questo stesso risultato per via
analitica, e per questo rammenteremo che se 2¢ & l’an-
golo che in ogni punto fanno fra di loro le assintotiche
delle superficie pseudosferiche di un sistema di Weingar:
ten, questo & definito dalla seguente forma del suo ele-
mento lineare (*):

o/
-6

/
(32)  ds?=mcos® ¢ du? +-sen®p dv® |

\

)2 dw?

91

<

dove le w == cost sono le superficie psendosferiche, e p
soddisfa alle equazioni a derivate parziali

3o . V%
/ 32 T 3ps T Seu peos
d ( 1 My 2 bV de 29
— —_— =08 ¥ — —_—
du\ cos@du dw S w seupdodvdw’

(33)

d 1 o ) dp - 1 d9 Py
d v\ sengdodw Jo cos pAududw’

hENK: cos 230 3% senpdp o
Yudvdw  seupdudodw  cos pdvdudw’

che sono 3 sole indipendenti, potendosi la terza dedurre
come conseguenza dalle prime due.

(") L. Bianchi. Sopra i sistemi tripli ortogonali di Weingarten,
num. 4.
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Se s’introduce la flessione i delle curve C traiettorie
P

ortogonali delle w == cost, definita dalla relazione

2! AR, b‘zgo>2 1 Zp \2 N o\2
(34)<F_ 1><3_z;> ~ cos? <p(bu dw +serﬂgo<bvbw> i)

le (33) prendono la forma semplice

A %

SZQ D?Q—-—Scn?cosfp
2 4 (1 3_9”,#_ >w>
fu%(?‘_lxm %‘O’ av% ( 2_0

Poniamo

uFo==2a0 , u—0v=22%;

allora le linee @ ==cost , f3 = cost su ciascuna superficie
pseudosferica sono le linee assintotiche e «, 8 i loro ar-
chi. E poiché le equazioni precedenti trasformate con gne-
ste coordinate diventano

b“cp
«df

JEE: 1=slG-D Gl =0

mentre la (34) si trasforma nell’altra:

== Sen ¢ oS ¢

(23)
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b'@ 63? 2
1 Ye\e_ [ vo dataw (f’@y (D@L
(F '“'1) (Dw) ) T\ w/ Dw)~
- 27.’_
dat

9—? )3 o 2

o w n (_b_'@;)e__( b_g)ﬁ
23—? AP dw dw
2

si deduce che le (33) trasformate con le coordinate «e f3
diventano

A *
S;Fp-;scncpcosqz
p__ Yo
3(3_;3 P fw 2adw
Y\ dx T da d ’
(38)" 2%
B_ BTSCP
25 AN R AR R
Y\ B NG d o
\ ¥

e I’ elemento lineare (32) prende la forma
do\2
(82) dst=du?® + 2 cos2pdadf + d @9+(£) du,

E questo ci permette evidentemente di concludere
che le superficie o ~—

cost , B = cost sono superficie
assintotiche .



— 155 --

31. Proponiamoci ora la questione: se ogni superficie
assintotica si possa inserire in un sistema di Wein-
garten a curvalura negativa.

Per questo premettiamo la dimostrazione del seguente
teorema:

Date due curve colla stesca torsione costante che
s'incontrano in un punto, avendo in esso lo stesso piano
osculatore, esse individuano una superficie pseudosfe-
rica che le contiene come assintotiche (*).

Siano Cg s Cﬁ le due curve, la cui torsione suppor-

remo =1; sia M, il punto comune e 8, I’angolo formato
dalle loro tangenti in quel punto, « e 8 siano rispettiva-
mente i loro archi, contati per esempio dal punto

M, ; P E*le loro flessioni. Allora se supponiamo che
B

la superficie esista, e indichiamo con 6 1’ angolo che in

ogni punto fanno. le assintotiche fra di loro, si ha come

é noto (*¥):

x

rl»j=_<§‘fz>:g"f('> ) ;";—(%Z = e

avendo indicato con f(«) una funzione della sola «, e

(") Cfr. S. Lie, Archiv for Mathematik og Naturvidenscab, Christia-
nia, 1879 p. 306; Backlund, « Om ytor med konstant negativ krokning »;
Annali della Universitd di Lund, T. XIX, p. 19.

(**) Vedi p. es: L. Bianchi: «Lezioni di Geometria differenziale»
pag. 227.
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con F(B) una funzione della sola 5, mentre § come fun-

zione di « , # soldisfa ail’equazione « derivate parziali

20
(36) S = Sev 6.

Pongasi
B0 (a8 = o+ (o) e+ (55 )+
%GQ;)O“Q + (1vg et %(f;@f‘e* e

dove I’ indice zero indica che si deve porre a=0 , f==0
nelle corrispondenti funzioni fra parentesi. 1 coefficienti

della serie verranno quindi determinati in forza delle (35)
e della relazione

2 6 o
RN 0===sen 0

dalle formole

3 , 26 220 N
(o) rs@ s (o) =sen e » (S) =70 ®
33 6

()= @ (rsg), =@
( 9

2% 6 }
o 5@2)032 F, (B) cos 6, , (B_B_:;)OI Fy 8,

o/
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Ora , poiché la (37) derivata rispelto ad « ¢ f di-

venta
— sen 6, +<Bsen 9> + (asen 6> 5 +
f:i:: Y+t b () ok

si vede che la funzione 6 (« , ) definita dalla (37) stessa
soddisfa la (36), epperd la- superficie pseudosferica, se esi-
ste, & perfettamente determinata.

Meno facile & la dimostrazione dell’effettiva esistenza
della superficie, perché essa, almeno dal lato analitico, si
riduce alla dimostrazione dell’ esistenza di una funzione
che soddisfa alla (36) colle condizioni (35) ai limiti, pro-
blema che, dato lo stato attuale della teoria delle equa-
zioni a derivate parziali, sembra difficile potersi risolvere.
Qui la dimostrazione & ridotta, ma con poco vantaggio, a
quella della convergenza della serie (37).

Del teorema precedente si pud dare la seguente di-
mostrazione geometrica infinitesimale, priva perd di quel
carattere di rigore che si richiede in simili ricerche.

Sia data la curva Ca a torsione costante =1, e ad

“essa si applichi una ¢rasformazione infinitesimale di
Bdicklund, cioé colla costante % == cos ¢ infinitamente

. 1 ’
piccola. Se —— ¢ la flessione della curva trasformata C',,
23

si ha (n.° 16):
8. N. . "



1 26 cos @

— 2 =gen §

pa+ba sen 1l 4+seno ’
1 1 cos o
@:—ax—?%ne 1 4sens’

Passando al limite per ¢ = —g, se si pone fuori del

limite cos o ==d 3, la seconda di queste equazioni ci da

11 g1
Plo  Po __ N A
ap sen § , ovvero ap = sen g,

. . C e 1 a9
e poiché la prima al limite diventa — = — a0 Siocon-
R :
clude che se 1’ angolo 6 si riguarda come funzione dei

parametri « e 3, esso soddisfa all’ equazione a derivate
parziali

hL:]
—— ==8enf.

PR

La nuova curva C', sard perfettamente determinata
quando nel punto M, della C_ si atiribuisca a 8 il valo-
re §,, angolo secondo il quale essa taglia la C,@; ripe-
tendo sulla C'_ la stessa costruzione e cosi di seguito, &
chiaro che il luogo delle curve C, & una superficie pseu-

dosferica di raggio == 1, la quale ha per assintotiche le
curve C, e Cp.
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32. Ritornando ora alla questione proposta al prin-
cipio del vumero precedente, essa si risolve affermativa-
mente mediante il teorema:

Una superficie assintotica S_pud sempre inserirsi in

un numero nfinito di sistemi di Weingarten, ciascuno
det quali & perfettamente determinato quando alla data
superficie S, st aggiunga un'altra superficie assintoti-

ca S@ che abbia comune con essa una curva C, tra-

tettoria ortogonale delle geodetiche a torsione costante.

Questo teorema & una conseguenza immediata di quello
del n.% precedente e dell’altro (*):

Una svperficie pseudosferica 2 e wuna curva G,
uscente da un suo punio M, normalmente alla super-
ficie , individua uno ed un solo sistema di Weingar-
ten, al quale appartiene la superficie =, e che fra le
curve C ortogonali alle superficie pseudosferiche del
sistema contiene la curva data C, .

Infatti le due curve a torsione costante C_ e C’[B delle

due superficie assintotiche S, e S{B che escono dal punto

M, della curva C,, determinano una superficie pseudo-
sferica, e questa insieme alla curva C; individua un siste-
ma di Weingarten; e pel teorema del numero 11, le su-
perficie assintotiche di esso che passano per le curve
Ca e Cte coincidono necessariamente colle S_ e Sﬁ.

Partendo dalla superficie S , il sistema di Weingar-

() L. Bianchi. « Sopra i sistemi tripli ortogonali di Weingar-
ten» §, 5, n.o 11.
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ten individuato da essa e dalla Sﬁ’ pud anch’ esso co-

struirsi con successive trasformazioni infinitesimali di
Bécklund . Infatti sia ¢ (2, ) lintegrale dell’equazione

o HG-C =

corrispondente alla superficie S_. Applicando a questa la

trasformazione di Bécklund a costante k = cos ¢ infinita-

mente piccola, la funzione ¢ corrispondente alla super-
ficie trasformata &' , soddisfa alle equazioni

' 29 con § cos 7
da  da 7 1 4sena
o ¥ \
; d Yo' d 2 ) 2
(39) D—ﬂ—‘gsenazcosc sen 6 —w———bf_ﬁ -cose-——?—
w dv Qaq; dadip)
da

P =0 —20.
Ora, passando al limite per o _—_—%, supponendo o’

funzione finita e continua dell’ angolo o, si avrd

limé=—2¢, e la prima delle (39) se si pone
cos o==d 3, diventerd

Ao
(40) Yk sen ¢ cos @ .

La seconda invece , quando il suo primo membro si
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scriva sotto la forma

dop do’ dp
3_@3—370+ (1 -—sena)aw

diventa al limite

oep
dw

d q’ 33 ]
2 d da? e
(41) P —Jsens dw_ ferdw —cos 8 2.
P yw do da dw )
2y
24
Osserviamo inoltre che le equazioni °
d¢' AEE-Y b(p NE
w Do,cib_z,i) - ifi) da? Dy —son § _CuSa )?’Jr
dp X l+sena \ow
2 - 2~
da doa
i’ 2o 0S8 G /£ p 2\
Dabwmbabw_‘—cose l+seno<bw )
dimostrate al n.® 14, diventano al limite per cng
dp e
wo )y d
___,_‘f__@ == — sen 5% Y ( ~_GOSG—iP
P dw T AL o’
2
da
do ¥ o
. . w ~ daNdw
moltiplicando la prima per — e e la seconda
27

dot
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)‘?‘
per rfw , e sommando tenendo conto della (41), si ottiene
I3
)(P d3 ? 2
> Yt w BoNT_ Mg\
— A A + _____} — 5 —_
hY: N d9 dadw M
Y
ossia

@ )]

Per determinare completamente la funzione ¢, che
contiene, come 6, una costante arbitraria, basterd assog-
gettarla alla condizione che in ogni punto della curva
C[3 della superficie Sp si abbia 2¢@==-—10, essendo 6

I’ angolo secondo cui le trasformate della C, tagliano la
Cﬁ. Ora, siccome le equazioni (38), (40), (42) a cui sod-

disfa ¢ come funziono di «, 8, w coincidono colle (33')
del numero (30), il sistema triplo costruito, ponendo

a+ﬁz"u ) “—ﬁ::v

si trasformerd in un sistema triplo ortogonale di Wein-
garten a curvatura negativa, che conterrd le due super-
ficie assintotiche S e S@.

33. Per determinare un sistema di Weingarten a cur-

vatura negativa , prendiamo le due superficie assinto-
tiche
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/
' cos 3, sen B .
x "—_—COSO'“ g——1 —_ gy —- o
S 1 cosh &, 2 Y1==—cosT a’ 2y== gy —C08otgh 4,
S,)
-3
1 —sena
= s AW B=a—wigs;
cos f3, sen f3,
Xy == COSGCOSha,, s Yy = CO8 Gm Z,:ﬁ_cosr;(ghag
%) | sens
sen o
y = — p—1 p t .
% Ccos g ﬁ W’ﬁg P+wgcy
che hanno a comune la curva
cos (wtga) sen (w tgc}
Xr=C08¢ ——F———, Yy==CO0Sa 2= COS o tgh
cosh w Y " cosh w gh w,

traiettoria ortogonale delle loro geodetiche a torsione co-
stante . '

Il corrispondente sistema di Weingarten si pud, in
questo caso semplice, costruire dando all’insieme delle due
superficie elicoidali S, , S[3 un moto elicoidale di para-

metro ==-— sen g, intorno all’asse comune. Infatti se si fa
eseguire questo movimento alla superficie ), si ottiene il

sistema triplo « = cost , ¢ == cost , w = cost definito
dalle formole

~_cos(B,—1) en(ﬁ( t)
E=cosa cosh @, M=—C08T 5 ——= ,cua—tsena-cosatgha,.
Se si pone ¢ = r—ﬁ—-— e si cambiano le saperficie
—sen
1+sen o

@ = cost, ponendo & -+ 3 —B al posto d1 a, le pre-



cedenti diventano

cos ooi n
=== —_— - ¢ === ——
(43) Z==coss— v cosg oshe, ? 5% ~+f—cosstghe, ,
dove si ha
1—senas 1+4seno
) o= @ s P Wy a—f—wigo

e questo sistema triplo contiene evidentemente la superfi-
cie Sp corrispondente ad a==0. Pc¢nendo ora

at+B=u , a-—p=2v
le (44) diventano

U
(44’) w{-.—.:(—zo—sg——utgo‘_-w,wgmv__wtgo

e le (43) definiscono un sistema triplo ortogonale di
‘Weingarten a curvatura negativa = 1, che contiene due

sisterni di elicoidi pseudosferiche del Dini e un sistema
di sfere.

La forma dell’ elemento lineare dello spazio ¢é data da

1
ds? == oo senh? w, du? 4 do? + dw?
1

Dott. Cesare Fissr.




