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SOPRA L'EQUILIBRIO

UN CORPO ELASTICO ISOTROPO

LIMITATO

DA UNA 0 DUE SUPERFICIE SFERICHE

MEMORIA

DEL

DOTT. CARLO SOMIGLIANA







Nella presente memoria ho dato una soluzione del
problema dell’ equilibrio di una sfera elastica isotropa
senza ricorrere a sviluppi in serie, supponendo conosciute
le forze, che agiscono in tutte le parti del corpo e alla
superficie noti: 1.° gli spostamenti 2.° le forze esterne.

In seguito ho fatto una semplice applicazione del
metodo delle immagini pel caso di un corpo limitato da
due superficie sferiche concentriche.

Mi sono giovato in gran parte del metodo di integra-
zione di cui si parla nel mio lavoro: Sopra |’ equilibrio
di un corpo elastico isotropo (Nuovo Cimento 1885,
Fasc. Marzo-Aprile e seguenti).

(*) 11 presente lavoro era gih terminato quando il sig. Prof. Cer-
rati comunicd alla R. Accademia dei Lincei (Giugno 1886 ) il suo
interessante lavoro: Sulla deformazione di una sfera omogenea isotropa.
Tuttavia alcuni dei risultati, a cui sono arrivato, forse non saranno
affatto inutili per lo studio del problema proposto.
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L

Dalla teoria dei parametri differenziali si ha la se-
-guente formula :

H A(UV) =TUA V 4 VA U4 24 UV

in cui U,V sono funzioni qualsiasi, e A, indica il primo
parametro differenziale, A, il secondo. Quando si fa uso
di coordinate polari p, 6, ¢ & noto che si ha

1 (> AV 1 ¥V
Agv‘:?‘%fp( >+;51_6"’6<S€n959_ +sengeggo_“22

WWHV 1 30U 1 YUy
MUV=5, 5 T s T sentag o

Poniamo ora nella (1) U=p? U==W, ammetiendo
inoltre che si abbia A, W==0; avremo poiché A, p=0,

@ A(AW)—6W el
Si ha inoltre, avendo riguardo alla equazione A;W=0,

LW YWN ¥ s W
e =atn () TR ()]

ossia



AWV 20 yW

2 == e —<P§E‘ )
. 2 .

D’ altra parte essendo A.zp=;, si ha

W 23 <DV\7

babye =0, 937)4— P A\

quindi, a cagione della formula precedente,

YW

ed osservando la (2) si ha anche

A (A flp) W)=0.

E ficile vedere che la funzione f{p)=cp? -+ ¢,
ove ¢, ¢’ sono costanti & I’ unica la quale soddisi alla
equazione

4) By (8 f(p) W) =0

quando A, W = 0.

Indichiamo ora con u,», w le tre funziuni che rap-
presentano le componenti secondo un sistema di coordi-
nate cartesiane ( coll’ origine nel polo delle coordinate
p,0,9) dello spostamento di un punto (@ ,y , z) di

un corpo elastico isotropo; e poniamo
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W AW W
®)  w=plyy te v=pi bR w—pt ity

ove W, a, f,y sono funzioni che, oltre alle solite con-
dizioni di monodromia e continuitd, nello spazio S sod-
disfano alla equazioue Aq==0 e sono sempre finite. Se

L . . S dv | dw
chiamiamo © la dilatazione cubica 5~ + — 4+ —, ab-
o Yy 3z

biamo

YW 2z 2B 2y
9=‘2P3—F‘+b—x+a—3}+§-

A cagione delle (3) () poi si vede subito che
B 0=0 e Ay(Agu) =0 Aj(Aw)=0 Ay A,uw)==0

e sono cosi soddisfatte quelle equazioni che sono caratte-
~ ristiche per le funzioni, che debbono rappresentare la
dilatazione cubica e gli spostamenti delle particelle di un
corpo elastico isotropo, quando le forze interne sono
nulle .

Vediamo ora come, supposte note le a, f,y, & pos-
sibile determinare ]a W in modo che vengano soldisfatte
le equazioni indefinite dell’equilibrio, le quali, supponendo
nulle le forze che agiscono nell” interno X , Y , Z, sono

0 30 NC)
v +Au=0 cb—?j +A,»=0 55; —{—A{LD—-—\O
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ove per brevitd si & posto a =s5, essendo 2, p lo

due note costanti del potenziale delle forze elastiche.
Ponendo nelle equazioni precedenti per w ,v , w le

o date dalle (5) si ba ( posto © =331 )
espressioni date dalle (9) si ha (poso _D?G-}-Dy-{-b;

d bW W } W
6 - D__W_ W
©) a3 <Q+23 >+6 +4 Pbpr=O
Y W
a— (Q—{—Qpb ) +6 +4p 3’55“2':0

Ora & facile vedere che qualunque sia la funzione W
si ha la furmula

. YW ) W 1IW | » aW
™ Ypdw | wdp | 0dw 0%

ed altre due analoghe che si deducono da guesta mu-
tando @ iu y ed in z. Sostitueudo i valori che cosi si
W 2 YW ) aW

d —
ottengono pera()bx ) Ypiy wiz nelle equazioni

(6), moltiplicando queste per —

oo’ — rispettivamente €

P

8
’°lﬁﬁ
0N

sommando, si ottiene

? W 2¥W
G——(Q_*_ZPDP )+ YR P?Frﬁo
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Da questa equazione integrando si ha

© cQF2WL2 (a+2>p§;ﬁ:c,

ove ¢ & costante rispetto a p. Supponiamo che esista un
valore p, di p tale che, per p==p,, Q assuma un vilore
Q, indipendente da 6 e ¢ e prendiamo ¢=sQ,. La
equazione precedente potrd scriversi

1 1
—_—— _— A\
c(@-00) +2(o+2)¢ T (7P W) =0,

da cui integrando

1 1
_ 0 L
+2 [ (@—0), 2 dp.
Po

© W=

- L’espressione del secondo membro soddisfa alla equazio-
ne A,=0; difatti se poniamo

1 /’9 _
a=c Fe= | (a—0)f L

v

abbiamo

A;W:—%TAQ(F-‘T F)
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e inoltre

(a) A;(p~ F)w-p AF+FAp —2*9—T~1§F
P
Ora si ha
— —r—2  F —1
Ayp  =—t(—t+1)p ~—'~‘"-~(Q~—Q 9 ;

e poiché A,(Q—Q))=0, abbiamo

1 41 £y 1 3o—Q)\pr—1
LF =— [(0~—Qo)p =1 s (99—“—@\[ dp %
Po % ” !

~ Ma intezrando due volte per parti, ammesso che per
p==p, si abbia

1)
Q—Q)p =0 5 (00 =0,

otteniamo

D(Q_ o) —1 - ‘(O"‘Qo) T/
‘/f):)ap(p = ) dp= (1) v (T“l)%p (2—Qy)—<F

e quindi

1 *
A,F=;§§2r(ﬂ~—-90)p—~(T-—l)Fg;
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sostituendo queste espressioni nella (a) si ottiene

Ap  F)=0, e quindi A,W—0.

Dalla equazione (%), se deriviamo rispetto ad z,v,z,
avendo riguardo alla (7), riotteniamo le equazioni (6);
epperd le espressioni (D), in cui W ha il valore trova-
to (9), soddisfano eff-ttivamente alle equazioni indefinite
dell’ equilibrio, quando le forze che agiscono nell’interno
sono nulle.

Faremo ora sulle funzioni della forma della W qual-
che considerazione che ci gioverd in seguito. Intanto
possiamo enunciare il seguente teorema:

«Se Q & una funzione delle variabili p, 6, ¢ la
« quale in un certo intervallo, in cui & compreso laltro
«da py a p, & atta alla integrazione rispetto a p, sod-
« disfa alla equazione A Q=0 e ‘per p=p, prende un
« valore Q indipendente da 6 e ¢, e inoltre = & una co-
« stante tale che per p=g,

-1

T
(Q—Q)) p=0 %

(Q—0)=0,

« la funzione

— [ -
W =p c[(ﬂ—‘ﬁoﬁ Yap
-'p

0

« soddisfa nell” intervallo considerato alla equazione
« A, W=0, e all’altra

d
(10) p;—sz—l'—r\v='£2——ﬁo;
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« inoltre per p=p°

W

T
7::’1
(11) P W=0 T

=0,

E chiaro ora che se t' & una nuova costante per la
quale si abbiano, quando p=p,, relazioni analoghe a
quelle che si avevano per z, ciod

o1

! d
@0 =0 | (e—0) =0,

si potrd, a cagione della (11), procedere rispetto a W
come si & fatto colla Q; e otterremo ( poiché per p=p,
W=0) una nuova funzione W' data dalla formula

v [0 o et [P P —
WEwtjxwrﬂwaptl?TC1WJ@F%w Yap
Po Po Po

o anche mediante una integrazione per parti

' !
T—1 T—1
/0

' 1 - P —1 | QR [P 1
W= p‘f@Aw dot—=e | @) dp
Po
la quale soddisfa alla equazione A, W'=0 ed all’ alira
equazione di secondo ordine lineare rispetto a p

W' '

N ?*W ! D.\V ! '
O G RIS vl s
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Il procedimento come si vede pud essere continuato e
si ottiene cosl il seguente teorema :

«Se Q & una funzone di p, 8, ¢ la guale in un
« certo intervallo, in cui & compreso 1" alira da p, a o,
« & atta alla integrazione rispetto a p, soddisfa alla eqna-
« zione A, Q-=0 e per p==p, prende un valore Q, indi-
« pendente da 6 e g; inoltre 7, , t,, ... 14 SONO % coO-
« stanti tali che per p - p, si abbia

412
I3

0 (9—0) =0 35 (8% = 0

« la funzione

_— pe T __ P e
Wn =p Tnf 0 n g —1 dp f P'En_{ Tng dP .
£y | b,
P p -
f T 149[ (2—20) " dp
Po ~/Po

« soddisfa nello spazio considerato alla equazione A, W, =0,
« ¢ ad un’altra equazione differenziale lineare di ordine
« n rispetto a p, che pud scriversi

-1 W W
‘ Pn-—l S {Jn_ + —{-—An_‘ p P ‘{-A W~9 —Q0

«in cui le A, , A,, ... A, sono funzioni simmetriche
« delle costanti 7, , 73, ... 7,. La funzione W, inoltre
« pud considerarsi come la somma di » funzioni della
« forma di ‘W, , poiché ponendo
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. (e _
T —p T'f(ﬂ—mpr' Y
' Pe

« mediante integrazioni successive per parti si ha (*)

_ T-, Tee
Wa = (rg - 71) (7 7y) (7,70 (73—71a) (74~ 79) (7, — ""2)+
Ty
4+ ... . +

(t—7a) (fg—7n) +++ (Tn—y™ )
Dimostrerd ora alcune formule che sono assai utili

per formare le derivate rispetto ad x, 2,y delle funzio-

ni W. Dalle (10), derivando rapporto ad «, abbiamo

20 W 2 dW 2 )W
W= T TPy

e per la (7)

2Q W ) W
= (1) 5~ LAY

(*) Questa formula si verifica facilmente per n=2,n=3; poi el
vede che se & vera per » & vera anche per n+1, avendo riguardo
alla identita

m=n

1
) o o WY CHSE, Cpp— Y o

m=n

=0
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e integrando fra p, e p rispetto a p dopo aver moltipli-

T
cato per p

Pbgq_' W 1{)
[rarar [
po °% v

) Po

. ) +1 W
Ora poiché per p=p, si ha p 'y =0, qualunque
siano i valori di 8 e p, si vede che si dovra avere an-
+10W

che p T = 0 per p==p,.

Abbiamo cosi le formule

W _t~1fpasz © g
o wb ¢Ff

Po
(19) W e e
dy 0o Ay
W ——1 [P ¢ .
Po

ciod: per derivare rapporto ad @,y , z una funzione W
basta derivare la funzione sotlo il segno d’ integrazione
e mutare 7 in 1.
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IL

Per le componenti u, v, w dello spostamento di una
particella (2" v’ 2") di un corpo elastico isotropo S, limi-
tato da una superficie s, ho dimostrato (*) delle formule,
le quali, nel caso particolare che il corpo sia una sfera

col centro nella origine delle coordinate, si riducono alle
seguenti :

47!{1.@-(2)—!—{.;)-—]‘@ +8f f
D’r
(13) Y—r [3 af"”(.

L

o\ 8
g e
- I3~
|
o I
o/
&Slil"‘
~—
+
S
—
-8
/| o/
Q!%{—q
o N
/| o/
8I~zl—~
~————
&L
@

.....

in cui ¢ indica la densita,

r=\(o—2' ) + (y—y )? + (z—2" )%, O la dilatazione
cubica nel punto (,y,2z) , X,Y,Z le forze che
agiscono nell’ interno, L , M , N le superficiali .

Dalle formole precedenti poi si deduce

(") Nuovo Cimento Fascic. Marzo-Aprile 1885.



F 3L 3 YL 3 2L
2 r ——Z\ds
+#£( up o b w Z) ,

formula dovuta al prof. Betti.

Cominciamo a considerare il caso, in cui si conoscono
1 valori superficiali di w,v,w e le forzre X ,Y ,Z.
Secondo il metodo di integrazione che ci siamo proposti
di seguire, basterd determinare gli spostamenti che avven-
gono nella sfera quando X =Y = 7 =0, ed alla su-
perficie

10 u = 7 ve=0 w=0;
20 u == 0 V== w=0;
30 u==0 v =10 w=%.

A cagione poi della simmetria del corpo rispetto ai
tre assi basterd determinare il primo di questi tre sistemi
di spostamenti (che indicheremo rispettivamente con
E,m &, Eamy 8y, E3rg &y, poiché) glialtri si potranno
dedurre da questo con sostituzioni circolari.

Le formule (5) del n. I. danno subito il modo di
determinare &, ny , &, ; difatti & noto che la funzione
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R 1 x4y + 22

ove cos y=

- R* R? '
PI/_I_Q"{“PQ-ngPCOSy ' ee

é monodroma, finita e continua colle sue derivate nello
spazio S, soddisfa alla equazione Ay==0, ed alla superfi-

1
cie prende i valori di p quindi nelle (5) potremo porre

a=<p B—-——-O 7= O .

Possiamo inoltre prendere p,=0, e allora si ha

a Do R(wp? —R¥ax") x’

Y (Ré4-p%p2—2Rpp'cosy)} Qo =ps;

quindi le condizioni

_1_2 _l.é 112(@—9,) = 0
p°T2@—0)=0 T Y

per p==0 sono soddisfatte, essendo o un numero sempre
positivo .
Percio avremo

1 p 1
— - [2 —_— 1
W, — c+2f (ii’_ff_ pot2 dp
! 2(s+2)° 0 W Rd

Osservando poi che gli spostamenti
$. N 7
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W, W, W

U == — = W=
doe dy hF4

soddisfano alle equazioni indefinite dell’ equilibrio, gquan-
do X,Y,Z =0, poiche A, W, = 0, si vede subito
che si avrd:

51—(P—R9) —— -+

YW,

(14 ny == (p*—R*) 5~ y

=

Le espressioni di %3, &, , & ng &3 saranno analoghe
a queste; in esse al posto di W, avremo due funzioni

W1 ) Wz date da
1 P \ 1
e (L)

o 1o
ROt esw L f( ot dp

Queste tre funzioni W, , W, , W, sono le derivate

rispetto ad @ , y , z rispettivamente di una stessa fun-
zione V; difatii se poniamo

.._ﬁ_ 1 w4y 'z )--1-5—2
g(g_l_g){? — Rs P°+" dp
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a cagione delle (12) si vede subito che

MY WV hAY

"=W4 5 =W,

da dy =W,,

2z

e la V rientra nel tipo di funzioni cui appartengono
W, , Wy, W, e quindi si ha anche A; V= 0.
Poniamo per brevita

1 ax'yy' 23" dp .
—R— T ()=
si vede facilmente che H espressa per p, 8,9 e o,6,9'
& funzione del prodotto po’ e di cos y. Quindi se nell’in-
tegrale della espressione di V facciamo la sostituzione di
variabili

dh
= h dp=—
pe P 0
abbiamo
1 h 1
Ve o et [
gt o ﬁ) Hpot di

epperd anche V & funzione del prodotto pp’ e di cos y;
ne viene che sara simmetrica rispetto a p e p’, e quindi
avremo per essa le due espressioni



Nei secondi membri di queste uguaglianze ’esponen-

te

T3 2 & certamente frazionario poiché o & sempre
T

positiva e >1; quindi nel differenziale da iategrarsi
avremo dei radicali di funzioni, in cui gli esponenti delle
variabili dipendono dal valore numerico di o. Circa que-
sto valore si pud osservare che se indichiamo con E il

modulo di elasticitah e con @' il coefficiente di Poisson ,
si ha

E _ B E __2).—{—;;.
31+e) ¢ 20Fa)(I—2w)— 3
da cui
20 +p 1
g = fl- = 1,‘2“'

Ora il coefficiente ¢ varia per i diversi corpi (*) ed &

| Lo N
sempre compreso fra 0 e 35 Si vede quindi che ¢ pud variare

() V. p.e. Viilner-Lehrbuch der Experimental Physik Bd. I §. 51
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fra 1 e 0O (questi estremi naturalmente esclusi) Pren-

1
dendo per ' il valore 1 dato da Poisson ed altri, o ’al-

1
tro 3 dato da Wertheim si trova

g=2 oppure o = 3

In questi due casi I'integrale della V si riduce ad un

integrale iperellittico.
[ndichiamo con A, , My, N, le forze superficiali che

produrrebbero nella sfera gli spostamenti (14); la dilata-
zione cubica 6, di quest: &

2 b(gu—V) G 90'.

e‘za-}—z d +a—|—2—l§,—5’

e avremo

1 2V
S A=10, R+2R\_ﬁ+

2V (JG dp ybtp)

1., Y >
;\T‘SGQ‘E+~RMOD!/ Ry LRw
1 eV /7 dp z):p)
N =78 R+2Ramz<"ﬁbz—ﬁﬁ

ed altre espressioni analoghe per le forze A, , My, N,
Ay, M, , N,, corrispondenti agli spostamenti &, , v, , &3,

5,7, 8,
Le espressioni finali per le » , v, w risultano com-

L]
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poste di due parti: I’una rappresenta gli spostamenti
prodotti nella sfera dagli spostamenti superficiali dati
quando le forze X , Y , Z sono nulle; la seconda gli

spostamenti prodotti dalle forze X , Y , Z quando la su-
perficie della sfera & fissa.

Cominciamo a considerare la prima parte, che indi-

cheremo con u, , v, , w, . Pel teorema del Prof. Betti
si ha:

f%—ds:f(uA.—{—vM,—l—wN,)ds
s s

ed altre due formule simili per gli integrali Mas )
”
S

N
f7 ds. Da queste uguaghanze se ne deduce una quarta
s

che serve a trovare il valore della ® e quindi mediante
le (12) si hanno le espressioni finali delle %, , v, , wy .

Si pud perd arrivare allo stesso risultato pitt breve-
mente .

. . — R
Nella espressione di A, comparisce il termine -E; e

quindi in quella di w, si avrd quest’altro

1 Y /1

il quale, per la formula di Green, rappresenta una fun-
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zione monodroma, finita e continna colle sue derivate che
nello spazio interno della sfere soddisfa alla equazione

A,=0, e che alla superficie prende i valori di u. Sorge
quindi naturale I’ idea di servirsi delle (D) e di porre

1[ y /1 ‘

's

1 d 1
ﬁ”‘ﬂﬁ”ﬁ(]**")ds

1 d 1
r=—5: e (=),

poi cercare se sono soddisfatte quelle altre condizioni ne-
cessarie perché si possa determinare la funzione W che
risolve completamente il problema.

Derivando la ¢ rapporto al raggio R della sfera,
abbiamo

posto A = VR 22 p2—2R?pp'cosy; e inolire

1
d p—pcosy dp  R(pp?—Ripcosy),
o Ty AS ’

quindi sulla superficie s



da cui
da AL, Uy 1 d dp Y dp d do
Y=gty t = 5 ), (R SRy TR 5
Per p’=0 abbiamo
3% 3 3 3y 2 3z
YR~ R*’ 2Rd»W@  R* IR~ R®
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d 1 do
5 (7—%) =ik

e potremo scrivere

(15) a=—-1-[u°—?ids

ed il valore ¥, di ¥ per p=0 sara

3
Wo=m£(wu+yv+zw)ds

ed ¢ quindi indipendente da 6’ e ¢'; inoltre per p'==0
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sono soddisfatte le condizioni

1 1
5 1l
P‘G—I—z(\lf___\lfu):() P‘c—*_z bp‘<\lf__\{f0)=0’

e percio prendendo
u‘ = (F —RQ) + [ 4
(16) b= (p*—RY) M Ve
= —Rg) Wy

ove «, f3, y hanno i valori (19) e

1 , 1
p —s —1
o 2 . ) 12 \
B 2\7+2)P o f(l[f W) p'e dp',

saranno soddisfatte tutte le coundizioni del problema. Le
(16) rappresentano dunque la deformazione che avviene
nella sfera S per effetto di una deformazione superficiale
data, quando X=0 Y==0 Z=0; ai secondi membri poi
si devono aggiungere, come & noto, quelle funzioni lineari
che servono a fissare la posizione del corpo nello spazio.
Dalle (16) per la dilatazione cubica ®, si deduce

W
O, =¥ 4 2 Pbp
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o aunche, a cagione della equazione a cui soddisfa W,

2 . ]
0, = — T_FE(W_\F) +toie ¥y
Ora facilmente si vede che, essendo per p'=0

1
P‘c+2‘¥=0)

si pud scrivere

e quindi

1 p'
7—_2 \D‘F 1 Al '2_1 N g
W= o1 o (g 0 e e 5 Y

—

e finalmente

2 = (" v o1 1
o2 R o2 '
@1-——:;“_{'__“29 ot L(Pap‘+§‘1’)p°+ dp

Consideriamo ora la seconda parte u,,v,,w, degli spo-
stamenti » , v, w; in questo caso, applicando successiva-
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mente il teorema del Prof. Betti ai gruppi di sposta-

menti & , 0, , & , &, 1, &y 5 &3, M3, &3 accoppiati con
Ug , Vg, Wy, Si oOttiene

f dS=—2 [ands_af@e-m)

JS v
a 2V A%
¥ Doog+ bao’+ bocb’%ds

[Mdb=—8\/Y?dS~3j(p~—R’
(A7) (vs

2V aV
% Dxb_/ 9+Zb 3 gdS

[lids=_afz?ds -3 {(p“z——Rf)
» 3 S

/S
2V DQV ¥V
3Xaxw+ Zrz‘agds

da cui
3L dL Y
— | iz 7 N_'>dS==
J[(Lby+Mby+ A2
bqo bso D(p)
f(X +L +Zaz adS

—6f(p ~R?) §X + »——+Z——2 S
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ove

3?V+ ¥V 12V

YA dydy’ T 3z 38

.
1

e quindi per la (13)

8“*+M®_J*[§X );'YNI+@>+_ ),

+a[(q> gx Pyl 'zgf’%ds
y P

Possiamo ora scrivere le espressioni delle wuq,7,04;
poniamo

Os')fX(,l——go)dS
p

P=y fY(-—-qJ)JS
4

a=s [2(:—gyus
o/

e indichinmo con A, B, C i secondi integrali dei mems=
bri a destra delle uou'mllauze (7). Sosmumdo nelle
(13) otteniamo
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4ﬂyu,=(21+y)5—b;/sgds+0-—A
h] O]

41r‘u.v,=-(2)\+11)5—y—,‘]s\77d8+[)-—13
. d ®

4ﬂpw,=(2A+y)5—~z, S;dS—{-Q—C

Osserviamo ora che sulla superficie s si ha O=0, e
dovendo essere anche u,==0, la funzione

. Y (O
Fm(uﬂ)a——w,js'; dS— A
si annullerd sulla superficie s; inoltre si ha

hNC)
A2F=—4n(2)\+y)5——w, 5

e poiché F nello spazio S & monodroma finita e conti-
nua colle sue derivate, rappresentandola colla formula di
Green, abbiamo

F==(21+H)f%-®o;(;‘-—?)ds-
P

Facendo gli stessi ragionamenti per le espressioni
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analoghe alla I, che compariscono in », , 14 e sostituendo
nelle ultime formule, otteniamo

"=£"fs< X+oi2 ) (F-g)ds

: 55
Vg = — - (Ib
? 4 S(‘f" (7 ?) \

%é(%z-i—o%”)(.%——?)ds

Per fare una applicazione semplicissima di queste
formule consideriamo il caso di una sfera soggetta
all’ azione della gravith, mentre la sua superficie & te-
nuta fissa.

Avremo, prendendo 1’ asse delle o diretto positiva-
mente secondo la direzione della gravitd, X=g,Y=0,
Z==0 e dalla (18)

8 n (A p) O=3 g —f —q:)ciS+8g/(p —RQ)——dS
Ora dalla teoria delle funzioni potenziali si ha

& _Znprb2:Re, f@ds_—;fﬁnw
3" g 3

«
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poiché la prima espressione & la funzione potenziale di
una sfera omogenea di densitd 1 nel punto Interno

p', 0, ¢ ; la seconda il valore della funz.oue potenziale
R* e R
stessa nel punato esterno?— , 8, 9/, moltiplicata perp,—.

Inoltre si ha

pL()
i R2)—dS=—2|2x2dS;
fS(P ) 3% Jé

e inoltre

e Ve 3’? ____EL“’(@)()

Dwax dydy' bz Y2 23Re

Si vede quindi che ® & simmetrica rispetto a p e p;
percid si pud scrivere

¢) B facile verificare le seguenti identita

Bq) Bj)_
+ Rz Dx’ xR R

P

‘1 pll I8

+R by’ —yR R

dp

2 1 -z R

bz ;TR a 7R

d .
da queste, osservando che 2 p Sf +92=—R 3— , si deduce

B? bn 2
S‘x’/ )z/ aR R/

e quindi

% Yo , V% 153‘.(?.)
o T Wy T~ 2R \R
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1
3\

7 Tote — = 3dp

3513 ° °+ f (23R°~’ R> Rs>p°+ P

Invece di considerare 'integrale esteso a tutto S della
funzione & ®, consideriamo 1’ integrale esteso ad una
sfera S; concentrica e di raggio R, < R che poi faremo
tendere ad R. Avremo

L rp
. b —_— R»® 1 —1
-£W®db‘= —G_—_f——é P 6+2 ; 3 DRQ RJb.’L?db t 'G+2 df‘

osservando che

fdelxo
P

1

Ora si ha dalla teoria delle funzioni potenziali per
P> Ry

z dS 4 R’scos 6
. =TT OR T o
sV eteti—2ppeosy 15~ p ’

supposto 1" asse delle « coincidente coll’ asse polare;
quindi

4 Rp
0Pd Sy = —_n_Lo"cos b’
,/; 15 RS
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e finalweute

,1_ R5 _1_ 1
/b“x@ds 2<+2) c—|—2f gdﬂﬁnp co ¢ P.o-{—z dp

Facendo R, = R ed integrando

focq)dS—
S

O-’)lhk

ag
—
G—I— 3
Percid

0=—5 T o
Tt

sostituendo questa espressione nelle (19) e osservando la

(20) si ha

%9 .
= 1012 & P

‘Z)gno
Wy =0

Da queste formule si deduce che per effetto della de-
formazione tutti i punti si abbassano mantenendosi sulla
verticale; quelli che si trovano sopra una sfera concen-
trica a quella della superficie prima della deformazicne,
si trovano ancora sopra una sfera di raggio uguale dopo

$. N. :
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la deformazione, ciod i vari strati sferici concentrici si
abbassano come se fossero rigidi. Uno strato piano oriz-
zontale si deforma in una paraboloide di rotazione.

Le tensioni P, Q, R che si esercitano sopra un ele-
mento di una sfera concentrica alla superficiale sono

20+ a2 cg
P=0950720 ¢ T2p12m)
Q=10955T2m ,

2hAp a2
R=90a5+2m o

Per la componente normale T della tensione super-
ficiale si ha di qai

20—+ 3
T
=990 4"

ciod: la tensione normale & positiva al disotto del piano
orizzont:le che passa pel centro, negativa al disopra e
proporzionale alla distanza da questo piano.

111.

Se invece di considerare lo spazio interno alla sfera
S come occnpato dal corpo, consideriamo lo spazio ester-
no, possiamo dalle formule trovate dedurre facilmente la
soluzione del problema anche per questo caso.
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L funzione @ conserva anche in questo caso la stessa

espressione

R
v VREp2 p2—2R2 p cos y

ove ora p' >R e p > R, e per p==0CO prende il
valore zero. Quindi si pud prendere

= (PR T g
(20) o= (=) !
G—= (PR T
con
_oe 1

) .
poiché per p=00O si ha 077; ==0, e sono soddisfatte quelle

altre condizioni che prima erano soddisfatte per p==0.
Analogamente avremo

=

v

LI 2
. g _G~*~2 f a-1- -

[}
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Nelle formule (16) poi prenderemo

1 dp
74 :1; ub—EdS
S
ﬁ l U‘\_?_ds

poich® ora la mnormale & diretta in senso contrario , e
quindi

1 d ¥ d an 2 )
=5 ( SRaw TR 3y T RIS
e, poiché W==0 per p=CO,

1 0 1 1
=3 e
W—_2(G+2)p “l"ﬁ ‘Pp —+2 dp

Le formule (17) valgono anche in questo caso, purché
si intenda che V abbia il valore (21), e cosi pure le
(18), (19) colla stessa supposizioue.
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IV.

Consideriamo ora il caso in cui alla superficie si co-
noscono le forze L, M, N e supponiamo, per ora,
X =0Y=0Z=0; considereremo gli spostamenti u,v,w
come composti di tre parti dovute ciascuna ad una delle
componenti L, M, N mentre le altre due sono nulle. A
cagione della simmetria, determinata la prima di queste
parti, si avranno le altre con sostituzioni circolari.

Cominciamo a supporre M=0 , N=0 e poniamo

A=——-"— L ds

i valori snperficiali di A saranno quelli dl R L, all’in-

fuori di una funzione lineare delle coordmate X,y ,3
e in tutta la sfera avremo A, A=0.
Consideriamo ora gli spostamenti

b

EA /B 7
u==90———+U V== D‘/ , W xb_z

ove V, e U sono funzioni che soddisfano I'equazione A;=0.
Avremo

;o W W
dw dy 2z
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e inoltre, indicando con F'(p), G'(p) , H'(p) le componenti
della forza che manterrebbe in equilibrio un elemento

superficiale di una sfera di raggio p concentrica alla su-
perficiale, cioé ponendo

P =210 L b e +e(GEt Al )

dx p dw o dur p

si ha
Fo=2 (5 )T+

+u gzpfpg +20 D—U% +u< “;’
G<p)me>(§g+§_')§+

, AU VN 2
H <P>=27-(s;+a:;);+
DDV1 ' aV, a[J 4
tel2eay T s“zﬂ“;%;

Poniamo ora



U YV
93) ot —J>=A
YAV, WV, U
205007 Tow Tas 0

da queste ultime tre, con un procedimento giad usato altre

volte, si deduce

2V, WV, U
2 FQD—PT Pyp + ey, =0

e quindi a cagione della (23)

. 59\71
d o?

)

= — A

(24) Rp

Abbiamo cosi per determinare U, V, le due equa-
zieni (23) (24) le quali, per quanto abbiamo visto al
n. 1. sono tali che possono essere soddisfatte con fun-
zioni che soddisfano anche alle equazione A,:=0. Osser-
vando che per p==0 si ha A=0, e

—1 A

P A=0 =0
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potremo prendere

e quindi

] bode V[P, a
(26) Ue-p /.A_’__{_*fA d p

Queste espressioni di U, V sono della forma delle fan-
zioni W, che abbiamo considerato al n. I.

Le quadrature che compaiono nelle formule prece-
denti si possono eseguire; difatti se si pone

| p
aspfpﬂi’i_’ o= [Fue
0 J0 P

P

si trova
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o = Rf co':/low%R’__pp’cosy—{- A%——
A ] '
—R_;-{-E—{—}—i{f cos y log 2 R#
1 .
= — Elog;R“-——pp cosy+A€“
Py ! 5 Ta
- I{‘T Cos ¥y + T{ logZ R

e quindi

= 8r;x/.<bl{ aR
o R Y B o
”**mfs(ﬁﬁ

Poniamo ora

YW YV,
o 2 -
Y= +xb7c

YW IV,
Y/ = p¥
R el

W dV
"o yo__ 'Y ___}
W P 0z + k4

supponendo A, W==0, 4, V,=—=0; e facciamo in modo che
gli spostamenti ' 4-u" , 40", ¥4’ soddisfino alle
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equazioni indefinite dell’equilibrio per X =Y =Z =0.

Avremo
p_ o AW AV, 2V,
O =cey, T TR
e inoltre
b\V d W ,
A(u—{—u)==-2b 2—-}—8 +Pbpbfr +2M9‘
" DV > baW aV
AV, L\V d aW 32 Vv,

Ay (W Hw") =2

+ 65 FRe e T2 aﬁaz;

dXdz

quindi col precedimento solito si vede, che, affinché siano
soddisfatte le equazioni dell’ equilibrio , basterd che W
soddisfi, oltre che alla equazione A, W=0, coll’altra

4

@n —0

MER AP

Per le forze F"(p) , G"(¢) , H"(p) abbiamo
F" () = P4 Q=
() =P, +0Q’

() =Py +Q
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ove
3? aW
“( % a.p e 220
Y W 3RV, aW
PQZKU‘(QP DP by+pb%‘b S?
)W YW
<2P aoby +Pb.)obz QPSE_
[¢]
. NV, W
Qm2n 0 a2 ey o F2 )

Noi determineremo V, in modo che si abbia

(28) Q+2>(°U+M)_—_=o,

e avremo allora

) 1 e
F'i)+T (=P +-A
(29) G () + G (p) =Py
H' (o) + H' (p) = Py
Dunque per determinare W e V, abbiamo le equazioni
(27) e (2%) che si possono scrivere, sostituendo a ©,0",Q

i loro valori,
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(3V, DU V. Y, DW
Thow T TR b TR
V. v, a\v
(30) LAV AUV, 2V, W
S )(b o D_.To+ . +PDPD ‘P—Pg
4oV bW
b

a S

a cui, sottraendo la seconda dalla primn, si possono so-
stituire yueste altre

~/

d b\’
3( 3 iy 2 )+ °~[—J+2W+4p—vgm

AR d
DV b b DV W
f),“ 9
)V, "W
+2(\x+L )+2W+4o~mo

- W
Da queste, eliminando pa—{)—, si ricava

U AV
30 25W=(o"——~2)a—x-—-—- (7+2) be'J

W, d WV,
+ Bo—2)— 4+ 20 Py

Di qui derivando si ha
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. W > U d WV,
2apy, = ~){q—l;y~(7+ Pyeiw T
5 5 Y . 22V,
+ (57— )pbpbﬁ + - {—D?%b.)o

Sommando membro a membro questa ultima equazione
moltiplicata per 2 colla (30), e sstituendo nella prima
delle (31) si ha finalmente per determinare Vg la equa-
zione

| 2 ave ) v,
(32) Rap? DPQ5T+2(3G~1)PDPMU

ove si & indicato con IT la espressione nota

l

(D5 + ) -2y o — 2 e 1

IpIX bpba;

0V
La (32) rispetto alla funzione incognita b—m—" é della forma

delle equazioni considerate nel n. I; e quindi, poiché II
soddisfa alla equazione A,=0, e per p=0 si ha 1=0,
potra essere soddisfatta con una funzione, il cul secondo
parametro differenziale sia pure zero . Confrontando la
(32) colla (11) del n. I, determineremo 7, t* ponendo

, 35 —1 , 35—1
4+ 17+ 1= T ==

a 20a
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t, © sono allora le radici della equazione
20 —1 35 —1

2 — z

g 25

da cui si ha

T T T

2¢ —1 7
24q —-2_0V202+26_1

.
T ==t ——

ove i =V 1. & ora facile vedere che, poiché II per
p=0 diventa infinitesimo del 1.° ordine, si ha per p==0

t+1 301

=90 — == ()
g I 3 p
' 1011

quindi per i teoremi citati potremo prendere

3V, 1 — [P -1
HxQG(r—r')P LHP de+

1 — [F t'—1
It f) e " dep

Questa espressione comparisce complicata di immaginari,
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ma & assai facile vedere che rappresenta una guantita
reale, poiché r e 7 sono immaginari coniugati.

: : 1 .
Indicheremo per brevitid con %Tt o (1) la espressione

k)

del secondo membro dell’ultima equazione, e avremo

Osservando le formule (12) e le espressioni (D) (26)
di U, V, si ha

bp bU AV, I[A

bx JO

¢ inoltre

) U 1 [fA
Pipve ™ 29£ +

) 3V, 1 Faa
Pbpbacm_g—p 0 dw

e quindi
PaAd
— = (-2, +<+1) b s’ f

_S*:.c((a_.z) A (o+l)u£PA%E);
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e quindi avrenio

d P /lfc}%
e — L 3 ﬁ[("_l) A+ (a+1)£ A
e per le (12) potremo porre

1

Ve=—5. T 1, v—1 g (—2) A + (0+l)fOPAi:’)fi

Sostituendo questa espressione di Vg nelle (11) avremo
anche il valore di W.

Riassumendo possiamo quindi dire che gli sposta-
menti ' 4w’ , v'40” , w 4w’ soddisfano alle equa-
zioni dell” equilibrio quando X =0, Y=0, Z=0 e sono

prodotti nella sfera dalle forze superficiali P, +%A )

P, , P, , (29); resta quindi a determinarsi il sistema
" " " s - .
w , 0" ,w" di spostamenti provocati dalle forze super-
ficiali —Py , —P, , —P,.

Per questo osserviamo che la formula (7) pud scri-
versi

(%
~/
<
(%

1<

| &
ST

by~
(%7

)

(%
s

.. .V
da cui si deduce, mutando V in 35’
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Y 2V )V
il CEA S )

> 2V ) Y
Flpdmy ~ damy |\ (—2v+ Y )

33V he aV
Py ﬂ$(~2V+%p>

S

ok :
e quindi osservando che si ha W——S—%, quando si

ponga

F=( —-—QN}—I —(a42) Vy 4 (¢ —2) V, +209?%
abbiamo
! )F )
Py e (—2F 4205+ V)

P, —

v 2F+29a +V>

2

_ )
P?’E‘*Paxaz(“QF*‘QPgﬂL Vg>

Se ora poniamo

2K . MK MK
u"' = R? 0, = R¥'—r -==«R“2 -
: do dy Y dz

ove A, K==0, avremo, osservando le formule precedenti,

S. N. .



Y 3 (RK)|  2uR%? K
F (P)ZQF:\;( DOC’ )b— P ng("zli—“-f)b——‘)
R 22 K
! R— —_— - 9 —
, R? K
H” (p) = 0wy -*21&-!—95‘;)

e quindi in superficie
3 K

"

Percid «” , v” , w"” soddisferanno alle condizioni volute,

se K soddisfa alla equazione

WK )F

Questa equazione & della solita forma , ed & soddisfatta
da

1
K-::ZT N

t—1,7—1
Difatti la equazione precedente si pud scrivere

K _ o OF
— 4K+ 2o —4F 200 —2F—Y,,

quindi se poniamo
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(33) K—=~F 47,
la f dovra soddisfare alla equazione
(34) —ar+2p = (274 V)
Ora osserviamo che si ha 1’ identita

1 RA
() %Tt—-l ':'—1326?3 s

2(«—--1)9D +(c+1)Ai

che vale qualunque sia la funzione A, purché per p==
si abbia

PtA-‘—:O PtA=
t—{—lb.é___ “4+1)A -0
DP g S‘;“ ’

Inoltre data una funzione della solita forma

1 . )
V = %Tr——l 1 (@), la sua derivata soddisfa alla
equazione
WV
20 pt 7 (p)P >+ 2(o~1>hp<9

30
+(6+1)P5\P—1=P5—é’
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per cui si vede che si pud porre

®) P

W 1 Q2
NG
% 2s " a—1,7—1\" dp

Applicando queste due formole (@) (b) si trova cle
la espressione di I si pud scrivere

1

p
F:::Z—GTTI__l’T_Ig——GA ~'--(G—}--l )ﬁ;
¢

+<8c——1>pf A2
o ¢

Abf—
P

e quindi si ha

1
2F+V,-§ETT_1,%1%-2(6—1)A+

P P
2 (o) [N 4 @y 2%
O P o F
Se ora poniamo

-EL S"" g ! bl o ¢ DPI
r 4°T‘C—'1,t’—lz (+1)£ ASE+G —-1)91) AE’ES

si vede immediatamente che la (34) ¢ soddisfatta; quindi
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sostituendo il valore di F da f si ha

. 1
- P+ [= K szr—l,r'—-l (A)

Per la (35) avremo

quindi gli spostamenti w'4-uw"4u" =u, , v'v"+o"=v,,
w 4w’ 4-0"==1, si possono scrivere

pt / Ve 2V,

22 V
m(R—PQ)gg"mLPD wi—4ry—+U

dx do
K vfo AV, v,
U’m(R"f”am/“l‘ Yoy VY T
K ¥/ v, v,

] 9 B 2 WO
1 =R ¢ 133+P hREES {—zbﬁs +'ﬁbz

ove K, f, Vo, Vy, U hanno i valori trovati.
Si pud anche osservare che per le formule precedenti

' (
V, 4 Vye=e . T — 0/
TR 2511'-»1,:"1% 7A T+

Y 2 )
FEOED | A8l )T A
Jo e
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e quindi si ha
d
Vb V= —25l 4y,

per cui gli spostamenti precedenti si possono anche scri-
vere

b?
e L e )

Rs 7 3/ v,
o= (Ri—p Mby—l‘P bxby+ybw<f Ty aJ Y

2K hlg v
w\':(Rg 2) 300&”+P dxz (f 293f> x—“‘”—‘z :

in cui entrano soltanto le quattro funzioni

K,r,u,V,.

Mediante sostituzioni circolari e mutando A nelle ana-
loghe espressioni

R K R K
4Tr‘u._/‘MD—E/lS ’ __4_7r—y sleRd

si ottengono gli spostamenti analoghi ai precedenti quan-
do si considera soltanto la forza superficiale M, o sol-
tanto la N; sommando si hanno gli spostamenti prodotti
nella sfera dalle forze L , M, N all’ infuori di funzioni

lineari delle coordinate; ma queste si possono eliminare
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aggiungeudo agli spostamenti trovati delle funzioni li-
neari delle coordinate, ¢ determinandone couvenientemente
le costanti .

Volendo ora counsiderare anche il caso in cui le forze
X , Y, Z sono diverse da zero, couviene dsterminare
gli spostamenti ausiliari che servono ad eliminare i va-
lori superficiali delle » , » , w dalle (13), e che, come
¢ noto, bastano a risolvere in generale il probiema del-
I’ equilibrio. Questi spostamenti si possono determinare
con procedimenti analoghi a quelli seguiti fin ora . Per
brevitd mi limiterd a dare le espressioni che risultano
per essi. '

Counsiderando u , v , w come funzioni di &', 3’ , 2/,
gli spostamenti & , n, §, che servono a calcolare u
s0no

AW, 1 )
=R 5+ 5T, o[BI+ U,

s 2 bWi -l e V (V
(34) ny=(R*—p?) Yy + 9y rr»—-—l e [G(B :H-” TR
, W, 1 ‘V aV

o - _1 oM - ____1
=R TR T GO e — e

in cul

R®> 1 )H
T T — —
“‘“T:—1,1_1%4 R Rw)%
L, (¥ Hdp | 1 ¢ de
U, = — = R = - = H-—~
' QPL drp ! Zﬁ P’

, 3 [ . P de
V= —5s e T fo B

2]
h
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inoltre T o ha lo stesso significato rispetto alla varia-
T 1

bile p', che TT o rispetto a p, e si & posto, indicando
k]

con A una funzione qualunque,

Ea NN

J0 ¢

[
2 (3—1)p [ A%
0 e

G(A)=— (s—2)A +

f o

¢

infine

A SUH o2 (R

d ao*+ Rya R
| ¥H |y 3R2H)
=EER 72
B f’aan"i"Rax R

¥H 2z )(RH)
C=r¢ \aby+Rbr R
Le forze superficiali che produrrebbero nella sfera
£ ,n,, & non sono precisamente le

2k
La"’—:‘-—ﬁﬁ

R Y%
M*-”“(Rszﬁna)
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ma ne differiscono per delle funzioni lineari rispeito alle
coordinate @ , y , 2, &', y', 2, poiché sono

-

2 ’ 1
L, - E,——ﬁé(aom’ + vy + 23"),

2 r— -’X’Z

Ny 4w TRY

quindi applicando il teorema del Prof. Betti agli sposta-
menti & n, 4, , v’ v w si ha

(35) [(Lm—*—M,v—{-W,w)ds:——-d {.(X o+ Yo, +78)ds 4
oS JS

\/(sz + Mu, - N¢,) ds + f‘f%eds +
S S

, , . , , , ds
;zf{Q(m Fyy ) u — (yr—ay)o—(y - y'2) wi g
hy

e analoghe uguaglianze per gli altri due integrali .
Ora se noi poniamo

)" D ) / a 0\
f(b—?i+b“)ds~z f(f”_)—“m)ds-_—,a
(P z Yy Jo \d Z y /

dw | du bw
f(m+r>d8=wz f " )dS_..b
¢

\
f( ) [Gﬁ—._*>d§—-c
-p 'go ,?/

U

,,|§
”fe



— 158 —

ds n+c
Jges== [k
j WS = [ z—b

e la funzione lineare delle &',y , 2’ che si ha nel se-
condo membro della uguaglianza (35) si pud scrivere,

ai ha

all’ infuori di un fattore -= B

A4c)o —i@Em+ an) +a+i@Eb—yo),

quando si ponga

rx—fu R¥ds cp==— [frumsﬁf
B f’uR' ds cen——fyvh_. ...U[S
wa’ds 03__—-fzw—~==-f»- dsS

a4+ citcy=A

Analogamente nelle altre due uguaglianze della forma
della (35) si avranno le due fanzioni lineari
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(Atc))y —L(aon+421)+ L+ 3 (2 — za)
(Ates) s =i (yl+am)+y+ 2 (ya—a'd)

Ora in queste funzioni la parte che dipende dalle costanti
«,B,y7,a,b,c e dela forma delle funzioni lineari
arbitrarie, che si debbono sempre intendere aggiunte agli
integrali, e che vengono determinate dalla posizione del
corpo nello spazio; le altre costanti ¢,, ¢4, ¢;,1,m, n
si possono determinare estendendo al caso, in cui le forze
X, Y, Z sono diverse da zero, alcune formule date dal
Prof. Betti per calcolarle, quando X=Y=Z7Z=0 (*).

Queste formule, che si possono stabilire per un corpo
qualunque soggetto a forze qualunque interne e superfi-
ciali, nel caso della isotropia sono le seguenti:

l = QL; {(Mx-{—Ny) ds—{-c}f(Yz—{—Zy)dS{ ; ec.
JS S

m%f @)1 Lo — My —1Nz]ds 4
+8f[(2).+y)Xx——le—7sz}dSk ; ec
S :

da cui si deduce

(") Teoria della Elasticits, S. 6
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1
— @18::“;—:‘"‘“3 L a4-My -N3) o/

&fS(Xw-i—Yy—}-Zz)dsg(*).

Dietro queste considerazioni le (35) e le altre due
analoghe bastano a rsolvere completamente il problema
dell’ equilibrio.

Quando si abbia L= 0, M==0 , N==0, si avra dunque

4ryum(2)+u)~»—f()——+ aIX—u—

f CCEAY i+ 2.8) dS - wlAe) o — b (et

-

Applichiamo ora queste formule al caso di una sfera che
ruota con velocitd uniforme $ aitorno ad un proprio dia-
metro. Prendendo questo per asse delle z, abbiamo

Xe=3?w  Y=8ty 7=

(") Queste formule risolvono in generale un problema che in casi
particolari per la sfera e I'ellisscide fu studiato dal Prof. Betti (1. ¢. 8. 7)
e dal Prof. Arzela ( Deformazione di un’ellissoide ec. Giornale di Mat.
v. XI1 ).
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Le quadrature, che compariscono nelle formule sta-
bilite, in questo caso si eseguiscono facilmente avendo
rignardo ad alcune formule della teoria delle funzioni
potenziali .

Se si indicano con V; e V, i valori interni ed esterni

ad una sfera S della funzione potenziale f%‘dS, si ha
JS

V, = — wp’x-%%rrR*x

Quindi abbiamo subito

i{dS:——énS’p'Qx—{— n 3Y R &
S

Y 2
e — — 2 ll o2
f as 5TES y+ n Sty

r

Osservando i valori di & ,», si vede che nell'espressione

di f( £, X 49, Y)d S avremo 1’ integrale
S

f(R*—p )(DW’ +§~\g—1>ds
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la quale pud essere calcolata con un metodo analogo a
q P 8
quello usato alla fine del n. II, osservando le espressioni

della funzione potenzialef ;dS, per la quale si ha
¢

2e{ .. ,. . TR® | , 1,7
Vi=—*7‘%P"23+T5*(P’_32'2)—‘m9“—gw

V, = 4 m R 32'9 ] 4= RS

eSa P e I T

come si pud verificare coi soliti metodi; e osservando
inoltre che

94
) =15,

—1,7—

Si trova cosi per I integrale considerato, e per gli
altri due analoghi che compaiono in v e w.

f (R,__Pg) m bW ) S gél;a 52—
1_ony( AW ﬂa) 32 MO ey
ﬁ(R "’)<m”+am B=—g5 5o © "~

. YW,
j;(R —p )(5“;;

gli altri termini che si hanno in & , 7, ... non ag-

W5> 32 no N
A== g5 15,5 O — )@
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giungono nuove espressioni agli integrali
f( X 4+ n Y)dS, ec. Sostituendo questi valori

nelle (35), derivando rapporto ad ', ", s’ e somman-
do si trova

drn(o+1)p® =ap® 424y

dove si ha
8n (3 0—1)
@ =—"TJg,—5 °%
4n(o41) N
b=—"Tg.—5 °7
4 4 A p
Y 2 3 ot il
7 37rR ¢S+ R’

Servendosi delle formule precedenti si trova quindi

2 5'2 Rg , ,
(36) 4n(a+1>pﬁ®9§§=wzﬁn§%€+T5<pﬂ—n3zﬂ> +

T b o ,
5(7—5)¢ —gr Ry e+
in cui C & una costante .

Le ¢,,¢;, ¢3, A sicaleolano facilmente colle formule
stabilite, e si trova



20 a1 . iz a1 o
Cr=Ce ]55.“30—1:[{ GB= T 5 a3s—1" R
8n TR
A= 15 p 35—1

Se si formano le derivate rapporto ad &',y , 2
della (16) e quindi si sostiuiscono tutti questi valori nelle
(89) si trova che gli integrali cercati sono

u=aptx + b? 4 1o
(37) v=uap?y +bz*y + 1y
w==(a-+h) p? 4+ bz*m2z

in cui le costanti @, b, A, !, m hanno i valori se-
guenti

: 5a2 4 160—DH ¢ 3* h T 35t
T TG+ 90=b) 2x  (19—D)R
], Ho—1 08¢
""19s—b 2

Do4-1 R c—1 032 R2
l=—g, 10 Rt s s
Hat1 To=1 ¢ 5 R?

me=—=—g o R +1g 57

Non & ora difficile verificare che gli spostamenti (37),
in cui le costanti hanno questi valori, soddisfano effetti-
vamente a tutte le condizioni del problema.
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Y.

Supponiamo ora di avere un corpo limitato da due
superficie sferiche s e s’ che non si tagliano, né si toc-
cano ; indichiamo con u, , v, , w, gli spostamenti che
risolverebbero il preblema dell’ equilibrio quando il
corpo fosse limitato soltanto da s. Questi sopra s’ non
soddisferanno in generale alle condizioni volute ; indi-
chiamo allora con w,”, »’, w, gli spostamenti che so-
pra s prendono valori contrari (o sono prodotti da forze
contrarie ) a quelli di w,, v,, w, e soddisfano alle
equazioni indefinite dell’ equilibrio nel corpo limitato
unicamente da s’, e aggiungiamoli ai precedenti. Lo
stesso faremo partendo dagli spostamenti #'y, v’y , w',
che soddisfano alle condizioni superficiali sopra s’ e alle
equazioni indefinite nello spazio limitato unicamente da s'.
Otterremo cosi delle serie

a0

(unto'n) v== %‘ (vn+-0'p) U)=_§g (wa+10'y)

\
U=

o8

che, quando siano convergenti, soddisfano a tutte le con-
dizioni del problema.

Supponiamo che s e s’ siano concentriche e che si
conoscano i valori superficiali degli spostamenti. Premetto
alcune proprietd utili per questo caso.

Si abbia una funzione di quelle che abbiamo con-
siderato

S. N. 10
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. [ _
W=—p Tﬁﬂ(p)f Lag

in cui al solito @ & funzione di p, 8, 9 che soddisfa
I’ equazione A, =0, e supponiam Q=0 per p==0. Fac-
ciamo la seguente trasformazione

R? R?
() = - dP-—EadP.-

Avremo
(x\
R? —7—1
.Wi(Pl)zpirf Q(PT)M d p
P N

Per valori di p legati dalla («) W ¢ W,, hanno lo stesso
valore, quindi si ha

WR) = W®R),

ciod W e W, sulla sfera R hanno gli stessi valori. Ora
la funzione

M () = oo f a( =)t e

L=

per la stessa ragione prenderd sulla sfera A gli stessi
valori di W; inoltre, scrivendo p al posto di py, si ha
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» 2
M <p>-=-.o"1f S o(T)r e
P

Di qui si vede che nello spazio compreso fra le sfere
p=R, e p=00 la M(p) soddisfa alla equazione A,M==0,
poiché, per una nota proprietd della trasformazione per
raggi vettori reciproci, in questo spazio

2

e inoltre per p=00 sono soddisfatte, rispetto alla fun-

zione M, le stesse condizioni che si avevano per p==0 ri-

spetto alla W, e quindi la M & della forma delle fun-

zioni W pil volte considerate. Abbiamo cost il teorema:
« Data una funzione

2
W==p_°ﬁ Q) dop

« la quale nello spazio interno alla sfera di raggio R @
« monodroma finita e continua colle sue derivate prime
« e soddisfa alla equazione Ay W=0, la fuvzione che
« nello spazio esterno alla sfera gode delle stesse pro-
« prietd, si annulla all’infinito, e sulla sfera prende gli
« stessi valori di W &
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oo
2
M) = Pt—lf 59<5>P_’d9
: o P P

Supponendo ora di prendere I’ origine nel centro co-
mune alle due sfere poniamo

1 1

Ve —2ppcosy

$ ()=

supponendo R' <<p'<CTR , se R e R’ sono i raggi
delle due sfere. Se ¢ & la funzione che nello spazio com-
preso fra le due sfere & movnodroma finita e continua
colle sue derivate, soddisfa all’ equazione A, ¢ , e sulla
superficie prende i valori di #, possiamo porre

?=%:\'Ps ) +%§°,s ®)
con
R —s /R2 —2s 1 2(s+1
Pes = 7 ‘1”(‘}7” ) pun(®)=—n" T 4 0T
, R s (R? 2sy , —(s+1) —2(s+1)
{Pﬁsz?n ¢ —P_n ) Pasey (P) = —m ¥(pn ’

!

ove 1 == E facile vedere le relazioni che le g, , ¢'s

hanno colle distanze inverse del punto (p, 6, ¢) dalle
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due serie di punti immagini di (p', 6',9’) rispetto alle
due sfere .
Prendiamo ora

. YW,
(B) (ug, 5, ws)=(R*—p )W

+ [ (p) Bs ()5 75 (p) ]

con una notazione, il cui significato & chiaro; e suppo-
niamo che as, fs, ys dentro lo spazio limitato dalla
sfera R e nel punto p==0 soddisfino alle condizioni ne-
cessarie perché si possa determinare W, in modo da
soddisfare alle equazioni dell’equilibrio per Xe=Y =Z=0.
Analogamente prendiamo

s W,
(ﬁ’) (u,srvs;ws):(R'——Pg)b—(—a‘o{:—y_*:;j

+ a5 p)s By (1) 7's (P)]

supponendo ora che nello spazio esterno alla sfera R’
e nel punto p=0Q0O , si abbiavo le stesse condizioni per
“'s ’ B's ’ 7’5 .

Inoltre poniamo

IW

(ug » By 5 Wo) ;—_,(RL..PQ)W_}- [Hy,0,0]
YW’

(u'o ) ’0’0 ) “"0)=‘(R’\2""P2) N : + {Hlo ’ 0 p) 0]

Ay Y R)
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ove Hy e H'; hanno rispetto a 9, e p’, lo stesso signi-
ficato che precedentemente aveva H rispetto a 2; e

¥

quindi
-1 1

W, . T -2 Py HO 642 )

Yootk ) Mgt e
L 1

W°, —a -2 /‘y‘) 2 H, -2 do

, =3 e P i
ywyy,2) 2 (5+2) Jp Aw,y.z2 )

Poscia determineremo le rimanenti wug , vs , w,,
u's, v's, ws in modo che soddisfino alle seguenti con-
dizioni alla superficie

[us (R) 5 v+ (R) ws(R)] + [w's(R) , v (R) , w(R)] =0
[We(R) « 0’ (R) , wer,(R) ]+ [wg(R) + 04(R)) , wy(R)] =0

Sostituendo in queste equazioni alle u;, ¢, , ... i loro
valori (8) (f) si ottiene

. W'
[ “sﬂ(R) ’ ﬁsﬂ(R) y 7s+(R) ] + (R™® — RQ)g(w,y’z) +
[R), £R), 7y R)] =0
@ YW,
[aa®) s B(R) 70 R) + (R—R*) 5ot +

{afR), B(R) , 7(R) ] =0
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in cui al posto delle derivate di W , W’ si devono in-
tendere posti i valori superficiali ( per p=R , p==R’ ri-
spettivamente ) delle espressioni

1 1

. | —
YW, s o-+2 Poag, o2
Wwyy,a) 22 F b 1@y’

dp

dag | s . Vs
“'E‘EEJFY;G‘*‘M
b
W, —o * g, o J
ae,y,2)  2(s+2) p b(xm,y,z)(’ P
Q, ' “¢+\Bs+a78

Ora per quanto abbiamo visto, onde soddisfare alle
condizioni (7) ed alle altre che si hanno per le «,,...
basterd prendere

[2504(p) 5 Bsri(P) » /w(P)]“"’“[?“ (?) wﬁ Rz\ —y (——)]

a(gz;!:};)a) c+2£[ <R9> qu R2 P’“<P )]P o+2 dp

[2s1(p) 5 Bswa(P) » }'s+.(P)‘="‘["“'< )R’ <ng> p' (Rlaﬂ

1

B ) BB
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ove abbiamo posto

Q,
=L ©,9, 6, 1 )
Q' ' '
= 0746, K )

supponendo le funzioni dei primi membri trasformate in
coordinate polari.

Le formule precedenti determinano le o, B, ... 7'
e quindi gli spostamenti ausiliari, che risolvono il pro-
blema nel caso considerato.



