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SOPRA L’EQUILIBRIO

DI

UN CORPO ELASTICO ISOTROPO
LIMITATO

DA UNA O DUE SUPERFICIE SFERICHE

MEMORIA 

DEL

DOTT. CARLO SOMIGLIANA





Nella presente memoria ho dato una soluzione del

problema dell’ equilibrio di una sfera elastica isotropa
senza ricorrere a sviluppi in serie, supponendo conosciute
le forze, che agiscono in tutte le parti del corpo e alla

superficie noti: 1.° gli spostarnenti 2.0 le forze esterne.

In seguito ho fatto una seniplice applicazione del

metodo delle immagini pel caso di un corpo limitato da

due superficie sferiche concentriche.
Mi sono giovato in gran parte del metodo di integra-

zione di cui si parla nel mio lavoro : Sopra 1’ equilibrio
di un corpo elastico isotropo (lvuovo Ci’n¿ento 1885,
Fasc. Marzo-Aprile e seguenti ) .

r) Il presente lavoro era già terminato quando il sig. Prof. Cer-
ruti comunicb alIa R. Accademia dei Lincei ( Giug no 186 ) il suo

interessante lavoro: Sulla deforinazione di una sfera omogenea isotropa.
Tuttavia alcuni dei risultati, a cui sono arrivato, forse non saranno

affatto inutili per lo studio del problema proposto.
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I

Dalla teoria dei parametri ditferenziali si ha la se-

guente formula :

in cui U, V sono funzioni qualsiasi, e £j indica il priulo
parametro differeiiziale, A, il secondo. Quando si fa uso

di coordinate polari p , 8 , T 6 noto che si ha

Poniamo ora nella (1) U ~W, ammettendo
inoltre che si abbia 3~ W =0; avremo poichè A. p--6,

Si ha idoltre, avendo riguardo alla equazione 

ossia
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D’ altra parte essendo si ha

quindi, a cagione della formula precedente,

eJ osservando la (2) si ha anche

E flcile vedere che la funzione

ove c , c’ sono costanti 6 1’ unica la quate soddisfi alla
equazione

quando ð2 W - 0 .
Indichiamo ora con u, v, w le tre funziuni che rap-

presentano Ie cottipoiienti secondo un sistema di coordi-

nate cartesiane ( coll’ origine nel polo delle coordinate

p , 0 , T ) dello spostamento di un punto ( ~ , y , z ) di

un corpo elastico isotropo ; e poniamo
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ove W, « , j~ , y sono funzioni che, oltre alle solite con-

dizioni di monodromia e condnuita) nello spazio S socl-

disfano alla eqaazioue e sono sempre finite. Se

chiamiamo 0 la dilatazione cubica

biamo

A cagione delle (3) (4) poi si vede subito che

e sono cosi soddisfatte quelle eqnazioni che sono caratte-
. 

ristiche per le funzioni, che debbono rappresentare la
dilatazione cubica e gli spostamenti delle particelle di un
corpo elastico isotropo, quando le forze interne sono

nulle .

Vediamo ora coine, supposte note 7 , £ pos-
sibile determinare la W in modo che vengano soddisfatte
le equazioni indefinite dell’equilibrio, le quali, supponendo
nulle le forze che agiscono nell’ interno X , Y , Z, sono
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ove per brevità si 6 posto essendo 7. , p. le

due note costanti del potenziale delle forze elastiche.
Ponendo nelle equazioni precedenti per U. ) v , I w le

espressioni date dalle (5) si ha

0ra £ facile vedere che qualunque sia la funzione W
si ha la formula

ed altre due analoghe che si deducono da questa mu-
tando x iu y ed in z. Sostitueudo i vaiori che cosi si

ottengono per nelle equazioni

(6), moltiplicando queste per rispetuvamente e

sommando, si ottiene
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Da questa equazione integrando si ha

ove c 6 costante rispetto a p. Supponiamo che esista an

valore po di p tale che, per assuma un v alore

12, indipendente da 0 e cp e prendiamo c=g i2o * La

equazione precedente potra scriversi

da cui integrando

. 

L’espressione del secondo membro soddisfa alla eqnazio-
ne difatti se poniamo

abbiamo
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einoltre

Ora si ha

e poiche abbiamo

" 

integrando due volte per animesso che per

pl-po si abbia

otteniamo

e quindi
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sostituendo queste espressioni nella (c~) si ottiene

AI(p ~F)=====0, e quindi A,W-0.
Dalla equaz10ne (~), se deriviamo rispetto ad 

avendo ri-tiat,do alla (7), riotteniamo Ie equazioni (6);
epper ô le espressioni (5), in cui W ha il valore trova-

to (9), soddisfano eS-ttivamente alle equazioni indefinite

dell’ equilibrio, quando le forze che aniscono nell’interno

sono nulle.

Faremo ora sulle funzioni della forma della W qual-
che considerazione che ci giovera in seguito. Intanto

possiamo enunciare il seguente teorema :
«Se L2 6 una funzione delle variabili p , la

« quale in un cPrto intervallo, in cui 6 compreso 1’altro

c da po a p, 6 atta alla integrazione rispetto a p, sod-

t disfa alla equazione e kper prende un
« valore indipendente da 0 e p, e inoltre T 6 una co-

c stante tale che per 

~ la funzione

~c soddisfa nell’ intervallo considerato alla equazione
K e all’ altra
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~ inoltre per p=po

E chiaro ora che una nuova costante per la

quale si abbiano , quando p==,o. , relazioni analoghe a

quelle che si avevano per T, cioe

si potra, a cagione della (11), procedere rispetto a W
come si 6 Mto colla ; e otterremo ( poich6 per 
XV-0 ) una nuova funzione W’ data dalla formula

o anche mediante una integrazione per parti

la quale soddisfa alla equazione 1,2 W====0 ed all’ alt-ra

equazione di secondo ordine lineare rispetto a p
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Il procedimento come si vede pno essere continuato e
si ottiene cosl il segnente teorema :

« Se t2 6 una funz’one di p , 9 , la qiiale in un

« certo inter-vallo, in cui 6 coinpreso 1’ alira da p~ a o )
« 6 atta alla integrazione rispetto a p, so(ldisfa alla eq»a-
« zione A2 t’ --o e per prende un valore Q1 indi-

« pendente da 0 e p; inoltre 7, , T2 1 ... r sono n co-

« stanti tali che per p -I- po si abbia

« la funzione

« soddisfa nello spazio considerato alla equazione 
e ad un’altra equazione differetiziale lineare di ordine

« ~ rispetto a p, che pu6 scriversi

~ in cui le Ao , 3 Ai , ... An sono funzioni si m metriche

~c delle costanti r, , , r3 ) - ... - La funzione ~n inoltre,
~c puo considerarsi come la somma di n funzioni della

c~ foriiia di BV l’ poiche ponendo
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« mediante integrazioni successive per parti si ha (*)

,

Dimostrer6 ora alcune formule che sono assai utili

per formare le derivate rispetto ad x, z, y clelle finzio-

ni W. Dalle (10), derivando rapporto ad cc, abbiamo

e per la (7)

e) Questa formu1a si verifica facilmente per n-2 , n=~ ; poi si
vede che se 6 vera per n 6 vera anche per ~4-i , avendo riguardo
alla identita



114

e integrando fra po e p rispetto a p dopo aver moltipli-
T

cato per p

Ora poichè per si ha qualunque

siano i v alori di 8 e 1&#x3E;, si vede che si dovrà avere an-

che per 

Abbiamo cosi le formule

cio6: per derivare rapporto y, z ulna funzione W
basta derivare la funzione sotto il segno d’ integrazione
e mutare z in ’t’+ 1 .
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.

Per le componenti u , v , w dello spostamento di una

particella (x’ y’ z’) di un corpo elastico isotropo S, limi-

tato da una superficie s, ho dimostrato (*) delle formule,
le quali, nel caso particolare che il corpo sia una sfera

col centro nella origine delle coordinate, si riducono alle

seguenti :

in cui a indica la densita ,

~.°--1~( ~"’ ~ )~ + (y_y’)2 + (~2013~’)~ (~ la dilatazione
cubica nel punto ( .x , y , z ~ , X , Y , Z le forze che

agiscono nell’ interno, L , M , N le superficiali .
Dalle formole precedenti poi si deduce

() Nuovo Cimento Fascic. Marzo-Aprile 1885.
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formula dovuta al prof. Betti.

Cominciamo a considerare il caso, in cui si conoscono

i valori supeifieiali di u , v , w e le forze X, Y , Z .
Secondo il metodo di integrazione che ci siamo proposti
di seguire, bastera determinare gli spostamenti che avven-

gono nella sfera quando X Y = Z = 0, ed alla su-

perfici e

A cagione poi della simmetria del corpo rispetto ai

tre assi basterà determinare il primo di questi tre sistemi

di spostamenti (che indicheremo rispettivamente con

I, &#x3E;’11 172 ~i 1 ~3 rs ~3 , poich~ ) gli altri si potranno
dedurre da questo con sostituzioni circolari.

Le formule (5) del n. I. danno subito il modo di

determinare ’1; difatti 6 noto cbe la funzione
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6 Inonodroma, finita e continua colle sue derivate nello

spazio S, soddisfa alla equazione A~-0, ed alla superfl-

Cie prende i valori di ! quindi nelle (5) potremo porrer ,

Possiamo inoltre prendere e allora si ha

quindi Ie coadizioni

per p-0 sono soddisfatte, essendo u un numero sempre
positivn .

Perci6 avremo

Osservando poi che gli spostamenti
S.N.
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soddisfano alle equazioni indefinite dell’ equilibrio, quan-
do X , Y , p Z = 0 , poichè A, Wi = 0 , si vede subito

che si avrà:

Le espressioni ~~ ’2 , ~3)’)3 ’3 saranno analoghe
a queste; in esse al posto di Wt f avremo due funzioni

~V"~’~ date da

Queste tre funzioni Wa sono le derivate

rispetto ad x, y, z rispettivamente di una stessa fun-

zione V; difatti se poniamo
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a cagione delle (12) si vede subito che

e la V rientra nel tipo di funzioni cui appartengono
3 W2 W3 e quindi si ha anche A. V -- 0 .
Poniamo per brevity

si vede facilmente che H espressa per P, ’ ,P e p’, 6’, p’
4 fanzione del prodotto pp’ e di cos 1’. Quin4i se nell’in-

tegrale della espressione di V facciamo la sostituzione di
variabili

abbiamo

epper6 anche V ~ funzione del prodotto p p’ e di cos 1;

ne viene che sara simmetnca rispetto a p e p’, e quindi
avremo per essa le due espressioni
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Nei secondi membri di queste ugua-liaiize 1’esponen-
1l 

, , ,

te a -- 2 2 
e certaolent e frazionario poich6 a e sempre

positiva e &#x3E; 1 ; quindi net differenziale da integral
avremo dei radicali di funzioni, in cui gli esponenti delle
variabili dipendono dal valore numerico di 7. Circa que-
sto valore si puo osservare che se indichiamo con E il

modulo di elasticita e con [A’ il coeffloiente di Poisson y
si ha

da cu i

Ora il coefllciente I varia per i diversi corpi (*) ed 6
1

sempre compreso fra 0 e ‘ ; si vede quindi che a puo variare

(") V. p. e. V31ner-Lehrbuch der Experimental Physik Bd. I. §. 51.
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fra 1 e co (qnesti estren1i naturalmente esclusi) Pren-
I

dendo per / il valore 4 dato da Poisson ed altri, 0 l’al-

I
tro date da Wertheim si trova

oppure

In questi due casi I’i nteb rale della V si ridure ad un

integra;le iperelliitico.
In,iiehiat,iio con A, , M N le fbrze superficiali che

produrrebbero nella sfera gli spostacnenti (14); la dilata-

zione cubica 0j I di questi 6

e avremo

ed altre espressioni ana10ghe per le forze At , M, , N, ,
corrispondenti agli ’I.’

? . ~3 ~ ~3 ~
Le espressioni 6na!i i per risultano corn-
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poste di due parti : 1’ una rappresenta gl ¡ spostamenti
prodotti nella sfera dagli spostamenti superficiali dati

quando le forze X , Y , Z sono nulle ; la secon(la gli
spostamenti prodotti dalle forze X , Y , Z quando la su-
perficie della sfera 6 fissa.

Cominciamo a considerare la prima parte, che indi-

cheremo Pel teorema del Prof. Betti

si ha :

ed altre due formule simili i per gli integral!

Da queste uguaglianze se ne deduce una quarta

che serve a trovare il valore della 9 e quindi mediante
le (12) si hanno le espressioni finali delle u, , v,, 
Si puõ pero arrivare allo stesso risultato piu breve-

mente.

N 11 
. 

d . A ..1 
. oNella espressione di . comparisce il termme 2013 ; e

Zp
quindi in quella di U1 si avrà quest’altro

il quale, per la formula di Green, rappresenta una fun-
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zione monoaroina, finita e continna colle sue derivate che

nello spazio interno della sfere soddisfa alla equazione
A2==O , e che alla superficie prende i valori di u. Sorge
quindi naturale 1’ idea di servirsi delle (5) e di porre

poi cercare se sono soddisfatte quelle altre condizioni ne-

cessarie perch6 si possa determinare la funzione W che

risolve conipletaineiite il problema.
Derivando la p rapporto al raggio R della sfera,

abbiamo

posto

quindi sulla superficie s
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e potreiiio scrivere

da cui

Per P’ 0 abbiamo

ed il valore To di ~’ per p ~ 0 sarà

ed 6 quindi iudipendente da 0’ e p’; iiioltre per 
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sono soddisfatte le coiidiziotii

e percio prendetido

y hanno i valori (15) e

saranno soddisfatte tutte le condizioni del problema. he
(16) rappresentano dunque la deform~~zione che avviene

nella sfe) a S per eifett,o di una deformazione stipoi,ficiale
data, quando X=0 Y-0 ~--0 ; ai secondi rnembri poi
si devono aggiungere, caIne è noto, quelle fnnzioni lineari
che servono a fissare la posizione del corpo nello spazio.

Dalle (16) per la dilatazione cubica Sf si deduce
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o anche, a cagione della equazione a cui soddisfa W,

Ora facilmente si vede che, essendo per p’-0

si pu6 scrivere

equindi

e finalmente

Consideriamo ora la seconda parte degli spo-
stamen"Li u v , w ; in questo caso, applicando suecessiva-
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mente il teorema del Prof. Betti ai gruppi di sposta-
enti j , "1 , ; , Yii , 1, , 1 3 1 yi., , 3 3 accoppiati con

I siottiene

da cui
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ove

e quindi per la (13)’

Possiamo ora scrivere le espressioni delle 

poniamo

e indichinmo con .t. , B , C i se;ondi integrali dei mem-
bri a destra delle uguaglianze (17). Sostituendo nelle

(13) otteniamo 
°
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Osserviamo ora che sulla superficie s si ha 0-0, e
dovendo essere anche ~~====0 , la funzione

si annullerà sulla superBcie s; inoltre si ha

e poicM F nello spazio S 6 monoctroma finita e conti-

nua colle sue derivate, rappresentandola colla formula di
Green, abbiamo

Facendo gli stessi ragionamenti per 1P espressioni
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analoghe alla F, che compariscono in l’i , e sostituendo

nelle altiine formule, otteniamo

Per fare una applicazione semplicissima di qneste
formule consideriamo il caso di una sfera sogrgetta
all’azione della geavltà, meiitre la sua superficie 6 te-

nuta fissa .

Avremo, preii(lendo I’ asse delle x diretto positiva-
mente secondo la direzione delta gravity X== , Y===0 
Z#*0 e dalla (18)

Ora dalla teoria delle funzioni potenziali si ha
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poichè la prima espressione è ]a funzione potenziale di

una sfera omogenea di density 1 nel punto interno,

p’ , F’ , p’; la seconda il valore della funz.one potenziale

1 1 . I. 
R

stessa nel punto IDO up wata per p .
P 

’ 

P
Inote si ha

e inoltre

Si vede quindi 6 simmetnca rispetto a P e p’;
percio si pu6 scrivere

(’) t facile verificare le seguenti identity

da queste, osservando che si deduce

e quindi
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Invece di considerare 1’intebrale esteso a tutto S della
consideriamo 1’ integrale esteso ad una

sfera S, concentrica e di raggio R che poi faremo
tendere ad Avremo

osservando che

Ora si ha (lalla teoria delle ftinzioili potenziali per
p’ &#x3E; R, 

’

supposto l’ asse delle x coincidente coll’ asse polare;
quindi
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e iinalmeute

Facendo R1 == R ed integrando

Pe"rciô

sostituendo questa espressione nelle (19) e osservando la
(20) si ha

Da queste formule si deduce che per effetto della de-

formazione tutti i punti si abbassano mantenendosi sulla

verticale ; quelli che si trovano sopra una sfera concen-

trica a quelta della super6cie prima della defoflnazione,
si trovano ancora sopra una sfera di raggio uguale dopo
s. N. ,
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la deformazione, cioe i vari strati sferici concentrici si

abbassano come se fossero rigidi. Uno strato piano oriz-
zontale si deforma in una paraboloide di rotazione.

Le tensioni P , Q , y R che si esercitano sopra un ele-

mento di una sfera concentrica alla supeificiale sono

Per la componente normale T~ della tensione super-
ficiale si ha di qui

cioa: la tensione normale 6 positiva al disotto del piano
orizzont’de che passa pel centro, negativa al disopra e
proporzionale alla distanza da questo piano.

Ill.

Se invece dai considerare lo spazio interno alla sfera

S come occnpato dal corpo, consideriamo lo spazio ester-
no, possiamo dalle formute trovate dedurre facilmente la
soluzione del problenia anche per questo caso.
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L’l fnnzione p conseiva anche in questo caso la stessa

espressione

ove ora R e p &#x3E; R , e per prende il

valore zero. Quindi si puo prendere

con

poiche per si ha )p ==-O, e sono soddisfatte quellex

altre condizioni che prima erano soddisfatte per 

Analogamente avremo
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Nelle formule (1G) poi prenderemo

poichè ora la norinale 6 diretta in senso contrario  e

quindi

e, poich6

Le formule (17) valgono anche In questo caso, purchè
si intenda che V abbia il valore (21), e cosi pure le

(18) , colla supposizione.
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IV.

Consideriamo ora i] caso in cui alla superficie si co-

noscono Ie forze L ~ m I N e supponiamo, per ora,

X==OY===OZ~=0; considpreremo gli spostatnenti u,v,w
come composti di tre parti dovute ciascuna ad una delle

component! L, N mentre Ie altre due sono nulle. A

cagione della simmetria, determinata la prima di queste
parti, si avranno le altre con sostituzioni circolari.

Cominciamo a supporre M7=0 ~ N=0 e poniamo

i valori superficiali di A sarauno quelli di - R L, all’in-
p-

fuori di una funzione lineare delle coordinate x, y , z ;
e in tutta la sfara avremo A A==0 .

Consideriamo ora gli spostamenti

Ove Vi e U sono funzioni che soddisfano l’equazione 
Avremo
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e inoltre, indicando con F’(p) , G’(p) , H’(p) le componenti
della forza che manterrebbe in equilibrio un elemento

superficiale di una sfera di raggio p concentrica alla su-

perficiale, cio6 ponendo

si ha

Poniamo ora
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da queste ultime tre, con un procedimento già usato altre

volte, si deduce .

e qtiindi a cagione della (23)

Abbiamo cosi per determinare U , V, le due equa-

zieni (23) (24) le qaali , per quanto abbiamo visto at

n. I. sono tali che possono essere soddisfatte con fun-

zioni che soddisfano anche alle equazione Â2==O. Osser-
vando che per p=0 si ha A~==0~ e
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potremo prendere

da cui

e quindi

Queste espressioni di U , V sono della forma delle fun-

zioni W. che abbiamo considerato al n. I.

Le quadrature che conipaiono nelle forn1ule prece-
denti si possono eseguire; difatti se si pone

si trova
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equindi I

Poniamo ora

supponendo A2 W =0 , ,;r 2::::::=:JO; e facciamo in modo che

gli spostamenti .,,odd;,sfiiio alle
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equazioni indofililte (Iell’equ’llibr,’,o per
Avremo

e inoltre

quindi col precedimento solito si vede, che, aSinche siano
soddisfatte le equazioni dell’ eqailibrio , bastera che W

soddisfi, oltre che alla equazione A, BV ==0, coll’altra

Per le forze F"(p) , G"(p) , H"(p) abbiamo
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ove

e

Noi dote r,.-ni tiorerno V, in modo che si abbia

e avremo allora

Dunque per determinare W e V, abbiamo Ie equazioni
(27) e (28) che si possono scrivere, sostituendo a 

i loro valeric
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a cui, sottraendo la seconda primly si pofsoiio so-

stitui re queste a.ltie

Da queste, eliminando si ricava

1)I qui derivando si ha
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Sommando membro a Inembro questa u!tima equazione
moitipiicata per 2 colla (30), e s)stitu(,,n(to n(,,Ila prinma
delle (31) si ha fhiaimente per determinare I%~ la equa-
zione

ove si 6 iti(licato con n la espressione nota

La (32) rispetto a1la funzione e della forma

delle equazioni considerate nel n. I; e quindi, poichè 11

soddisfa alIa equazione Å2====O, ~ e per P 0 si ha n=-0y
potra essere soddisfatta con una funzione, il cui secondo

parametro ùifterenziale sia pure zero . Confrontando la

(32) colla del 11- I, determmeremo T , r’ ponendo
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y z’ sono allora le radici della equazione

da cui si ha

ove i === V -1 . t ora facile vedere che , poichè II per

p=0 diventa infinitesimo delI. 0 ordine, si ha per p-0

quindi per i teoremi citati potremo prendere

Questa espressione comparisce compiicata di immaginari,
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ma 6 assai facile vedere che rappresenta una quantità
reale, poicbe T e z sono iiiiti-iaoinari coniugati.

Tndicherenio per brevità con Tr,r, (ll) la espressione’- 2,7 c "r, 
"

del secondo membro dell’ultima equazione, e avremo

Osservando le formule (12) e le espressioni (25) (26)
di U , Vi si ha

e inoltre

e quindi
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e quindi avrenio

e per le (12) potremo porre

Sostituendo questa espressione di V. nelle (11) avremo
anche il valore di W.

Riassumendo possiamo quindi dire che gli sposta-
menti soddisfano alle equa-
ziotii dell’ eqmlibrio qU:lndo esono

prodotti nella sfera dalle forze superficiali

P, , P3 , (29) ; resta quindi a determinarsi il sistema

di spostamenti provocati dalle forze super-
ficiali .~--P, , 1 2013P, , -P3 . *

Per questo osserviamo che la formula (7) pii6 scri-

versi

da cui si deduce, mutando V in
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e quindi osservando che si ha

ponga

quando si

abbiamo

Se ora poniamo

ove A, avrerno, osservando Ie formula precedenti,
S.N. 9
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e quindi in superficie

ec.

Percio "’ , v"’ , tv"’ soddisferanno alle condizioni volute?
se K soddisfa alla equazione

Questa equazione 6 della solita forma, ed 6 soddisfatta
da

Difatti la equazione precedente si pu6 scrivere

quindi se poniamo
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la ~’ dovrà soddisfare alla equazione

Ora osserviamo che si ha 1’ identith

che vale qualunque sia la funzione A, purch6 per 
si abbia

Inoltre data una funzione itella solita forma

la sua derivata soddisfa alla

equazione
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per cui si vede che si puo porre

Applicando queste due furrnole (a) (b) si trova clie

la espressione di F si pu6 scrivere

e quindi si ha

Se ora poniamo

si vede immediatamente che la (34) ~ soddisfatta; quindi
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sostituendo il ;alore di B da f si ha

Per la (35) avremo

quindi gli 
si possono scrivere

ove K , /’, V 1 , 5 U hanno i valori trovat1.

Si pu6 anche osservare che per Ie formute prece(leiiti
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e quindi si ha

per cui gli spostamenti precedenti si possono anche scri-

vere

in cui eatrano soltanto le quattro funzioni

Mediante sostituzioni circolari e mutaado A nelle ana-

loghe espressioni .

si ottengono gli spostamenti analoghi ai precedenti quan-
do si considera soltanto la forza superficiale M, o sol-

tanto la N; sommando si hanno gli spostamenti prodotti
nella sfera dalle forze L , M , N all’ infliori di funzioni

liueari delle coordinate; ma queste si possono eliminare
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aggititigetido agli spostamenti trovati delle funzioni li-

neari delle coordinate, e determiuandone couvenientemente
Ie costanti.

V olendo ora considerare anche il caso in cui le forze

x ) y I Z sono diverse da zero, conviene determinare

gli spostamenti ausdiari che servono ad etiminare i va-

lori superficiali delle u, y v, w dalle (13), e che , come
6 noto, bastano a risolvere in generale il problema 
1’ equilibrio. Questi spostamenti si possono deterniinare

con procedimenti anatogbi a quelli seguiti fin ora . Per

brevity lui limitero a dare le espressioni che risultano

per essi .

funzioni di ~~’ , ~/’ , z’,
gli f 41 ~i t servono a 

sono

in cui
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inoltre T’2 t ba lo stesso significato rispetto alla varia-

bile p’ , y che T , , rispetto a p, e si 6 posto, indicando
T , r

con A una funzione qtialtitiqtie,

infiiie

forze superficiali che prodarrebbero nella sfera

sono preciRamente le
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ma ne differiscono per delle funzioni lineari rispetto alle

z , ,1;’ , y’ , .~’ , poichè sono

quindi applicando il teorema del Prof. Betti agli sposta-
inenti jj si ha

e analoghe uguaglianze per gli altri due integrali .
Ora se noi ponÎéullo
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si ha

e la funzione lineare delle x’, y’, z’ cbe si ha nel se-

condo membro della uguaglianza (35) si pi14 scrivere,

all’ infuori di un fattore 1-1 
"

B4 
"

quando si ponga

Analogamente nelle altre due uguag1ianze della forma

della (35) si avranno le due funzioni lineari
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Ora in queste funzioni la parte che dipende dalle costanti
« , p , 7 , a , b , c £ della forma delle funzioni lineari

arbitrarie, che si debbono seinpre intendere aggiunte agli
integrali, e che vengono determinate dalla posizione del
corpo nello spazio; le altre costanti c, ) c , 03 in , n
si possono determinare estendenc3o al caso, in cui le forze

X , Y , Z sono diverse da zero, alcune fortyiule date dal
Prof. Betti per calcolarle, (*).

Queste formule, che si possono stabilire per un corpo

qualunque soggetto a forze qualunque interne e superfi-
eiali, iiel caso della isotropia sono le seguenti:

da cui si deduce

C) Teoria della §. 6
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Dietro queste considerazioni le (35) e le altre due

analoghe bastano a risolvere compietamente il problema
dell’ equilibrio.

Quando si abbia L= 0, i’4-0 , si avra dunque

Applichiamo ora queste formule al caso Ji una sfera che

ruota cou veloci{à uniforme .9* aitorno ad un proprio dia-
metro. Prendendo q-Liesco per asse delle z, abbiamo

(’) Queste formule T’i,,-Olvono in generate un pioblema che in casi

particolari per la sfera e rellissoide fL1 studiato dal Prof. Betti (1. c. ~. 7)
e dal Prof. Arz2la ( Deformazione di una ellissoide ec. Gioviiale di Mat.

v. XII ).
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Le quadrature, che coinpariseono nelle furnlzxle sta-

bilite, in questo caso si eseguiscono facilmente avendo

rignardo ad alcuti(.- forn1ule della teoria delle funzioni

poienziali .
Se si indicano con Vi e V, i valori interni ed esterni i

ad una sfera S della funzione poteniziale si ha

Quindi abbiamo subito

Osservando i valori di ii , n, si vede che nell’espressione

avremo 1’ integrale
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la quale puo essere calcolata con un metodo analogo a

quello usato alla flue del n. II, osservando Ie espressioni

della funzione potenziale per la quale si ha

come si pu6 verificare coi soliti nietodi ; e osservando

inoltre che

Si trova cosi per l’ integrale considerato, e per gli
altri due analoghi che compaiono in v e w.

gli altri termini che si hanno in ~j , Y]t , ... non ag-
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giungono nuovo espressioni agli integrali

ec. Sostituendo questi valori

nelle (35), derivando rapporto ad x’ , y", z’ e soniman-
do si trova

dove si ha

Servendosi delle formule precedenti si trova quindi

in cui C 6 una costante. f

Le ei ,  ? 3 , A si calolano facilmente colle ibrmule

stabilite, e si trova



164

Se si le derivate rapporto ad --,’ , ~’3 z’

della ( 16) e quindi si iut,ti questi valori nelle

(35) si trova che gli 1ntegrali cercati sono

in cui le costanti a, b, hanno i valori se-

gup-n ti

Nou 6 ora diiRcile verificare che gli spostaiDentj (37),
in cui Ie costanti hanno questi valori, soddisfano effetti-

vamente a tutte ie condizioni deal 
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V.

Supponiamo ora di avere un corpo limitato da due

superficie sferiche s e s’ che non si tagliano, J n6 si toc-

cano ; indichiamo con u.o , vo , w. gli spostamenti cbe

risolverebbero il preblema dell’ equilibrio quando il

corpo fosse limitato soltanto da s. Questi sopra s’ non

soddisferanno in generale alle condizioni volute ; indi-

chiamo allora con ul , ~~’ gli spostarnenti che so-
pra s’ prenclono valori contrari (o sono prodotti da forze
contrarie ) a quelli di vo , ~~ e soddisfano alle

equazioni indefinite dell’ equilibrio nel corpo limitato

unicamente da s’, e aggiungiamoli ai precedenti . Lo

stesso faremo partendo dagli spostamenti 11)’0
che soddisfano alle condizioni superficiali sopra s’ e alle
equazioni indefinite nello spazio limitato unicamente da s’.
Otterremo cosi delle serie

che, quando siano convergenti, soddisfano a tutte le con-

dizioni del problema.
Supponiamo che s e s’ siano concentriche e che si

conoscano i valori superficiali degli spostamenti. Premetto
alcune propriety utili per questo caso .

Si abbia una funzione di quelle che abbianio con-
siderato
s. N. 10
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ill cui al solito 8 e funzione di p , 0 , ? che soddisfa
1’ equazione e supponian1 11=0 per p=0. Fac-
ciamo la seguente trasformazione

Avremo

Per valori di p legati dalla (a) -Vv7,, hanno lo stesso
valore, quindi si ha

eio6 W e W, sulla sfera R hanno gli stessi valori. Ora

la funzione

per la stessa ragione prenderà sulla sfera A gli stessi

valori di W; inoltre, scrivendo p al posto di pi, si ha
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Di qui si vede che nello spazio compreso fra le sfere

R, e la soddisfa alla equazione 
poichè, per una nota proprieta della trasformazione per

raggi vettori reci proci, in questo spazio

e ino1tre sono so,-Illisfatte, rispetto alla fun-

zione My le stesse condizioni che si avevano per p-0 ri-

spetto alla e quindi la M 6 delta forma delle fun-

zioni ~~ piu volte considerate. Abbiamo cosl il teorema:
« Data una funzione

« la quale nello spazio interne alla sfera di raggio R A
« monodroma finita e continua colle sue derivate prime
« e soddisfa alla eqiiaziotie ð2 ~---~--~ , la funzione che

« nello spazio esterno alla sfera gode delle stesse pro-

« prieth, si ammUa all’infiliito, e sulla sfera prende gli
~ stessi valori di 
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Supponendo ora di prendere I’ origine nel centro co-

mune alle due sfere poniamo

supponendo R’  p ~ R , se ’R e R’ sono i raggi
delle due sfere. Se p 6 la funzione cbe nello spazio com-
preso fra le due sfere 6 monodroma finita e continua

colle sue derivate , soddisfa all’ equazione ~1~ p ~ e sulla

superf cie prende i valori di ~ , possiamo porre

con

RI ,l- . E facile vedere le relazioni che Ie ps , p’s

hanno colle distanze inverse del punto (p J 0 , p ) dalle
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due serie di punti immagini di ( p’, 0’ , ~’ ~ rispetto alle

due sfere .

Prendiamo ora

con una notazione, il cui s1gnificato è chiaro ; e suppo-
niamo che as, ys dentro lo spazio limitato dalla

sfera R e nel punto P 0 soddisfino alle condizioni ne-

cessarie perch6 si possa determinare W3 in modo da

soddisfare alle equazioni deirequilibrio per 
Analogamente prendiamo

supponendo ora che nello spazio esterno alla sfera R’

e nel punto p=co , si abbiano le stesse condizioni per
, ().., ,

*

Inoltre poniamoInoltre poniamo
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eve Hq e hanno rispetto a Po lo stesso signi-
ficato che precedentemente aveva H rispetto a ? ; e

quindi

Poscia deterniineremo le rin1anenti Us , Vs , 7 
U’, , V’s I w’s in modo che soddisfino alle seguenti con-
dizioni alla superficie

Sostituendo in queste equazioni alle us , 2~~ , ... i loro

valori ((3’) si ottiene
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in cui al posto delle derivate di W’ si devono in-

tendere posti i valori superficiali ( per p- ri-

spettivamente ) delle espressioni

Ora per quanto abbiarno onde sod(1Ïsfare alle

condizioni (y) ed alle altre che si hanno per le ", (3, ... *
basterà prendere
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ove abbian-io posto

supponendo le funzioni dei primi men1bri trasformate in

coordinate polari.
Le formule precedenti determinano le ~~ , ~~ , ... yi~

e quindi gli spostamenti ausiliari, y che risolvuno il pro-
blema nel caso considerato.


