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SULLA RAPPRESENTAZIONE PIANA

DELLE

SUPERFICI SVILUPPABILI RAZIONALI
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SULLA RAPPRESEN’I’AZIONE PIANA

DELLE

SUPERFICI SVILUPPABILI RAZIONALI

.

delle Rappre-
sentazione piana delle superfici sviluppabili ra-
zionali.

§. I. Sappiamo che le singolarità ordinarie di una

superficie sviluppabile si possono esprirner tutte in fun-

zione di tre di esse e delle singolarità straordinarie. Per
fare uno studio snlla rappresentazione piana delle super-
ficie sviluppabili razionali, ci converrà classificarle rela-
tivamente al loro ordine e a quello del loro spigolo di
regresso . Cominciamo perciò a cercare delle formule

analoghe a quelle di Cayley-Salmon, ma che esprimano
tutte le singolarità ordinarie in funzione delle due sud-

dette, del genere e delle singolarità straordinarie.
Sia dunque C una curva la sviluppabile for-

mata dalle sue tangenti, e chiamiamo ;
p il genere di C e 1 3
n la classe ’°
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~yz 1’ ordine, numero dei punti in un piano ;
r il rango, numero delle tangenti che incontrano

una retta arbitraria, che rappresenta la classe della curva
C e 1’ ordine della sviluppabile 2;

« il numero dei piani osculatori stazionari, cioè che

contengono 4 puuti consecutivi della curva C;
p Il numero dei punti stazionari ;
x il numero dei punti di un piano, pei quali passan

due tangenti distinte di C , cioè 1’ ordine della curva

doppia; .

y il numero dei piani per un punto che contengono
due tangenti distinte, cioè la classe della sviluppabile
inviluppo dei piani tangenti doppi;

~a il numero dei punti doppi apparenti‘, cioè delle
rette per un punto che contengon due punti C;

g il numero delle rette in un piano per le quali
passan due piani osculatori di C;

V il numero delle tangenti alla curva che la incon-
trano in un’ altro punto.

Oltre a queste singolarità ordinarie supponian1o che la
curva C abbia;

H punti doppi;
G piani biosculatori, cioè tangenti doppi a ~;
v tangenti stazionarie, che cioè contengono tre punti

consecutivi di C;
c~ tangenti in due punti distinti.

Sappiamo che chiamando;
p. 1’ ordine;
w la classe;
(j il numero dei nodi;
k » delle cuspidi;
T » delle tangenti doppie
~ » dei flessi;
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di una curva piana, si ha

Se ora tagliamo la sviluppabile con un piano qua-
, 

lunque, le singolarità della sezione sono

per cui si avrà

Se invece proiettiamo la curva C da un punto qua-
lunque, le singolarità del cono proiettante sono

Anche per esso valgon le formule precedenti di Plù-

cher, quindi abbiamo

Da queste s  ricava
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E per le svituppabi i di genere 0 e senza singolarità
straordinarie si trova, ponendo

nelle formule precedente

Cos  abbiamo espresso tutte le singolarità ordinarie
di una sviluppabile razionale in funzione di r e Questi
due numeri però non possono prendersi affatto ad arbi-

trio, ma scelto per es. r, 1n deve restare fra certi limiti.
Infatti nessuno dei numeri precedenti, ed in particolare
« e fi, può esser negativo; quindi

,
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. 2. Zeuthen nella sua memoria « Szco les sinJuhx-
« r1’tés ordinaires d’une courbe et d’ une 

(Aana i di Mat,einatica. Serie II, To-
mo 111, 1870 ) ha determinato molte altre singolarità
delle curve goLbe .

Fra le altre trova il nU1Hero da noi indicato con 7,
dato da

Nel caso delle sviluppabili razionali , senza altre

singolarità straordinario che v tangenti stazionarie, sarà

dunque

Conservando sempre I’ipotesi che oltre alle v tangenti
stazionarie di C non esistano altre singolarità straordina-
rie, e contrassegnando con n2~ , n2 .... le sinbolarità
della curva doppia e della sviluppabile formata dalle sue
tangenti, lo stesso Zeuthen (I. c. p. 194) ha trovato

e queste formule, quando sia ) in virtù delle prece-
Lib. VI. S. N. 

7
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denti posson porsi sotto la forn&#x3E;a

E queste sono sufficienti per determinare tutte le al-
tre singolarità della curva doppia.

Similmente indicando con ... le singolarità
della sviluppabile inviluppo dei piani tangenti doppi , si
ha sempre nell’ ipotesi suddetta (I. c. p. 193)

che nel caso in cui sia p=0, divengono
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E da queste si posson dedurre le altre singolarità.
Possiamo calcolare il genere P2 della curva doppia

mediante la formula

e il genere P~ della sviluppabile inviluppo dei piani tan-
genti doppia coll’ altro

e ti-ovlamo

Questa ci mostra che il genere della curva doppia e
della sviluppabile inviluppo dei piani tangenti doppi di C,
dipende sol’amente dall’ ordine della sviliippabile 1 data.
In particolare il genere è 0 solo quando 1n==5, o r=--6

cioè se la sviluppabile 2: è di 5.° o 6.° ordine.

§. 3. Applicando le formule trovate alle sviluppagli
dei primi 7 ordini potremo costruire I’ unita tabella in

parte già calcolata da Scbwarz (*) .
Le superfici sviluppabili dei primi 7 ordini che pos-

sono esistere, sono dunque comprese nella tabella stessa.
Che poi esistano effetti vamente tutte, si d,mostrerà in se-

guito, qnalido studianJole ad una ad una, ne troveremo

le equazioni e le proprietà.

(8) Schwarz. De superfic bus in planum explicabil bus prtmorum
septeyn ordinurn (Crelle. Bd. 64, 1864).
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Lo stesso Schwarz poi (i. c.) dimostra che le super-
fici smluppabil  dei primi 7 ordini so.no ttitte raziunal i.

1fa fra breve d niost,rer;mo che tutte le sviluppabili
razionali sono rappresentabili univocamente su di un pia-
no ; per cui vediamo subito l’importanza dello studio della
rappresentazione di queste superf cie poichè, arrestandoci
a considerare le sviluppa,bil i di ordine non superiore a 7,
possianio per rnezo di essa studiare le proprietà di tutte
e non di una classe speciale di i esse.

La tabella costruita ci mostra che mentre non vi è

che una sola specie di sviluppabili del 4.° e 5.1 ordine

reciproche di se stesse, quelle del 6. o e 7. o ordine si di-

vidono in 3 gruppi c asciiia. Quella del c.° ordine si
. distinguono in tre gruppi, di cui quelle del primo hanno

lo spigolo di regresso di 4. o ordine, quelle del secondo lo
hanno del 5. o, e quelle del terzo del 6.° ordine. Quelle
del 2.° gruppo son reciproche di se stesse, quelle del 1.°
son reciproche di quelle del 3.°. Le sviluppabili del 7.1

ordine si distinguono pure in tre gruppi, di cui il primo
ha lo, spigolo di regresso del 5.° ordine, quette del se-
condo del 6.0 e quelle del terzo del ’1.° ordine. Quelle
del 2.° gruppo son reciproche di se stesse, quelle del l.°
son reciproche di quelle del 3.°.

Per le sviluppabili di 6.1 ordine possiamo enunciare i

due teoremi seguenti.
Le tangenti alla curva La sviluppabile iiiviluii-

doppia sviluppabile po dei pi’ani tangenti doppi
generale del 6. o del dello spigolo (ti di

1.°, 2.° o 3.° gruppo costi- una s1?iluppabile ti el 6.0 or_
tuisc;cono sviluppabile dine del 1.°, 2. o o 3.o

del 6.° o ’fline del 3. o, 2. o è del 6. o e

o (Let 3. o, 2. o o 1.° re-

I 
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t~. 4. Premesse queste generalità sulle singolarità delle
sviluppagli in generale e in particolare di quelle razio-
nali, vediamo come queste si possan rappresentare 
can1ente su di un piano.

Una superf cie sviluppabile può considerarsi come il

luogo delle tangenti a ui:a curva gobba C che è il suo

spigolo di regresso. Se la sviluppabde, e quindi annohe la
C è razionale, le coordinate di un punto qualunque y di
questa curva potranno porsi sotto la forma

dove le 8i son funzioni razionali intere di grado iii (or-
dine di C) del parattietro î, .

Le coordinate di un punto z di C iiifinitamente vicino
a y saranno

e quindi le coordinate di un punto x della retta ( y z )
saranno

ove si trascurino le potenze superiori quindi

ossia
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e ponendo

I secondi membri di queste eguaglianze si possano ridur-
re funzioni omogenee di grado rn d~ tre variabili, ponendo

e mo tipticandoli per Si ha cos

dove le 0 vanno considerate ora, come fl1nz;onÎ omogenee
di grado m delle variabili; , Y . Queste sono dunque le
equazioni che ci rappresentano le coordinate dei punti
della sviluppabile 1 fbrmata dalle tangend alla curva C

come funzioni omogenee di grado m di tre variabili

~ , Y  , ~ , e sono le stesse a cui Clebsch è giunto per
altra via, (*) considerando le sviluppabili come un caso
speciale delle superfici rigate.

Considerando le ~ , n , , 1 come coordinate omogenee
dei punti di un piano, le qunzioni stesse stabiliscono una

corrispondenza univoca fra i punti di un piano e quelli
della sviluppabile 2~ ossia danno la rappresentazione piana
della superficie stessa. Studiamo ora le principali proprietà
di i questa rappresen tazione.

§. 5. Nell’ equazione (2) ponendo 0 si ha

che sono l’ equazioni della curva C, dunque

{’) Clebsch. Ueber Abbildung der g,-,radlinigon (M. An-
iialen, Bd. 4 ).
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Lo di C (Iella 

senta to 

L. irnagine della piana ottetiuta tagliando ¿
con un piano

qualunque, si ottiene sostituendo alle x i loro valori
(2), cioè sarà

Questa equazione essendo ordinata per le potenze di

, e il tli nimo esponerte a c,,ii i sjoi coefficienti contengono
le essendo ne resulta che le curve

(3) di ordine m hanno il punto (~:::=a 0 2 n === 0 ) come
plo.

E facile vedere che le im ’{gi ni delle sezioni piane de-
vono avere ancora altri punti a comune di cui si può
determinare il numero. Polebe infatti una retta ta-lia 1
in r punti, due delle curve suddette dovranno tagliarsi
in r punti variabili sotamente; chiamando dunque x il

numero di punti oltre ( ~ --- 0 , &#x3E;1=0 ) che hanno a co-

mune tutte, sarà

Questi punti devon esser tutti poichè una

curva di ordine rn che ha un punto (1n-l)plo non può
avere nessun altro punto niuitiplo a meno che si spezzi.

Chiamando punti della rappresentazione
i punti comuni a ttitte le delle sezioni piane,
abbiamo dunque che.
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Le delle sezioni piane di :5 sono curve cli
ordine na con un fonda1n.entale e --1

(ondarnentali sernplici.
~. 6. Per i P+1 punti fondamentali semplici,

notiamo che dovendo le loro c,)ordinate soddisfare le (3),
qualu que siano le u, esse dovranno sodlisfare alle qnattro
condizioni,

Siccome queste possono scriversi

si vede immediatamente che

sarà un punto fondannetitale. Per gli altri P si avrà

Queste condizioni, sostituendo al rapport(i -- il para-

metro )~ possono scriversi

essendo a un fattore di proporzionala; ossia, tralascian
do gl’ infinitesimi di ordine superiore,
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ossia

Adunque per quei valori di À, pei quali le 8i(À) sono
proporzionali alle loro derivate , le E)i(?.) stesse sun pro-
porzionali anche alle @i( h+1). ) corrispondenti a un

valore consecutivo del parametro ). ; e quindi abbiamo
un punto stazionario o cuspidale dello spigolo di regresso

per ognuno di questi valori.
Se )., 9 ?,2 . - - )B~ sono i valori di 5, corrispondenti

alle P cuspidi di C, su ciascuna delle rette

si troverà un piinto fondamentale nei punti oye esse soii
respettivamente dalle altre

s. 7. Vediamo ora ciò che rappresentano i punti fon-
damentali.

Le coordinate di un punto fl&#x3E;ndamentale annullando
tiitte le x, questi pnnti non posson più rappresentare
punti, ma linee di Y- . Difatti abbiamo il noto teorema

relativo alla rappresentazione di una superficie razionale
qualunque (*) .

Un punto fondamentale rappresenta una
curva di ordine r della superficie cjae gode della pi-o-

che le coordinate dei suoi punti sono espritrnibili
come funzioni 1"azionali di un pa1"a1netro.

Clebsch - Ueber Abbildung algebraischen Fldchen (M. Annalen
Bd. 1 seite ~66).
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Cos  i punti fondarnentali semplici

rappresentano tutti i punti della superficie pei quali è

~==~~73~ ossia tutte i punti delle generatrici che passano
pei ptititi cuspidali À s .

Simi mente il punto

rappresenta la generatrice che passa pel punto di C cor-

rispondente al valore 00 di 7..

Per trovare poi la curva rappresentata dal punto
(~~0 , r =0), osserviamo che dividendo i secondi membri

delle (2) per ym- e poi ponendo ===0 n=0, si annul-

lano le 8i senza annullarsi quindi la curva di

cui è imagine il y y?===0 sarà

Nei punti in cui questa curva è incontrata dalla C,
le O divengono proporzionali alle loro derivate, quindi.

. 

La dal punto 
(~2013~2013p~(~===.0 3 
nei suoi punti stazionari.

Si noti analmente che le rette
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che proiettano i punti fondamentali semplici da quello
rappresentano i punti di q corrispondenti

ai valori , Co del parametro ~.. Infatti le coordinate

di un loro punto qualunque rendono le Xi proporzionali
alle 81. e alle _i e senza annullarle.

§. 8. Dal modo tenuto per trovare le equazioni rap-

presentative (2) della superficie, risulta immediatamente

che dando al rapporto T un valore fisso qualunque e

lasciando variare l’altro - si otterranno tutti i punti della
z

generatrice che passa pel punto di C corrispondente a i.,
dunque : .

Il delle co’ rappresen-
tato di ha il cer2tno nel 

(r~z -- 1)-plo (~===0 , ~==0).
Anche geometricamente è evidente che le rette di

questo fascio devon rappresentare rette della superficie,
poichè esse incontrano le imagini delle sezioni piane in un
sol punto variabile.

Cosr una retta qualunque che non passi per nessun
punto fondamentale incontra le imagini delle sezioni

piane in nt punti, ’~ quindi rappresenta una curva di C
di ordine Invece una retta che passi per uno o per
due punti fondamentali semplice incontra le imagini delle
sezioni piane in ni-1 o m-2 punti variabile e quindi
rappresenta una curva di Y, di ordine m-lo m-2.

Anche analiticamente si giunge allo stesso resultato.
Infatti colla trasformazione

le (2) divengono
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Ponendo ~’==0 , si 1&#x3E;a

dunque
rette del p1.ano

le 

Dando poi ad a, b i valori speciali che devono avere,
onde la retta

passi per uno o due punti fondamentale troveremmo che
le x verrebbero ad avere uno o due fattori lineari co-

muni che potremmo togliere e quindi le curve rappre-
sentate da quelle rette sono respettivamente degli ordini

m 20132 . v

§. 9. Le imagini delle sezioni piane essendo date da

quelle che passano per un punto della retta ~==0 di coor-
dinate ( ~’ , 5 ~ O ) dovranno soddisfare all’ equazione
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ossia

ove con 0’i è stato indicato ciò che diviene Qi i qiianlo
alle coordinate correnti si sostituiscono le n’.

L’ equazioiie della tangente alie imagini snddette nel

punto (~’, ~’, 0) è

ossia per la condizione precedente

Questa equazione essendo indipendente dalle i-t, risul-
ta che

Tutte le à*1aginà delle sezioni piane passanti per
un punto ( ’ , r’ , Ù) della retta hanno in quel punto
la stessa tangente. I útte le tangenti che si ottengono
facendo il punto sulla ~’_~ costituiscono un
fascio col centro nel punto i+1=0 , n==0.

Se ai è il coefficiente di Çm in @i è facile vedere che:
Il centro lel fascio sudrletto è l’imagine del punto

Infatti sostituendo nelle (2) i valori 1, 0, --1
si trova

ossia
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La ragione del primo teorema dimostrato in questo
. sta in questo.

Una curva doppia sulla sujJerficie ha ognuno dei suoi
punti determinato da due valori distinti del parametro ?,,
per cui sul piano ad ogni punto della curva doppia ne
corrispondono due . Ora lo spigolo di regresso f’a parte
della curva doppia perchè per ognuno dei suoi punti
passan due tangenti; ma essendo queste tangetiticonse-
cutive, ad ogni punto dello spigolo di regresso dovranno

corrispondere sul piano due punti infinitamente vicini.

Infatti le equazioni

si riducono a

non solo ponendo =0 rna anche ponendo invece di

, --- d . Ne viene che le irú,,Aginí delle

sezioni ottenute coi piani che passano per un punto
(~’ , n’ , O) di C, devon tutte passare pei due punti infini-
tamente vicini corrispondenti ad esso (~’ , n’ , 0) (~’-~-c~ ~’,
Y)’ , -- d ç’) ossia nel punto ( ~’ ~’ 0 ) toccano la stessa

retta

ossia

§. 10. Le imagini delle sezioni piane sono, come ab-
biamo visto, p curve di ordine 1n con un punto (111-1) -PIO
in (~=’0 ~ ~====0). Però la sezione prodotta da un piano
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tangente in nn di C si comporrà della ge-
neratrice che passa per quel punto e di una curva di

ordine r--l. Siinilmente la sezione prodotta in 2 dal

piano osculatore in un punto ~~7. ~ di C s  comporrà
della generatrice corrispondente contata due volte e di
una curva di ordine r ~. E facile poi vedere che queste
curve di ordine r-1, o 1"-2 toccano nel punto i-2~ n
la generatrice corrispondente, se si considera che queste
curve sono l’inviluppo delle rette di intersezione del piano
secante coi piani osculatori di C, e quindi la generatrice
pel punto fa parte dell’ inviluppo.

Da quanto abbiamo detto segue che 1’ imagine della
sezione prodotta da un piano tangente in un punto ~=). n
di C si spezza nella n e in una curva di or-

dine che passa m-2 volte pel punto i-0 , n-0
e semplicemente per gli altri punti fondan1entali e pel
punto ( ~7=í. n , , ~==a0). E analogamente Fimagine della
sezione prodotta da un piano esculatore nel punto ~~==2À y?
di C, è formata dalla contata due volte, e da
una curva di ordine che passa volte pel
pnnto (~==0 , y?====0) e semplicemente per gli altri punti
fon;larnentali e per il pnnto (=))? , , ===0).

Ciò può dedursi anche analiticainente cercando le

equazioni delle imagini suddette.
Preso un punto qualunque sulla curva C di coordi-

nate y1, Y2 ys, y, e denotando Z3’ Zj le coordi -
nale di un altro punto qualunque, 1’ equazione del piano
tangente in y che passa per z, e quella del piano oscu-
latore in y sono respettivamente
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ossia

ove con ~’~ è stato indicato al solito ciò che divengono le
0;, quando alle coordinate correnti si sostituiscono i valori
~’ y/ che corrispondono al punto y.

Le imagini delle sezioni prodotte da questi piani si

otterranno sostituendo alle x i loro valori (2), ossia
avranno per equazioni
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È facile verificare cha queste equazioni contengono il
1’ una linearmente, raÌLra alla secon-

da potenza.
§.11. Abbiamo visto nel §. precedente che la (7) è

1’ equazione del piano osculatore alla curva C nel punto
( ~’ , ~’ ), ossia le coordinate del piano osculatore nel punto
( ~ , , n) sono

dove le Il  sono i determinanti minori della matrice

dai quali sono stati soppressi i fattori comuni. Essendo n

la classe della sviluppabile, le W saranno del grado n.
Cos  le coordinate dei piani tangenti della sviluppa-

bile 1, che costituiscono un sistema co’ come i punti di C,
vengono espresse come funzioni omogenee di grado n di
due variabili Z , n, o anche come funzioni razionali intere

di -rado n del parametro . -.o 
72

VI. S. N. 8
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Con metodo analogo a quello seguito al §. 4. si tro-
verebbe che le coordinate di un piano che passa per la
intersezione di due piani osculatori consecutivi di C, cioè
di un piano tangente, sono

Considerando i , n , i come coordinate omogenee dei

punti di un piano, avremo cos  stabilita una corrispon-
denza univoca fra i piani tangenti della curva C ed i

punti del piano. Per questa nuova rappresentazione si
.. 

possono svolgere considerazioni completamente analoghe a
quelle relativa alla rappresentazione dei punti di I. Le

accennerò brevemente.

§. 12. Ponendo nelle equazioni (9) ’::=~Q si ha

dunque .

La sviluppabile Y. è rappresentata dalla retta 1-0
L’ equazione di un punto è

quindi Fimagine del cono tangente alla curva , 5 che

la proietta dal punto x, ha per equazione

Colle considerazioni correlative a quelle dei ~~. 5, 6,
e 7 possiam ricavare i teoremi seguenti relativi a questa
rappresentazione .

Le dei coni C son 
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o1’dine n con nn punto fondantentale a

comune (~=--O , r~~0) e con punti fondamentali
semplici.

Gli ~c piani osculatori comuni delle due sviluppabili

-sono i piani osculatori stazionari della C.
È facile dimostrare anche che
Il punto fondamentale ( ~-~-n ~ ~ , l1:::::::::~Q) rappre-

senta tutti i piani che passan per- la generatrice con-
tenuta nel piano osculatore di C corrispondente al

infinito del Gli altri « punti f on-
.

danlentali rappresentano respettivaniente i fasci dei

piani che passano per le generatrici contenute negli rx
piani stazionari. 

‘

Le rette che proiettano i punti fondamentali sem-
dal punto (==0 , m=0) rappresentano respettiva-

niente i piani tangenti di 1: corrispondenti al valo.

re Op del e i suoi piani stazionari.
&#x3E;í

Il fascio di raggi col centro nel punto (=O , 7=O)
rappresenta il sistema delle CC’ generatrici 

Le rette del piano,

?.appresentano le sviluppabili tangent  della curva C

Queste sviluppabili son di classe n se la retta
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non passa per nessun punto fondamentale. La necessità
di questo fatto si vede anche geometricaznente , osser-

vando che una retta taglia le imagini del coni tangenti
alla C in n punti; e quindi a quelle sviluppabili che son
rappresentate dalle rette, non potranno condursi che n piani
tangenti da un punto qualunque. Se però la retta passa

per uno o due punti fonda,mentali semplici, si vede nello

stesso modo che rappresenta una sviluppabile di classe
n- 1 o n 2 .

dei coni tangenti alla curva C, le
quali passano per un punto della hanno

2n questo punto stessa tangente. Le tangenti che
si ottengono in tal guisa facendo 
sulla costituiscono un fascio col nel

punto ( ~ + ~===0 , 17=0).
È facile vedere come iiel : 9. che questo corri-

sponde al piano

se ,j è il coefficiente di in Di.
§. 13. Ritorniamo alla rappresentazione piana della

sviluppabile 2 e riprendiamo le coordinate dei suoi punti
sotto la forma

Affinchè due generatrici corrispondenti a due 
del parametro ). s’ íncontríno,. devono esser simultanea-
mente soddisfatte le 4 equazioni
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ossia dovrà essere (’)

In questa relazione, che lega i parametri 1 , p. di due

punti di C tali che le generatrici passanti per essi s’ in-

contrino, comparjscon dei fattori che bisogna sopprimere.
Ponendo la prima colonna diviene

formata da termini proporzionali ai corrispondenti della se-
conda, oppure i termini della terza divengon proporzionali a

B
quelli della qiàiirta, dunque (ricordando 

n x /
esisteranno due fattori , n’ nel determinante preceden-
te. Se poi a corrisponde un punto cuspidale di C,
per questo valore di le 01 divengono proporzionali alle
e.

 , e quindi il determinante contiene i fattori 
. 

().2013) 

(~2013~). 1fa F equazione (11) è di grado 2 tanto

rispetto a ~, quanto rispetto a p., nelie quali è simmetria-
ca ; i punti ciispidali sono in numeri 
per cui, soppriinendo i fattori suddetti, la (11) resta di

grado 2 in - 1 -- 1 rispetto a e rispetto
a [x .

(.) Anche Clebsch trova una condiziono simile per ~ incontro d

due generatrici di una superficie rigata qualunque.
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Finalmente bisognerà togliere dalla (11) i fattori

À-~.. Per determinarne il numero sviluppiamo 8i (p.),
ø/ (~) in serie di Maclaurin ; avremo

e sostituendo nella ~l 1 ~~ che per brevità indicheremo con

avremo

ossia colle opportune riduzioni e prescindendo dai fat-

tori numerici,

dove

è in generale diverso da zero. Soppriniendo anche l fat-

tore (À-p.)4 la (11) si riduce a una relaz one
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di i grado r 4 tanto in 5. quanto in F .
Potremo quindi enunciare il noto teorema:

Ogni generatrice di sviluppabile di ordine r
altre 1~-4 generatrici 

È facile di riconoscere anche geometricamente la
causa per cui nella ( 11 ) debbono trovarsi i fattori enu-
merati. È evidente pri ma di tutto che il fattore 
stà a rappresentare che anche la curva C è doppia per
la sviluppare 2. Parimente i fattori * , , y/ si trovano

perchè la retta ~===’0 rappresenta un punto della curva C.
Finalmente i fattori ().2013cc,) mostrano che le ge-
neratrici cuspidali vanno considerate come doppie, perchè
posson considerarsi come formate dalla riunione di due

generatrici Infinitamente vicine.

§ 14. La relazione (12) stabilisce una corrisponden-
za ( r-4 , r-4 ) fra le rette del fascio col centro nel

punto (~~==~0 ~ ~~0) che sono imagini delle generatrici,
come pure fra i punti della retta ~~0 imagine della
curva C .

Per il principio di Chasles in queste corrispondenze
dovranno esistere 2(&#x3E;»-4) elementi uniti. È facile di ri-

conoscere che questi elementi uniti son dati da quei
valori di ). che corrispondono al punto di contatto di un

piano stazionario o a un punto stazionario della curva C.
Osserviamo infatti prima di tutto che un piano sta-

zionario di C contiene quattro punti consecutivi di essa

1, 2, 3, 4; quindi la generatrice 12 è incontrata non
solo dalla 23 in 2, ma anche dalla 34 in un punto in-
finitamente vicino ; ne segue che la curva doppia di z
taglia in quel punto la curva (~ . Nello stesso modo os-

servando che per un punto stazionario di C passano 4

piani oscula.tori consecutivi , y si può vedere che la curva

doppia taglia la C in questi punti. Dunque
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La curva doppia della taglia la sua
curva cuspidale C ’nei suoi punti stazionari e nei punti
d  contatto dei suoi piani osculatori.

A ciascuno di questi punti della curva doppia c’i-
spondono due punti del piano , ma infinitamente vicini 1
dunque

Gli elernenti uniti della (r-4, r-4)
stabilita dalla condizione di due geneil&#x3E;atrici
di 1, son dati da quei va lori di ~, che 
ai punti stazionari e ai punti (li contatto dei piani
stazionari della C.

Difatti

Se dunque Ct2 sono i valori suddetti di 1 (i--1, 2, ..
2(r-4) ) la (12) quando vi si faccia &#x3E;.#-1x diverrà,

§. 15. Abbiamo già accennato nel §. precedente che
a un punto della curva doppia ne corrispondono due sul

piano rappresentativo, essendo esso situato su due gene-
ratrici distinte. Determiniamo ora un metodo per ricavare
1’ equazione dell’ imagine delta curva doppia.

L’ equazione del piano osculatore nel punto è

Ponendo in questa
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~ equazione che si ottiene, lineare in ’1

darà il valore di ’1 che determina il punto d’ incontro
della generatrice pel punto ~ col piano osculatore nel

punto p. d i C. Se porrò la condizione che). , , F sien

legati dalla relazione (12), otterrò un punto della curva

doppia, ossia eliminando p. fra la (121 otterrò una

relazione in ). , i che ridolta omo-et ea col ricordare cherelazione in B , ’1 che ridotta n col rèordare che

À = [ ’ = non sarà altro che l’equazione dell’ imê.1-
x ,

gine della curva doppia.
Detarmineremo geoinetricamente il grado di questa

equazione
Ricordianio perciò il teore., ia noto e di facilisslma

dimostrazione :
Una della sviluppabíle ne incontra

altre r-4, ad eccezione (ti quelle che passano per un
punto stazionario, o che in un piano stazio-

della curva C, che ne incontrano altre r-5
distinte solaiilente.. -

Questo teorPrna si può anche enunciare cos :
Una generatr/ce qualunque (lella svilip»abile Y-

taglia la curva doppia di essa in r-4 .punti, ad ecce-
zione delle che passano per un punto éu-

spidale o giacciono in un piano della
curva C, che la tagliano soltanto t’it r - ~ punti.

Ne segue che
I punti fbnda»ùentali della rappresentanzione, irna-

gini cLi generatrici cuspidali, 5 sono (r-5)upti per 
gine della curva doppia, quello (lella 
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ratrice che passa pel punto ~=-oo è ~~r

l’ irnagine stessa.
In virtù di questi teoremi, se k è 1’ ordine dell’i ma-

gine della curva doppia, M il numero delle volte che essa

passa pel punto fondarnentale ~,-0 , n=0 avremo evi-
dentemente

ossia

dove per brevità si è posto

Dalle equazioni precedenti si ricava

, Applicando i resultati ottenuti alle sviluppabili dei

primi 7 ordini , se chiamiamo 1’ ordine di moltiplicità
per 1’imabine della curva doppia del punto fondaitietitale

(~-~-~~===0 , y?====0) ~ quello di ciascuno degli altri

punti fondamentali, 1 il numero di questi , abbiamo il

seguente prospetto
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Da quanto abbiamo detto intorno all’ imagine della
curva doppia, si deduce immediatamente un risultato În1-
portante.

Essendo questa imagine di ordine k avrà a comune
con la retta ~==0, oltre i ~~r -4) punti corrispondenti ai
valori di 5, che danno i punti stazionari o i punti di con-
tatto dei piani stazionari della curva C, ancora

punti. Questo sarà dunque il numero y delle generatrici
d  I che incontrano un’ altra volta la curva C e che era

stato determinato per altra via da Zeuthen (V. §. 2).
, 16. Possiamo ora, riprendendo a studiare la rap-

presentazione dei piani tangenti della curva C per mezzo
dei punti di un piano, ripetere per Fimagine della svi-

luppabile doppia ( sviluppabile inviluppo dei suoi piani
tangenti doppi) considerazioni analoghe a quelle fatte per
la curva doppia di 1

Intanto la condizione perché due tangenti di C siano
in un piano, è evidentemente la stessa perchè passino
per un punto; cioè la (12) ( v~. ~. 15).
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Del resto potre mmo arrivare alla medesima , anche
partendo dalla

che esprime la condizione necessaria e snfflciente, onde

possan coesistere le 4 equazioni

sopprimendo in essa i 4 fattori ).2013~ i fattori n , , 
i fattori a - «~, dove ai sono i paratnetri corrispondenti ai

piani staz~onari di C.

Colle considerazioni stesse del S 16. si può ricavare
che

La sviluppabile doppia di C ha a con la
i piani oscula-

tori di C nei suoi punti 
Notando poi che tutti questi piani appartengono alla

sviluppabile doppia perchè le generatrici giacent: in esser
sono incontrate non solo da quella consectit va, ma an-
che da una terza infinitamente vicina , dedurremo che
mentre a ciascun piano della sviluppabile doppia corri-
spondono in generale due punti distinti del piano rappre-
sentativo, ai piani suddetti ne corrispondono invece due
infinitamente vicini della retta )=0. Torniamo cos  a

concludere che i 2~r 4) elementi uniti della corrispon-
denza ( r-4 , r - 4 ) definita dalla relazione (12) sono
quelli dati dai valori di 5, che corrispondono ai piani sta-
zionari o ai piani osculatori nei punti stazionari di (~.

Ciò posto, essendo 
’
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~ equazione del punto ~ di C, e

le coordinate di un piano tangente in ?. alla curva C,
l’equaz one

lineare in ’1’ darà il valore di ~1 che determina il piano
tangente in 1 che passa pel panto lx di C. Se supponia-
mo a, 

, p. legati dalla relazione (12), avremo un piano
della sviluppabile ossia il resultato dell’ elimina-
zione di p. fra la (12) e la (14), ridotto ornopeueo in

 , Y] , i è l’equazione dell’ imagine della sviluppabile
doppia stessa.

Per determinarne 1’ ordine enuncianao il teorema:
Per una tqeneratrice qualunque di 1 si possono con-

durre alla sviluppabile doppia di C r-4 piani tan-
genti, ad eccezione delle generatrici nei piani stazio-
nari di C, o che passan pei punti stazionari di C, dalle
quali se ne posson condurre soltanto r-5.

Dal quale segue: ~

I punti fondainentali della &#x3E;"appreseutazione, 
gini di qeneratrici in un piano stazionario, sono

l’ iinaqine della sviluppabile doppia,
l’altro punto (òndarnentale è 

l’ imagine stessa.
In virtù di questi teoremi, indicando con k 

i 

l’ordine

dell’ imagine della sviluppabile doppia e con w’ l’ ordine
di moltiplicità per essa del punto (~==0 , °r~-~..;:.4), avremo
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ossia

dove

Risolvendo avremo

Applicando alle sviluppabili dei primi 7 ordini i r~sul-
tati ottenuti, se chiamiamo ao l’ ordine di moltiplicità per
1’ imagine della svíluppabile doppia del punto fondamen-
tale ( ~-~.-n ~ =0 , *-0) e «1 l’ ordine di moltiplicità
di ciascuno degli altri punti fondarnentali semplici, 1 il

numero di questi , abbiamo il seguente prospetto
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Dai risultati ottenuti possiamo ricavare immediata-

mente un’ altra formula già calcolata da Zeuthen (I. c.),
cioè il numero delle generatrici di ~ per le quali passa
un altro piano tangente di Y-

Infatti 1’ imagine della sviluppabile doppia essendo di

ordine k’ incontrerà la retta ~=0 in ~’ 

dei quali son quelli dati dai valori di ~ che corrispon-
dono ai piani stazionari o ai piani tangenti a I nei punti
stazionari di C. Ne restano

che saranno le imagini dei piani tangenti comuni ale
alla sviluppabile doppia di C. Questo numero 7’ sarà

dunque appunto il numero dei piani tangenti a s, che

contengono un’ altra generatrice oltre quella di contatto.

S. 17. Si determinano faciliiiento le coordinate delle

generatrici di una svillippabile, riguardandole come con-

giungenti di due punti infinitamente vicini di C, o come

intersezione di due piani infinitamente vicini di , tro-
viamo cos  

,

§. 18. Avanti di abbandonare queste considerazioni
generali sulla rappresentazione delle superfici sviluppabili,
citerò alcune formule, dovute a Clebsch (*), relative alla

rappresentazione di una superficie algebrica qualunque,

(") Clebsch - Ue8er Abbildung algebraischer Flàchen ( 1. c. ).
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delle quali faremo uso in seguito, e che son di facilis-
sima dirnostrazione.

Se n è il grado delle imagini, delle sezioni piane,
m è il grado di una curva nel piano rappresentativo che
passa y 22 - - . volte pei punti fondamentali semplici,
(31 J ... volte per quelli doppi, ’ 1 , y~ ... volte per
quelli tripli e cos  di seguito, e al di fuori di questi punti
ha ancora d punti doppi, e r cuspidi, e se chiamiamo

p - il suo genere,
M - l’ordine della curva sulla superficie che essa

rappresenta,
R - il rang o di questa curva
K - la sua classe

A il numero dei suoi piani quadritangenti.
B il numero dei suoi punti cuspidali,

abbiamo
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M

SU}Jerficie del -.° ordine.

. 19. Cominciamo dal determinare 1 e coordinate dei

punti della cubica gobba C spigolo di regresso della svi-

luppabile 2 di 4.° ordine, in funzione di un parametro
variabile, per dedurne poi requaxioni r,-tppreseiitative della
sviluppabíle stessa.

Si ottengono espressioni mnlto semplici per le ~~ (7~),
prendendo per vertici del tetraedro fondamentale 4 punti
arbitrari della cubica C, come anche prendendo per piani
coordinati 4 piani osculatori di C. Con una scelta con-

veniente del punto ut tà, se indichiamo p «3 , -i
i valori di ~ corrispondenti ai 4 punti scelti per vertici del
tetraedro, si trova nel 1. ° caso

Ne segue che le coordinate del piano osculatore nel

punto A saranno,

Nel 2. o caso, indicando con «1 , C3 , CC i valori di h

corrispondenti ai punti di contatto dei piani osculatori
9
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scelti per piani coordinati, si trova che con una scelta
conveniente del punto unità deve aversi

, E quindi le coordinate del piano osculatore nel pun-
to X saranno

Ed ora, servendoci delle formule (2) del Cap. I, pos-
siamo stabilire immediatamente le foriiiole della corrispon-
denza fra i punti di i o i piani di C, e i punti di un

piano . 
-

I due sistemi di valori per le 4&#x3E;1 i metton subito in

evidenza la corrispondenza dualistica che esiste fra i punti
di X e i piani tangenti di C.

§. 20. Nel caso in cui sia stato scelto per tetraedro
fondamentale quello che ha per facce i piani osculatori
nei punti cx~ , 5 x~ , CX3 , x~ di C, le coordinate delle gene-
ratrici di i , sono

Nel caso i n cui invece il 1 tetraedro fondamentale ab-
bia i vertici nei ~3 ? ~ di C, si trova
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Tanto dalle (5) quanto dalle (6) ricaviamo

Le generatrici di E appartengono dunque ad un com-
plesso tetraedrale. Allora, per una nota proprietà di que-
sti complessi, possiamo immodiatainetite enunciare i se-

guenti teoremi,
Il rapporto anarfnoni- Il rapporto 

co dei 4 punti £liJ&#x26;contro co dei 4 piani che proiet-
di una generatrice di E tano una generatrice d2 E
con 4 piani tangenti fissi da 4 punti fissi della curva
di essa è costan te ed C, è costante ed uguale a
le a quello dei 4 piani. dei 4 punti.

Il rapporto an(zrinoni- Il rapporto aiiarnioni-
eo dei 4 punti co dei 4 piani che proiet.
di una qenerati-ice di E generatr’ice 
colle 4 faccie di un tetr’ae- dai 4 vertici del tetraedro

dro i cui vertici giacciono lorínato da 4 piani tan-
curva C, è costante e genti di , è costante e

uguale a quello dei 4 ve- uguale a quello delle 4 fae-
tici respettivainente oppo- cie resigettivai iente opposte
sti a quelle taccie. I a quei vertici.

Il rapporto di 4 punti uella curva C
è quello dei 4 piani osculatori in questi punti.

§. 21. Un altra forma notevole delle caordinate dei

punti di una cubica gobba espresse in funzione di un

parametro variabile, si ot.tiene prendendo come tetraedro
fondamentale quello formato da due piani osculatori della
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cubica e dai due piani che passano per la generatrice
giacente in uno di essi e per il punto di contatto del-
l’ altro. Chiamando allora i valori del parametro
corrispondenti ai punti di contatto dei piani osculatori

scelti, è facile vedere, che, scegliendo convenientemente
il punto unità, dovrà aversi

e quindi

0 anche facendo la trasformazione ?’ ?. cz ? per la/2013cc

quale i puclti scelti vengono a corrispondere respettiva =
rnente ai valori oJ, O di a, potremo porre

Dalle (9) si vede che la curva di coordinate
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rappresentata dal punto fondamentale doppio (~===0~~0)~
è la conica d’ intersezione della sviluppabile col piano 

"

e che ha per equazione

§. 22. Applicando le solite formice del §. 17. si

trova che le coordinate delle generatrici di :~. sono

Ciò mostra che le generatrici di E appartengono al

complesso lineare

e al complesso tetraedrale

Per la nota proprietà del complesso tetraedrale, di cui
abbiaino fatto uso al ~. 20, avrerno dunque che:

It rapporto dei 4 puntí in cui ge-
neratrice qualunque di 1: le di un te-

tr1ad;’o qualunque da due piani oscmlaturi di
C e piani che uniscono le generat1/1£ci in

uno di essi, col punto di contatto come pu,re
il anarinonico dei 4 piani che una

gene -alrice dai 4 un tale teti-aedro, è costan-
te ed uguale a 4.
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§. 23. Il piano che passa per tre punti a, , a, , a3
dalla cubica ha per equazione 

’

o§si a

Se i punti ai, a~ , a3 vengono a coincidere in un sol

punto a, l’eqtiazione precedente diverrà 1’ equazione del
piano osculatore nel punto a che sarà ,

e questa ci darebbe nuovamente le (10).
È facile determinare l’ equazione della superficie E in

questo sistema di coordinate, eliminando a fra le due

equazioni

che si ottengono derivando la (13) rispetto y ag

respettivamente, dopo averla ridotta omogenea col porre

a  . Abbiamo cos  
’

a,
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ossia

~. 24. Da un punto qualunque dello spazio y~)
si posson condurre tre piani osculatori della cubica, i cui

punti di contatto corrispondono alle tre radici dell’ equa-
zione

Ricordando che le coordinate dei punti della cubica
son proporzionali ad a3, 1 , a , ~ ~ avremo ehe i tre

punti di contatto sono nel piano

che passa evidentemente pel punto dato y. Abbiamo cos
un sistema nullo ; e la corrispondenza fra i pnnti ed i

piani dello spazio viene stabilita dalle relazioni

Quindi 1’ equazione del complesso lineare definito da

questa corrispondenza sarà

Abbiamo g à visto che ad esso appartengono le gente-
ratrici della sviluppabile.
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§. 25. Dalle forrnule (l) (2) ... stabilite nei S. an-
tecedenti, si deducono colla massima facilità moltissime
delle proprietà note delle cubiche gobbe e delle svilup-
pabili di 4.° ordine.

’ 

Senza stare a di tfon lei-ci su questo 
mo ad occuparci p’ù parlieolari idt te della r,tppresentaziot e
piana delle svilnppabili sudàeite.

Dalla teoria generale sappiamo che tutte le indagini
delle sezioni p,aiie ài i sono curva del 3. o Ur llne con un

punto doppio nel vertice ( ; =0 , Y} -==0) del triaugolo f0n-
damentale, le quali i passano pel punto (-3 ===0 y 20130)
e toccano nei p d’ incontro culla iina(yl cl
della curva C, le congiungenti di questi punu col punto
1+ --=o , 2==0 °

Qu2ste proprietà sono più che succienti per cosiruire
geometricamente 1’ imagi ne di una sezione piana qua-

lunque .
Poichè, se prendiamo per tlefinire il piano secante i

tre punti in cui esso taglia la cu~va C, avremo per la

della sezione da esso prodotta, 6 condizioni espri-
mendo che nei puti i imagini dei tré punti dati tocca le

congiungenti dei medesimi col punto ( ~+,,,’=0 , -n=0 ),
una espr!mendo che deve passare per il punio (i +3 =-0,
n=1)) e tre esprimendo che deve contenere il punto
(~=O, n =-=0 ) doppio.

Abbiamo cos  1(_) cocoizioui, mentre per determinare

una cubica ne occorreva solamente 9. Quindi una delle

condizioni precedenti sarà una conseguenza delle altre, e
questo servirà per dedurre qualche t orema di Geometria

piana. Per esempio avremo che
y 

Se cubica piana laa un doppio nel 
( ~~==0 j, Y!=-==0 ) del passan pel
puuto (; -~--~ à ---Cl, ~ ~- 0), e ctl,ce rette passanti pel



125

==0 , ~r _-_~) punti in cui es~e 
la la alla cubica nel terzo punto

incnntro colla 1; -== O, aiie/i’ essa pel punto
(+;-0 , =0).

Se il piano secante fosse un pi r no tangente di C, la

sua intersezione colla sviiuppabde si i spezzerebbe nella

generatrice da esso co iúei uta, rappresentata da una retta

per ~~ -0 , 17===0), e in una cubica che tocca la genera-
trice nel suo punto di contatto colla C, e che è

rappresentata da una conica c;he p:fssa semplicemente pel
punto (~ 0 , ~ ~)), pel punto (~-j-3 ~====0 , *=0) e pel
punto di contatto del piano dato, e che tocca nél punto
imagine del punto ulteriore intersezione del piano dato
colla curva C la congiungente di questo punto col punto

(~=0 , 9 
finalmente t’intersezione della sviluppabile E con uno

dei suoi piani tangenti si spezza ne la yeuer ac rice conte-
nuta in questo piano contata due volte, e in una conica
che tocca la generatrice stessa nel suo punto di contatto

E colla curva C. Perciò Fimagine clell a sezione prolotta
da questo piano, si spezza in due volte la retta ~ e

nella retta che unisce il punto (~-~3 ~=0 ~ ~~=0) col-

l’ altro (~==e~ y ~-=====0), la quale staià appunto a rappre-
setltare la conica suddetta. Duiique

Le delle coniche della svilup-
coni suoi piani tangenti .costi’lztiscoilo il (fascio

di ra,rgi col punto (i+3 ==O , 
spettivo al (ascio col cent1’o nel punto ‘ --- , n = 0 
che rappresenta le ici .

S. 26. Passiamo ora alla ricerca delle principali car-
ve esisten ti silla sviluppabile, per inezzo delle loro ima-

.

Sia Junqne ’}}1 1’ ordine di una curva nel piano rap-
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presentativo, che passi « volte per il punto fondamentale
(;-~-3 ~ 0 , 11-==0) che in(lichererno per brevità con A, {3
volte pel pnnto fondamentale doppio (  ===:a) , n-0 ) che
indicheremo con B, e possieda fuori di questi punti d nodi
ed r cuspidi. Chiamiamo 11 l’ordine e p il genere della
curva rappresentata ; allora per le formule del §. 18

avremo

Da queste si deduce fi-cilaiente un liinite superiore per
~n dato 1~I , ~ , ~ ~ ~ . Infatti si ricava

da cui

Si ha pure un limite superiore per dato M .

Infatti il punto B rappresenta una conica ed A una retta
le quali non potranno incontrare una. curva di ordine M
che 2 M punti respettivameme al più , dunque
~2M,"M.

Con questi limiti e colle relazioni precedenti è facile
determinare le curve dei vari ordini che giaccion su ~ ,
dando ad M valori diversi successivamente.

Per avere le imagini delle superficie sviluppabili che
passan per la curva C, quando si stabilisce la corrispon-
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denza fra piani tangenti di C e i punti di un piano,
bisogna fare uso delle formule precedenti, dove solameute ,
x’ inienda che M rappresenta la classe della sviluppabile
passante per C.

Applichiamo dunque le formule trovate.

Il solo caso possibile è

Non esiston dunque sopra 1 altre rette che le ge-
neratrici.

Il solo caso possibile è

Sulla sviluppabile E Pe&#x3E;" la curva C non
non esiste che ~un sistema passa che un sistema di
di coniche C! (le sue di 2. a clas-

coi suoi piani se 82 (coni che 
tangenti ) rappresentale dai suoi punti) 
dal fascio di rette col cen- tate dal di rette col
tro 2n A.

I casi possibili sono
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Esiste sulla svilitppa- Per la 
bile E un siste7na di (X) 2 di (û2 svt*lup-
cubiche C3 pabli di 3. a classe 83, r(tp-
dalle rette c,Lel piano che pesentate dalle che

non passano per- neSSltn non passano per 

punto e un punto e un

sisterna di col cubiche sistema di sviluppabili
rappi-esentate dalle coni- di 3. a classe S3’ rappr’esen-
che pei due pzcnti tónda- tante dalle coniche pei due
1nentali A , B. punti (onda1nentali A , I3.

Di queste coniche Di coni’che 

le che toccano una retta 1,e che toccano una retta

del fascio col centro nel fascio col centro yael

punto (’+~--O , 1) = f )) nel ( S -~-- ~ -= O J n --- ~) nel
suo punto d’incontro colla. suo d’incontro colla

= 0, = 0 rappresentino
come visto nel i coni di 3. a classe, che si

le in- oltengon proiettaizdo la C
tersez;ioni della sviluppa- da itn di E. Tutte le
bile coi.8uoi piani tan,qenti. alti-e n,on 

le att)-e rappresen- no coni.
teranno cubiclze gobbe.

Tutte queste eubiche e queste sviluppabili di 3.a classe
son di genere 0, perchè tali, sono le loro imagini.

I soli casi possibili sono
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Sulla ,sv;iippabile j la C 

esiste u2 sistema di C04 itiz sistema di col svilUjJ-
curve di 4.1 ordine jJabili classe 

p1’esentate dalle coniche sentate dalle coniche che
che _passan per B; e un si- passan 1Je1B B e zcn sisrerncc

di curve di 4. o (ti eD5 d  4. a

oi-dine, rapp1ltesentate 11alle classe, rappresentate dalle
cubiche che passan dLCe cubiche che passano due
volte per B e zcn a per A. volte per 13 ed zcna per A.

Anche tutte queste curve e sviluppabi1i sono di ge-
nere 0 . ..

Cos  proseguendo potremmo trovare le curve di ordi-
ne superiore che giaccion su È e le sviluppabili di classe

super,ore che posson condursi per C.
Dalle cose dette risulta anche :
Due coniche C. non I Due svilulJpabili 

possono due hanno piano tan-

cubiche Ca si tagliano in gente due 83 ne
Zcn 

. due 
’ I hanno una; 

. (tue S3 ne han-
iJi due. Vna coJaica r ta- / Jio die. Vea svilip»abilez2 d ue. Una conica L ta no dzce Uua sviluplJabile
,qlia c1.:!bica C3 o C’3 S 2 ha un piano tangente
in un punto. Una cubica co&#x3E;nine con una 83 o 3’.
C3 taglia uncc cubica C’ UJaa S3 ne ha dua a co-
in due punti. mune S3’.

Se stabiliamo una corrispondenza proiettiva fra i raggi
dei fasci co  centri nei punti 8~~~.~ , A(~+3 ~=O,
0), il luogo dei punti d’ incontro dei ragg i corrispon-
denti è una retta o non conica pei due punti A , B. Da
ciò si deduce facilmente che:

Se s u llcz curva C Se sulla Cur1Ja C pren-
diarrzo due serie o7nogra- diamo due serie 

di punti, il luogo dei fiche di i piani che
d’incontro delle tan- passano i punti della
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genti a C nei punti’ della e le 
serie coi piani oscu- genti nei punti 

latoi-z nei punti denti della seconda invi-

denti della seconda è una lu pp ano uaa sviluppabile
cubica C3 o C31 S3 o S3’.

§. 27. Come compleinento di questo studio accennerò
la possibilità di stabilire con metodo puramente geome-
trico una corrispondenza fra i punti della sviluppabile del
4.° ordine coi punti di un pian), della quale le formule

svolte sono la interpretazione analitica.
° I coni che proiettano una cubica gobba C da uno dei
suoi punti sono del 2.° ordine . Seegliamo il tetraedro
coordinato come abbiamo fatto nel§ 21. e consideriamo
il cono che proietta la cubica C dal vertice A, del tetraedro
fondamentale. Il piano A, A3 A, osculatore m A, tocca

questa conica lungo la generatrice A, Ai e taglia la
sviluppabile -5 secondo la generatrice A, A. stessa con-
tata due volte e secondo una conica O2 che tocca in A, la

Ay A 4 . Mediante questo cono possiamo facilinente stabi-
lire la corrispondenza univoca fra le generatrici di ~ e il
fascio di raggi definito dalle rette A~ A~. A4. Infatti
una generatrice deterrnina un piano tangente al cono, che
taglia il piano rappresentativo A~ secondo una retta
A~ B che passa pel vertice A, del cono. Viceversa per una
retta A, B del piano rappresentativo si può condurre oltre
a questo piano un altro solo piano tangente al cono, ed

esso conterrà una ed una sola generatrice di 2:.

Se prendiamo la retta A, A,3 per la A, Aí
per n==0 e la A3 A, per §=0 otterrerno precisamente la

corrispondenza stabilita al §. 21. pui-chè si scelga il

punto unità in modo che le costanti sian daterminate in

guisa che sia
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Infatti il piano che passa per il pnnto AI(1 , 0 , 0, 0) e
per la generatrice a ha per equ,, zlone

ossia

e taglia perciò il piano ~ 0 secondo la retta

Per completare la rappresentanzione basta stabilire la

corrispondenza proiettiva fra i punti delle generatrici di 1
e quelli della retta che la rappresenta ricordando che i

punti della conica C, in cui le generatrici di E tagliano
il piano rappresentativo le coordinate dei quali sono

devon corrispondere al punto A, (~==0 ~ ~==~=0)~ e i punti
di contatto delle generatrici stesse cubica C corri-
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spondono ai punti d’ incontro delle loro imagini colla
retta 1=0 .

Ho solo accennato il metodo per stabilire geometrica-
mente la corrispondenza accennata . Si potrebbe anche
partire da questi fonclamenti e ritrovare tutte le partico’
larità trovate analiticamente, senza servirci delle formule.

per amore di brevi tà, e per conservare 1’ uniformità

del rnetodo lascerò da parte questo argomento.

111.

Superficie sviluplJabili del 5.0 ordine.

S. 28. Abbiaino veduto che vi è una sola specie di

sviluppabili 1 senza singolarità straordinarie del 5.° or-

dine, il cui spigolo di regresso è una curva C del 4.°
ordine con un punto stazionario e un piano stazionario.
Sia « il valore di 5, corrispondente al punto stazionario e
{3 quello corrispondente al punto di contatto del piano sta-
zionario della curva C.

Se prendiamo per piano x, ==- 0 quello stazionario,
esso deve incontrare la curva C nel punto j3 e in tre

infinitamente vicini onde 81=°1 ().-{3)4. Se prendiamo il

piano osculatore nel punto stazionario per piano x.,==0 2
esso deve incontrare la curva C nel punto « e in tre in-

finitamente vicina onde 0~====~ (~, «)~. Se prendiamo per
piano quello che passa per la tangente nel punto
stazionario « e quel pnnto [3, questo deve incontrare la

curva C in {3, in « e in due punti indnitamente vicini

ad a, dunque 83=a3 ().2013~ ~’2013j3). Finalmente se pren-
diamo per piano x~,~C~ quello che passa pel punto stazio-
nario « e per la tangente a C contenuta nel piano sta-

zionario, questo dovrà tagliare la C nel punto «, nel
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punto fi, in uno infinitamente vicino ad a e in uno in-

finitamente vicino a {3 e perciò tz (a.---x) (?,---a).-
Disponendo poi convenientemente del punto unito, potre-
rno rendere le costanti a 1 a.i , ~3 , a~ tutte uguali ad l.

Scegliendo dunque il tetraedro fondamentale nel modo

indicato, abbiamo

Per mezzo delle formule (8) del §. 11. deduciamo

che le coordinate del piano osculatore nel punto À sono

A 2013p
Colla trasformazione ;-- a per mezzo della qualeA-a

il punto stazionario e il punto di contatto del piano sta-

zionario vengono respettivamente a corrispondere ai va-

lori del pararnetro a le forrnule precedenti di-

vengono

(.) Queste formule sono già state trovate per altra via da Fiedler
( Geometria Descrittiva ~. 148. p. 547 ).
Lib. . VI. s. N. s 

10
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Dalle (1), (2) o dalle (3), (4) potremmo ora dedurre
le formule della corrispondenza fra i punti di 2 o i piani
di C e i punti di un piano.

Tanto le (1), (2) quanto le (3), (4) mettono in evi-
denza la corrispondenza dualistica che abbiamo osservato
esistere fra i punti di 1 e i piani C.

§. 29. Le formule (4) ci danno il mezzo di determi-
nare 1’ equazione della sviluppabile , y riguardandola come
inviluppo del piano

1 

Perciò basterà eliminare a fra le due equazioni

che si ottengono derivando la equazione precedente rispetto

a2, dopo averla resa omogenea col porre -~;I p 2~ . n u’ 2
oppure si può eliminare a per le due equazioni equi-
valenti -

Effettuando questa eliminazione si trova

ovvero
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E questa equazione ci mostra che la sviluppabile
taglia il piano secondo la retta contata tre

volte e secondo una conica I{1 che ha per equazione

Taglia il piano X2 -=- 0 secondo la retta A~ A~, contata

due volte e secondo la cubica

Le formule (3) ci mostrano che questa è la cubica te
cui coordinate sono

che taglia la curva C nel suo punto cuspidale.
Taglia il piano ~g===0 secondo la retta A~ A4 e due

volte secondo la conica K che ha per equazione

Finalmente la sviltippabile taglia il piano se-

condo la retta 23 e secondo la curva del quart’ordine

§. 30. Si può ottenere facilmente la condizione 
chè 4 punti sieno in un piano, notando che se nell’equa-
zione di un piano qualunque
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sostituiremo alle, x le coordinate di un punto della curva
C, otteniamo la equazione di 4.° grado in a

le cui quattro radici a1 , a~ , a3 , y a~ daranno i quattro
punti d’ incontro di quel piano colla curva stessa. Sicco-

me l’equazione suddetta manca del termine in a3, dovrà
essere

1

e questa è appunto l’ equazione cercata, che può anche
scriversi

Analogamente troveremo che la condizione onde quat-
tro piani osculatori nei ~3 ~ À4 di C passino
per un punto, è

Ponendo le condizioni che a3 sia infinitamente vicino

ad ai e a4 ad a2, avremo che la condizioue d’incontro di
due generatrici che passan pe  di (’i è
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ossia

(’,hiamo,remo generatrici coniugate due generatrici di 5-
che s’incontrano, p’lnti coniugati i punti di contatto colla
curva C di due generatrici coniugate, piani coniugati i
piani che contengùno due generatrici coniugate.

La relazione (8) ci mostra che

Le iniaginí di due genei-atrici coniugate 
ar nonicantente le , Ossia

Le i1nagini delle coppie di generatrici coníuqate
costituiscono dí e2cz le 
sono i raggi doppi.

Nello stesso modo le imagini delle coppie di punti o
piani coniugati costituiscono un’ involuzione sulla retta

~==0 . .
Affinchè un piano contenga due coppie di punti coniu-

gati, 1’ equazione (5) deve ridursi biquadratica, ossia do-
i&#x3E;rà essere ts===O; dunque

le rette che passano per due punti coniugati
ci C, passano anche pel punto fondamentale 3 (*).

~. 31. L’ equazioni (5), (6), (8) ci mostrano aneo~a
che : .

I quattro punti 14 piani coniugati ai
,qati alle 4 intersezioni di 4 piani tangenti a ! con-

piano qualunqu,-- colla dotti per un punto 
C, giacciono que, passano pur-g un

in un piano. Ì punto.

(.) Cremona. Sur les surfaces dev-eloppables du 5.me ordre (Comptas
Rendus, T. LIV p. 604).
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Dati tre punti a, , a2 , a;~, la (6) dà il quarto punto
d’ incontro del piano condotto per essi colla curva C .
1/ equazione di questo piano sarà .

L/ equazione del piano che passa pei 4 punti coniu-
gati, sarà

E questo mostra che i due piani si tagliano sul pia-
no T3=O e sono separati armonicamente da questo piano
e dal punto X2==Û , x,,=-.O).

Correlativamente per un punto P passano 4 piani
tangenti di ~; i 4 piani ad essi coniugati passan per un
punto P’ allineato col punto P e col punto 
X2=O , az.-0 ) . I punti P , P’ son separati armonica-
mente dal piano X3-=0 e dal punto (~====0~=0) X~=O).

Le proprietà dimostrate danno luogo al sistetna di due
figure omoicgiche armoniche. Un punto P ne determina
uno P’, tali che la retta P P’ passa per il punto (~====0~
X2=O , 1 X4=-=0 ) , un piano p ne determina uno p’, tale
che la retta pp’ giace nel piano X3=0. Dunque il punto
(£1=0 , wi-’) , X4==-0) e il piano sono centro e
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piano e due elementi corrispondenti sono se-
parati armonicamente da essi.

In particolare due punti coniugati sono allineati col
centro di omologia; due piani coniugaci s’ incontrano sul
piano d’ omologia, e tanto gli uni quanto gli altri sono

separati armonicamente dal centro e dal piano d’ omo-
logia o.

~. 32. Applicando le formule del §. 17, si trova che
le coordinate di una generatrice sono

ovvero ponendo al solito

Queste espressioni ci mostrano che le geueratrici di 1
appartengono al complesso tetraedrale
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e quindi , per una ben nota proprietà dei complessi te-

traedrali, si ha :
Il rapporto Il rapporto anarinoni-

co dei 4 punti d’incontro co dei 4 piani che proiet-
di una genei.atrice (li 1 tano una generatrice (li 

colle faccie del dai vertici del tetraedro

fondamentale, è costante e è costante e

uguale a 3. uguale a 3.

§. 33. Un piano che passi per la retta che unisce il
punto cuspidale di C con un’ altro suo punto, incontra la
curva stessa in un sol punto variabile ; abbiamo dunque
una corrispondetiza univoca fra i punti di C e i piani del
fascio che ha per asse una tal retta.

Similmente abbiamo  he da un punto della retta d’in-
tersezione del piano stazionario di C con un suo piano
osculatore si può condurre un sol piano variabile oscu-

latore a C; e quindi abbiamo una corrispondenza 
ca fra i punti di una tal retta e i piani osculatori di C.

Dunque:
Il rapporto I Il rapporto anarmonico

co dei 4 clae pJ’oiet- dei 4 punti d’incontro di 4
tang quatttro punti di C piani osculatori di C colla
da una sua che passi retta d’intersezione del pia-
pel suo punto cuspielale, è o un pia-
costante è uguale a quello no osculatore qualunque, è
dei 4 pu n ti. costante e uguale a quello

ne2 4 piani.
S. 34. Occupiamoci ora della curva doppia di ~ e

della svíluppabile doppia di C . Due piani coniugati, e

quindi due generatrici coniugate, si tagliano sul piano 
‘

x,---O, dunque la curva doppia, che dalla tabella delle

singolarità delle sviluppabili dei primi 7 ordini, sappiamo
dover essere una conica, giace nel piano X3=-=O. La
chiarneremo K .
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Abbiamo visto ancora che un piano che passi pel
punto taglia la curva C in due coppie di punti
coniugati allineati col punto stesso , ossia il cono S che

proietta la curva C da quel punto è di 2.° grado ed è
la sviluppabile doppia, perchè può riguardarsi come invi-
luppo dei piani che contengono due generatrici coniugate.

Se per brevità indichiaino con 1, 2, 3, 4 i vertici
del tetraedro fondamentale respettivamente opposti ai

piani xi=0 1 X2===Û , 1 X3-01 ~==-0, è facile riconoscere
geometricamente che la conica K tocca in 1 la retta 14
in 2 la 24, e che il cono S tocca il piano l ~~ lungo la .

13, e il piano 243 lungo la 23.
Oltre alla conica doppia K abbiamo sopra la svilup-

pabile E un’ altra conica K’, intersezione di essa col pia-
no ~==~0. Difatti per un punto di questo piano si posson
condurre altri due piani tangenti solamente, e quindi
1’ intersezione di esso colla sviluppabile è una curva di

2. a classe. 1’er la conica K’ è facile vedere che tocca la

23 nel punto 2 e la 34 nel punto 4.
Slmilmente un piano che passi per 1 taglia la C in

altri due punti, ossia il cono S’ che proietta da 1 la C

è del 2.° ordine. E facile vedere che esso tocca il piano
134 lungo la 14 e il piano 123 lungo la 12.

§. 35. Siamo ora in grado di risolvere colla massima

facilità il problema della ricerca dell’imagine della curva
doppia, senza bisogno di ricorrere al metodo generale
svolto nel §. 15. Poichè infatti la conica doppia K giace
nel piano e 1’ imagine delF intersezione completa
di questo piano colla sv luppabile 1, è

avremo, lasciando da parte il fattore (~-o: n), che l’ima-
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gine della conica doppia K’ è

Si vede di qui che:
della conica doppia K è una conica che

taglia la ¡retta ~==0 nei suoi punti d’ incontro colle

ar, 0 , 11:-=.:0, tocca nel la relta

e passa pel punto ( i+4 ~_=~ , n-0 ) .
Un punto qualunque della curva doppia ha per ima-

gini i due punti in cui la conica suddetta è incontrata

dalie imag i ni delle due generatrici che passano per il

punto che consideriamo. Siccome le immagini delle cop-
pie di generatrici coniugate costituiscono una involuzione
di raggi col centro nel punto (~====0~==0)~ che appar-
tiene al a conica imagine della curva doppia, ne segue
che : .

Le coppie di di 9,tno stesso 

della conica doppia K, leterniinano un’ involuzione
sulla conica irna,gine della curva I1 stessa.

Perciò le congiungenti dei punti che corrispondono a
uno stesso punto di K, passano per un punto, per il quale
naturalmente devon passare le tangenti alla conica ima-

gine di K nei punti doppi dell’ involuzione suddetta’, i

quali sono i punti d’incontro di essa colle y

sulla ~ =0. Queste tangenti hanno per equazioni
respettivamente
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e servono a determinare il punto comune alle congiun-
genti i punti corrispondenti ad uno della curva I~.

Anaiogamente si trova che, se si stabilisce la corri-

spondenza fra i piani tangenti di C e i punti di un piano,
la sviluppabile doppia S è rappresentata dalla conica

’ Un piano di S ha per imagini due punti di questa
curva e le congiungenti di quelle coppie di punti passano
per il punto d’ incontro delle due rette

§. 36. Abbiamo visto che la curva C è la intersezione

completa dei due coni S ed S’; quindi sarà la base di un

fascio di quadriche . Per mezzo delle formule (3) del

§. 28. si deduce facilmente che 1’ equazioni di quei due
coni sono respettivamente

La forma stessa di queste equazioni ci mostra subito

(cosa del resto già veduta geometricamente al §. 34)
che il cono S tocca il piano 2 :3 4 (m~ ::=0) lungo la 2 3
(~===0 ~ X4=-O) e il piano 1 3 4 (s~-m0) lungo la 1 3

(~====0 ~ , cv,=0), e che il cono 8’ tocca il piano 1 3 4

lungo la 1 4 (072=0 , 3 X3=O) e il píano 1 2 3
~4===0~ lungo la 1 2 (X4=O , ~====0).

Trovate F equazioni dei coni S, S’, 1’ equazione del
fascio di quadriche che ha C per base, sarà
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Tra le quadrielie di questo fascio non vi sono altri
coni ehe S ed S’; poichè i coni corrispondono a quei
valori di - pei quali è zero il discriminante

v

ossia corrispondono a ~=~0 ~ 9=-0 . Dunque dei 4 coni
del fascio in quistione uno è il cono S , y gli altri tre

coincidono con S’.
Similmente troviarno che 1’ equazioni delle coniche

y ~~’ sono

e quindi 1’ equazione della schiera di quadriche inscritte

a 1 da esse defin ita, è

L’ eqtiaziorio (12) può scriversi

dunque:
Tutte le quadriche del I I coni che pi-oiettaiío le

fascio clte ha 0 base, inscritte a 1: dal



145

ilpiano osculatore punto di contatto (Iel piano
nel p1aento cuspidale (X2=O) stazionario, si in

secondo coppie di rette pas- due piani che tagliano il

santi pel punto cuspidale piano stazionario 234 se-

stesso coniugate nell’ invo- condo coppie di rette coniu-
luzione che ha le rette 13, gate nell’Z*nvoluzione che ha
14 per r’aggi doppi. le raggi

) doppi.
Questa proprietà ci mostra che tutte le quadriche che

passan per C toccano nel suo punto cuspidale , il suo

piano osculatore, e che le quadriche inscri te a I passan
per il punto di contatto Llel piano stazionario;

È anche facile di vedere che:
Le quadriche che pas- I coni che inviluppano

san per C tagliano il piano le quadriche inscritte a 1
L 2 3 (x,==-O) secondo co- col vertice in 4 toccano i

niclze clze toccano in 1 , 2 piani 2 3 4, 13 4 le
le 1 3 , 3, tagliano il ia-  4 , 1 4; i coni clze le in-
no 12 4 secondo conicl2e le viluppano col vertice in 3
quali toccano in 1 la retta toccano il piano 2 3 4 lungo
1 4 e quindi anche la co- la 2 3 e quindi anche il
nica K, e che passan per 2; cono S, e toccano il piano,
tagliano il piano staziona- 1 3 4, i coni ehe le invi-
rio 2 3 4 secondo coniche luppano col vertice in 1
che toccano in 2 la 2 3 e toccano il piano 1 3 4 e

quindi la conica K’. quindi il cono S’ lungo~ la 1 4.

~ . 37. Ponendo

1’ equazione delle quadriche che passan per C prende la
forma
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che può anche scriversi

e quella delle quadriche inscritte a i prende la forma

L’ equazione (18) ci mostra che la quadrica in qui-
, 

stione contiene la generatrice di 1 che passa per il punto
a, e la sua coniugata.

Ciò risulta evidente, osservando che da quel che ab-
biamo detto al §. 29. si r~cava che la generatrice che
passa pel punto 1 deve riguardarsi come intersezione

dei due piani

e quindi la sua coniugata come intersezione dei due

Dunque :
Qqni quadrica che pas- Ogni quadrica íscritta

sa per C taglia la svilup- a , taglia questa svilup-
secondo due gene- pabile secondo due 

’ratrici coniugate. ratrzci 
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ossia : s

Per. due generat&#x3E;.ici passano due

quadriche una delle quali passa per C, l’altra è in-

scri t ta a 1 .

Chiameremo col Prof. Creinova associate queste due

quadriche.
~. 38. Dalla equazione (19) del ~. precedente si passa

facilmente al"equazione in coordinata di punti delle qua-
driche inscritte a ~, che è

ossia

che può anche scriversi

Confrontando questa equazione colla (19), si vede che
~ intersezione di due quadriche associate è quella di una
di esse col luogo di second’ ordine

ossia le due quadriche associate, oltre alle due genera-
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trici coniugate hanno a comune una conica che giace
sul piano

che passa evidentemente per la retta 2 3. Queste coniche
costituiscono una superficie di 3.° ordine T ~*) la cui

equazione

ossia

si ottiene facilmente eli m inando a ~ fra la (17) e la (22).
a.

Nello stésso modo si potrebbe dimostrare che due su-
perfici associate sono iiscritte nello stesso cono di 2.°

ordine e che questi coni inviluppano una superficie T’ di

3. a classe.

§. 39. L’equazione (23) della superficie T mostra che
essa gode delle seguenti proprietà.

Contiene il punto 1 come doppio.
Taglia il piano x,=0 contato tre volte, ossia oscula

lungo la 2 3 il piano 2 3 4.
Taglia il piano r,=0 lungo la cubica

e il piano secondo la retta x,=0 e secondo la
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conica

che tocca in 1 , 9 2 le 14 , 24 e quindi la cònica K.

Taglia il piano X4=O secondo la retta xl==0 e due
volte secondo la retta .~’3-===0~ cioè tocca il piano 123
lungo la l~ .

Passa per la curva C , come è facile ver ficare, e

inoltre ’tocca lungo di essa la sviluppabile I. Infatti le
coordinate del piano polare di un punto di coordinate

x a x. rispetto a T sono

Quindi le coordinate del piano tingente a T in un punto
a di C, sono

che sono appuro le coordinate del osculatore di

C nel punto a .

§. 40. Le generatrici delle quadriche che passan per
C e quelle delle quadriche inscritte a sono reali , y cioè

queste quadriche appartengono alla famiglia degli iper-
boloidi. È facile anche i seguenti teoremi.

Lib. VI. ~~
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di tutte di tutte le
le del/ascio che delle quadriche

C per base, passanti per inscr.itte che giacciono
un punto di C costituiscono in un tangente 
un cono di 3.° ordine. ) è una di 3.~i classe. a

Le coli p le di piani che Le di d’in-

ypr1ozettano le coppie di tersezione del stazio-

nerati-ici delle diverse q ua- naí-Z’o colle coppie (li ge-
driche (let fascio ha C delle varie qua-
per base, passanti per un driche , che

fisso d  C dal punto giacciono in suo piano
1, sono conitt- sono coniugati

,qati di cui 

I 
nell’ involuzione di cui i

i piani doppi passano pei punti doppi sono nei piani
.punti :3, 4. 124 2 L 2 3.

S. 41. Passiaino ora ad occuparci più specialmente
dalla rappresentazione piana di questa superficie .

Abbiamo già veduto al ~. 35. come vien rappresentata
la curva doppia. Supp ’at io poi dalla teoria generale che
le imagini delle sezion  piane sono curve del 4.0 ordine
non un punto fondamentale triplo ( ~ ~ , ~ 0 ) e due

semplici (~+4 x=0) ~~ ot ~ ? ~ = -  ‘~ ~J &#x3E;7),
e che tagliano la retta ~==0 in 4 punti, nei quali toccano
le congiungenti de  medesimi col punto (~+~-==O , 
Abbiamo cos  per queste imagini 6-f-’?81G cond zio-

ni, mentre ne occorrerebbero soltanto 14 per determi-
narle. Potremo dunque per def t i -e il piano secante, pren-
dere tre dei 4 punti ~n cu~ taglian la enrva C. Le ima-
gini di quei tre punti basteranno a definire 1’ inzagine
della sezione prodotta da quel piano.

Se il piano secante è un piano tangente in un punto
~ di C, la sezione da esso prodotta nella sviluppabile, si

spezza nella generatrice che passa per e, rappresentata
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dalla retta i-g » e in una quartica rappresentata da una
cubica che passa due volte per il punto ( ~==0 y y3===0) ~
semplicemente pei punti (~+4 ’=0 , Y1=Û), ,~ ,

~=~2013~~x2013p~ ~ (~== ê YJ , ~===0) e per altri due punti
della retta -.-.-, imagini delle ulteriori intersezioni di

quel piano colla curva C, nei quali toccano le congiun-
genti di questi punti col punto (~ +, =0 , ~~0 ) ; Cos
abbiamo 10 condizioni, 1 mentre ne occorron 9 sole per
definire una cubica. È chiaro del resto che dato il punto
~, ed un punto d’incontro del piano colla curva C, l’altro
è dato dalla relaziùne (6).

Se poi il piano secante è Il piano osculatore in un

punto e di C , il punto ~ ulteriore intersezione di esso

colla curva C vien dato dalla suddetta relazione (6) .
L’ intersezione di un tale punto colla sviinppabile E si

spezza nella generatrice pel punto e contata due volte ,
rappresentata dalla retta e in una cubica rap-

presentata da una conica per la quale sono date le 6 condi.
zioni di passare pei punti (~=0~~0)y(~-i-4 ~===0~==0)~
(~= -i (a ~) ~ y ~ ---- ~ ~), (~. ~ , ~0) ~ (~~ , F-0)
e di toccare in questo punto la retta che lo unisce al

punto (~ +’==0 , s 
Se finalmente il piano passa per due generatrici co-

niugate tangenti a C nei punti e s’ ~ intersezione pro-
dotta da questo piano si spezza nelle dbue generatrici sud-
dette rappresentate dalle e in una

cubica rappresentata dalla conica pei punti (~====0~ y?=0),
(~4;=-0 , ~)~~~--_-~(«-~) ~ , ~.~«~),
(~=5 1J , ’=0), &#x3E; ~~ ~’ ~ ~ ,~-=0).

Considerazioui analoghe potrebbero ripetersi per 1’ irna-
gini dei coni tangenti alla curva C, quando si stabilisca
la corrispondenza f~a i piani tangenti di C e i punti di
un piano.
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§. 4. Cerchiamo ora le principali curve esistenti sulla

superf cie I per mezzo delle forrnule del §. 18.
Sia m 1’ ordine di una curva nel piano rappresenta-

tivo, che passi volte pel pnnto fondamentale triplo B, 2
volte per il punto A imagine della generatrice cuspidale,
e y volte per l’ altro punto fondamentale C, e che al di

fuori di questi punti possieda d nodi ed r cuspidi. Se 11.
è 1’ ordine e p il genere della curva rappresentata, ab-

biamo per le formule citate

Da queste si ricava facilmente

e da questa abbiamo evidentemente un lim te superiore
per m, dato M , p ...

Per determinare le curve degli ordini pi i bassi, esi-

stenti sulla sv luppabile faremo dunque uso delle forniule

tenendo anche presente che deve essere

NeÌÌa rappi esentazione dei piani taugenti 
- 

di i C scu
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punti di un piano, per determinare le imagini i delle 

luppabili per C, dovremmo fare uso delle formule prece-
denti nelle quali solamente si dpve intendere che 1B1 rap-
presenta la classe delle sviluppabiH i suddette.

~1 solo caso possihile è

Non esiston (lnnque sopra I altre rette che le gene-
ratrici

Il solo caso possibile è

Fatta dalla i Fatta astrazione dal
conica doppia essendo cono (loppio (che essendo
contata due oolte, va rí- contato due volte, va 

come curva come della 4. a
di 4.° non esiste 

~ 
classe ), non passa per C

altro cize la coni- altro c h e il cono d i 2..a
K’ classe dal-

retta ehe unisce i due punti la retta che unisce i due

(ondarnentali 
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I soli casi possibili sono

Esiston sulla sviluppa-
bile 1 due sistenii di co’
cubiche rappresen-
tate dai due fasc  coi cen-
tri nei due punti fonda-
mentrzli A, C e un sistema
di Cp$ cubiche C"3 rap-
presentate dalla rete di
coniche che passano per
tre punti A, B, C.

Per la curva C passan
due sistemi di Oa’ 

pabiti di 3.a etasse S3 , 1

rappresentate da due fasci
coi nei punti A, C,
e un sisterna di C02 svilup-
pabili di 3,a classe S3" ra~-
presentate dalla rete di

coniche, che passano pei
tre punti A , B , C . 8

I soli casi possibili sono
’"

Esiste sulla sviluppa-
un sisteina di coi

quartiche rappresentate
dalle rette del piano che
non passano per nessun

punto fondamentale ; due
sistemi di 003 quartiche I
rappresentate dalle coni- L

Per la curva C passa
un sistema di 0)2 svilup-
pabili di 4.a classe 
sentate dalle rette del piano
che non passano per nessun

punto fondamentale; due
sistetl1i di C03 sviluppabili
di 4. a classe f’appresentate
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che che passan per B e per I coniche che passan
uno dei punti A , C; un si- per I3 e per uno dei punti
stema di 0)4 quartiche A, C; un sisteina di C04
rappi-eseiitale dalle CUb1:- svirUplJabzli di 4. a classe,
che che passan d ue volte rappi-esentate dalle cubi-

per B ed una pei punti che che passan due volte

A, 9 C. I per punti A, C.
Tutte le curve e sviluppabili considerate fin qui son

razionali perché tali sono le loro imagini. Analogamente
potremo trovare le curve di -5 di ordine superiore e le

sviluppabili per C di classe superiore.
Con queste formule si potrebbero enunciare molti teo-

ren1i relativi all’ incontro delle curve di C, che per bre-
vità tralascierò.

§. 43. Facendo uso del cono S’ che proietta la cur-
va C dal punto 1, potremmo stabilire geometricamente
la corrispondenza fra le generatrici di 2 e le rette del

piano 134 che passan pel punto 1, nel modo stesso con
cui è stata stabilita al §. ~’~, per le generatrici della svi-
uppabile di 4. o ordine.

IV.

Su p eí-ficie del 6. o 

~. 44. Abbiamo già notato nel §. 3 che esistono tre

specie di sviluppabili senza singolarità straordinarie del
6. o ordine, di cui 1’ una ha p»r spigolo di regresso una
curva del 4. o ordine con 4 piani stazionari, la seconda
ha per spigolo di regresso uni curva del 5.° ordine con
due piani stazionari e due punti stazionari , y la terza ha

per spigolo di regresso una curva del 6.° ordine con 4
punti stazionari. Per distinguerle, le indicheremo con I,
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2 2" respetti vaiii ente e indicheremo con C, C’, C" i

loro spigoli di regresso.
È notevole la seguente proprietà di queste sviluppa-

bili, che si dimostra facilissimamente (*).
Lo spigolo di regresso le sviluppabili

di una sviluppabile del 6. o del 6. o sono 

SO- pre cii-coscritte a 2G72cL qua-
pra una 

Dato un punto y si può Dato un piano qualun-
costruire il suo piano polare que v si può costruire il

rispetto alla quadrica che suo polo rispetto alla qua-
passa per lo spigolo di re- drica inscritta in una svi-

gresso di una sviluppabile luppabile del C.° ordine
del 6.° ordine , senza co- senza costruire questa qua-
struire la quadrica. drica.

Infatti per un punto y Infatti in un piano v
si posson condurre 3 corde giacciono 6, 4 o 3 , rette
della curva C, 4 della C’, dalle quali si può condurre
6 della C". I punti coniugati una coppia di piani tan-

armonici di y rispetto alle genti a 1. 2’ s" respet,tiva-
4 coppie di punti d’ inter- mente. I piani coniugati
sezione dette corde suddette armonie’ di v rispetto alle
colle curve C, C’, J C" giace- coppie di piani suddetti,
ciono sempre in un piano, che passan per uno pnnto, che
è il piano polare di y rispet- è il polo di v rispetio alla
to alla quadrica che passa quadrica inscritta a quella.
per curva . inv}Inppab te.

Se prendiamo y a distanza inSnita in una data dire-

zione, avremo che esistono 3, 4 o 6 corde di C, C’ o C"
respettivamente parallele a quella direzione . I pnnti di

mezzo di qlií-,Ile corde giacciono in un piano che è il piano

C) Sehwarz - De ?uperficibus in planum explicab liblia primormn
Beptem ordirtuin. ( Crelle. Bd.64, 1864). 

’
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diametrale coniugato alla data direzione rispetto alla qua-
drica che passa per la curva C, C’ o C".

Se il piano v è il piano alFinRnito si ha che si posson
condurre 6, 4 o 3 coppie di piani paralleli tati-enti alle
sviluppabili 1, ~’, ~I1 respettivamente. I piani eguali-mente
distanti da queste coppie di piani passan per un punto,
che è centro dei sirtimetria del poliedro di 12, 8 o 6 (pa-
rallelepipedo) faccie da essi formato ed è il centro della

quadrica inscritta alla sviluppabile.
Visto ora il modo di determinare in ogni caso il piano

polare di un punto e i piani diametrali rispetto alla qua-
drica che passa per C, C’ C", si capisce che potremo
determinare anche il polo di un piano rispetto alla qua-
drica stessa, come intersezione dei piani polari di tre

punti del piano dato, e il centro come intersezione di tre

piani diametrali. Analogamente si determinerà il piano,
polare di i,in punto rispetto alla quadrica inscritta’, a 1,
1’ o 2" per mezzo dei poli di tre piani che passano per
esso .

§. 45. Prendiamo ora a studiare le superficie svilup-
pabili del 6.° ordine E e S’B Converrà considerarle con-

tempuraneamente, attesa la corrispondenza dualistica che
esiste fra i punti dell’una e i piani tangenti allo spigolo
di regresso dell’ altra.

Sieno ai , C!2 , (;(3 , «~, i valori del pararnetro À corrispon-
denti ai punti di contatto dei piani stazionar! della curva

C, e prendiamo questi piani per piani fondam.entali . È
facile vedere che, scegliendo convenientemente il punto
unità, dovrà essere allora
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e cot secriientemente

Similmente se a3 , «2 , «3 , x~ sono i valori dei para-
rnetro 1 corrispondenti ai punti stazionari della curva C",
prendendo questi punti per vertici del tetraedro fonda-
mentale e scegliendo convenientemente il punto unità, le
coordinate dei punti di C" posson porsi sotto la forma

e consegiietií,(, iente quelle dei suoi piani osculatori sotto

~ altra

Queste fbrmu e met tono ancora meglio in evidenza, la
corrispondenza dei punti di S e dei piani di C, coi piani
di C" e i punti di ~".

§. 46. Le coordinate p delle generatrici di £ sono
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e e coordinate delle generatrici di I" sono pure

Tanto le une quanto le altre appartengono dunque al
complesso tetraedrale

il che mostra i teoremi :
Il rapporto anarmoni- I Il i-apporto 

co dei 4 punti d’incontro co dei 4 pia?ai che proiet-
di una ye&#x3E;ieratrice di E tano una generat1"ice qua-
coi 4 piani osculatori sta- lunque da " dai 4 punti
zionari della curva C, e stazionari di C", e. quello
quello dei 4 piani che la dei 4 punti d’ incontro di
proiettano dai vertici del essa colle faccie del 
tetraedro forinato da quei dro dete&#x3E;-&#x3E;ninato da quei
piani, è costante e uguale punti, è costante e uguale
a quello dei punti di corc- a quello di quei punti.
tatto di quei piani.

~. 47. Quando è data una curva razionale del 4.° or-
dine le coordinate dei punti della quale sono

onde 4 suoi punti sieuo in un piano fra i valori }.. , À ,
)’3 , À¿ del parametro X corrispondenti ad essi, deve esi-
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st,P,re la relazione

ossia

Ma i idicanclo con 131 la somma dei prodotti i ad i

in tutd i modi possibili delle 1 ’2 , ’3 , ).4’ abbiamo (*)

(e) Indicando con

il determinante formato colle potenze di n quantità 
con v, la somma dei prodotti delle y combinate i a i in tutti i modi

possibili si ha in generele

Prendasi infatti un’ equazione 
’

r Il

che abbia per radici le n quantità disuguali y~ ... y" . Avremo
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Per cui la relazione trovata diverrà

Se poi le coordinate dei punti della curva sono date

sotto la forma

Da qui abbiamo

v i . , - . - _ .. - .. i

Ma sappiamo dalla teorica dell’equazioni che
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quelle della curva C, avremo

ec. E quindi l’equazione precedente diverrà

ossia indicando con Vi la somma dei prodotti ad i in

tutti i modi possibili delle ’X 1 1 Cl2 . 1 OC3 1 a 4

- Ponendo la condizione che À3 s a infinitamente vicino

a l’i e À.. infinitamente vicino a À~, si deduce di qui che
la condizione d’ incontro di due generatrici di E o £" è

Questa relazione stabilisce una corrispondenza (2 , 2)
fra le imagini delle generatrici di S o di ~°°. I raggi uniti,
che si ottengono ponendo = 1, nell’ equazione prece-
dente, è evidente che sono dati dall’ equaz one
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come del resto sapev,-tn-io già dalla teoria generale
(v. ~. 14. ) .

~. 48. Un piano che passi per die punti cuspidali
della C" taglia nl»eiioi&#x3E;ii&#x3E;ente C" in due punti uno dei
quali detern íiia aiiivucameiif,o 1’ altro. Dunque

I piani del (ascio che Da ciascun punto della
ha per asse la retta l’intersezione di due
te punti della pinni slazionari della cur-
curva C" deteriiit*naizosttlla 

i 

va C si posson condurre

curva stessa due piani osculatorí alla

ti nell’i&#x3E;gvolz+zio- curva stessa coniugati nel-
ne, che ha altri due L invo 1 uzione, che ha gli
punti cuspidali per punti altri due piani stazionari
doppi. per piani doppi.

Da un punto qU:1Iunque dello spazio posson cotidursi
6 corde della curva C". Ma puiito stazionario do-
veudo esser riguardato come forinato dalla riunione di

due punti cot secutivi, la congiungente due di essi vale

per 4 e quindi da uno dei suoi punti non potranno
eondursi allro che due corde distinte della curva C stessa.

Segue di qui facilmente che:
Per pztizio qualun- In ogni che pas-

que (lella due sa per’ la retta d’ínte’l"se-

punti cuspidali a, oc, zione di due stazio--

C" passano altre due nari ar a della C,
corde della curva stessa.. giaccion duerette, da ognu-

na delle qnali si può con-
durre una coppia di piani
osculatori di C.

I piani che I punti d’ incontro di
le coppie di corde suddette queste coppie di piani colla
dalla cong£ungente i punti ctei due piani
"1 2, sono coniugati zel- ai sono coniugati nel-
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che ha l’ invuluzione che ha per
doppi quelli che toc- punti i punti 

^ 

d’ in-
C 21 C(2. contro della retta stessa

colle tan,genti a C 
a~ a2.

Le suddette Ciuo- Le rette ,suddette (luo-
hi di punti) generano una I ghi di b zani generano una. pM72/ M / p ro 
superficie di superficie (li 3.a classe che
dine che ha la retta ai x2 ha la í-etta a a2 

retta doppia. rata C01ne luogo di pani
per retta doppia.

S. 49. Passiamo a studiare la rappresentazione di que-
ste superficie.

Per quanto abbiamo detto nel Cap. I., abbiamo che le
irnaginl delle sezioni piane della svi uppabile E sono curve
del 4.° ordine che hanno il punto (~ -==0 , ~==0~, che in-
dicherenio con B, per punto triplo e il pnnto ( -4==0

che indieliereino con A per punto fondamentale

semplice, e toccano nei punti ove incontrano la retta §=0
le congiungenti di questi pu,iti col punto (~-(-~~==0) ~==0).
Abbiamo cos  15 condizioni, mentre per definire una curva
di 4.° ordine ne bastano sole 14.

Sarebbe facile di ritrovare, come abbiamo fatto per le

sviluppabili di 4.° e 5.° ordine., come si modifichino que-
ste imagini, se il piano secante è un piano tangente, o
un piano osculatore , o un piano tangente doppio della
curva C.

Cos  l’imagini delle sezioni piane di ~’’ sono curve del
6.° ordine con un punto fondamentale quintuplo nel punto
B ((=0 , e 5 punti fondamentali semplici, che sono

($+6 ?==0 , e i 4 punti A~ , Ag, A,&#x26; i ma-

gini delle tangenti nei punti stazionari di C". Queste ima-
gini tagliano la retta ~==0 in 6 punti, nei quali toccano
le congiungenti di questi punti col punto (~-+-~ o , ~ =0~.
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Nello stesso modo si hanno le imagini dei coni pro-
iettanti le curve C", C nella rapppesentazione dei piani
tangenti di queste curve sui punti di un piano.

§. 50. Cerchiamo le principali curve che sono sopra E
e le sviluppabili che passan per C".

Applicando le f0rinUle del §. 18. trov amo, indicando
con rn 1’ ordine di una curva nel piano rappresentativo,
che passa j3 volte per B ed « volte per A e che al di

fuori di questi punti ha c~ nodi ed r cuspidi, e con M, p
1’ordine e il genere della curva rappresentata,

Da queste si ricava

Possiamo dunque far uso delle relazioni

Queste formule stesse valgono anche per ricercare le
sviluppabili che passan per C", quando s’intenda che M
rappresenti la classe delle medesime.

Esse mostrano che su 1: non esista altre rette che
le generatrici e non vi son coniche, e per C non passan
coni di 2.° grado . o ,

s. N. VI. 12
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~1 3 . - Il solo caso possibile è

Esiste sopra E un si. Per C" passa ?-tn siste-
di co’ cubic7ze ra- nia di co’ 8viluppabili ra-

zionali C, rappresentate di 3. a classe S,
dal fascio di raggi col raplJY1esentate dal fascio di
centro in A. raggi col centro in A.

Nessuna di queste cu- Nessuna di queste Svi-

biche C3 può essere piana. luppabili 83 può essere un/ cono .

M==4 I soli casi posibili sono

Esiste sulla Per la C" passa un si-

bile i un di C02 stema di co2 sviluppabili
curve di 4. o ordine C4, rap- di 4. ,classe rappresen-
p1’esentate da tutte le rette tate da tutte le del

del piano che non passano I piano che non passano per
nessun punto fonda- nessun punto fondamenta-

mentale, e un sistema di le, e un sistema di co3 svi-
curve di 4. o ordine hppabili di 4. &#x26; classe 84’,

C14’ rappresentate dalle rappresentate dalle coni-

coniche pei due punti fon- che pei due punti Ibnda-
damenta li . mentali.

Tutto queste curve e sviluppabili sono razionalíl.
Cos  proseguendo potremmo trovare anche le curve di

ordine stiperiore che giacciono su E e le sviluppabili di
rlasse superiore che passan per C". Senza andare pifi
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oltre in questa notiamo soltanto i teoremi se-

guenti, che si elediicotio immediatamente dai precedenti
risultati .

Ogni di Per tctmqente diO"
ha un solo punto si può conduri-e un sol pia-
con una curva C3 , C, o C4’. no tangente a una s1)ilup-

pabile S3 S4 o S4’.
Due curve C3 non han- Due sviluppabili S3

no nessun punto a comune, non hanno nessun piano
due curveC4 ne uno, laiigenle due S4
due C4’ ne hanno due ne hanno uno, due S,4’ ne

hanno (lue.

Una cui-va C3 Una sviluppabile S hc~

punto a co&#x3E;iiine con una un piano tangente comune
C4 o C4’ uno, curva ne con una 5~,, S 4, una S 4
ha due con una C,’ ne ha due coiituni con

una ’S4’
Se sullo di re- Se co,-,,tsidei-iaino due

tc/resso C consideriamo serie di piani
due serie di osculatori di C", 

il luogo dei punti po dei piani che passan
d’incontro delle generatri- le generatrici giacenti
ci pet punti della nei piani della prima se-
serie colle cubiche C3 pei rie e toccaoiz le sv¿luppabili
punti corrispordenti della S3 tan,qenti ai piani corri-

è se1npre una cur- della seconda e

va del 4.° ordine C4 o C,’. sempre una sviloppabile cti
4. a classe 84 o S,4’.

. 51. Col n1etodo stesso del .. precedente ceichiaino
le curve di ~" e le sviluppabili che passan per C.

Sia 71~ il grado di una curva nel piano rappresenta-
tivo che passa fi volte pel punto fondanieiitale juiiiiuplo
B e ai ":! , "3 , 24 2 2zi vOlLe per gli altri punti fonda-
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mentali A, , A3 , 2 A , A5, e che al di fuori di qnesti
punti possieda d nodi ai r cuspidi. Sia poi M 1’ ordine

( o la classe ) , p il genere della curva ( o della svilup-
pabile ) rappresentata. Per le formule più volte citate ,
sarà

Dalle qnali deducesi i

Per mezzo di queste formule si vede subito che su
~~" non esiston coniche e per C non passan coni di 2.°

ordine ..

M=3. I casi possibili sono

Esiston sulla la curva C 
l&#x3E;ile -N" 5 razionali 5 razionali di

C3 ralJpresentale dalle co- 3, a classe 83 
n/che che passan per B e dalle coniche clze passan

dei punti A; e un per B e per 4 dei punti A;
sisterna d1: cubiche e sisteina di 
re pabili pure razionali 
tate dalle cubiche che pas- classe 83’, 
san due B e dalle che passan
plicernente pei 5 punti A. due volte per B e 

pei 5 punti A.
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M ~. -~-~ I casi possibili sono

1f === 5 . - I casi possibili sono

M === 6 . - I casi possibili sono

0mettiamo per brevità di enumerare le curve di L"
e le sviluppabili i per C, che resultan da queste foriy ule,
come pure vari teorenii che si potrebbero dedurre relati-

,vamente ad esse. Notiamo soltanto che:

Sulla sviluppabile L" esi- Per la curva C passan
ston 10 siste1ni (li OO‘ curve 10 di OD’ 
del 4.0 ordine rappresen- bili di 4.a classe 
tate dalle coniche che sentate dalle che
san per- B e per 3 A, passan per B e pei- 3 punti
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e 5 sistemi di CO’ curve I A, e 5 sistemi dico’ del 5. o ordine, pabili della 5. a classe 
tate dalle rette che passan presentate ,lalle rette che

un punto A. passan per un punto A.
Per zcn _punto di L" pas- Un piano tangente di

sa una ed una sola curva C è toccato da una ed una
di ciascuno di questi siste- sola sviluppabile di oiascu-
mi non che una curva C3 . 110 di questi sistemi non clce

da una sviluppabile S3’.

Giugno 1 ~8~ ,

Dott . G. LAZZERI.


