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SULLA RAPPRESENTAZIONE PIANA

DELLE

SUPERFICI SVILUPPABILI RAZIONALL

CAPITOLO I

Classificazione delle superficie svituppabili. Rappre-

sentazione piana delle superfici sviluppabili ra-
zwonaly .

§. 1. Sappiamo che le singolaritd ordinarie di una
superficie sviluppabile si possono esprimer tutte in fun-
zione di tre di esse e delle singolaritd straordinarie. Per
fare uno studio snlla rappresentazione piana delle super-
ficie swiluppabili razionali, ci converrd classificarle rela-
tivamente al loro ordine e a quello del loro spigolo di
regresso . Cominciamo percid a cercare delle formule
analoghe a quelle di Cayley-Salmon, ma che esprimano
tutte le singolaritd ordinarie in funzione delle due sud-
dette, del genere e delle singolaritd straordinarie.

Sia dunque C una curva gobba, = la sviluppabile for-
mata dalle sue tangenti, e chiamiamo;

p il genere di C e =

n la classe di 3;

)
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m I ordine, numero dei punti in un piano;

r il rango, numero delle tangenti che incontrano
una retta arbitraria, che rappresenta la classe della curva
C e I’ ordine della sviluppabile 3;

« il numero dei piani osculatori stazionari, cioé che
contengono 4 punti consecutivi della curva C;

g 1l numero dei punti stazionari;

o il numero dei punti di un piano, pei quali passan
due tangenti distinle di C, cioé I ordine della curva
doppia; :

y il numero dei piani per un punto che contengono
due tangenti distinte, cioé la classe della sviluppabile
inviluppo dei piani tangenti doppi;

h il numero dei punti doppi apparenti, civé delle
rette per un punto che contengon due punti C;

g il numero delle rette in un piano per le quali
passan due piani osculatori di C;

7 i1 numero delle tangenti alla curva che la incon-
trano in un’ altro punto.

Oltre a queste singolarita ordinarie supponiamo che la
curva C abbia;

H punti doppi;

G piani biosculatori, cioé tangenti doppi a 2;

v tangenti stazionarie, che cioé contengono tre punti
consecutivi di C;

d tangenti in due punti distinti.

Sappiamo che chiamando;

¢ 1’ ordine;

v la classe;

¢ il numero dei nodi;

k » delle cuspidi;

T » delle tangenti doppie
L » dei tlessi;
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di una curva piana, si ha

Rp—R2=v+E—2p
=—pt—2v
=p(pr—3)—2(34 %)
=y (v—3)—2(t41).

Se ora tagliamo la sviluppabile con un piano qua-
" lunque, le singolarita della sezione sono

p=r , ve=n , d==x4d , 1=9+4G , =m+4v , i=a

per cui si avra

Rp—2=m4+n+4ov —2r

—=rta -2n
r(r—3) — 2 (x+tm-+d+v)
n(n—3)—2(g4+G+ta).

I

Se invece proiettiamo la curva C da un punto qua-
lunque, le singolaritda del cono proiettante sono

p=m , ve=r , d=h+H | re=y+d , k=S , 1=n+v

Anche per esso valgon le formule precedenti di Pli-
cher, quindi abbiamo

2p—2 =r+p—2m
= m-+tntov—2r
== m(m—3)—2(h+H-}+p)
— r(r—3)—2(y+n +dv)

Da queste si ricava
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n=2 ('r—l—{-p) — (m+0)
a==0 (p—1)+3r—2 (m—+»)
p==2 (p+4m—1) —r

gy (r—1) (r—2) — (mdF-o4p)
/Ls? (m—T7) +r—H—3 (p—1)
Y= (r—T) +m —d =3 (p—1)
g=35 (n -3) —G—a—(p—1)

E per le sviluppabili di genere O e senza singolaritd
straordinarie si trova, ponendo

p=He=G=—=0=(==0
nelle formule precedenti,

n==2 (r— ) —m
=2 (m—-1) —-r
a=3 (r—2) —2m

w:%(r— D) (r—2) —m
hc———%n(m -7y 443

ye=g (r=T) Fm+3

m

g=2r (r—m—5)43 (m+411) +12

Cost abbiamo espresso tutte le singolarita ordinarie
di una sviluppabile razionale in funzione di » e m. Questi
due numeri perd non possono prendersi affatto ad arbi-
trio, ma scelto per es. » , m deve restare fra certi limiti.
Infatti nessuno dei numeri precedenti, ed in particolare
a e 3, pud esser negativo; quindi
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r 3

§. 2. Zeuthen nella sua memoria « Sui les singula-
« rités ordinaires d'une courbe gauche et d’ une surface
« developpable » (Annali di Matematica. Serie 1I, To-
mo III, 1870) ha determinato molte altre singolarita
delle curve gobbe .

Fra le altre trova il nuwero da noi indicato con 7,
dato da

y=r (m—4) +4~h—2m (m—3) —2»

Nel caso delle sviluppabili razionali, senza altre
singolaritd straordinarie che » tangenti stazionarie, sard
dunque

y=m (r—8) 412—2v

Conservando sempre I'ipotesi che oltre alle » tangenti
stazionarie di C non esistano altre singolarita straordina-
rie, e contrassegnando con m, , 1, ... . le singolarita
della curva doppia e della sviluppabile formata dalle sue
tangenti, lo stesso Zeuthen (I. c. p. 194) ha trovato

Mg = &

1y =2g4r (n—-2)—n (n—1)

B = r(m—4)+4h—2m(m—3)+ov(r—8)
H, = —r*+413r'+48n—42r 4x(3r—26)
Gy=0

Vg == ;

e queste formule, quando sia p==0, in virtu delle prece-
L. VI. S. N.

ki
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denti posson porsi sotto la forma

My -=% (r—1) (r—2)—m

ry ==2r(r—7)—m(r—6)+418
B — (o) (r—8)+12

H, =1 (r—9)+16r—38m(r—6)—42

2
GQ=0
/02=U-

E queste sono sufficienti per determinare tutte le al-
tre singolaritd della curva doppia.

Similmente indicando con m, , n, ... le singolaritd
della sviluppabile inviluppo dei piani tangenti doppi, si
ha sempre nell’ ipotesi suddetta (1. ¢. p. 193)

=Yy

ry = 2h+4-r(m—=2)—m(m—1)

a, = r(n—4)+49—2n(n—3) -+ v(r—8)
G = — 34 13r24+-8m—42r +y(2r—26)
H,=0

V=",

che nel caso in cui sia p=0, divengono

ny= 2 (r—T)+m+3

r, = mr—6(m—1)

ay == 2r(r—9) —m(r—=_8)4-28

2
G, = g (r—21)+3m(r—6)}-58-2—78
H,=0

U1 = U,
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E da queste si posson dedurre le altre singolarita.

Possiamo calcolare il genere p, della curva doppia
mediante la formula

)
D= 3 (ry+4Bo)— (my—1)

e il genere p, della sviluppabile invituppo dei piani tan-
genti dopp!, coll'aliro

1
P«“‘:E (ryta)—(n,—1)

e troviamo
pi=py= 5 (r—11) +15.

Questa ci mostra che il genere della curva doppia e
della sviluppabile inviluppo dei piani tangenti doppi di C,
dipende solamente dall’ ordine della sviluppabile 2 data.
In particolare il genere & 0 solo quando =93, 0 r=0
cioé se la sviluppabile = & di 5.9 0 6.° ordine.

§. 3. Applicando le formule trovate alle sviluppahbili
dei primi 7 ordini, potremo costruire 1’ unita tabeila in
parte gia calcolata da Schwarz (%) .

Le superfici sviluppabili dei primi 7 ordini che pos-
sono esistere, sono dunque comprese nella tabella stessa.
Che poi esistano effettivamente tutte, si dimostrerd in se-
guito, quando studiandole ad una ad una, ne troveremo
le equazioni e le proprietd.

(*) Schwarz. De superficibus in planum ewplicabilibus primorum
septem ordinwmm (Crelle. Bd. 64, 1864) .
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Lo stesso Schwarz poi (1. c.) dimostra che le super-
fici sviluppabili dei primi 7 ordini sono tulte razionali.

Ma fra breve dimostreremo che tutte le sviluppabili
razionali sono rappresentabili univocamente su di un pia-
wo; per cui vediamo subito 'importanza dello studio della
rappresentazione di queste superfici, poiché, arrestandoci
a considerare le sviluppabili di ordine non superiore a 7,
possiamo per mezzo di essa studiare le proprietd di tutte
e non di una classe speciale di esse.

La tabella costruita ci mostra che mentre non vi &
che una sola specie di sviluppabili del 4.° e 5.° ordine
reciproche di se stesse, quelle del 6.° e 7.% ordine si di-
vidono in 3 gruppi ciascuna . Quella del 6.° ordine si
distinguono in tre gruppi, di cui guelle del primo hanno
lo spigolo di regresso di 4.° ordine, quelle del secondo lo
hanno del 5.% e quelle del terzo del 6.° ordine . Quelle
del 2.° gruppo son reciproche di se stesse, quelle del 1.°
son reciproche di quelle del 3.°. Le sviluppabili del 7.°
ordine si distinguono pure in tre gruppi, di cui il primo
ha lo spigolo di regresso del 5.° ordine, quelle del se-
condo del 6.° e quelle del terzo del 7.° ordine. Quelle
del 2.° gruppo son reciproche di se stesse, quelle del 1.°
son reciproche di quelle del 3.°.

Per le sviluppabili di 6.° ordine possiamo enunciare i
due teoremi seguenti.

Le tangenti alla curva

La sviluppabile invilup-
doppia diuna sviluppabile

generale del 6.° ordine del
1.9, 2.9 0 3.° gruppo costi-
tuisccono una sviluppabile
del 6.° ordine del 3.°, 2.°
o L." gruppo respettiva-
inente.

po dei piar tangentt doppi
dello spigolo di regresso di
una sviluppabile Jel 6.0 or-
dine del 1.0, 2.° o 3.
gruppo & del 6.0 ordine e
del 3.°,2.90 1.% gruppo re-

ospetleainente.



— 89 —

§. 4. Premesse queste generalitd sulle singolarita delle
sviluppab.li in generale e in particolare di quelle razio-
nali, vediamo come queste si possan rappresentare univo-
camente su di un piano.

Una superficie sviluppabile pud considerarsi come il
luogo delle tangenti a uca curva gobba C che & il suo
spigolo di regresso. Se la sviluppabile, e quindi anche la
C & razionale, le coordinate di un punto qualunque y di
questa curva potranno porsi sotto la forma

QY] pyi=06; (%),

dove le ®; son funzioni razionali intere di grado m (or-
dime di C) del parametro 2.

Le coordinate di un punto z di C infinitamente vicino
a y saranno

p2i2i=0;(2+4d)),

e quindi le coordinate di un punto x della retta (y 2z)
saranuno

b= ol i v 7) = 1 0; (1) 4 v 9, 0 ).

Ma
2 @ ())

©; (4d ) = 60; () + da,

ove si trascurino le potenze superiori di d 2, quindi

p i = (s4>) ©; () + 3%@

v. d)b@,(»)
wtv 2

v.d A

ossia oxi==0; ()) 4 —*
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e ponendo var__ ¢
gty

pw,=0<>>+c°@<”.

I secondi membri di queste eguaglianze si possono ridur-
re funzioni omogenee di grado m di tre variabili, ponendo

4

b=, C,r-zg e moltiplicandoli per »™. Si ha cosl
n 7

® - p i

dove le ® vanno considerate ora come funzioni omogenee
di grado m delle variabili £, n. Queste sono dunque le
equazioni che ci rappresentano le coordinate dei punti
della sviluppabile = formata dalle tangenti alla curva C
come funzioni omogenee di grado m di tre variabili
&, n, %, e sono le stesse a cui Clebsch & giunto per
altra via, (%) considerando le sviluppabili come un caso
speciale delle superfici rigate.

Considerando le £, n , & come coordinate omogenee
dei punti di un piano, le quazioni stesse stabiliscono una
corrispondenza univoca fra i punti di un piano e quelli
della sviluppabile 2, ossia danno la rappresentazione piana
della superficie stessa. Studiamo ora le principali proprieta
di questa rappresentazione.

§. 5. Nell’ equazione (2) ponendo £&=0 si ha

pa;y=0;()
che sono I’ equazioni della curva C, dunque

(*) Clebsch. Ueber Abbildung der geradlinigon Fldchen (M. An-
nalen, Bd. 4).
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Lo spigolo di regresso C della seiluppabile 3 & rappre-
sentato dalla retia z==0 .

L’ imagine della s.zione piana ottenuta tagliando =
con un piano

ZuiJO,‘=O

qualunque, si ottiene sostituendo alle 2 i loro valori
(2), cioé¢ sard

20,

(3) Ezti®;+¢’2u,~T=O.
g

Questa equazione essendo ordinata per le potenze di
¢, e il minimo esponente a cui 1 saoi coefficienti contengono
le variabili £» essendo m—1, ne resulta che le curve
(3) di ordine m hanno il punto ({=0 , n=0) come
(m—1) — plo.

E facile vedere che le imagini delle sezioni piane de-
vono avere ancora altri punti a cowmune, di cui si pud
determinare il numero. Poiche infaiti una retta taglia =
in v punti, due delle curve suddette dovranno tagliarsi
in » punti variabili solamente; chiamando dunque a il
numero di punti oltre (§ =0 , »==0) che hanno a co-
mune tutte, sara

w=m?— (in—1)? —r =2 (n—1) —-r 4 1=L+1.

Questi punti devon esscr tutti semplici, poiché una
curva di ordine m che ha un punto (m—1)plo non pud
avere nessun altro punto multiplo a meuo che si spezzi.

Chiamando punti fondamentali della rappresentazione
i punti comuni a tutte le imagini delle sezioni piane,
abbiamo dunque che.
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Le imagini delle sezioni piane di 3 sono curve di
ordine m con un punto fondamentale (m—1)—plo e 41
punti fondamentali semplici.

§. 6. Per trovare i f4-1 punti fondamentali semplici,
notiamo che dovendo le loro coordinate soddisfare le (3),

qualunque siano le u, esse dovranno soddisfare alle quatiro
condizioni

) O
O; +¢—=0
24
Siccome gueste possono scriversi
. 0; ) O
(e me)'oE 4 n =0,
dE In

si vede immediatamente che

E4+mg=0 , =

sard un punto fondameutale. Per gli altri £ si avra

@6 0 6,
29, 20, 20, 20,

3¢ 20E E 0k

N . £
Quesie condizioni, sostituendo al rapporto = il para-

melro 2, possono scriversi
0;(}) = 55

essendo ¢ un fattore di proporzionalita; ossia, tralascian-
do g!’ infinitesimi di ordine superiore,

0, () — 20+ dd?. —0,0)




— 93 —

ossia

O (rfdr) =" Gdﬁ.@),.o.) _

Adunque per quei valori di A, pei quali le ©,(}) sono
proporzionali alle loro derivate, le ©;(3) stesse son pro-
porzionali anche alle ®;( A4-£%.) corrispondenti a un
valore consecutivo del parametro 2; e quindi abbiamo
un punto stazionario o cuspidale dello spigolo di regresso
per ognuno di questi valori.

Se 2y 5 29 . . . 7},3 sono i valori di 2 corrispondenti
alle B cuspidi di C, su ciascuna delle rette

E==dyn , E==dgn , . . . E==).p‘r;

si troverd un punto foudamentale nei punti ove esse son
taghate respettivamsente dalle altre

©:(%) ©;(2.) -1 ©i(g)

_—:O 5 C ! 2-‘0... ¢ 3
‘e, o0y et 6,057 0
37, > 7 .

‘s

§. 7. Vediamo ora cid che rappresentano i punti fon-
damentali .

Le coordinate di un punto fondamentale annullando
tutte le @, questi punti non posson pil rappresentare
punti, ma linee di 2. Difatti abbiamo il noto teorema
relativo alla rappresentazione di una superficie razionale
qualunque (*) .

Un punto fondamentale r—plo rappresenta una
curva di ordine r della superficie che gode della pro-
prietd che le coordinate dei suoi punti sono esprimibili
come funziont razionali di un parametro.

Clebsch — Ueber Abbildung algebraischen Fldchen (M. Annalen -
Bd. 1 seite 266).
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Cosl i punti fondamentali semplici
O;(%s)

AN —0

20,79
22,

FRd £+

rappresentano tufti i punti della superficie pei quali &
E=lgn, ossia tutti i punti delle generatrici che passano
pei punti cuspidali .

Similmeute il punto

E+m C:O N 7)“-’0

rappresenta la generatrice che passa pel punto di C cor-
rispondente al valore CO di 2.

Per trovare poi la curva rappresentata dal punto
(=0, n=0), osserviamo che dividendo i secondi membri
delle (2) per »™! e poi ponendo &==0 , »==0, si annul-

i

: . d - .
lano le ®; senza annullarsi le , quindi la curva di

-
F
S

cui ¢ imagine il punto {=0 , n=0 sara

(4) Fy=

a

Nei punti in cui questa curva & incontrata dalla C,
le ® divengono proporzionali alle loro derivate, quindi.

La curva rappresentata dal punto fondamentale
(r—1)—plo ((=0 , #==0). taglia la curva cuspidale C
ner suot punt stazionart.

Si noti finalmente che le retto

S:')ls 7] 7,::0
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che proiettano 1 punti fondamentali semplici da quello
(m—1)-—plo, rappresentano i punti di G corrispondenti
ai valori 2, , OO del parametro 2. Infatti le coordinate
di un loro punto qualunque rendeno le w@; proporziouali
10,
alle ®; e alle »a@—z‘ senza annullarle.
S
§. 8. Dal modo tenuto per trovare le equazioni rap-
presentative (2) della superficie, risulta immediatameute

£
che dando al rapporto = un valore fisso qualunque A e
"

lasciando variare aliro = si ofterranno tutti i punti della
7

generatrice che passa pel punto di C corrispondente a 2,
dunque :

Il sistema delle cO' generatrici di 2 & rappresen-
tato dal fascio dv raggi che ha il suo centro nel punto
(m—-1)—plo (=0 , »=0).

Anche geometricamente ¢ evidente che le rette di
questo fascio devon rappresentare rette della superficie,
poiché esse incontrano le imagini delle sezioni piane in un
sol punto variabile.

Cost una retta quilunque che non passi per nessun
punto fondamentale, incontra le imagini delle sezioni
piane in m punti, ¢ quindi rappresenta una curva di O
di ordine m. Invece una retta che passi per uno o per
due punti fondamentali semplici, incontra le imagini delle
sezioni piane in m—I1 o m—=2 punti variabili, e quindi
rappresenta una curva di X di ordine m—1 o m—2.

Anche analiticamente si giunge allo stesso resultato.
Iufatti colla trasformazione

g=ttat+bn

le (2) divengono
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. 3 60; B
prr,-z@i.——(ag—{—br,)b—é_*-q' bb—(;l'

Ponendo £'=0, si ha

pui=0; —(ak+bn)

dunque
Le retie del prano

4 aé 4+ bn=

rappreseniano le curve

pa;=—0;—(at4bn)

) O
RS

Dando poi ad @ , b1 valori speciali che devono avere,
onde la retta

tdal+by=0

passi per uno o due punti fondamentali, troveremmo che
le « verrebbero ad avere uno o due fattori lineari co-
muni che potremmo togliere e quindi le curve rappre-
sentate da quelle rette sono respettivamente degli ordini
m—1,m-2.

§. 9. Le imagini delle sezioni piane essendo date da

Zuiei‘{":zui‘s‘g—:o,

quelle che passano per un punto della retta =0 di coor-
dinate (', v, 0) dovranno soddisfare all’equazione



Su;0;=0,
o O'
ossia éZz,bO'—}- Sui~—> =0

)

ove con @; & stato indicato ¢id che diviene ®; quandlo
alle coordinate correnti si sostituiscono le quantitd £ »'.
L’ equazione della tangente alie imagini snddette nel
punto (&, ,0) &

20 4 5,20
(E-}-C)Zu,bs,—i-nZu,)n, .

ossia per la condizione precedente

®) —0

‘£+: "

Questa equazione essendo indipendente dalle u, risul-
ta che

Tutte le imagini delle sezioni piane passanti per
un punto (&' ,n ,0) della retta t==0 hanno in quel punto
la stessa tangente. Tutte le tangents che si ottengono
facendo vairiare il punto sulla §==0 costituiscono un
fascio col centro mel punto E4-5=0 , »==0.

Se a; & il coefficiente di &™ in ©; & facile vedere che:

1l centro del fascio suddetto & Pimagine del punto

Ppari==20a; .

Infatti sostituendo nelle (2) a &, », ¢ 1 valori 1,0, —1
si trova

pa;=a; —mn a;,
ossia

pri=0a;.
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La ragione del primo teorema dimostrato in questo
§. sta in questo.

Una curva doppia sulla superficie ha ognuno dei suoi
punti determinato da due valori distinti del parametro 2,
per cui sul piano ad ogni punto della curva doppia ne
corrispondono due . Ora lo spigolo di regresso fa parte
della curva doppia perché per ognuno dei suol punti
passan due tangenti; ma essendo queste tangenti.conse-
cutive, ad ogni punto dello spigolo di regresso dovranno
corrispondere sul piano due punti infinitainente vicini.
Infatti le equazioni

pai=8 +¢ D—D%
st riducono a
pai=0;

non solo ponendo Z=0, ma anche ponendo invece di

, é4d% e t=-—d&. Ne viene che le imagini delle
sezioni ottenute coi piani che passano per un punto
(¢, ,0) di C, devon tutte passare pei due punti infini-
tamente vicini corrispondenti ad esso (£',n", 0) (§'4d¥,
w,-—d¢) ossia nel punto (&% 0) toccano la stessa
retta

£ n 4
g n 0 |=0,
E4dt »w —df
ossia
13 "
E4-¢ %

§. 10. Le imagini delle sezioni piane sono, come ab-
biamo visto, curve di ordine m con un punto (m—1)—plo
in (§=0 , #»==0). Perd la sczione prodotta da un piano
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tangente in nn punto Z=)in di C si comporra della ge-
neratrice che passa per quel punto e di una curva di
ordine »—1. Similmente la sezione prodotta in = dal
piano osculatore in un punto £=)»n di C si comporrd
della generatrice corrispondente contata due volte e di
una curva di ordine »—2. E facile poi vedere che queste
curve di ordine »—1, o »—2 toccano nel punto &=in
la generatrice corrispondente, se si considera che queste
curve sono U'inviluppo delle rette di intersezione del piano
secante coi piani osculatori di C, e quindi la generatrice
pel punto &=An fa parte dell’ inviluppo.

Da quanto abbiamo detto segue che I’ imagine della
sezione prodotta da un piano tangente in un punto &==)n
di C si spezza nella retta £&=i»n e in una curva di or-
dine m —1 che passa m—2 volte pel punto £&==0 , p==0
e semplicemente per gli altri punti fondamentali e pel
punto (é=2i»n , ¢=0). E analogamente I’ imagine della
sezione prodotta da un piano esculatore nel punto £==ln
di C, & formata dalla retta &=>n contata due volte, e da
una curva di ordine m—2 che passa m—3 volte pel
ponto (§=0 , »=0) e somplicemente per gli altri punti
fondamentali e per il punto (§=Xn , &=0).

Cid pud dedursi anche analiticamente cercando le
equazioni delle imagini suddette.

Preso un punto qualungque sulla curva C di coordi-
nate ¥y, , Y¥,,%s, ¥, © denotando con z, , 24, 25, 7, le coordi-
nate di un altro punto qualunque, !’ equazione del piano
tangente in y che passa per z, e quella del piano oscu-
latore in y sono respettivamente

@, @y oy @,
Y4 Ya Ys Ys =0
Y +Ay, YatAy, y;+Ay, yi+Ay,
z, 2, 2z, z,
\ \\‘\,TH
&
gr -



Ty
Yy
Yi+8y,
Y+,
ossia
Xy
e,
©) |20,
d ¢
2y
'y
8,
@M
dE
78,
2

Tq
Ye
Yo +Ay,
Yat+Ay,

g Yy i
Y3 Y —0
Ys+Ays  ys+Ay,
vatly,  vatAy,
x, @,
G @,
9, 0, =0
2E 3¢
<3 2
X3 @,
9’3 8'4
20’y 3_9'4 ——
A’ o
)0, 2,
P& T

ove con @'; & stato indicato al solito cid che divengon le
8;, quando alle coordinate correnti si sostituiscono i valori
¢ v che corrispondono al punto y.

Le imagini delle sezioni prodotte da questi piani si
otterranno sostituendo alle @ i loro valori (2), ossia
avranno per equazioni

8+ 23y
6,1

0,

G

2y

20,
®’+CD—£—
0
',

1
2

20
0;+¢ ,D—E?' 0,+¢
e’ e,
w0, e,
Y3 3
FA 3,

20,
A4




d 20 30
0, +150 0,4t 9\% O+i 5 etis?
0, o' 0, 0,
29, 20, 20, 20, —0
3 DE & 2E
220, 20, 20, ’Q,
‘\"5'2 55’2 a&".’. DES

I8 facile verificare cha queste equazioni contengono il
divisore £ »n'—£& # I’ una linearmente, 1’ altra alla secon-
da potenza.

§. 11. Abbiamo visto nel §. precedente che la (7) &
I’ equazione del piano osculatore alla curva C nel punto
(& ,n"), ossia le coordinate del piano osculatore nel punto
(&, n) sono

(8) puy=2;(&,n)

dove le ®; sono i determinanti minori della matrice

0, 0, 0, 0,

20, G ) 09, 0,
20, 7?0, 2, i@__(ai
bz% d EQ d Ei D Ei

dai quali sono stati soppressi i fattori comuni. Essendo n
la classe della sviluppabile, le ® saranno del grado .
Cosi le coordinate dei piani tangeati della sviluppa-
bile 2, che costituiscono un sistema co' come i punti di C,
vengono espresse come funzioni omogenee di grado = di
due variabili &, %, o anche come funzioni razionali intere

di grado n del parametro 2 _—_=i—

L. VI 8. N. s



— 102 —

Con metodo analogo a quello seguito al §. 4. si tro-
verebbe che le coordinate di un piano che passa per la
intersezione di due piani osculatori consecutivi di C, cio¢
di un piano tangente, sono

db;
(9) pui=®,~+cﬁ.

Considerando £ , n, £ come coordinate omogenee dei
punti di un piano, avremo cosi stabilita una corrispon-
denza univoca fra i piani tangenti della curva C ed i
punti del piano. Per questa nuova rappresentaziove si
" possono svolgere considerazioni completamente analoghe a
quelle relativa alla rappresentazione dei punti di =. Le
accennerd brevemente.

§. 12. Ponendo nelle equazioni (9) ¢==0 si ha

puj =0

dunque

La sviluppabile 2 & rappresentata dalla redta §==0.
L’ equazione di un punto &

quindi 1’ imagine del cono tangente alla curva C, che
la proietta dal punto «, ha per equazione

2% _

Colle considerazioni correlative a quelle dei §§. 5, 6,
e 7 possiam ricavare i teoremi seguenti relativi a questa
rappresentazione.

Le omagini dei coni tangentt di C son curve di
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ordine n con nn punio fondamentale (n—1)—plo a
comune (¢=0 , n=0) e con a+1 puntr fondamentali
semplici.

Gli « piant osculatori comunt delle due sviluppabili

Pui:q)i’
L)
P Yy _.D_g’

-sono t prani osculator: stazionar: della C.

E facile dimostrare anche che

Il punto fondamentale (§&+n ;=0 , »=0) rappre-
senta tutly 1 piant che passan per la generatrice con-
tenuta nel piano osculatore di C corrispondente al

oalore infinito del pammetrof. Gl altri o« punti fon-
A

damentali rappresentano respettivamente i fascs des
piant che passano per le generatrici contenute negli a
plant stazionari.

Le rette che proiettano ¢ punti fondamentali sem-
plict dal punto ((=0 , »=0) rappresentano respettiva-
mente 1 piant tangenti di I corrispondenti al valo-

re 0O del pammetm—‘-5 e 1 suot piani stazionart.
n

1l fascio di ragyi col centro nel punto (§=0 , »==0)
rappresenta il sistema delle 0O' generatrici di 2.
Le rette del piano,

t+at4+ bn=0,
rappresentano le sviluppabili tangenti della curva C

. 20,
pus=*1>.-——(a6+bn)-bg’——-—0.

Queste sviluppabili son di classe n se la retta
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non passa per nessun punto fondamentale. La necessita
di questo fatto si vede anche geometricamente , osser-
vando che una retta taglia le imagini del coni tangenti
alla C in » punti; e quindi a quelle sviluppabili che son
rappresentate dalle rette, non potranno condursi che » piani
tangenti da un punto qualunque. Se perd la retta passa
per uno o due punti fondamentali semplici, si vede nello
stesso modo che rappresenta una sviluppabile di classe
n—1 o n—2.

Tutte le imagint dei coni tangenti alla curva C, le
quali passano per un punto della retta =0, hanno
i questo punto una stessa tangente. Le tangenti che
st ottengono in tal guisa facendo scorrere il punto
sulla retia ¢=0, costituiscono un fascio col centro nel
punto (E-+4¢=0, »=0).

E facile vedere come mnel §. 9. che questo corri-
sponde al piano

p Ui = &,

se a; & il coefficiente di &, in ®;.

§. 13. Ritorniamo alla rappresentazione piana della
sviluppabile 3 e riprendiamo le coordinate dei suoi punti
sotto la forma

L0
pai=8;(}) + & — )L\

Affinché due generatrici corrispondenti a due valori & , @
del parametro % s’ incontrino, devono esser simultanea-
mente soddisfatte le 4 equazioni




ossia dovra essere ()

- 50,0) . RCAG)
i 20,00 20,
0,0) ol gy 20w
(1) \}H)/(';; M){L(m —0.
e Y e
. 20,() , 26,(u
8, () 3 4)\ 0, (») af}"“)

In questa relazione, che lega i parametri 2, p di due
punti di C tali che le generatrici passanti per essi §’in=
contrino, compariscon dei fattori che bisogna sopprimere.

Ponendo %=00 o p==00, la prima colonna diviene
formata da termini proporzionali ai corrispondenti della se-
conda, oppure i termini della terza divengon proporzionali a

quelli della quarta, dunque (ricordando che )_—=—£- s u:—_.&-)

¢ 7

N n
esisteranno due fattori » , »' nel determinante preceden-
te. Se poi a )==a; corrisponde un punto cuspidale di C,
per questo valore di A le 8; divengono proporzionali alle
20, N . L .

ﬁ’, e quindi il determinante contiene i fattori (2A—o;),
(p—=;). Ma I’ equazione (11) & di grado 2 m—1 tanto
rispetto a A, quanto rispetto a p, nelle quali & simmetri-
ca; i punti cuspidali sono in numeri di f=2 (m—I)—7,
per cui, sopprimendo i fattori suddetti, la (11) resta di
grado 2m—1—1— B==1r rispetto a 2 e rispetio

a .

(*) Anche Clebsch trova una condiziono simile per 1'incontro di
due generatrici di una saperficie rigata qualunque.
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Finalmente bisognerd togliere dalla (11) i fattori
A—u. Per determinarne il numero sviluppiamo @; (»),
8, (») in serie di Maclaurin; avremo

8 () = 0,0) +“ 20y 0) + U0y ) + ..

0/ (1) =0/ ) +E 207" 0) + Um0y . .

e sostituendo nella (11), che per brevita indicheremo con
(60  O®) 6k () =0

avremo

0=00) , 00) , E= 0" o) + &2 eno) + . .,

+., 620+ E e+,

ossia colle opportune riduzioni e prescindendo dai fat-
tori numerici,

(—)* (A 4 0—p)B) =0,
dove
A= (60 e'() e'0) "))

& in generale diverso da zero. Sopprimendo anche il fat-
tore (—p)* la (11) si riduce a una relazione
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di grado »—4 tauto in 2 quanto in p.

Potremo quindi enunciare il noto teorema:

Ogni generatrice di una sviluppabile di ordine r
incontra altre r—4 generatrici distinte.

E facile di riconoscere anche geometricamente la
causa per cui nella (11) debbono trovarsi i fattori enu-
merati. B evidente prima di tutto che il fattore (\—p)*
std a rappresentare che anche la curva C & doppia per
la sviluppabile =. Parimente i fattori » , » si trovano
perché la retta »==0 rappresenta un punto della curva C.
Finalmente i fattori (0—«;) (#—=;) mostrano che le ge-
neratrici cuspidali vanno considerate come doppie, perché
posson considerarsi come formate dalla riunione di due
generatrici ‘nfinitamente vicine.

§ 14. La relazione (12) stabilisce una corrisponden-
za (r—4 , r—4) fra le rette del fascio col centro nel
punto (¢=0 , »==0) che sono imagini delle generatrici,
come pure fra i punti della retta {==0 imagine della
curva C .

Per il priucipio di Chasles in queste corrispondenze
dovranno esistere 2(r—4) elementi uniti. E facile di ri-
conoscere che questi elementi uniti son dati da quei
valori di 2 che corrispondono al punto di contatto di un
piano stazionario o a un punto stazionario della curva C.

Osserviamo infatti prima di tutto che un piano sta-
zionario di C contiene quattro punti consecutivi di essa
1, 2, 3, 4; quindi la generatrice 12 & incontrata non
solo dalla 23 in 2, ma anche dalla 34 in un punto in-
finitamente vicino ; ne segue che la curva doppia di Z
taglia in quel punto la curva C. Nello stesso modo os-
servando che per un punto staziouario di C passano +
piani osculatori consecutivi, si pud vedere che la curva
doppia taglia la C in questi punti. Dunque
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La curva doppia della sviluppabile 3 taglia la sua
curva cuspidale C nei suot punti stazionari e nei punt
di contatto dei suoi piani osculatori.

A ciascuno di questi punti della curva doppia corri-
spondono due punti del piano, ma infinitamente vicini,
dunque

Gli elementi unati della corrispondenza (r—4,r—4)
stabilita dalla condizione d’incontro di due generatrici
dv 2, son dati da quei valori di & che corrispondono
ai punti stazionari e ai punti di contatto dei piani
stazionari della curva C.

Difatti

a + f==2(r—4).

Se dunque «; sono i valori suddetti di A (z==I, 2, ..
2(r—4)) la (12) quando vi si faccia 2==p diverra

IT()—a;) =0,

§. 13. Abbiamo gid accennato nel §. precedente che
a un punto della curva doppia ne corrispondono due sul
piano rappresentativo, essendo esso situato su due gene-
ratrici distinte. Determiniamo ora un metodo per ricavare
I’ equazione dell’ imagine della curva doppia.

L’ equazione del piano osculatore nel punto u &

> 0. (y) x;=0.
Ponendo in questa

wimm ,0) + £, 200

'
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I’ equazione che si ottiene, lineare in &,

()

(13) S 0(u) 16, 0) 4 %

dard il valore di ¢, che determina il punto d’ incontro
della generatrice pel punto 2 col piano osculatore nel
punto p# di C. Se porrd la condizione che » , p sien
legati dalla relazione (12), otterrd un punto della curva
doppia, ossia eliminando u« fra la (12, (13) otterrd una
relazione in %, &, che ridotta omogenea, col ricordare che
mf,- e —% non sara altro che Pequazione dell’ ima-
L)
gine della curva doppia.

Determineremo geometricamente il grado di quesia
equazione .

Ricordiamo percid il teorema noto e di facilissima
dimostrazione :

Una generatrice della sviluppabile ne incontra
altre r—4, ad eccezione di quelle che passano per un
punto stazionario, o che giacciono in un piano stazio-
nario della curva C, che ne incontrano altre r—D>5
distinte solamente.

Questo teorema si pud anche enunciare cosi:

Una generatrice qualunque della sviluppabile =
taglia la curva doppia dv essa in r—4 punti, ad ecce-
zione delle generatrici che passano per un punto cu-
spidale o che giacciono in un piano stazionario della
curva C, che la tagliano soltanto wn r—25 punti.

Ne segue che

I punti fondamentals della rappresentanzione, ima-
gins di generatrici cuspidali, sono (r—5)upti per I'ima-
gine della curva doppia , quello imagine della gene-
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ratrice che passa pel punto A==CO & (r—4)—uplo per
U imagine stessa .

In virta di questi teoremi, se t & I’ ordine dell'ima-
gine della curva doppia, » il numero delle volte che essa
passa pel punto fondamentale =0 , »=0 avremo evi-
dentemente

—w = r—4

mk—m—)w—(@r—4) —p(r—5 =2,

ossia
E— w=—19r—4

mk—(m—1)w=A,

dove per brevitd si & posto

A= (r—d) + B(r—5) + 2
s (r—4) + [2(m— )] (r =B) (1) (r—2) —2m
=2m.r 4 r—12m 4 8.

Dalle equazioni precudenti si ricava

k=A—(r—4)(m—1)= mr—8)4+124-2(r—4)
w=A—(r—4)m= m(r—8 +124 (r—4)

Applicando i resultati ottenuti alle sviluppabili dei
primi 7 ordini, se chiamiamo «, I’ ordine di oltiplicita
per 'imagine della curva doppia del punto fondamentale
(E4+ms=0, n=0) « quello di ciascuno degli altri
punti fondamentali, [ il numero di questi, abbiamo il
seguente prospetto



7 i m k ] 0 o &, l
| |

5 I 4 2 1 ]
4 8 6 2

6 % 5 | 6 | 4| 2 1| 2
6 4 2 2 1 4
5} 13 10 3 2 1

7 3 6 12 9 3 2 3
7 11 8 3 2 5

Da quanto abbiamo detto intorno all’ imagine della
curva doppia, si deduce immediatamente un risultato im-
portante . '

Essendo questa imagine di ordine k& avrd a comune
con la retta =0, oltre i 2(» —4) punti corrispondenti ai
valori di A che danno i puati stazionari o i punti di con-
tatto dei piani stazionari della curva C, ancora

F—2 (r—4) = m (r—8) + 12

punti. Questo sard dunque il numero y delle generatrici
di = che incontrano un’ altra volta la curva C e che era
stato determinato per altra via da Zeuthen (V. §. 2).

§. 16. Possiamo ora, riprendendo a studiare la rap-
presentazione dei piani tangenti della curva C per mezzo
dei punti di un piano, ripetere per I’imagine della svi-
luppabile doppia ( sviluppabile inviluppo dei suoi piani
tangenti doppi) considerazioni analoghe a quelle fatte per
la curva doppia di 2.

Intanto la condizione perché due tangenti di C siano
in un piano, & evidentemente la stessa perché passino
per un punto, cioé la (12) (V. §. 15).
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(12) Q(X, p)=0.

Del resto potremmo arrivare alla medesima, anche
partendo dalla

((D O) 3 P’ 0‘) , @ (0') ’ q),([") ) = O’

che esprime la condizione necessaria e sufficiente, onde
possan coesistere le 4 equazioni

O (0 + £ @ (1) = (D () + 5P (w),

sopprimendo in essa i 4 fattori h—p, 1 fattori » , n' e
i fattori 2— a;, dove «; sono i parametri corrispondenti ai
piani stazionari di C.

Colle considerazioni stesse del § 16. si pud ricavare
che

La sviluppabile doppia di C ha a comune con la
svtluppabile 3 © suoi piant stazionari e i piani oscula-
tori di C nei suor punti stazionari.

Notando poi che tutti questi piani appartengono alla
sviluppabile doppia perché le generatrici giacenti in esse
sono incontrate non solo da quella consecutiva, ma an-
che da una terza infinitamente vicina , dedurremo che
mentre a ciascun piano della sviluppabile doppia corri-
spondono in generale due punti distinti del piano rappre-
sentativo, ai piani suddetti ne corrispondono invege due
infinitamente vicini della retta £=0. Torniamo cosi a
concludere che i 2(r—4) elementi uniti della corrispon-
denza (r—4 , r—4) definita dalla relazione (12) sono
quelli dati dai valori di % che corrispondono ai piani sta-
zionari 0 ai piani osculatori nei punti stazionari di C.

Cio posto, essendo '
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I' equazione del punto p di C, e
ui=9;0) 4 ¢ ¢;0)

le coordinate di un piano tangente in 2 alla curva C,
I’ equazione

(14) 20 () (®,0) + & ¥;0)) =0

lineare in &,, dard il valore di ¢, che determina il piano
tangente in A che passa pel puanto u di C. Se supponia-
mo % , u legati dalla relazione (12), avremo un piano
della sviluppabile doppia, ossia il resultato dell’elimina-
zione di w fra la (12) e la (14), ridotto omogeneo in
£, n, ¢ & 'equazione dell’ imagine della sviluppabile
doppia stessa.

Per determinarne I’ ordine enunciamo il teorema:

Per una generatrice qualunque di X si posson con-
durre alla sviluppabile doppia di C r—4 piant tan-
genti, ad eccezione delle generatrict nei piani stazio-
nari di C, o che passan pei punti stazionar: dv C, dalle
quali se ne posson condurre soltanto r—>5.

Dal quale segue: .

I punti fondamentali della rappresentazione, tma-
gmi di gemeratrici in un piano stazionario, sono
(r—5)—upli per U imagine della sviluppabile doppia,
- laltro punto fondamentale semplice é (r—4)—plo per
I imagine stessa.

In virtd di questi teoremi, indicando con %' 'ordine
dell’ imagine della sviluppabile doppia e con ' I’ ordine
di moltiplicity per essa del punto (§=0, n=0), avremo
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E— o =r—4
nk' — (n—1)w — (r—4) — «a (r—5) =2y,

ossia
' — o == r—yg
nk'— (n—1) o' = A,
dove

A=@r—4)+a(r—DH+2y
— (r—4)-@(1 = 1)—r)(r—B)4r(r— 3)—2(n—1)
=3n.r+r—12n48.

Risolvendo avremo

kw= A — (r—4) (n—1) = n(r—8) 4~ 12 4 2(r—4)
w == A —(r—4) n = n(r—8) 4+ 12 + (r—4)

Applicando alle sviluppabili dei primi 7 ordini i risule
tati ottenuti, se chiamiamo «, I’ ordine di moltiplicitd per
I’ imagine della sviluppabile doppia del punto fondamen-
tale (é+4n =0, »=0) e «, 1’ordine di moltiplicitd
di ciascuno degli altri punti fondamentali semplici, ¢ il
numero di questi, : bbiamo il seguente prospetto

r n | K ' a, oy {
|

5 | 4 | 2|1 |1
41 8 6|2

6 3 5 | 6 | 4| 2| 1] 2
6 | 4 22 1|4
5 |13 |10 | 3] 2 | 1

7 3 6 |12 | 9 | 3| 2 | 3
7110 s 38|25




— 115 —

Dai risultati ottenuti possiamo ricavare immediata-
mente un’ altra formula gia calcolata da Zeuthen (1. c.),
cioé il numero delle generatrici di = per le quali passa
un altro piano tangente di 2.

Infatti I’ imagine della sviluppabile doppia essendo di
ordine k' incontrerd la retta ¢=0 in &' punti, 2(r—4)
dei quali son quelli dati dai valori di A che corrispon-
dono ai piani stazionari o ai piani tangenti a 3 nei punti
stazionari di C. Ne restano

Y = k'—2 (r—4) = n(r—8) + 12,

che saranno le imagini dei piani tangenti comuni a ¥ e
alla sviluppabile doppia di C. Questo numero y sard
dunque appunto il numero dei piani tangenti a =, che
contengono un’ altra generatrice oltre quella di contatto.

§. 17. Si determinano facilmente le coordinate delle
generatrici di una sviluppabile, riguardandole come con-
giungenti di due punti infinitamente vicini di C, o come
intersezione di due piani infinitamente vicini di X, tro-
viamo cosi

8,1 ()

0,0 ®,~().+d}.)‘ _

Pk==10,0) ©,(4d2) ‘ Ox(2)  0x()
o) @i04-dn) =‘ 2,0) ')
=100 o +d0)| — | %0y ()

§. 18. Avanti di abbandonare queste considerazioni
generali sulla rappresentazione delle superfici sviluppabili,
citerd alcune formule, dovute a Clebsch (*), relative alla
rappresentazione di una superficie algebrica qualunque,

(") Clebsch — Ueber Abbildung algebraischer Flichen (1. c.).
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delle quali faremo uso in seguito, e che son di facilis-
sima dimostrazione.

Se n & il grado delle imagini delle sezioni piane,
m & il grado di una curva nel piano rappresentativo che
passa a; , «, ... volte pei punti fondamentali semplici,
By, By ... volte per quelli doppi, 7, , 75 ... volte per
quelli tripli e cosi di seguito, e al di fuori di questi punti
ha ancora d punti doppi, e » cuspidi, e se chiamiamo

p — il suo genere,

M — lordine della curva sulla superficie che essa

rappresenta,
R — il rango di questa curva
K — la sua classe

A — il numero dei suoi piani quadritangenti.
B — il numero dei suoi punti cuspidali,
abbiamo

Me—=nm—32a—23p—3Z2y
p=t(m—1)(m—2)— I —r—3ta(a—1)—Z4L(F—1)—Ziy(y—1)..
1Z 3 (m4-1)(n+2)— 3d—4r—3 } ale41)—2 3 (B+1)—. ..
: Be=r
Re=m(m—3421)—2d—3r—Z2a(a+4-1)—2L(F+3)—Zy(y+5) —...
K=3m(m - 34-n)—6d—8r—3La®—3EL(f+4-1)—3Zy(y+2)—...
A=2mBm+2n—9)—12d—15r—2% «(3a—1)—2E5(3 4-1)—
—2%y8743) —. ..
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CAPITOLO 1
Superficie sviluppabili del 4.0 ordine,

§. 19. Cominciamo dal determinare le coordinate dei
punti della cubica gobba C spigolo di regresso della svi-
luppabile = di 4.° ordine, in funzione di un parametro
variabile, per dedurne poi 'equazioni rappresentative della
sviluppabile stessa .

Si ottengono espressioni molto semplici per le 0; (),
prendendo per vertici del tetraedro fondamentale 4 punti
arbitrari della cubica C, come anche prendendo per piani
coordinati 4 piani osculatori di C. Con una scelta con-
veniente del punto unitd, se indichiamo con «, , a,, a4, 2,
i valori di A corrispondenti ai 4 punti scelti per vertici del
tetraedro, si trova nel 1.° caso

0,2) = (A —ay) —ay) A—2,)
)] () = (O—ay) O—ay) A—2)

;%) = (2 —a;) (A—ay) (—2,)

0,0) = (h—ay) (h—a3) () -

Ne segue che le coordinate del piano osculatore nel
punto 4 saranno,

D,(3) = (ag—ety) (tg—ot) (55—22) O—aty)®
(2) ,(0) = (ty—=,) (gg—2,) (2y—%) (h—a,)?

Dy(0) = (ay—2,) (oty—axy) (g — ) (P—azy)?

D, (1) = (ay—ay) (ay—ay) (ag—aty) (A—a,)? .

Nel 2.° caso, indicando con «, , @3, %3, «, 1 valori di A
corrispondenti ai punti di contalto dei piani osculatori
Lib. VI. S. N.

9
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scelti per piani coordinati, si trova che con una scelta
conveniente del punto unitd deve aversi

0,0) = (0—a,)?
3) Op(2) = (A—ay)®

@3(1) = O*"‘“z)a

O,) = (A—ay)?.

E quindi le coordinate del piano osculatore nel pun-
to A saranno

(Di()‘)=(°‘2’_“3)(“3“‘“4)(“4’—“2)()‘" ay)(d—o3)(A—a,)
4) o= (aa—a4)<oz4——a1)(a1——a3) (A—a)(2 —a,) (> —ay)

Dy (h)=(aty— oty ) (ot —tq ) (2t —0t;) (2 —at; )(A—at, ) (A—at,)

D,(2) = (aty—a;)(ag—25) (2 — 1) (> ~ &) (2 —2) (A —13) -

Ed ora, servendoci delle formule (2) del Cap. I, pos-
siamo stabilire immediatamente le formole della corrispon-
denza fra i punti di £ o i piani di C, e i punti di un
plano. '

I due sistemi di valori per le ©;, ®; metton subito in
evidenza la corrispondenza dualistica che esiste fra i punti
di ¥ e i piani tangenti di C.

§. 20. Nel caso in cui sia stato scelto per tetraedro
fondamentale quello che ha per facce i piani osculatori
vei punti ay , o , a5, «, di C, le coordinate delle gene-
ratrici di ¥, sono

2Q (—a)*, (—ay)’

—_— —— = .~—-~X——52)‘.—— ‘2.
©) g ik Pk = (), (O —a)? (on—at) et 20en)

Nel caso in cui invece il tetraedro fondamentale ab-
bia i vertici nei ?unti oy, %y, ay, 2, di C, si trova
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Q

®) pik = = (oa—x;) O—)*O-—am)*.

ik

Tanto dalle (B) quanto dalle (6) ricaviamo

(ay— atg) (xg—aty)

D24 D3y + (al—-d‘) (ag_as)p23p14

=0.

Le generatrici di ¥ appartengono dunque ad un com-
plesso tetraedrale. Allora, per una nota proprietd di que-
sti complessi, possiamo immediatameute enunciare i se-

guenti teoremi,

1l rapporto anarmoni-
co der 4 punti dincontro
di una generatrice di X
con 4 piani tangenti fissi
di essa é costante ed ugua-
le a quello dei 4 pians.

Il rapporto anarmoni-
co dei 4 punti d incontro
di una generatrice di X
colle 4 faccie di un tetrae-
dro v cur vertici giacciono
nella curva C, & costante e
uguale a quello der 4 ver-
tici respettivamente oppo-
ste a quelle faccie.

1l rapporto anarmoni-
co dei 4 piant che proiet-
tano una generatrice di X
da 4 punte fissi della curva
C, & costante ed uguale a
quello dei 4 punte.

Il rapporto anarmoni-
co dei 4 piani che proiet-
tano una generatirice dv X
dai 4 vertici del tetraedro
forimato da 4 piani tan-
genti di ¥, & costante e
uguale a quello delle 4 fac-
cie respettivamente opposte
a quer vertict,

Il rapporto anarmonico di 4 puntv della curva C
e uguale a quello dei 4 piant osculatori in questi punti.
8. 21. Un altra forma notevole delle coordinate dei
punti di una cubica gobba espresse in funzione di un
parametro variabile, si ottiene prendendo come tetraedro
fondamentale quello formato da due piani osculatori della
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cubica e dai due piani che passano per la generatrice
giacente in uno di essi e per il punto di contatto del-
I’ altro. Chiamando allora «, 8 i valori del parametro
corrispondenti ai punti di contatto dei piani osculatori
scelti, & facile vedere, che, scegliendo convenientemente
il punto unitd, dovra aversi

0, = (—f):
Oy = (1—a)?

0 = (—a) (—p)
0, = (-—a) (O —£)

e quindi
Py = (h—a)?
® 0y == — (O—p)°
D, 3(—a) (A—p)?
¢, = — 30—a)® —p).
0 anche facendo la trasformazione +—= = a, per la

d—a
quale i punti scelti vengono a corrispondere respettiva-
mente ai valori 0, 0 di a, potremo porre

0, =a? o, =1

)] O, =1 0 = — a?
0, =a o, =3 a?
0, = a? L= — 3 a.

Dalle (9) si vede che la curva di coordinate

w, =0, =3a
“2:‘—"@2'7—70
ry =0, == 1
o= 0 = 2 a,
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rapprescntata dal punto fondamentale doppio (6==0,n=0),
¢ la conica d’intersezione della sviluppabile col piano
wy=0 e che ha per equazione

Y
Sa? =4, x,

§. 22. Applicando le sohte formule del §. 17. si
trova che le coordinate delle generatrici di ¥ sono

Prg = — 3 a? Pas = 1
(I Py =R a Py = —at
pu=2a Py = @

Ci0 mostra che le generatrici di ¥ appartengono al
complesso lineare

Pia + 3 pyy =0,

e al complesso tetraedrale

Das Py + 4 pay pyy = 0.

Per la nota proprietd del complesso tetraedrale, di cui
abbiamo fatto uso al §. 20, avremo dunque che:

1l rapporto anarmonico dei 4 punti in cui una ge-
neratrice qualunque di X wncontra le faccie di un te-
tradro qualunque formato da due piant osculator: di
C e dai piani che uniscono le generatrici giacienti in
uno di essi, col punto di contatio dell’altro, come pure
1l rapporto anarmonico dei 4 piani che proiettano una
generatrice dai 4 vertici di nwn tale tetraedro, & costan-
te ed uguale a 4.
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§. 23. 1l piano che passa per tre punti a,, a,, a,
della cubica ha per equazione

x, @, @y x,

a® 1 a, a® | _ 0
ad 1 a, agd ’
a 1 a, a,’

o§sia

(12) w—2,a,0405 4 x5(@10,+ Ag05+ag0,)—x (0, +-ay+ag) =0

Se i punti a,, a,, a; vengono a coincidere in un sol
p 15 Qg , 0y 8

puanto a, 1’equazione precedente diverrd 1’ equazione del

piano osculatore nel punto @ che sard

.

(13) x—wy *+3 v, a®>—3 v, a=0,

e questa ci darebbe nuovamente le (10).
E facile determinare 1’ equazione della superficie £ in

questo sistema di coordinate, eliminando a fra le due
equazioni

2y at—2 wga4a, =0
x4, a*—2 o, a==0,

che si ottengono derivando la (13) rispetto ad a, , a,
respettivamente, dopo averla ridotta omogenea col porre

a . .
a == E’ . Abbiamo cosi
2

1 -
“%“’3 + Vi —a, w‘% = 1;

%w,‘ i Vw‘f'—w‘ws b
X 3



— 123 —
ossia '
(14) (0 wy—wy )t =4 (0,2 —0, @) (05" —Ly ®,)-
§. 24. Da un punto qualunque dello spazio (¥4, Yg, ¥ss ¥s)
si posson condurre tre piani osculatori della cubica, i cui

punti di contatto corrispondono alle tre radici dell’ equa-
zione

Yi—Ya @' + 3 y;a*—3 y, a=0.
Ricordando che le coordinate dei punti della cubica

son proporzionali ad a®, 1, a, a?, avremo che i tre
punti di contatto sono nel piano

Yy XYy 2143 Y3 ©,—3 y, 23=0,

che passa evidentemente pel punto dato y. Abbiamo cosi
un sistema nullo; e la corrispondenza fra i punti ed i
piani dello spazio viene stabilita dalle relazioni

u1==—-—y2

Us = Yy
ug = — 3y,
Uy = Ys-

Quindi I’ equazione del complesso lineare definito da
questa corrispondenza sara

P1e+3 pa=0

Abbiamo gia visto che ad esso appariengono le gene-
ratrici della sviluppabile.
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§. 25. Dalle formule (1) (2)... stabilite nei §3. an-

tecedenti, si dedueono colla massima facilitd moltissime
deile proprietd note delle cubiche gobbe e delle svilup-~
pabili di 4.° ordine.

Senza stare a ditfon lerci su questo argo.nsnto, passin-
mo ad occuparci p' particolarmente della rappreseniazione
piaua delle sviluppabili suddette.

Dalla teoria generale sippiamo che tutte le lmagini
delle sezioni p.ane di ¥ sono curve del 3.° or line con un
punto doppio nel vertice (=0, n=0) del triangolo fon-
damentale, le quali passauno pel punto (643 =0, »==0)
e toccano nei pintt d’incontro colla retta §=0, hnagine
della curva C, le congiungeuti di questi punti col punto
(642=0,»=0).

Quste proprietd sono pilt che sufficienti per cosiruire
geometricamente 1’ imagine di una sezione piana qua-
lunque .

Poiche, se prendiamo per definire il piano secante i
tre punti in cui esso tagha la curva C, avremo per la
imagine della sezione da esso prodotta, 6 condizioni espri-
mendo che nei pun i imagini dei tre punti dati tocca le
congiungenti dei medesimi col punto (£45=0, »=0),
una esprimendo che deve passare per il punto (§4-3 =0,
n=0) e tre esprimendo che deve contenere il punto
(=0, n==0) come dppio.

Abbiamo cosi 10 condizioni, meutre per determinare
una cubica ne occorreva solamente 9. Quinli una delle
condizioni precedenti sard una conseguenza delle altre, e
questo servird per dedurre qualche t orema di Geometria
piana . Per esempio avrewmo che
_ Se una cubica piana ha un punts doppio nel vertice
(é=0,49=0) del triangolo [ondamentale, passa pel
puuto (43 5=0,n-0), e tocca due relte passanti pel
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punto (545 =0, n=0) net punte in cui esse mcontrano
la retta £=0, la tanyente alla cubica nel terzo punto
A incontro colla =0, passa anch’ essa pel punto
(E4+¢=0, »=0).

Se il piano secante fosse un pinno tangeute di C, la
sua intersezione colla sviluppabile X si spezzerebbe nella
generatrice da esso contenuta, rappresentata da una retta
per (=0, »=0), e in una cubica che tocca la genera-
trice nel suo punto di contatto colla carva C, e che &
rappresentata da una conica che passa semplicemente pel
punto (=0, n=="), pel panto ({43 =0, n==0) e pel
punto di contatto del piano dato, e che tocca nel punto
imagine del punto ulteriore ivtersezione del piano dato
colla curva C la congiungente di questo punto col punto
(&44=0, »n=0).

Finalente 'intersezione della sviluppabile £ con uno
dei snoi piani-tangenti st spezza nella geueratrice conte-
nuta in questo piano contata due volte, e in una conica
che tocca la generatrice stessa nel suo punto di contatto
e colla curva C. Percid I'imagine della sezione prodotta
da questo piano, si spezza in due volte la retta ¢ =c¢n e
nella retta che unisce il punto (43 =0 , £=0) col-
Ialtro (§==¢n, £=0). la quale stard appunto a rappre-
sentare la conica suddetta. Dunque

Le imagini delle coniche intersezioni della svilup-
pabile T coi suoi piani tangenti costituiscono il fascio
di ragge col centro nel punto (543 ;=0 , »==0) pro-
spettivo al fascio col centro nel punto {£=0 ,2=0)
che rappresenta le generat: ici .

§. 26. Passiamo ora alla ricerca delle principali cur-
ve esistenti sulla sviluppabile, per mezzo delle loro ima-
gini .

Sia dungue m I ordine di una cvrva nel piano rap-
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presentativo, che passi « volte per il punto fondamentale
(43 6=0.%=0) che indicheremo per brevitd con A, 8
volte pel punto fondawentale doppio ( £==) , =0 ) che
indicheremo cou B, e possieda fuori di questi punti d nodi
ed » cuspidi. Chiamiamo M lordine e p il genere della
curva rappresentata ; allora per le formule del §. 18
avremo

M=3m—28—«
1 (n—2)_ B(E—D)_ ala—1)
P="3 2 2
1) a(etD)
2 2

—d—r

—3d—4r

Ot e

Da queste si deduce frcilmente un limite superiore per
m dato M , p , « , B. Infatti si ricava

IM4p—1>3m—3p—a+2d+37,

da cul

m_<_1§ 2M4+3+a—2d —3r --1

Si ha pure un limite superiore per «, £ dato M.
Infatti il punto B rappresenta una conica ed A una retta
le quali non potranno incontrare una curva di ordine M
che in 2M , M punti respettivamente al pit, dunque
B<2M,a< M.

Con questi limiti e colle relazioni precedenti & facile
determinare le curve dei vari ordini che giaccion su %,
dando ad M valori diversi successivamente.

Per avere le imagini delle superficie sviluppabili che
passan per la curva C, quando si stabilisce la corrispon-
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denza fra piani tangenti di C e i punti di un piano,

bisogna fare uso delle formule

precedenti, ‘love solamente

s"intenda che M rappresenta la classe della sviluppabile

passante per C.

Applichiamo dunque le formule trovate,

M=1 , p=0,
Il solo caso possibile &

m=1

p=1

<2, «<l.

a==(.

Non esiston dunque sopra X altre rette che le ge-

neratrici .
M=2 p—=0 B<4 a<2.
Il solo caso possibile &
m=] , p=0 , a=1
Sulla  sviluppabile X Per la curva C non

non esiste che un sistema
di Q0" coniche Cq (“le sue
nlerseziont cot suot piant
tangenti ) rappresentate
dal fascio di rette col cen-
iro n A.

passa che un sistema di
0" sviluppabili di 2.* clas-
se S, (‘cont che la protetian
dai suor punti) rappresen-
tate dal fascio di rette col
centrro in A.

M=3, <6 , a<3.

I casi possibili sono

==
m=2

i

f

W™ »

O
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Esiste sulla sviluppa-
bile & un sistema di OO%
cubiche C, rappresentate
dalle rette del piano che
non  PASSANO per nessun
punto fondamentale, e un
sistema dv OO® cubiche C
rappresentate dalle coni-
che pei due punti fonda-
mentali A , B.

Di queste coniche quel-
le che toccano una retin
del fascio col centro nel
punto (64¢=0,9=0) nel
suo punto d’ incontro colla
retta 5 =0, rappresentano,
come abbiamo visto nel §
precedente le cubiehe in-
terseziont della sviluppa-
bile cotsuor pianitangenti.
Tutte le altre rappresen-

teranno cubiche gobbe.

S —

Per la curva C passa
un sistema di CO? svilup-
pabili di 3.* classe S,, rap-
presentate dalle retie che
RON  POSSANO  per nessun
punto fondamentale, e un
sistema di OO* sviluppabili
di 3.* classe Sy' rappresen-
tate dalle coniche pei due
punti fondamentali A, B.

Di queste coniche quel-
le clhe toccano una wretto
del fascio col centro mnel
punto 5+ =0, =0) nel

suo puntu d incontro colla

retta & -0 rappresentino
1 cont di 3.* classe, che st
ottengon proiettando lo C
da un punto dv X. Tutte le
altre non rappresenteran-
no cont .

Tutte queste cubiche e queste sviluppabili di 3.* classe

son di genere 0, perché tali,

M =4
I soli casi possibili sono

m=2

m=3

B<S8

sono le loro imagini.

’ a,.<_4 -
1 oc::O
2 =1
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Sulla  sviluppabile T
esiste un sistema di 00!
curve di 4.9 ordme rap-
presentate dalle coniche
che passan per B; e un si-
stema di OO curve di 4.0
ordine, rappresentate dalle
cubiche che passan due
volte per B e una per A.

Per la curva C passa
un sistema di 0O svilup-
pabili i 4 classe rappre-
sentate dalle coniche che
passan per B e un sistema
di CO® sviluppalbili dv 4.*
classe, rappresentate dalle
cubiche che passano due
volte per B ed una per A.

Anche tutte queste curve e sviluppabili sono di ge-

nere O .

Cosi proseguendo potremmo trovare le curve di ordi-
ne superiore che giaccion su X e le sviluppabili di classe
super.ore che posson condursi per C.

Dalle cose dette risulta anche:

Due coniche Cq non
possono  tncontrarsy; due
cubiche C, st tagliano in
un punto; due cubiche Gy
w due. Una conica U, ta-
glia una cubica Cg o C'y
in un punto. Una cubica
C, taglia una cubica C'y
tn due punti.

Due sviluppabile S, non
hanno nessun piano tan-
gente comune; due S; ne
hanno una; due Sy ne han-
no due. Hua sviluppabile
S, ha un piano tangente
comune con una S, o S;.
Una Sy ne ha dua a co-
mune con una S,.

Se stabiliamo una corrispondenza proiettiva fra i raggi

dei fasci col centri nei punti B(§==0,»==0), A(§+3 =0,
n==0), il luogo dei punti d’incontro dei raggi corrispon-
denti & una retta o non conica pei due punti A, B. Da
cio si deduce facilmente che:
Se sulla curva C pren-
diamn due serie omogra-
fiche di punti, il luogo dei
punti d’incontro delle tan-

Se sulla curva C pren-
diamo due serie omogra-
fiche di punti, v piani che
passano per i punti della
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genti a C net punti della | prima serie e per le tan-
prima serie cot piant oscu- | genti nei punti corrispon-
lator: nev punti corrispon- | denti della seconda invi-
denti della seconda & una | luppano uaa sviluppabile
cubica C; o G\ S; 0 8,

§. 27. Come complemento di questo studio accennerd
la possibilita di stabilire con metodo puramente geome-
trico una corrispondenza fra i punti della sviluppabile del
4.9 ordine coi punti di un pian>, della quale le formule
svolte sono la interpretazione analitica.

I coni che proiettano una cubica gobba C da uno dei
suoi punti sono del 2.° ordine. Scegliamo il tetraedro
coordinato come abbiamo fatto nel § 21. e consideriamo
il cono che proietta la cubica C dal vertice A, dsl tetraedro
fondamentale . Il piano A, A; A, osculatore i A, tocca
questa conica lungo la generatrice A, A, e taglia la
sviluppabile 3 secondo la generatrice A, A, stessa con-
tata due volte e secondo una conica G, che tocca in A, la
A, A,. Mediante questo cono possiamo facilinente stabi-
lire la corrispondenza univoca fra le generatrici di £ e il
fascio di raggi definito dalle rette A, Ay, A A,. Infatti
una generatrice determina un piano tangente al cono, che
taglia il piano rappresentativo A, A3 A, secondo una retta
A, B che passa pel vertice A, del cono. Viceversa per una
retta A, B del piano rappresentativo si pud condurre oltre
a questo piano un altro solo piano tangente al cono, ed
esso conterrd una ed una sola generatrice di 2.

Se prendiamo la retta A; A; per retta £=0, la A, A,
per n==0 e la A; A, per {=0 otterremo precisamente la
corrispondenza stabilita al §. 21. purché si scelga il
punto unitd in modo che le costanti sian daterminate
guisa che sia

—

n



0, = a
O, = 1
O, = 2a
0, = a®

Infatti il piano che passa per il punto A,(1,0,0,0) e
per la generatrice o ha per equazione

Ly Xy Xy
1 2a a? |,
0 2 2a
ossia
a® wy — a w3 + v, =0

e taglia percio il piano o, == 0 secondo la retta

Per completare la rappresentanzione basta stabilire la
corrispondenza proiettiva fra i punti delle generatrici di =
e quelli della retta che la rappresente, ricordando che i
punti della conica C; in cui le generatrici di 3 tagliano
il piano rappresentativo, le coordinate dei quali sono

2, = 0, = 3a?
xy = 0, =0
g = ,' = 2
v, = 0, = 2a

devon corrispondere al punto A, (=0, »==0), e i punti
di contatto delle generatrici stesse colla cubica C corri-
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spoudono ai punti d’incontro delle loro imagini colla
retta =0 .

Ho solo accennato il metodo per stabilire geometrica-
mente la corrispondenza accennata . Si potrebbe anche
partire da questi fondamenti e ritrovare tutte le partico-
laritd trovate analiticamente, senza servirci delle formule.
Ma per amore di brevitd, e per conservare 1’ uniformita
del metodo lascerd da parte questo argomento.

CAPITOLO 1IN
Superficie sviluppabili del 5.° ordine.

§. 28. Abbiamo veduto che vi & una sola specie di
sviluppabili Z senza singolaritd straordinarie del 5.° or-
dine, il cui spigolo di regresso & una curva C del 4.°
ordine con un punto stazionario e un piano stazionario.
Sia « il valore di X corrispondente al punto stazionario e
£ quello corrispondente al punto di contatto del piano sta-
zionario della curva C.

Se prendiamo per piano @, ==0 quello stazionario
esso deve incontrare la curva C nel punto f# e in tre
infinitamente vicini onde @,=a, 2—p)% Se prendiamo il
piano osculatore nel punto stazionario per piano w,=0,
esso deve incontrare la curva C nel punto « e in tre in-
finitamente vicini, onde ®,=a, (A—a)*. Se prendiamo per
piano a;==0 quello che passa per la tangente nel punto
stazionario « e quel punto f, questo deve incontrare la
curva C in B, in « e in dus punti indnitamente vicini
ad «, dunque Oy=a, . —a)® (3—f). Finalmente se pren-
diamo per piano w,==0 quello che passa pel punto stazio-
nario « e per la tangente a C contenuta nel piano stas
zionario, questo dovra tagliare la C nel punto «, nel
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punto B, in uno infinitamente vicino ad « e in uno in-
finitamente vicino a 8 e percid &=1, O —2z)* 2—B)%.—
Disponendo poi cenvenientemente del punto unito, potre-
mo rendere le costanti a, , a,, @, , a, tutte ugnali ad 1.

Scegliendo dunque il tetraedro fundamentale nel modo
indicato, abbiamo

9 = (- B

M 6, — (i—2)’
8, = (l""“)s O‘—ﬁ)
0, — (—w) O—B)

Per mezzo delle formule (8) del §. 11. deduciamo
che le coordinate del piano osculatore nel punto A sono

D) = (A—a)*
@ @, — — 30—p)"
®, — 8—) (—p)
0, = — 60—=) 0—p)*

Colla trasformazione ;t;_i == g, per mezzo della quale
il punto stazionario e il punto di contatto del piano sta-
zionario vengono respettivamente a corrispondere ai va-
lori 0O, O del parametro @ le formule precedenti di-
vengono

8, =a* (" o= 1
3) Q=1 ¢, —— 3at

0, —a o, = 8ab

9‘==a2 <I>‘=-—6a"3

(*) Queste formule sono gia state trovate per altra via da Fiedler
( Geometria Descrittiva §. 148. p. 547).

Lib. VI. S. N.

10
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Dalle (1), (2) o dalle (3), (4) potremmo ora dedurre
le formule della corrispondenza fra i punti di = o i piani
di C e i punti di un piano.

Tanto le (1), (2) quanto le (3), (4) mettono in evi-
denza la corrispondenza dualistica che abbiamo osservato
esistere fra i punti di = e i piani C.

§. 29. Le formule (4) ci danno il mezzo di determi-
nare 1’ equazione della sviluppabile, riguardandola come
inviluppo del piano

xy,—3atx, + 8a®w;—6a?x, =0.
Percid basterd eliminare a fra le due equazioni

agmg—zaw,+w4=0
2y + 2 a®xyg —3aw, =0,

che si ottengono derivando la equazione precedente rispetto

a
ad a, , a,, dopo averla resa omogenea col porre Zl—"

2

2

oppure si pud eliminare a per le due equazioni equi-
valenti

ayxy —2ax, 4 w0, =20
2, + a* wy — 2 a® x, = 0.

Effettuando questa eliminazione si trova
-, -
(s + Viog — Xg X,) = @y, T Ta fo— Ly Lo
ovvero

xg (3 .%‘ﬁ-}- wq .’L'Q)Q*S (11'3g (”43 +:3 5{71902504 ‘—2 (1/'1 wsa)mo'
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E questa equazione ci mostra che la sviluppabile
taglia il piano @, =0 secondo la retta A,'A; contata tre
volte e secondo una conica K' che ha per equazione

Qay xy — 8 a2 = 0.

Taglia il piano o,- 0 secondo la retta A, A, contata
due volte e secondo la cubica

2 — 2y a5t = 0.

Le formule (3) ¢i mostrano che questa & la cubica le
cui coordinate souo

’

" \
X, = 6,
== @y

X, === ®4'

che taglia la curva C nel suo punto cuspidale.

Taglia il piano x3=0 secondo la retta A, A, e due
volte secondo la conica K che ha per equazione

322 4 x 2, = 0.

Finalmente la sviluppabile taglia il piano x,=0 se-
condo la retta 23 e secondo la curva del quart’ordine

x, 2° 4 16 xt = 0.
§. 30. Si puo ottenere facilmente la condizione affin-

ché 4 punti sieno in un piano, notando che se nell’equa-
zione di un piano qualunque
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Zu,-x,-.:()

sostituiremo alle @ le coordinate di un punto della curva
C, otteniamo la equazione di 4.° grado in a

®) w0t 4 u 4 uy a 4 u, a? =0,

le cui quattro radici @, , a, , a3, a, daranno i quattro
punti d’ incontro di quel piano colla curva stessa. Sicco-
me |’ equazione suddetta manca del termine in a®, dovra
essere

(6) a, + a; + o0, + a, = 0;

e questa & appunto I’ equazione cercata, che pud anche
scriversi

2 —
© PEapfiili et

Analogamente troveremo che la condizione onde quat-
tro piani osculatori nei punti 3, , 2, ,2;, 2, di C passino
per un punto, &

7&,——0& )ﬂg"'“ )\3"““ )\4""‘“

w—p Tt Ta—p—"

™)

Ponendo le condizioni che @, sia infinitamente vicino
ad a, e a, ad a,, avremo che la condizioue d’incontro di
due generatrici che passan pei punti a, a, di C &

a,—{—a2==-0,
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ossia

My—B  de—B
®) —a U ly—a 0
g ‘2

Chiameremo generatrici coniugate due generatrici di 2
che s’incontrano, panti coniugati i punti di contatto colla
curva C di due generatrici coningate, piani coniugati 1
piani che contengono due generatrici coniugate.

La relazione (8) ci mostra che

Le tmagini di due generatrici contugate separano
armonicamente le rete §=an , {=fn. Ossia

Le wmagini delle coppie di generatrici coniugate
costituiscono un’'involuzione di cut le rette E==ay , E==Ly
sono 1 raggi doppi.

Nello stesso modo le imagini delle coppie di punti o
piani coniugati costituiscono un’involuzione sulla retta
§=0.

Affinché un piano contenga due coppie di punti coniu-
gati, |’ equazione () deve ridursi biquadratica, ossia do-
vra essere u,—0; dunque

Tutte le rette che passano per due punti coniugati
di C, passano anche pel punto fondamentale 3 (*).

§. 31. L’ equazioni (®), (6), (8) ci mostrano 'ancora
che :

I quattro punti coniu- I 4 piant conwugaty ai
gati alle 4 intersezions di | 4 piani tangenti a = con-
un piano qualunque colla I dotti per un punto qualun-
cubica C, giacciono pure | que, passano pure per un
moun piano. } punto.

(") Cremona. Sur les surfaces developpables du 5.m¢ ordre (Comptes
Renduns, T. LIV p. 604 ).
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Dati tre punti a, , @, , a,, la (6) da il guarto punte
d’ incontro del piano condotto per essi colla curva C.
I’ equazione di questo piano sara

x, 2 Xy @,
4 2

a, 1 —a a,

ay! 1 —a a2 | 0.
2 2 2
§ . 2

a, 1 ag a,

L’ equazione del piano che passa pei 4 punti conin-
gati, sard

&3y Ly Ly Xy
4 2
a, 1 a, a,
‘ , |=—0.
a, 1 a, a,
4 2
a, 1 ag as

E questo mosira che i due piani si tagliano sul pia-
no x;=0 e sono separati armonicamente da questo piano
e dal punto (w,=—=0 , x,=0, x,=0).

Correlativamente per un punto P passano 4 piani
tangenti di 3; i 4 piani ad essi coniugati passan per un
punto P’ allineato col punto P e col punto (2,=0 ,
2g==0 , x,==0). 1 punti P, P’ son separati armonica-
mente dal piano x3=0 e dal punto (x,==0,%,=0, a;==0).

Le proprieta dimosirate danno luogo al sistema di due
figure omolcgiche armoniche. Un punto P ne determina
uno P’, tali che la retta P P’ passa per il punto (x==0,
2y==0, x==0), un piano p ne determina uno p’, tale
che la retta pp’ giace nel piano x3=0. Dunque il punto
(=0, wy==0 , x==0) e il piano ws=0 sono centro e
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piano d’omologia, e due elementi corrispondenti sono se-
parati armonicamente da essi. ‘

In particolare due punti coningati sono allineati col
centro di omologia; due piani coniugati s incontrano sul
piano d’ omologia, e tanto gli uni quanto gli altri sono
separati armonicamente dal centro e dal piano d’ omo-
logia (7).

§. 32. Applicando le formule del §. 17, si trova che
le coordinate di una geuneratrice di = scno

Doz = (A—a)®
Pu= 30—a? (A—p)?
@) Pre = —40.—a) *—p)

Pu=——2(Q—2a) A—FL)P
Pu= R20—ap(—F)
Py = (d—a)t (h—=f)*
. 2P
ovvero ponendo al solito —— =«
A—a
Daz = 1
P = 3a
(10) pre = — 4 a*
pu=—2a
Py = 20
Py == a?

Queste espressioni ci mostrano che le generatrici di 2
appartengono al complesso tetraedrale

Pa P + 3 pes py =0

(O Le
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e quindi, per una ben nota proprietd dei complessi te-

traedrali, si ha:

1l rapporto aiarmoni-
co dei 4 punti d’incontro
di una generatrice di 3
colle faccie del tetraedro
fondamentale, & costante e

Il rapporto anarmoni-
co dei 4 piani che proiet-
tano una generatrice di =
dai vertici del tetraedro
[ondamentale, & costante ¢

uguale a 3. uguale a 3.

§. 33. Un piano che passi per la retta che unisce il
punto cuspidale di C con un’ altro suo puato, incontra la
curva slessa in un sol punto variabile ; abbiamo dunque
una corrispondenza univoca fra i punti di C e i piani del
fascio che ha per asse una tal retta.

Similmente abbiamo che da un punto della retta d’in-
tersezione del piano stazionario di C con un suo piano
osculatore si pud condurre un sol piano variabile oscu-
latore a C; e quindi abbiamo una corrispondenza univo-
ca fra i punti di una tal retta e i piani osculatori di C.
Dunque:

Il rapporto anarmoni-
co dei 4 piany che proiet-
tano quattro punti di C
da una sua corda che passi
pel suo punto cuspidale, ¢
costante & uguale a quello
dei 4 punti.

Il rapporto anarmonico
det 4 punti Lincontro di 4
prant osculatori dv C colla
retia d'intersezione del pia-
no stazionario con un pia-
no osculatore qualunque, é
costante e uguale a quello
dei 4 piant.

§. 34. Occupiamoci ora della curva doppia di X e
della sviluppabile doppia di C. Due piani coniugati, e
quindi due generatrici coniugate, si tagliano sul piano
x;==0, dunque la curva doppia, che dalla tabella delle
singolaritd delle sviluppabili dei primi 7 ordini, sappiamo
dover essere una conica, giace nel piano x;==0. La
chiameremo K .
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Abbiamo visto ancora che un piano che passi pel
punto u;=0 taglia la curva C in due coppie di punti
coniugati allineati col punto stesso, ossia il cono S che
proietta la curva C da quel punto & di 2.° grado ed &
la sviluppabile doppia, perché pud riguardarsi come invi-
luppo dei piani che contengono due generatrici coniugate.

Se per brevita indichiamo con 1, 2, 3, 4 i vertici
del tetraedro fondamentale respettivamente opposti ai
piani ;=0 , ;=0 , w3=0, 2;,=0, & facile riconoscere
geometricamente che la conica K tocca in | la retta 14
in 2 la 24, e che il cono S tocca il piano 143 lungo la
13, e il piano 243 lungo la 23.

Oltre alla conica doppia K abbiamo sopra la svilup-
pabile ¥ un’ altra conica K', mtersezione di essa col pia-
no a,=0. Difatti per un punto di questo piano si posson
condurre altri due piani tangenti a X solamente, e quindi
I” intersezione di esso colla sviluppabile & uva curva di
2." classe. Per la conica K’ & facile vedere che tocca la
23 nel punto 2 e la 34 nel punto 4.

Similmente un piano che passi per 1 taglia la C in
altri due punti, ossia il cono 8’ che proietta da 1 la C
¢ del 2. ordine. E facile vedere che esso tocca il piano
134 lungo la 14 e il piano 123 lungo la 12.

§. 35. Siamo ora in grado di risolvere colla massima
facilitd il problema della ricerca dell’imagine della curva
doppia, senza bisogno di ricorrere al metodo generale
svolto nel §. 15. Poiché infatti la conica doppia K giace
nel piano x3=0, e I’ imagine dell” intersezione completa
di questo piano colla sviluppabile £, &

E—an)? ((E—an) E—Bn)+ 5[ 3(E—Bn) +(E—an)]) =0

avremo, lasciando da parte il fattore (§—a»)?, che I'ima-
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gine della conica doppia K’ &
(E—an)(E—Bn) + ¢ [3E—pn) + (5—an)]

Si vede di qui che:

L’ imagine della conica doppia K & una comica che
taghia la retta {==0 ner suot punti d’ incontro colle
E—ar=0 , {—~Ln=0, tocca ncl punto §&=0n=0 la reita

48 = (a+3p)n

e passa pel punto foudamentale (E44 ;=0 , n=0).

Un punto qualunque della curva doppia ha per ima-
gini i due punti in cui la conica suddetta é incontrata
dalie imagini delle due generatrici che passano per il
punto che ccnsideriamo. Siccome le immagini delle cop-
pie di generatrici coniugate costituiscono una involuzione
di raggi col centro nel punto (£==0,%=0), che appar-
tiene alia conica imagine della curva doppia, ne segue
che :

Le coppie di puntt imagine di wuno stesso punto
della conica doppia K. determinano un’ involuzione
sulla conica tmagine della curva K stessa.

Percid le congiungenti dei punti che corrispondono a
uno stesso punto di K, passano per un punto, per il quale
naturalmente devon passare le tangenti alla conica ima-
gine di K nei punti doppi dell’ involuzione suddetta, i
quali sono i punti d’ incontro di essa colle rette £=an ,
£=pn sulla £=0. Queste tangenti hanno per equazioni
respettivamente

S —an +3C
AP



— 143 —

e servono a determinare il punto comune alle congiun-
genti i punti corrispondenti ad uno della curva K.

Aunalogamente si trova che, se si stabilisce la corri-
spondenza fra i piani tangenti di C e i punti di un piano,
la sviluppabile doppia S & rappresentata dalla conica

(E—an)(E-En) + ¢[3(E—an) 4 (E—FLn) ] =0

Un piano di S ha per imagini due punti di questa
curva e le congiungenti di quelle coppie di punti passano
per il punto d’ incontro delle due rette

E—an4+t=0
E— pn435=0.

§. 36. Abbiamo visto che la curva C & la intersezione
completa dei due coni S ed S’; quindi sard la base di un
fascio di quadriche . Per mezzo delle formule (3) del
§. 28. si deduce facilmente che 1’ equazioni di quei due
coni sono respettivamente

(1) 0y g = 2} @,y 0y == 0y’

La forma stessa di queste equazioni ci mostra subito
(cosa del resto gid veduta geometr.camente al §. 34)
che il cono S tocca il piano 23 4 (r,=0) lungo la 2 3
(0y==0 , x==0) e il piano 1 34 (2,==0) lungo la 13
(25==0 , 2,==0), e che il cono 3’ tocca il piano 1 3 4
(ry==0) lungo la | 4 (x,=0 , 2,==0) e il piano 123
(2==0) lungo la | 2 (x,==0 , a;=0).

Trovate I’ equazioni dei coni S, S', I’ equazione del
fascio di quadriche che ha C per base, sara

(12) wlxg 2p=mg®) — v(xy wy— %) =0
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Tra le quadriche di questo fascio non vi sono altri
coni che S ed S'; poiché i coni corrispondono a quei

N ¢ s . e
valori di -~ pei quali & zero il discriminante

0 —v 0 0
v 0 0

0 0 —2u 0
0 @ 0 2y

=4 p 3

ossia corrispondono a p=0 , v=0. Dunque dei 4 coni
del fascio in guistione uno & il cono S, gli altri tre
coincidono con S'.

Similmente troviamo che I'equazioni delle coniche

K, K’ sono
(18) 12uuy +u=0 , Qu-32u,u,=0

e quindi I’ equazione della schiera di quadriche inscritte
a 3 da esse definita, &

(14)  pOQus® —32uyu) —v{ul412u, u,)==0.
L’ equazione (12) pud scriversi

(15) 902(;.wor-vw,)—(w3V§:—x4V;)(%3\/5:—{—m4V:)=0
(16) @y (i Xy F-v @) — (p aeP—v 2,y 25) =0

dunque:
Tutte le quadriche del I coni che proiettano le
fascio che ha C per base, | quadiriche inscritte a X dal
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tagliano il piano osculatore
nel punto cusprdale (a0y==0)
secondo coppie di rette pas-
santt pel punto cuspidale
stesso coniugate nell’ invo-
luzione che ha le rette 13,
14 per ragge dopps.

punto di contatto del piano
stazionario, st spezzano in
due piant che tagliano il
piano stazionarjo 234 se-
condo coppie dirette coniu-
gate nell’involuzione che ha
le rette23, 24 per raggi
doppr.

Questa proprietd ci mostra che tutte le quadriche che
passan per C toccano nel suo punto cuspidale, il suo
piano osculatore, e che le quadriche inscrite a I passan
per il punto di contatto del piano stazionario;

I anche facile di vedere che:

Le quadriche che pas-
san per C tagliano il piano
1238 (x,=0) secondo co-
niche che toccano in 1,2
lel3,23, tagliano il pia-
no 124 secondo coniche le
quali toccano n 1 la retia
1 4 e quindi anche la co-
nica K, e che passan per 2;
tagliano il pianao staziona-
rio 2 3 4 secondo coniche
che toccano in 21la 23 e
quinde la conica K'.

§. 37. Ponendo

et O—B) =4 a2

I coni che nviluppano
le quadriche inscritte a =
col vertice in 4 toccano 1
piani 2 3 4,134 lungo le
24,1 4; ¢ cont che le in-
viluppano col vertice in 3
toccano il piano 234 lungo
la 23 e quindi anche @l
cono S, e toccano il piano
134, 7 coni ehe le invi-
luppano col vertice in 1
toccano @l piano 1 3 4 e
quindi 1l cono S lungo
la 14.

= (- 2} = a;?

I’ equazione delle quadriche che passan per C prende la

forma
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) 40,2 (02—, ;) — 052 (w,2—0a, wy) =0
che pud anche scriversi

(18) [2a,a, wg—(a x4 a2 my)][20a, 0y 044 (a.2 xytalr,)]-
wy(agt @y —2 a,* ay® w+a, 25) =0

e quella delle quadriche inscritte a ¥ prende la forma
(19) 4a,29 u>—3 2 uy uy) —a2(w?+12 u, uy) = 0.

L’ equazione (18) ci mostra che la quadrica in qui-
stione contiene la generatrice di I che passa per il punto
2 e la sua coningata.

Cio risulta evidente, osservando che da quel che ab-
biamo detto al § 29. si r.cava che la generatrice che
passa pel punto 2 deve riguardarsi come intersezione
dei due piani

Q —
2a a0 — (a2, + a?x)=0
agt oy — 2 0y° ag® -+ a5* wy =0,

e quindi la sua coniugata come intersezione dei due

Ray ay @y + (a9® 24 + a,* w,) = 0
atw, —2a02a’x, + at v, =0

Dunque:

Ogni quadrica che pas- Ogni quadrica iscritia
sa per C taglia la svilup- | a 3, taglia questa svilup-
pabile 2 secondo due gene- | pabile secondo due gene-
ratrict coniugate. ratrici contugate.
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ossia

Per due generatrici coniuyale di X passano due
quadriche una delle quali passa per C, laltra & in-
scritta a 2.

Chiameremo eol Prof. Cremova associate queste due
quadriche.

8. 38. Dalla equazione (19) del §. precedente si passa
facilmente ak’equazione in coordinata di punti delle qua-
driche inscritte a X, che &

0 — 48 a? 0 0 @,
—48a? 0 0 —32a° @
0 0 18 a,? 0 xy |=0
0 —- 32 a,? 0 —8a? o,
oy Xy ‘ Xy @, 0

ossia .

(20)4a,bw*—12ay'a, w0, 3a.2a, v ooy 4-9ay’a fw 2 —a, by =0,
che pud anche scriversi

@) at(afalei—{ate,+atn, )+
+(—4astei4-ate,—-4a,2a2x,) (ast v, 4 ato, —2a,ar,)==0.

Confrontando questa equazione colla (19), si vede che

I’ intersezione di due quadriche associate & quella di una
di esse col luogo di second’ ordine

(o —2alalz, 4+ at2y) (a?x, — ala,)=0,

ossia le due quadriche associate, oltre alle due genera-
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trici coniugate hanno a comune una conica che giace
sul piano

(10) ay v, = a,? x; .

che passa evidentemente per la retta 2 3. Queste couniche
costituiscono una superficie di 3.0 ordine T (*) la cui
equazione

42 (2% —22,) —x, (@2 — 2, 2,) =0,
ossia

(23) 4z, 22 — 3w, 2,2, — x5 =0,

si ottiene facilmente eliminando gi fra la (17) e la (22).
2

Nello stesso modo si potrebbe dimostrare che due su-
perfici associate sono inscritte nello stesso cono di 2.°
ordine e che questi coni inviluppano una superficie T’ di
3.* classe.

§. 39. L’equazione (23) della superficie T mostra che
essa gode delle seguenti proprieta.

Contiene il punto 1 come doppio.

Taglia il piano a,==0 contato tre volte, ossia oscula
lungo la 23 il piano 23 4.

Taglia il piano x,=0 lungo la cubica

42,02 —22=0,
e il piano a3=0 secondo la retta x,=0 e secondo la

"1 e
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conica
3,2, +22=0

che tocca in 1,2 le 14, 24 e quindi la conica K.

Taglia il piano x,=0 secondo la retta 2,==0 e due
volte secondo la retta a3==0, ciod tocca il piano 1 23
lungo la 12.

Passa per la curva O, come & facile verificare, e
inoltre tocca lungo di essa la sviluppabile ¥. Infatti le
coordinate del piano polare di un punto di coordinate
@, xq 2, x, rispetto a T sono

=42 — 3z,
u,E———3,x,x4

Uy == 8 2, X3

Uy = — 3,2, — 3 2.

Quindi le coordinate del piano tangente a T in un punto
a di C, sono

u, =1

Uy = —- dat
us == 8 a*
mE—Gﬁaz,

che sono appunto le coordinate del p.auno osculatore di
C nel punto o .

§. 40. Le generatrici delle quadriche che passan per
C e quelle delle quadriche inscritte a % sono reali, cioé
queste quadriche appartengono alla famiglia degli iper-
boloidi. E facile dimostrare anche i seguenti teoremi.

S. N. Lib. VL u
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Le yeneralrici di tulte
le quadriche del fascio che
ha C per base, passanti per
un punto di C costituiscono
un cono dv 3.° ordine.

Le coppie di piani che
proettano le coppie di ge-
neratrict delle diverse qua-
driche del fascio che ha C
per base, passanii per un
punto fisso di C dal punto
stazionario 1, sono coniu-

L’ inviluppo di tutte le
yeneratricidelle quadriche
wmscritte a = che guacciono
m un piano tangente di =
¢ una curva di 3.* classe.

Le coppie di punti d'in-
tersezione del piano stazio-
nario colle coppie di ge-
neratrict delle varie qua-
driche inscritte a .3, che
giacciono in un SU0 pPrano
tangente , sono coniugalti

gati nell’'mvoluzione di cut
t pioni doppi passano pei | punti doppi sono net piani
punti 3, 4. 124,123.

§. 41. Passiamo ora ad occuparci pilt specialmente
dalla rappresentazione piana di questa superficie .

Abbiamo gia veduto al §. 3. come vien rappresentata
la curva doppia. Suppiamo poi dalla teoria generale che
le imagini delle sezioni piane sono curve del 4.° ordine
con un punto fondamentale triplo (=0 , »=0) e due
semplici (44 =) , »=0) ((=au , { =— L (a—B)n),
e che tagliano la retta £==0 in 4 punti, nei guali toccano
le congiungenti dei medesimi col punto {({+44=0, n==0).
Abbiamo cosi per queste imagini 6 -248=16 condizio-
ni, mentre ne occorrerebbero soltanto 14 per determi-
narle. Potremo dunque per definire il piano secante, pren=
dere tre dei 4 punti in cwm taglian la carva C. Le ima-
gini di quei tre punti basteranno a definire I’ imagine
della sezione prodotta da quel piano.

Se il piano secante & un piano tangente in un punto
¢ di C, la sezione da esso prodotta nella sviluppabile, si
spezza nella generatrice che passa per e, rappresentata

nell’ involuzione di cut 1
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dalla retta Z==c» e in una quartica rappresentata da una
cubica che passa due volte per il punto (&==0, »=0),
semplicemente pei punti (£448¢=90, »=0), ({=an,
g==—21t(a=f)n), (§==en, &=0) e per altri due punti
della retta §&=0, imagini delle ulteriori intersezioni di
quel piano colla curva C, nei quali toccano le congiun-
gentl di questi punti col punto ({§4-&=0, »==0); Cosi
abbiamo 10 condizioni , mentre ne occorron 9 sole per
definire una cubica. F chiaro del resto che dato il punto
e, ed un punto d’incontro del piano colla curva C, Paltro
é dato dalla relazione (6).

Se poi il piano secante & 1l piano osculatore in un
punto ¢ di C, il punto X ulteriore intersezione di esso
colla curva C vien dato dalla suddetta relazione (6) .
L’ intersezione di un tale punto colla sviluppabile X si
spezza nella generatrice pel punto ¢ contata due volte,
rappresentata dalla retta £=e¢n, e in una cubica rap-
presentata da una conica per la quale sono date le 6 condi-
zioni di passare pei punti (§=0,7=0), ((4+4 {=0,9=0),
E=—%(e—p)¢,E=an), (==n, t==0), ((=kn, {=0)
e di toccare in questo punto la retta che lo unisce al
punto (§4-¢=0, »==0).

Se finalmente il piano passa per due generatrici co-
niugate tangenti a C nei punti ¢, ¢’ 1’intersezione pro-
dotta da questo piano si spezza nelle due generatrici sud-
dette rappresentate dalle rette &=cn , £=¢ n, e in una
cubica rappresentata dalla conica pei punti (=0, »==0),
(E+4¢=0,n=)(b=—1(a—B) ¢, E=an),
(b=t n, t=0), (¢=¢ n, t=0).

Considerazioni analoghe potrebbero ripetersi per 1’ima-
gini dei coni tangenti alla curva C, quando si stabilisca
la corrispondenza fra i piani tangenti di C e i punti di
un piano.
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§. 4. Cerchiamo ora le principali curve esistenti sulla
superficie 2 per mezzo delle formule del §. 18.

Sia m |’ ordine di una curva nel piano rappresenta-
tivo, che passi £ volte pel pnnto fondamentale triplo B, =«
volte per il punto A imagine della generatrice cuspidale,
e y volte per I’ altro punto fondamentale C, e che al di
fuori di questi punti possieda d nodi ed r cuspidi. Se M.
¢ I ordine e p il genere della curva rappresentata, akb-
biamo per le formule citate

M=4m —3 ﬁ _— — 7
p—4m—1)(m—2) ~ $£(E—1) —tale —D)—}y(y—1) — r —d
L3 (A1) (r-2)—1B(B4- 1) — (ot D — Ly (4 1)—3 d—4o,

Da queste si ricava facilmente
M4+p—12m—284+2d+43r
e da questa abbiamo evidentemente un limite superiore
per m, dato M, p . . .

Per determinare le curve degli ordini pit bassi, esi-
stenti sulla sviluppabile faremo dunque uso delle formule

m < M4+p+2—1—2d—3r
me= 1 (M4+34+2+4+7)
p=3(m—1)(m—2)— (B —1) — yale— 1) — (7~ D)—d—7,
tenendo anche presente che deve essere
<3 M

, a<M , 7<M.

Nella rappiesentazione dei piani tangenti di C sw
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punti di un piano, per determinare le imagini delle svi-
luppahili per C, dovremmo fare uso delle formule prece-
denti nelle quali solamente si deve intendere che M rap-
presenta la classe delle sviluppabili suddette.

M=
Il solo caso possibile &

¢

m==1

1, p=0.

a==1) 7==0.

Non esiston dunque sopra = altre rette che le gene-

ratrici
M=2 ,
Il solo caso possibile &

m==1 |

=0

Fatta astrazione dalla
conica doppia (che essendo
contata due oolte, va ri-
guardata come una curva
de 4.° ordine), non esiste
sopra X altro che la coni-
ca K' rappresentata dalla
retta che unisce © due punti
fondamentali semplici.

)

p=0.

1, y=1.

*

Fatta astrazione dal
cono doppio (che essendo
contato due volte, va ri-
guardato come della 4.°
classe ), non passa per C
altro che 1« cono di 2.2
classe S’ rappresentato dal-
la retta che unisce © due
punti fondamentali sem-
plice .
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I soli casi possibili sono

m o= 1

’ B""—“O
’ ﬁ'_——'l

m =2
Esiston sulla sviluppa-
bile £ due sistemi di 0O’
cubiche Cy , Cy' rappresen-
tate dai due fasci cot cen-
tri net due punti fonda-
mentali A , C e un sistema
di oo cubiche C'y rap-
presentate dalla rete di
coniche che passano per
tre puntt A, B, C.

s

’

@« y=1
1,

a y = 1.

Per la curva C passan
due sistemi di CO" svilup-
pabili di 3.* classe S, , S/,
rappresentate da due fasci
cot centri net punti A | C,
e un sistema di OO* svilup-
pabili di 3,* classe S, rap-
presentate dalla rete di
coniche, che passano pei
tre punti A,B,C.

M=4

I soli casi possibili sono

m o= | =0
m =2 B==1
m = 3 B=—2

E'siste sulla sviluppa-
bile 2 un sistema di CO°
quartiche  rappresentate
dalle rette del piano che
nON  PASSANO per nessun
punto fondamentale ; due
sistemt di Q0O quartiche
rappresentate dalle coni-

a=—0 y=20
a+}'=1
a==1 y =1

Per la curva C passa
un sistema di O0? svilup-
pabili di 4.* classe rappre-
sentatle dalle rettedel piano
che non passano per nessun
punto fondamentale; due
sistemi di OO® sviluppabili
di 4. classe rappresentate
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che che passan per B e per
uno dev punti A, C; un si-
stema di OO' quartiche
rappresentate dnlle cubi-
che che passan due wvolte
per B ed una pei punti
A,C.

dalle coniche che passan
per B e per uno dei punte
A, C; un sistema di OO*
sviluppabili di 4.* classe,
rappresentate dalle cubi-
che che passan due wvolte
per B e una pet punti A,C.

Tutte le curve e sviluppabili considerate fin qui son
razionali perche tali sono le loro imagini. Analogamente
potremmo trovare le curve di 3 di ordine superiore e le
sviluppabili per C di classe superiore.

Con queste formule si potrebbero enunciare molti teo-
remi relativi all’ incontro delle curve di C, che per bre-
vitd tralascierd.

§- 43. Facendo uso del cono S che proietta la cur-
va C dal punto 1, poLrem“mo stabilire geometricamente
la corrispondenza fra le generatrici di 2 e le rette del
piano 1 3 4 che passan pel punto 1, nel modo stesso con
cui & stata stabilita al §. 27. per le generatrici della svi-
luppabile di 4.° ordine.

CAFPITOLY 1IV.

Superficie sviluppabili del 6.° ordine.

§. 44. Abbiamo gia notato nel §. 3 che esistono tre
specie di sviluppabili senza singolaritd straordinarie del
6.9 ordine, di cui I’una ha per spigolo di regresso una
curva del 4.° ordine con 4 piani stazionari, la seconda
ha per spigolo di regresso una curva del 5.° ordine con .
due piani stazionari e due punti stazionari, la terza ha
per spigolo di regresso una curva del 6.° ordine con 4
punti stazionari. Per distinguerle, le indicheremo con 2,
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3’y 37 respettivamente e indicheremo con C, C', ¢ i

loro spigoli di regresso.

E notevole la segnente proprieta di queste sviluppa-
bili, che si dimostra facilissimamente (*).

Lo spigolo di regresso
di una sviluppabile del 6.°
ordine & sempre situato so-
pra una quadrica.

Dato un punto y si pud
costruire il suo piano polare
rispetto alla quadrica che
passa per lo spigolo di re-
gresso di una sviluppabile
del 6.9 ordine, senza co-
struire la quadrica .

Infatti per un punto y
si posson condurre 3 corde
della curva C, 4 della C,
6 della C". I punti coniugati
armonici di y rispetto alle
4 coppie di punti d’inter-
sezione delle corde suddette
colle curve C, C', C" giac-
ciono sempre in un piano, che
¢ 1l piano polare di y rispet-
to alla quadrica che passa
per quella curva .

Tutte le sviluppabile
del 6.0 ardine sono sem-
pre circoscritte a una qua-
drica.

Dato un piano qualun-
que » si pud costruire il
suo polo rispetto alla gua-
drica inscritta in una svi-
luppabile del 6.° ordine
senza costruire questa qua-
drica .

Infatti in un piano »
giacciono 6, 4 o 3, rette
dalle quali si pud condurre
una coppia di piani tan-
genti a £.2' |2 respeltiva-
mente. [ piani coningati
armonici di v rispetto alle
coppie i piani suddetti,
passan per un punto, che
é il polo di v rispetio alla
quadrica inscritta a quella
invilnppabile.

Se prendiamo y a distanza infinita in una data dire-
zione, avremo che esistono 3, 4 0 6 corde di C, C' 0 C"
respettivamente parallele a quella direzione . 1 punti di
mezzo di gnelle corde giacciono in un piano che & il piano

(") Schwarz — De superficibus in planum explicabilibus primoruia
septem ordinum. ( Crelle. Bd. 64, 1864 ).
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diametrale coniugato alla data direzione rispetto alla qua-
drica che passa per la curva C, C' o C".

Se il piano » & il piano all’infinito si ha che si posson
condurre 6, + o 3 coppie di piani paralleli tangenti alle
sviluppabili =, 3', 3" respettivamente. [ piani egualmente
distanti da queste coppie di piani passan per un punto,
che & centro di simmetria del poliedro di 12, 8 0 6 (pa-
rallelepipedo) faccie da essi formato ed & il centro della
quadrica inscritta alla sviluppabile.

Visto ora il modo di determinare in ogni caso il piano
polare di un punto e i piani diametrali rispetto alla qua-
drica che passa per C, C' C”, si capisce che potremo
determinare anche il polo di un piano rispetto alla qua-
drica stessa, come intersezione dei piani polari di tre
punti del piano dato, e il centro come intersezione di tre
piani diametrali . Analogamente si determinerd il piano
polare di un punto rispetto alla quadrica inscritta’, a 2,
3 0 2" per mezzo dei poli di tre piani che passano per
€sso .

§. 45. Prendiamo ora a studiare le superficie svilup-
pabili del 6.% ordine X e E". Converrd considerarle con-
temporaneamente, attesa la corrispondenza dualistica che
esiste fra i punti dell’'una e i piani tangenti allo spigolo
di regresso dell’ altra.

Sieno @, , ay , #3 , @, 1 valori del parametro A corrispon-
denti ai punti di contatio dei piani stazionari della curva
C, e prendiamo questi piani per piani fondamentali . E
facile vedere che, scegliendo convenientemente il punto
unitd, dovra essere allora

Gi = (1-—&1\)4’
0, = (—ay)
@3 == (k~a3)4
@4 == (;*“"“4)4



e conseguentemente

Dy == (2y—23) (a;—2y) (ay—az) (h —a5)® (h—ay)* A—a,)?
Py = (2g—=,) (ay—2,) (g —3) (—ag)? (—a,)? (2 —oy)?
Py = (ay—ay) (ay—ay) (23— ;) (A —a,)? A—2x))? (h—a,)?

(I)4 = (“1"—“2) (“2_“3) (“3—0‘1) 0\——‘7‘1\)g (1 ""“«2)2 (7‘_“3)2-

Similmente se oy , @, «, , 2, sono i valori del para-
metro A corrispondenti ai punti stazionari della curva C”,
prendendo questi punti per vertici del tetraedro fonda-
mentale e scegliendo convenientemente il punto unita, le
coordinate dei punti di C" posson porsi sotto la forma

O, = (ay—ay) (ag—a,) (a;—ug) (A — o)* ()*—“3)2 (A—ay)?
Oy = (ag—a,) (ay—a,) (a;—2,) (7"‘“3)2 (2 —ay)? (A —a)?
Oy = (o, — ) (,—2,) (2,—a,) 2—a,)2 (A—=x)? A—a,)?
O, = (ay—a,) (ag—ag) (23 —2y) (2 ) =29 (A —a)?,

e consegnentemente quelle dei suoi piani osculatori sotto
I" altra

0,(2) = (—a,)*
Oy()) == (A—ay*
O40) = (—ay)*
0,() = (—ay*.

Queste formule mettono ancora meglio in evidenza, la
corrispondenza dei punti di X e dei piani di C, coi piani
di C” e i punti di T".

§. 46. Le coordinate p delle generatrici di ¥ sono

Pik = (aj—ap) (A—2;)® (A-—ayp)®
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e le coordinate ¢ delle generatrici di X"

sono pure

qu = (m—a) O—a)® (i—ep)”

Tanto le une quanto le altre appartengono dunque al

complesso tetraedrale

(ay—ag) (ay—a,)

D2y Pyt +

il che mostra i teoremi:

1l rapporto anarmoni-
co der 4 punts d’incontro
di una generatrice di X
cor 4 piany osculators sta-
ztonart della curva C, e
quello dei 4 piant che la
protettano dai vertici del
tetraedro formato da quei
piani, & costante e uguale
a quello dei punti di con-
tatto di quer prani.

(@y—=,) (2g—a3)

P P1s =0

1l rapporto anarmoni-
co dei 4 piant che proiet-
tano una generatrice qua-
lunque div X" dar 4 punti
stazionari di C", e quello
der 4 punti d’incontro di
essa colle faccie del tetrae-
dro determinato da quei
punti, e costante e uguale
a quello di quer punte.

§. 47. Quando ¢ data una curva razionale del 4.° or-
dine le coordinate dei punti della quale sono

=0t =0y M 4 a, X + a2t 4 a; 2 + a,
g =byt = by M 4 b, 33 4 b, 32 + by 2 4 b,
Cg==Cyt=Cy A 4, M3+ ;2 +¢c5) + ¢,
xy=dit =dy W 4 d\ B+ dy 2+ dy ) 4 d,

onde 4 suoi punti sieno in un piano fra i valori 2, , 2, ,
%3, 3, del parametro A corrispondenti ad essi, deve esi-
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stere la relazione

U ogb at at at
l )\1 l’.’ )2 )‘41‘
1 ¥
| O bt Ut b |
i ) ) 2 )
i i 2 3 4 — O,
| ¢ ct ct ct |
| ’y by Ay A
i oAl o 4 dt
R T Y T
ossia
Ty @y @, g a, PV AR ;
by by by by b, Pt 2y ]

Co Oy Ca C3 €

, ‘ PP DR D |
Ldy dy dy dy d4]

YIS VI

Ma mdicando con U; la somma dei prodotti ¢ ad ¢
in tutti i wodi possibili delle &, , 2, , 2, , %, abbiamo ()

(*) Indicando con
n n—1 n—i4l w—i-1
(y v vy..oy s y v,y , 1)
il determinante formato colle potenze di » quantitdh y, , ¥s .- . ¥y, ©
con v, la somma dei prodotti delle y combinate ¢ a 7 in tutti i modi
possibili si ha in generele
n n—i4l n—i—1 n -1 n—2
(y -y s y..vy » )=v(y , y...y , 1)
Prendasi infatti un’ equazione
n n—1 n—2
Gy & 4 a; @ + A ¥ + . .« + ap-124a, =0
che abbia per radici le n quantithy disuguali y, , yz ... yu . Avremo
n n-—1
a Yy, + a y + ... + @y y, 4+ a.=0
n—1

n
a Yy + ay Y + ..+ @y Y + =0

n—1

n
a Yo + @ ¥ + . 4+ @ Yo + a=0
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(2 22 % 1)y =T, (2 2 ) 1)
(B 2 2 1) =T, (2 2@ 2 1)
(% 22 1) = U, (2 2 2 1)
(2 2 93 ) = U, (3 2 2% 1)

Per cui la relazione trovata diverrad

dy d, div dy d,

l—u,  ug—uy uy

Se poi le coordinate dei punti della curva sono date
sotto la forma

Xy == ().———d; )‘

Da qui abbiamo
n—1 n-2 n-3

pa=(y » ¥ s y...y . 1)

n-—1 n n—2 n--3
—pa=(y s ¥ » ¥y--.y 1)
n n—1 n—3

pa=(y >y , y.-..y . 1)
n n a=1 a—i4l a—i—1
(=D pai=(y,y...y » y.>.y,1)
R o . . ..
(=Dpa=(y,y.--¥,y)
Ma sappiamo dalla teorica dell’equazioni che
o, = (—1)V; a
Dunque :
a -1 f—itl n—i-1 n—1 n-2 -

(Y599 » ¥ +-v gy )=V (y , y...y,1)
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quelle della curva C, avremo
=1 a,=—4a a=ba’ aye=—1a’ a=—qa

ec. E quindi 'equazione precedente diverra

1 o, o af at
1 ;‘2 a?  a e
1 oy oy agd et | 0
I ey 22 23 af
1 tu, tug 3uy u,

ossia indicando con V; la somma dei prodotti ¢ ad ¢ in
tutti i modi possibili delle «, , « , a5 , a,

vy — % o3 U+ vy ug— 3o, ug 4 u,=0.

Ponendo la condizione che 3, sia infinitamente vicino
a ), e A, infinitamente vicino a 2,, si deduce di qui che

a

la condizione d’incontro di due generatrici di £ o &" &

62,722 — 30,(14% 29 + 2436") 0, * + 4229 +2,7) —B v+ 4+
+6v,=0.
Questa relazione stabilisce una corrispondenza (2 , 2
fra le imagini delle generatrici di £ o di £”. T raggi uniti,

che si ottengono ponendo 2, = 24 nell’ equazione prece-
dente, & evidente che sono dati dall’ equazione

O—ay) (A—ay) —ay) —02,) =0
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come del resto sapevamo gia dalla teoria generale
(v. § 14.).

§. 48. Un piano che passi per dae punti cuspidali
della C” taglia ulteriormente la C" in due punti uno dei
quali determina univocamento I’ altro. Dunque

I pians del fascio che
ha per asse la congiungen-
te due punti cuspidali della
curva C"' determinanosulla
curva stessa coppie di pun-
11 coniugati nell’involuzio-
ne, che ha gli altri due
punti cuspidali per punti
doppt.

Da ciascun punto della
retta (’intersezione dv due
prani stazionari della cur-
va C st posson condurre
due piant osculatori alla
curva stessa coniugati nel-
0 involuzione, che ha gl
altrt due piani staztonart
per piant doppr.

Da un punto qualunque dello spazio posson condursi

6 corde della curva C”'. Ma ogni punto stazionario do-
vendo esser riguardato come formato dalla riunione di
due punti consecutivi, la congiungente due di essi vale
per 4 corde, e quindi da uno dei suoi punti non potranno
condursi altro che due corde distinte della curva C stessa.
Segue di qui facilmente che:

Per un punto qualun-
que della congiungente due
punte cuspidali « o, della
curva C'' passano altre due
corde della curva stessa.

I piany che proiettano
le coppie di corde suddette
dalla congiungente i punti
@ ay SONO Coniuyati nel-

In ogni piano che pas-
sa per la retta d’interse-
zione di due piani stasio-
nari «, ay della curva C,
giaccion duerette, da ognu-
na delle gnali si puo con-
durre una coppia di piant
osculatori di C.

I punti d incontro di
queste coppie dt piani colla
intersesione dei due prani
@, &y, sOono coniugalr nel-
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Uinvoluzione che ha per
prani doppr quelli che toc-
can la C net punti a; a,.

Le corde suddette (luo-
ghv di punti) generano una
super ficie rigata Jdi 3.° or-
dine che ha la retia ay a,
per retta doppia.

U involuzione che ha per
punti doppt ¢ punti d in-
contro della retta stessa
colle tangenti a C giacenti
net piant «, ay.

Le rette suddette (luo-
ghi di piant) generano una
superficie di 3.* classe che
ha la retla ay ag (Conside.
rata come luogo di piani)

per retta doppia.

§. 49. Passiamo a studiare la rappresentazione di que-
ste superficie.

Per quanto abbiawmo detto nel Cap. ., abbiamo che le
imagini delle sezioni piane della sviluppabile £ sono curve
del 4.° ordine che hanno il punto (£ =0, »==0), che in-
dicheremo con B, per punto triplo e il punto (& 4-4&==0),
7n=0), che indicheremo con A per punto fondameutale
semplice, e toccano nei punti ove incontrano la retta §==0
le congiungenti di questi puati col punto (§45=0, n==0).
Abbiamo cosi 15 condizioni, mentre per definire una curva
di 4.9 ordine ne bastano sole 14.

Sarebbe facile di ritrovare, come abbiamo fatto per le
sviluppabili di 4.° e 5.° ordine, come si modifichino que-
ste imagini, se il piano secante &€ un piano tangente, o
un piano osculatore, o un piano tangente doppio della
curva C.

Cost I'imagini delle sezioni piane di £ sono curve del
6.% ordine con un punto fondamentale quintuplo nel punto
B (¢=0, »=0) e 5 punti fondamentali semplici, che sono
A, (6466=0,9n=0) ei4 punti Ay, A,, A, ,}A,, ima-
gini delle tangenti nei punti stazionari di C". Queste ima-
gini tagliano la retta ¢==0 in 6 punti, nei quali toccano
le congiungenti di questi punti col punto (E4-¢=0, n==0).
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Nello stesso modo si hanno le imagini dei coni pro-
iettanti le curve C”, C nella rapppesentazione dei piani
tangenti di queste curve sui punti di un piano.

§. 50. Cerchiamo le principali curve che sono sopra X
e le sviluppabili che passan per C".

Applicando le formule del §. 18. troviamo, indicando
con m I’ ordine di una curva nel piano rappresentativo,
che passa 8 volte per B ed « volte per A e che al di
fuori di questi punti ha d nodi ed » cuspidi, e con M, p
Pordine e il genere della curva rappresentata,

M= 4 m — 3 ﬁ—a
= (m—1) (n—2) — § Blf—1) — fa(a—1)— d—r
1< 4 (m41) (m+2) — 16B+1) — ba(at1)— 3 d—4r

Da queste si ricava
M4dp—1Z2m—2B+2d+4 3.
Possiamo dunque far uso delle relazioni

m<M4p+2p—1—-2d—3»
m=1(M4+38+ «)
p= (=) (n—2) — § fB—1)—fa(a—1)—7 —d

Queste formule stesse valgono anche per ricercare le
sviluppabili che passan per C”, quando s’intenda che M
rappresenti la classe delle medesime.

HEsse mostrano che su X non esista altre rette che
le generatrici e non vi son coniche, e per C non passan
coni di 2.° grado.

S. N. Lib. VL

13
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M3 . — 1l solo caso possibile &

m=1

Esiste sopra ¥ un si-
stema di CO' cubiche ra-
zionaly C, rappresentate
dal fascio di raggi col
centro in A.

Nessuna di queste cu-
biche C, pud essere piana.

B=0" a=1

Per C"' passa un siste-
ma di OO" sviluppabili ra-
zionali di 3.* classe S,
rappresentate dal fascio dr
raggi col centro in A.

Nessuna di queste svi-
luppabili S; puod essere un
cono .

M=4 . — I soli casi possibili sono
m=1 . B=0 , «=0
m=2 5 ﬁ:"—-l P a=1

Esiste sulla sviluppa-
bile ¥ wn sistema di QO*
curve di 4.° ordine C,, rap-
presentate da tutte le rette
del piano che non passano
per nessun punto fonda-
mentale, e un sistema di
o0° curve div 4.° ordine
C,, rappresentate dalle
coniche pet due punti fon-
damentali.

Per la C" passa un si-
stema de CO* sviluppabili
di 4.* classe S;, rappresen-
tate da tutte le rette del
piano che non passano per
nessun punto fondamenta-
le, e un sistema di OO® svi-
luppabili di 4.* classe S/,
rappresentate dalle coni-
che pei due punti fonda-
mentali.

Tutte queste curve e sviluppabili sono razionalil.

Cosi proseguendo potremmo trovare anche le curve di
ordine superiore che giacciono su ¥ e le sviluppabili di
classe superiore che passan per C". Senza andare pia
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oltre in questa ricerca, notiamo soltanto i teoremi se-
guenti, che si deducono immediatamente dai precedenti

risultati .

Ogne generatrice di L
ha un solo punto comune
con una curva Cy ,C,0C, .

Due curve Cy non han-
N0 nessun punto a comune,
due curveCyne hanno uno,
due C,' ne hanno due

Una curva C; ha un
punto a comune con una
C, o C,/ unu curva C, ne
ha due comuni con una C,/

Se sullo spigolo di re-
gresso C di X consideriamo
due serie omografiche di
punti, il luogo der punti
d'incontro delle generatri-
ci per punti della prima
serie colle cubiche C; pei
punte corrispordenti della
seconda & sempre una cur-
va del 4.9 ordine C, 0 C, .

§. 51. Col metodo stesso
le curve di X"

Per una tangente diC"”
st pud condurre un sol pia-
no langente a una svilup-
pabile S; S, 0 S,

Due sviluppabili S,
non  hanno nessun piano
tangente comune, due S,
ne hanno uno, due Sy ne
hanno ue.

Una sviluppabile S ha
un prano tangenle comune
con una S, S,, una S,
ne ha due comuni con
una Sy .

Se consideriamo due
serie omografiche di piani
osculatori di C”, Uinvilup-
po dei piani che passan
per le generatrici giacenti
net piani della prima se-
rie e toccan le sviluppabily
S, tangenti ai piani corri-
spondenti della seconda e
sempre una sviluppabile de
4.* classe S, o Sy
del §. precedente cerchiamo

e le sviluppabili che passan per C.

Sia m il grado di una curva nel piano rappresenta-
tivo che passa f8 volte pel punto fondamentale gquintuplo
Beai,a,a,aqa , vole per gli altri punti fonla-
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mentali A, , Ay, A;, A;, A;, e che al di fuori di questi
punti possieda d nodi ai » cuspidi. Sia poi M I’ ordine
(o la classe ), p il genere della curva (o della svilup-
pabile ) rappresentata. Per le formule piu volte citate ,

sara

M=6m—5f—3«
pr—} (m—1)(m—2) — § B(E—1)— I } a(a—1)—d—r
1< 3 (mp 1) (mb-2) — 5 BB+ 1) — 23 a(a—1) — Bd—dr

Dalle gnali deducesi

m<3(M+p+4p—1—2d—3r)

Per mezzo di queste formule si vede subito che su

X" non esiston coniche e per C non passan coni di 2.0
ordine.
M=3. I casi possibili sono
m =2 g=1 Soa=4
m =3 B = 2 Yo =5

Esiston sulle sviluppa-
bile 3" 5 cubiche razionali
C; rappresentate dalle co-
niche che passan per B e
per 4 dei punti A; e un
sistema di OO' cubiche pu-
re vaztonali Gy yrappresen-
tate dalle cubiche che pas-
san due volte per B e sem-
plicemente per 5 punti A.

Per la curva C passan
O svtluppabili razionali di
3.* classe Sy rappresentate
dalle coniche che passan
per B e per 4 dei punti A;
e un sistema ds CO' svilup-
pabili pure razionali 11 3.*
classe Sy, rappresentote
dalle cubiche che passan
due volte per B e sempli-
cemente per D punti A.
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M =4 — I casi possibili sono

m == 1 =20 To=2
m = 2 =1 Yo=3
m =3 =2 Yoa=4
h == 4 =3 Sa=295

M =5 . — I casi possibili sono
m =1 g=0 Sa=1
m-—=3 ﬁ———"g 2a==3
m =4 =3 Yae=4
M = 6 . — I casi possibili sono

m = 1 =0 Ya=20
me—=2 pe=1  Sa=—1
m =3 =2 Ta=2
m = 4 =3 Sa=3
m =D =4 Ya =4
m == 6 =25 Ya=25

Omettiamo per brevitd di enumerare le curve di %"
e le sviluppabili per C, che resultan da queste formule,
come pure vari teoremi che si potrebbero dedurre relati-
vamente ad esse. Notiamo soltanto che:

Sulla sviluppabile X" esi-
ston 10 sisteini di 00" curve
del 4.° ordine rappresen-
tate dalle coniche che pas-
san per Be per 3 punti A,

Per la curva C passan
10 sistemi die 0O sviluppa-
bile di 4.* classe rappre-
sentate dalle coniche che
passan per B e per 3 punti
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e D sistermni di 0O curve
del 5.° ordine, roppresen-
tate dalle rette che passan
per un punto A.

Per un punto di X" pas-
sa una ed una sola curva
di ciascuno di questi siste-

mi non che una curva Cj.

Giugno 1882

A, e sistemi dv OO svilup-
pabili della 5.* classe rap-
presentute dalle rette che
passan per un punto A.
Un piano tangente du
C e toccato da una ed una
sola sviluppabile dv ciascu-
no dv quests sistemi non che
da una sviluppabile S;'.

Dott. G. Lazzerl.



