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DAL
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Mi sono proposto lo studio di potenzieli indipendenti
da una delle coordinate (*), introducendo delle funzioni
che facciano I’ ufficio della funzione di Green. Percid nel
§. 2. ho considerato in generale delle funzioni analo-
ghe alle funzioni di Green, le quali possono servire nei
diversi casi di elettro-statica, di calore, di idrodinamica
e di magnetismo, e mediante le quali & possibile nei
vari problemi che considero adoperare soltanto due coor-
dinate in luogo di tre. Per queste funzioni ho sempre
trovato verificato un principio di reciprocitd, di cui é facile
pervenire al signifi ato fisico .

Ai potenziali indipevdenti da una coordinata corri-
spondono le funzioni associate cosi chiamate dal chia-
rissimo Professore E. Beltrami ner suoi dottissimi lavori

(") Il counsiderare in generale il caco di potenziali indipendenti da
una delle coordinate in luogo di quello particolare dei potenziali sim-
metrici non arreca comvlicazione né maxgiori dificolta. Mi sono
quniudi attenato il pitt possibile al caso generale benché per quanto & a
mia cognizione non sia stata chiarita completamente la questione in-
torno al numero dei casi possibili dei potenziali che ho preso a
considerare .
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sui potenziali simmetrici. Le ho considerate nel §. 1. ed
ho trovato che auche nello studio di esse ¢ possibile mn-
trodurre delle funzioni che facciano ufficio delle funzioni
di Green .

Nel §. 3. mi occupo della determinazione di tali
funzioni .

I vari problemi studiati corrispondono ad altri sulla
distribuzione della elettricita o del calore in mezzi non
omogenei a due dimensioni. Lo stulio di tali problemi
viene fatto nel §. 4.

Finalmente nel §. 5. ho fatto vedere I’impiego che
pud essere fatto di potenziali negli spazi a pia di tre
dimensioni alla risoluzione di alcuni problemi sulla distri-
buzione dell’ elettricitd in corpi a tre o a due dimensioni
non omogenei, gquando i potenziali di cai si fa uso sono
indipendenti da una o piit coordinate .

§ 1. Funzioni associate.

L'equazione differenziale A? U==0 trasformata in coor-
divate ortogonali py , ps , p3 prende la forma

" 0::3_ .HQHsaV\) 1<H3H1?X) _a_(H,Hgb_V)
i\ Hy opy da \ Hy dp, dps\ Hy dp,

quando 1’ elemento lineare assume la forma
dsg == H* dp® 4 H,? dp,? + Hg? dp,®.

Se la V & indipendente da una coordinata, per esem-
pio dalla p,, la equazione (1) diviene

_D_ H3H,3V) R H, H,2V
@ 399<H2 SP: 43@( H, 3—.5—3)==O
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Tutte le volte che la H, saia uguale al prodotto di
una funzione della sola g, per una funzione Hy" di p, e

. Hy . . .
py, € il rapporto ;° sard indipendente da p,, la equazio-
3

ne precedente diverra

) H3H,'av> ) (HH, WV
5% - °r Y=0
=) 5?2( Hy g, +3Ps< H, 3?:)

e in essa non comparird pil traccia della g,, quindi se
la (2) ammettera degli integrali, questi sarauno indipen-
denti dalla coordinata p,. Questo sard uno dei casi in cui
potrd dirsi che al sistema di coordinate p, p, p; corri-
sponde un sistema di funzioni potenziali indipendenti da
una delle coordinate .

La (2) prova I’ esistenza della funzione associata W
definita dalle equazioni

H;H WV W
“H, %, o 2
2 op Ps3 3)
H, H D_Y___ W \
Hs dpg bPa /

Siano » e w due funzioni che soddisfano le equazioni
precedenti, avremo per 1l determinante funzionale rispetto
alle g, e ps

|3z v
) py 3031 11 H, A o\?
™ yw o dw \z H (ao) (a};/ =
e
H H,
\ag 303> ]
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v , . .
Se dunque — , — saranno diversi da zero il deter-
oy dpy
minante funzionale sard pure diverso da zero e potremo

cousiderare p, e g5 come funzioni di v e w. Avremo percid

V. WV do Vo

dpy 9 dp, di E
DV__D_Y Di) dVaw
s dv dpy 010 dp,g
W W20 aWdw
d py Qv dpg | W,
W W 2 Wao
dpg 0 g ' dwdp

— e T

Quindi le (3) diventano

/H,‘H{av YWy [JV 2 aWJav

Hy Lo dw D_f;vz_ deo do Sp_?,:

v Hy, W 2V W W Do
A AL AN

HH,[ v die | o, Yo dw | dpg

onde, poiché il determinante (4) & ditferente d zeio

W W

o= T 2
2,V WA
H =5, )

Sopra una superficie p, == vost consideriamo un siste-
ma di linee ortogonali e isoterme
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1'—'1({’2’?3) P’={*(PQ’93)-
Avremo
o)
H,p, dps
Ho)
Hyop, Oy

Consideriamo p, € p; come funzioni X e p, sard

W 3V aax Wau
Sf;; ‘-\D’b_f;z S{_"bf‘z
WV W
0 3, T
W AW dWu
0 pg Yy \02 O dey
W _ W aW g
3P 22 dpy - dp dpy

le (3) diventano quindi

H— 17)\ DJ +D/ =0

303
W YW, YW a)
<I’ )DP < " +5 2. =0

e poiché abbiamo supposto di poter esprimere o, e p,
come funzioni di 4 e u dovrd essere diverso da zero il
determinante

Hyy OV W ( AP
aPz
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Iig‘bﬁl by
I Hyoe, - DE
I_‘I_Q gz d2
H, s ’ 3?9
e per couseguenza
\Y% d
bW
37, du ®)
g 2V _ W S '
1t T T 0

Affinché un sistema di linee V=cost, W =-cost possa
essere un sistema di linee isoterme della superficie p,==cost,
duvremo avere, scegliendo convenientemente 4 e &,

Xr
V=V () , W=W (u),

quindi a causa della relazione

YV YW
HI W =5 's{; )
resulterd
(6) - Hy =00 9

ciod la H, dovra essere il prodotto di uua funzione di A
per una di &, o anche

Hy = 9,(V) 4.(W) .
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Reciprocamente se la H, si potrd mettere sotto la for-
ma (6), si potrd prendere una funzione di 2 e una di u
in modo che soddisfino alle (5), quando le funzioni ¢ e ¢
siano continue e ¢ sia diversa da zero.

Bastera infatti prendere :
A
Vi = a‘/.m
W,o—a [ dp.
Sulla  superficie o, = cost consideriamo la linea

@ (A, w)==cost, di cui I’arco sia s. Iudichiamo con =
una normale alla s; avremo

WV WV
dn 0.dn ' dpdn
W W W
ds 2 2ds | dpuds
W W |, aWap
dn ) nb—‘u.—b—n
DVV__DEDX YW
% T 3% s T T

quindi scegliendo convenientemente le direzioni positive
di s ed n

2’V W
Hiys=

@)
vV YW
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Le dne funzioni V e W secondochd si considerano
come funzioni di g, e g3, v e w , X e u, soddisfano
alle equazioni

H H1 .}V> (H JH, 3V 0
392 DoQ 3?3 303> =

()
H, 3W)+ ( W 0
bp, \H 0, 3p,/ 7 gy \HGH, gy ) =
D“ZV d 2V
Dz,z Y w H, d u) =0
® 1 YW
\wz+ <H2 32,):’“0
d
T).(H! n)+ ( 1\u)
6]

W 1 2W
b/(H >+Dy H1 8(4):0

Dalle (7) si deduce per le V.e W un altro signifi-
cato. Esse rappresentano, eguagliate a delle costanti, le
linee di livello e le linee di flusso della elettricita o del
calore sulla superficie p,==cost se in essa la conducibilita
viene espressa per la funzione H,(3,p) (Vedi al §. 1IV).

Quando la H; ha la forma (6), allora oltre i valori
(7) per V. e W, si possono trovare alcune di queste
funzioni che si possouo esprimere per il prodotto di una
funzione di 2 per una funzione di g, o anche per il pro-
dotto di una funzione di V; per una funzione di Wi.

Infatti la prima delle (7) diviene, ponendo

V=K, (K, @,
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e supponendo sempre ¢(3) e J(p) diveréi da zero

M( ))»K () M(‘P( )bK (H))

SO0 TR

e questa sard verificata prendendo

5 (00 ) = a0 K,0)

K
24 52) —— agt K

in cui a & una costante.

Analogamente si ha per la W.

Sia K, (%, ap) il valore di K, quando a assume il
valore ap; avremo

(ap—aq) ?O‘) Ki O ’ ap) K1 a, aq) ==
aK4(1 ap)) —K,0yap) ab> < o0 YK (7 , a,ﬁ)
K () aq) :I

quindi integrando a tutta la linea 2, supponendo che
questa linea sia chiusa

K, a5 (#0)

=5 [s0{K0.00 B K0, 0 )

_aq)/;?(x) K0, ap) K,0., a d2—0.

Analogamente supponendo la linea yu chiusa, abbiamo
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(ap""“q:’/)%;(@ Ks(u 5 ap) Ky(p, ag) 22 =0.

Riprendiamo le equazioni (¢) nel caso in cui sia
H," = ¢(2) $(»). Avremo

d bV) ARV
$e 53 (50035 ) o) (4 1 ) = 0
e questa equazione pud scriversi, prendendo

[ _ [
=S o m AL

1 2V 1 3V
() V2 T PRy dpd

0.

in cui con §,(34) e ¢y(u,) si intende il resultto della so-
stituzione di 2(24) e u(w,) in ¢(2) e Y(u).
Ponendoinvece

w—=Jemdr , w=fye du
si ottiene
d IV d YV
- 2 — —
37\2 (\?2 0‘*2)3)‘2\’ + 34"2 (4’:'2(5‘2) ‘)5"2) - O

La funziove associata W verifica le equazioni
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b( 1 aV) )( 1 av\__o

W\ ey on) T o W e o)
OV 2V

?.* (%) 3_7—27 + ¢;? (.’"-2)@@1 0.

Secondoché si considera come funzione di %, e p, op-
pure di 2; e p, .

§. Il. Funzioni analoghe a quella di Green.

In uno spazio a tre dimensioni S si abbia uno spazio
8 che possa essere a una, due o tre dimensioni.

Per il teorema di Green avremo, se V rappresenta
una funzione che in S non ha alcuna singolarita e che
verifica I’ equazione A? V=0,

\
I 'Vbi _3VI1Y
4n (

Or - da:\r.l;, 1/ z:.
In )nr} ( »Y 2D

in cui 7 rappresenta la distanza del punto «’ , ¥y’ , 2’
appartenente ad s dal punto & y z della superficie o
contorno di S; % & la normale a s dritta verso l'interno
di S. Sia p una funzione continua dei punti di s. Molti-
plicando ambo i membri della equazione precedente per
p(s) d s e integrando a tutto lo spazio s, avremo '

==j:V(m'(s) y'(s) 'z'(s)) p(s) d s.
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Ora

) ds »
S
W
8 la funzione potenziale di una massa di densitd p distri-
buita nello spazio s. Chiamando questa funz.oune p(@,y,2)
avremo

1 3? YV v *
M | (v M)do— Ve ds ()
g
Posto

'/S'p(s)ds=m,

cioé chiamando m la massa distribuita nello spazio s, si
avra, supponendo la massa m diversa da zero,

1 dp v S Ve ds
@ — | (vI-= ?)dgm L
4nin y .
J7 Jp(s)ds

* Se p==cost si ha

ds

m:ps ) ?“P S—;‘—

(') Se lo spazio s & a tre o a due dimensioni la (1) si deduce
subito dalla formula di Green .
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1 / b(p )V

fﬁs@ In dn' /
(o2

6)

in cui V' rappresenta la media dei valori che ha la fun-
zione V nello spazio s. Se V & costante (*) ed eguale a
V, lungo lo spazio s, si trova comunque sia p

1 do AV ) :
4dmm (VJL‘—W? da=V,.

o3

)

Sia la funzione ¢, una funzione finita e continua in-
sieme alle derivate prima nello spazio S, e verifichi nello
spazio stesso all’ equazione differenziale A* ¢ —=0.

Le (2), (3) e (4) danno luogo subito alle altre

Sy -

g

1 2 A\
&) oo | VO grp]de = v

g

N Mety) 2V 1
#) e [VT—D—%(?+¢)JdG=Vx

(") Questo caso non si presentera altro che quando lo spazio s é
a una o due dimensioni, altrimenti la V sarebbe sempre costante.

8. N. Lib. VI o
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Nella (3') la p va considerata come cosfante .

Sia 2(7) una funzione dei punti del contorno Avremo
evidentemente che la (3') la quale comprende le (3') e
(4') potra scriversi

2" 4mn V+>( ) ------ ) D(CP+‘P)
(e _ [
((«p+4»> +. () &) o ~ e
Si abbia
) o+ 4+ N o,

le (2") diverra

aV At f Ve(s)ds
2,) A%
4Tf7n/< + }( ) Dn [P(S)ds

Se in S, oltre lo spazio s abbiamo un altro spazio s,
in cui sia distribuita una massa m, colla densitd p, e le
@, © ¢, sono le funzioni corrispondenti alle ¢ e ¢ per
questo spazio e si ha

3) (et40) + 27) "B g

sara
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Voi(s)ds
W amw) f PrisTs
&) 4rm <V+R( 8 P1(54>d31

]

Prendiamo nella (25) V= ¢, e nella (2,) V=1¢,
avremo

4 )a(«»w f V() d s

d
o @ T [t ds

T P
<‘P+ ( )\ )b o, -+4y) f81pl(31) d sy

471'/77:1

s sottraendo si ottiene, avendo riguardo al teorema di
Green

[(m—()‘” P — i) e =

—[ote@ds—[ 4ot ds,;

quindi per le (3) e (B')

_2111 ('az ‘Pan>d°"f’l‘4f’(s>ds fsbm(s,)dsl

Se o' @ 5," sono due superficie che comprendono rispet-
tivamente lo spazio s e lo spazio s,, abbiamo
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1 W} 1 do ba.u] ,
—5 | (2= )to——p | [oit—s & ]ar—
ag - ag
1 do 9%, ,
—In I(?a@—?ﬁ da
T

e applicando alle due superficie o’ e o," la formula (1)
avremo

1 AP dp
— <‘Pag,;*~‘PM; do=~f?,9ds+/@P,ds,
g S AN

onde

©) f(%-Hm) p(s) d3=fso+sm(s,) d s,

Questa relazione comprende il teorema di Gauss. Se
supponiamo infatti cha lo spazio S si estenda indefinita-
mente si avrd che ¢, e ¢ andranno a zero e la (6) diverra

f?’n p(s) ds chp pr(s) d sy

Avremo per conseguenza anche la relazione

fso. p(s)ds==jw.<s.>ds;
§ $1
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La formula (6) si & dimostrata quando gli spazii s e
s, erano interni ad S, & evidenie che essa vale anche
quando sono ambedue esterni.

E facile trovare i diversi significati fisici che pud avere
la formula (12).

Supponiamo diviso tutto lo spazio mediante le super-
ficie o, , 05...0p in ¢ parti 8,5, ... S;. Almeno
una di queste parti si dovrd estendere indefinitamen-
te. Il contorno o’ di S, sia formato dalle superficie
Opst s ‘71'72 L Gr,!l«'r

Se sy, in cui & distribuita una massa my colla densi-
ta o,, & interno ad S, potremo applicare a questo spazio la
formola (2') e avremo

Pr
>4sz vt ot yas — f Vorlsr) d s

a‘r‘; k4

la quale varra anche se la massa m, sard uguale a zero.

Se le funzioni ¢ e V e le loro derivate non hanno al-
cuna singolaritd in nessun punto interno agli altri spazii
S, avremo anche le ¢ equazioni .

.
(7>4n2 v S tplde —0.

Gl’ v

Moltiplicando queste equazioni per i coefticienti costanti
7, e sommandole colla precedente moltiplicata per 2, si
deduce, supponendo V, ¢ , 4 continae in tutto lo spazio



1 P
8)a )TJ[VP(ST) d sy ~in ;y[dcv gV[)\y” SD+“J)
r v

dn
o+4¢) YV
viz 0% -l )L)VHB )‘v,gbny :| %

in cui sono indicati con S,y , Sy,5 1 due campi divisi
dalla superficie 4y, con

2o+¢) Vo+1)
Dnyn bn,,yg
le derivate della funzioue p-¢ prese rispetto alle normali
a o, dirette rispettivamente verso I’ interno dei campi
S,,1 € Su,e, €ON Juyy € uyy 1 coefficienti & corrispondenti
ai due campi Sv,y , Svyp-

Supponiamo sopra ognl superficie o

Ao+ (o)
In + lv,a D«n ~"_—‘10.

1 Vyg

(@) )

v

In tale ipotesi la (8), assume la forma

' 1 2 A%
(8)a X (Vp(sr)dsrz —4—;;[ @-M)()MMV +

vy

Se in §,’, abbiamo un altro spazio s,’, in cui & di-
stribuita uua massa m,’, di densitd p,’, di cui la funzione
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potenziale & ¢’, mentre ¢’ & una funzione finita e continua
in tatto lo spazio insieme alle derivate prime, escluse
le superficie @ ove si ha

v

@ 3, I

Ve dM
" v

o' +4¢')

YVyg 07
1 Yy 2

=0,

e che verifica in tutto lo spazio (escluse le superficie o)
v

all’ equazione A? ' =0, avremo evideniemente

8% prr(Sr)dS -——_2 f( +9)Q, %L
Sy TRy

+ )\Vn d Ny, >d v

Poniamo nella (8),

V=

e nella (8), V=1¢, avremo sottraendo

sty | dortsds =L oW
g ["f’ P"(s')ds’" ).T\[T“Ppr(sr)d&r E f( +4’>OV 3”,:1

JSr

2 "b' 1 P dd Y ’
. l - li rr ) 7 ’
I )v}g d nu’a)dﬁ'y 4n %yﬁy(? ' ¥ Vyy9 nv l )VH d HV’Q) do‘u

2

.__lg P oY NI ) , h
T dn Euﬁyw(/\u” 2 ny +).v’g dn ¢ O.Vub”v +

1 59 21




1, ]) ’ ’
< v - d
4+, )](iw -3 [p(2, 2 ) —
Y23 1, v Ty )5 Ydn Y52d m,,
’2 v Vi1 )2

— 9 (% 27 + 2, 2 >]d“ §=
’ y 9 f)/

§ gy (' )dcr —
1

o —_
/ (<P P S da{JL
? 'B’f _
~4T~/‘ bn bn)d ,._{___4[ bn—' )dr;r__
z—-)«rfcp'pds—{—)r'/‘cpp'ds',
A !

T

onde

(10) 2 /‘(CP"}“;”) Po(sy) d syp= 2y’ [(go ) pr(s,) d Sjr, .

Questa equazione & del tutto analoga alla (6). Anche
questa comprende il teorema di Gauss ed & facile rica-
varne il significato .

Prendiamo 2, =), essa ci dice che se abbiamo due
corpi A , B elettrizzati in presenza di un numero qua-
. lunque di dielettrici, il potenziale di uno di essi A e delia
elettricitd iudotta da esso nei dielettrici su B e eguale al
potenziale di B e delle elettricita da esso indotte nei
dielettrici sull’ altro .

A questo teorema ne corrisponde uno analogo per il
magnetismo.
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Supposto Ar==12,", la (10) di luogo anche all’ altra
analoga alla (6)

(10" f U pplsy) d sy = [ ¢ oy (s") d 8¢
S

JST

Prendlamo 2p==1, 2;==0 per tutti i valori di /, 1,2...¢
(escluso ) e r==1", avremo che le equazionr scritte
divengono '

I > W ,
g [ V2 et~ ptnian'= [ Veds,
41 5, dn dn S
( " a 14 ’
9, Lf“‘, ) —0 @), 27+ o
n dn
r r
] Y
(Ba): —@V,Q\(?“f‘@a—‘n da, = S,-V pr s
1 AR A A .,
(80)1 '—_ZE,_’/GT,((P'*“!J)D—;dGr :‘S’V{/r (lS/,-

10, [ +mds = [dord e ds,
Sy Sp

Se lo spazio S, non si estende indefinitamente per le
9a), © (%), avremo
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Se la funzione V invece di verificare |’ equazione
A2V =0
soddisfa all’ altra

AV =[fx,y,2)

allora le (2,) , (8) e (8 a),, divengono

VsV YUk, o
[ @45 ) 5o L [t pas

411'm

[ Ve (s)ds f
NN \Y% d sy =
lp(s) ds 5, o(sr) d sy

WV dV
2
10 N +

"

e
QY =43 ) o,
1 v
S f DfdS
— ?AF S!L(?—l-v)f s

fVP(Sr)f’SF";/(%L') —f(¢+<p)fd< .

Ep

Queste formule possono servire a darei i valori di una
funzione incognita V che verifica 'equazione differenziale

A2V = flx ,y , 2)

in So in tutto lo spazio, quando si conosca al contorno s i
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o v LY ,
valori di V )‘Gﬁz o i valori di $, 08 determinare

la V sapendo i valori di

XV )V
M1 Mipyy T Ayyg

sopra delle superficie in cui le derivate della funzione in-
cognita non sono continue.

II problema viene ridotto sempre a trovare delle fun-
zioni ¢ e ¢ che verificano alle relazioni (D), (94) € (94),
sopra le superficie in cui sono noti i dati caratteristici
della V. Le funzioni ¢ vengono cost ad essere determi-
nate in modo analogo alle funzioni di Green. Ksse godono
anche di proprietd reciproche pure analoghe alle note
proprietd reciproche della funzione di Green espresse me-
diante le relazioni (6) , (6"), (10), (10", (10),, di cui &
stato accennato il significato fisico. .

Se nel campo s la density & costante, le (11) ci da-
ranno subito la media dei valori della funzione incognita
nello stesso campo.

E pit importante il caso in cui nello spazio s si sap-
pia che la V ha un valore costante. Allora le (11) ci
danno subito 1l valore costante della funzione incognita
nei punti dello spazio s, il quale, come & gia stato os-
servato, deve essere in questo caso a due o una di-
mensione .

Si presentano spesso dei casi in cai si sa a priori
che lungo date linee il valore della furzione incognita
deve resultare costante ed allora per la ¢ potremo con-
siderare la funzione potenziale di masse a una sola di-
mensione distribuite su queste linee nal modo il piu
couveniente per la determinazione della funzione .
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In questo caso rientra il problema della determina-
zione di funzioni potenziali che si sa essere indipendenti
da una coordinata e di cni sono date delle condizioni
caratteristiche del genere di quelle indicate. Se la fun-
zione potenziale & indipendente dalla coordinata p,, do-
vremo considerare per la ¢ la funzione potenziale di
masse distribuite con wuna densitd qualunque sopra una

delle linee
pg == cost. s pg = cost.

e determinare convenientemente la ¢. La legge con cui
deve distribuirsi sulla linea p, == cost, p;==cost la den-
sita, si potrad cercare, quando’sard possibile, in modo che
la funzione ¢ +4- ¢ venga a resultare anche essa indipen-
dente dalla coordinata p,. Il problema in tal caso pud
trattarsi coll’impiegare soltanto due coordinate p, e p,.

Per potere applicare la terza delle (9) & stato neces-
sario ammettere che la massa totale distribuita in s sia
uguale allo zero, quando lo spazio S é fini o.

In tal caso po remo prendere per s due linee

p2 = cost. , ps == cost.

e distribuire su esse due musse eguali e di segno oppo-
sto; cosi la terza delle (11) ci fornisce la d fferenza dei
valori della V lungo le due linee che si considerano e ci
da quindi i valori della V all’infuori di una costante.
Se si osserva che nel caso delle coordinate cartesiane

pr=2 , po=Y , p3=73

si ha H,==1, avremo considerando le funzioni potenziali
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indipendenti da p, che le funzioni associate corrispondono
sempre alle coordinate isoterme sulle superficie p,==cost,
quindi le considerazioni precedenti portano ai potenzialt
logaritmict per lo studio dei problemi di coordinate iso-
terme nel piano.

Quando si considerano le coordinate cilindriche

pr=10 , p,=7r , pg=—13

si ha
Her , H =1, H =1.

Si vede quindi come potranno sussistere delle funzioni
potenziali indipendenti dalla coordinata 6; saranno queste
le funzioni potenziali simmetriche rispetto ad un asse.

In tal caso per la funzione ¢ sard da prendersi la funzione
potenziale di una massa omogenea ad una dimensione
distribuita sopra una circonferenza normale all’ asse di
simmetria e col centro su questo asse.

La funzione { convenientemente determinata nei vari i
casi sard da sostituirsi alla ordinaria funzione di Green.

La funzione ¢ pud porsi sotto la forma trovata dal
ch. Prof. Beltrami ’

00

2M d

="

n b, @Vs

in cul s & dato da
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%, 8 la radice positiva dell’equazione s==0; a & il raggio
del cerchio su cui & distribnita la massa M, e z; la
distanza del cerchio dall’ origine.

Il da osservare che delle tre formule (11) la prima
serve alla soluzione di problemi sul calore e sulla elet-
trostatica, la seconda ai problemi del magnetismo, e la
terza ai problemi di idrodinamica ed elettrodinamica.

§. III. Formule e funzioni analoghe a quelle
di Green per le funzioni associate a quelle potenziali.

Riprendiamo le formule (y) del §. 1. Supposte due
funzioni associate W, e W, che in un dato campo a
due dimensioni di 2 e p non hanno alcuna singolaritd,

avremo

1 YW, IW
1 - I W2 ! —
H [H‘ (W1 5 Wﬁm)ds 0

in cui s rappresenta ’arco del contorno, » la normale.
Per tutti i punti di s si conducano le linee

py == cost ., ps = cost

e si ottenga cosi una superficie chiusa ¢, oppure una
superficie aperta indefinita .

La (1) varrd per qualunque sezione prodotta in que-
sta superficie con una superficie p,==cost. Moltiplicando
quindi la (1) per dp, e integrando a tutti i valeri di p,

1 W dW
d — (W, 2 W t —
f P’fH]< 3 W > ds=0
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e osservando che I’elemento superficiale della superficie s
e 1, dp, ds avremo

1 (o W, WA
ﬁﬁ?(v"av““’fm) *=0

La (1) pud anche porsi sotto un’altra forma ponendo
mente alle equazioni (8) del §. I. Questa forma &

AV, .
f(w’ s ‘WQFE-")dS” 0

in cui Dintegrale & esteso ad un contorno chiuso qualun-
que che non ha nell’interno nessun punto di singolaritd.
Di qui potrebbe dedursi che

f W, Bs W2_3?>ds
07{"0 ’

(in cui la integrazione & estesa ad una linea aperta [ che
va ad un punto di coordinate 24, ¢, ad un punto di coor-
dinate A, ) & indipendente dalla linea [ che si per-
corre ma dipende soltanto dai punti estremi (2, , #,)
(A, e)-

In modo analogo a quello con cui si giunge alla (1),

si ha
Vv, )V,
o (v 3 aso
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che pud anche scriversi

f(vlbw VQDW>ds~—~0
s \ ds =

quando la V, non ha alcuna singolaritd entro il campo
che si considera .

Le formule scritte precedentemente possono dedursi
come conseguenze da questa. Se infatti supponiamo
V., Wi, V,, W, monodrome I’ equazione precedente ci
da per mezzo di una integrazione per parti

IV, AV, —0
I (Wﬂ’a?_wﬁa—s‘> ds

che non & altro che la (1').
Supponiamo ora che girando intorno ad un punto a
del campo che si considera la funzione finita V, sia po-

lidroma ed il suo valore cresca di m ad ogni giro mentre
7

AV, ce _ o
la 3 se collavvicinarsi di s ed e diviene infinita, lo

sia di un ordine inferiore all’unitd rispetto alla lunghezza
della linea s;; W, sia monolroma.
Se s; 6 una curva qualunque che include @ avremo

| °W —W"ﬂ ds,+ H,(V,” 2y ———)ds,:—_-
84

;f[(\V13V2 zmi — (\Vzbvi + Vlb‘%)]dsx
ds 38, EER

1

fd(V W, —V, W, )d fd(vgw,) s,
s, ds, sy 45

1
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Se la curva s si avvicina indefinitamente ad a si
otterrd

limf II (\V \V W??}/\i)ds === I} W (a)

.
in cui W,(@ ¢ il valore in a della funzione W,.

Per le formule scritte precedentemente avremo dun-
que, quando sono verificate le indicate proprietd nel
punto a,

1 W, W,
IHT <W1 dn W ’_—‘> dS =7%Wl(a)7

formula che ci d& il valore di W, nel punto @ in fun-
zione dei valori che essa e la sua derivata rispetto alla
normale » prendono al contorno s, quando questo con-
torno limita un campo nel cui interno si trova a.

Se W, & nna funzione associata senza alcuna singo-
laritd la formula precedente da luogo subito all’ altra

@) [ o w2 Wt W) (w,+w,) 9_;?‘_7_1] s W (@
n

la quale, secondoché lungo s si ha

AWy W,)

dn =0

3)

oppure

8.N. Lib. VI o
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) W, + W, =0

conduce alle due seguenti

1
W‘ (W, +W)d$—mW(“)

(£
@) :

f W, AW, + Wa) 4 =m W,@).
La formula (2) pud anche scriversi
f[w,“_v_*.\i"s.ﬁl (W, +W.)‘i‘l]ds=m W@
A d
e per mezzo di una integrazione per parti
@ f [V, + VoH, %—(Wgﬁ—wg)aal;]ds==m(W‘(a)—-W,’)
s

in cui W, & il valore di W, nel punto di s in cui si
cominciano a contare gli archi nell’eseguire I'integrazione
indicata nel primo membro.

Suppongasi che la funzione V,’, la cui funzione asso-
ciata 8 W,', goda rispetto al punto & interno al campo
che si considera le stesse proprietd di V, rispetto ad a.
Avremo allora evidentemente

() f[V H, ~D—Y~ __\V’ ](lSmﬁz(VVi(b) —W,).
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Sottraendo la (4') dalla (4) si ottiene

( 5)][(\7 — Vo VR, S (W, — W, +W3)KJ ds
S
— m (W,® — W,®),

Sia V, la funzione potenziale di masse distribuite so-
pra la superficie chiusa o che si ottiene conducendo per
tutti punti di s le linee

py == cost s ps == cost .

Avremo allora, indicando con %" il prolungamento di
n dalla parte opposta di s se esternamente ad s V,, V'
W, , W, non hanno singolarita

f%(V—VﬂL——(W s—0
s
e quindi indicando con p(s) la densitd superficiale
41r :
© 5 (V —V)H p(s) d s =W, @ — W,®

La (6) valga per qualuaque sezione prodotta sulla su-
perficie o da una superficie p; =cost. Avremo allora

f V=V, ¢ (0)d o= W,® — W,®

JT
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in cui ¢ & una costante che si determina facilmente e
W, (@ e W, () sono i valori costanti di W, lungo le linee

p2 = cost. , py == cost.

che passano fra i punti ae b.

La formula () ci da, quando si conosce la funzione
V,, la sua associata W, all’infuori di una costante ar-
bitraria per mezzo delle funzioni V,,V," , V,, W, , W, NV,
e di una sola quadratura. Vedremo alcuni casi 1n cui si
possono determinare tali funzioni. Osserviamo intanto che
esse debbono esser tali che la V, deve resultare poli-
droma e questo c¢i porta subito a ricercare se per la V,
pud prendersi la funzione potenziale delle azioni magne-
tiche di una correute elettrica, o cid che & lo stesso, il
potenziale di velocitd di un liquido che contiene un filetto
vorticoso .

Se ¢ possibile che lungo nna linea p,—:ost , p;==cost,
esista una corrente eletirica la cui funzione potenziale
elettro-magnetica sia indipendente da p,, questa potrd
prendersi per la V, e la sua associata per la W, ogni
qualvolta che per le derivate della V, in vicinanza dei punti
percorsi dalla corrente siano verificate le condizioni imposte
precedentemente. Ii facile trovare il significato fisico che
dcbbono avere V, e V, quando sono verificate le (3),
(3") e la V, si considera come il potenziale di velocita
di un fluido con un filetto vorticoso.

Se le coordinate p, , py, py, Sono le coordinate carte-
siane @ , vy , 2z, si vede che il filetto vorticoso da con-
siderare sar il filetto rettilineo indefinito parallelo all’asse
x( p==1y , ps==%, ). Per la funzione Wy(y , 2) si ottiene
quindi la. funzione log+ in cui » & la distanza del punto
(y,z) dal punto (y, , 2, )-
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Si ha infatti che in questo caso le due funzioni V, e
W, verificano ad una stessa equazione ditferenziale.

Passiamo al caso delle funzioni potenziali simmetriche,
¢i0é poniamo

P1=9 y P2 =7, pg==3.

La V, sard la funzione potenziale di una corrente
elettrica circolare col centro sull’ asse di simmetria e
normale ad esso; la

)

W, = cost.

ci dard le linee di flusso di un liquido che ba un filetto
vorticoso circolare di sezione infinitesima .

Indichiamo con @ il raggio del filetto con z, la di=
stanza del centro dall’ origine.

Helmholtz ha trovato che

2 cosede

V(—z)t4r*4a*—2racose

Wﬁsz%M

Questo integrale pud trasformarsi in modo analogo a
quello con ecui il Prof. Beltrami trasforma il potenziale
di un anello circolare omogeneo .

Posto

a? f 2 4 (z—2,) =02 , ar=gq0

si ha
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Questo integrale mediante la trasforinazione di Landen
si riduce subito ad un integrale ellittico di seconda specie.

Infatti si ponga
oy sen (p~—e ) = g, Sen Q.
si otterra

g, Sen e
9 2 o 1

Vo + 0,2 —20,05 COS € = ————
1 2 e sen ¢

quindi

cosede

Vo2 + 52 —2q0,c08 e

0, de 1
= —cospde=
9 Vo2 40,2—20,0,c08¢ = 9,
de cospdo g, cos?oda
o o Vo i—atsente

e
o, Vo2d32 — 20, 05c08¢

e integrando fra O e =,

sen? wd o

0 Vai4o’—Ra3, cos e a1 Jo Val—a,sen? o

'3
~TC —
/ cosede _ 9% -

Quindi abbiamio Wy sotto forma canonica,

W, — 2rMay f ; seno d o

(1— (23)2 sen’p)
gy
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o sotto le altre forme

W _2rM_ afw g d o
- ! F) ]
R 2y TV (@E—5) (F—ap)

0

w. _2rM f°° d) 2Mar? f ds
= gy G ) —
) 1: 1 99 y (a24-22 )2]/3 T % (a*+)\‘-’)‘-’Vs

in cui o, 0 7, sono le radici positive (g > g,) della
equazione

2 2
7 2
ataa=1;
g g a

2

72 22

s=l—Cr

e Jy & la radice positiva di s=0).
E facile ora passare a determinare la V,. Partendo
infatti dalla funzione potenziale simmetrica

“F(s) d o
— 2
V_Qna/& (a®+2)°

avremo, supponendo F(0) =0

'V s [ CFd)
7"-—5—':. == 4 Ta*r L ((12—{—)‘)2 )

quindi se
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F(s) = Vs_,
— r° W
) (a + 7°3)2 Vs *
e peI‘ Conseguenza
WV ” d
=20 S
Vo3 " ,K (@235

la quale & la funzione potenziale di una corrente elettrica
circolare. Passando dalla variabile 1 alla variabile o, si
ha

d
Vo= —2nmnat zf :
g R CE=D =

g

—_— 2
2na Z»[; (a*—a®) ‘/02_612) (*—ay")

e finalmente alla variabile ¢

3

Vg_—Q-rra“z 2 sen® ¢ d o

o 0 (0,2 — a? sen? cp)’/l %’ sen2<p

Per determinare in un altro modo le due funzioni V, e
W, basta partire dalla funzione potenziale di un disco
omogeneo. Questa & data, se il raggio del disco & a, la

- distanza dell’origine dal centro & z;, la densitd & uguale
ad 1, da
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2 °°‘, d A
CL‘A; f<s)a.i+)\‘.’

ove

) = “fs—‘Ln,QV?
VS—U m

(z--2,)%
S"l“au—)\%— Ea

quindi
Q0
vV _————_4a9[ ;_C_l_}__
e a9+)9

Derivando rispetto a z,, ovvero rispetto a z e cam-
biando di segno si otterrd la funzione potenziale di un
doppio strato omogeno di momento 1, cioé di una cor-
r nte elettrica circolare di raggio « il cui centro & in 2.

Quindi

WV
V, = ~3
W, = ri—\;

€ per conseguenza

V — 4 2 (z—_zo) 79(a?+1)l/s

a5
\ 3 (ag—{-?f“’ )'“‘il/s ’
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le quali si riducono subito alla forma canonica con ope=
razioni inverse a quelle eseguite precedentemente.

Dalle formule irovate & facile dedurre che nel nostro
caso le particolaritd richieste per le derivate della fun-
zione U, in prossimitd dei punti dalla corrente sono
verificate. .

Vediamo ora di applicare la formula (5). Percid bi-
sogna considerare un campo rinchiuso da s nel coi interno
capitino soltanto i due punti di pohdromia @ e b. Pren-
diamo percid per s una linea qualunque chiusa posta tutta
da una parte dell’ asse di simmetria, oppure prendiamo
per s una linea s, che terwini in due punti dell'asse di
simmetria pit la porzione di questo asse cowmpresa fra
questi due punti.

Poniamo

W, = V,=—=0.

si otterra

[e o]
. o r -2V r WV
W, (W, 0 ="a f d f _[z actty T Y ‘]'/
! ! 2n % s (r,f—{-)?)‘/sa 22 dm o rgt422 s

(e0]
Ay P R
2rdy, Vs o1V s, 22 dm 0 rpt42? nb?:l

in cui le quantitd con indice a si riferiscono alla corrente
circolare di raggio r4 e distante dall’ origine di =z,
quelle con indice b alla corrente di raggio », e distante
di zp dall’ origine.

Poiché » & zero sull’ asse di simmetria si vede che
gli integrali estesi ad s sono estesi alla carva chiusa o
soltanto alla curva s,.
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Applicando la formola (4) si trova invece

©
2 z—3,0V r 2V
W, @ C—="0 f(lAf A 0¥ ﬁ_']ds
P4 2 " S(raQ"}")‘q)‘/sa %2 )n+7‘ai+)~9 ds

e 1" integrale rispetto ad s va esteso come ¢ indicato
precedentemente .

Queste formule abbastanza semplici ci danno il modo
di passare subito dalla funzioue potenziale alla sua as-
sociata per mezzo di una quadratura e di integrali
ellittici .

Quando la V & la funzione potenziale di una massa
distribuita simmetricamente sopra una superflcie di rivo-
luzione intorno ad un asse la cui curva meridiana & s, la
formula (6) ci da subito le linee di forza in funzione
della densitd superficiale o.

Abbiamo infatti in tal caso

W, 4-C—=4a? [ >, fgi_—.@—fp () ds
by R0,

formula che poteva ottenersi anche diversamente.

Osservando che & possibile disporre due linee vorti-
cose circolari in un fluido in modo che siano coassiali ed
esista una sfera nel fluido i punti della quale non ab-
biano velocitd normale alla sfera, si vede come appli-
cando le formule (2) si possono risolvere con facilita i
problemi di determinare le funzioni associate nei punti
interni ad una sfera quando sono note alcune fra le
proprietd caratteristiche al contorno.
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Le formule trovate ora possono farsi anche dipendecre
da alcuni teoremi generali assai semplici.

Se le quantitd » , » , w funzioni di @,y , z finite
e continue insieme alie loro derivate soddisfano alla con-
dizione solenoidale

dy  dv  dw
de T dy 2z

¢ noto che

b/}uaA—vB%—wy)dc==0,

essendo o una superficie chiusa, «, 8,y i coseni degli
angoli che la normale a ¢ fa cogli assi.
Segue di qui che se la superficie o & aperta

f(ua+vﬁ+w7)d<f

dipende soltanto dal contorno di o. Vediamo quindi di
esprimere questo integrale in funzione soltanto di elementi
che dipendono da questo contorno.

Per un teorema di Jacobi & sempre possibile trovare
due funzioni ¢ e v che soddisfano le equazioni differen-
ziali

de 2w dee e e dw
dy ' dz Yz dw Yo ' dy
hyoav] 0 PT 0y ay 2 YT by a)?
Dy’ dz )2 Tdw Yo'y
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quindi
f(z/,u-l—vﬁ—{—wy)dc:
s .
2p g e e e e
3—3;’3"}: Yz da Yo dy

Ll: dy v d_% dv v B—F dv  dv 7 da.
S_y—’b—z 2y dae Ty

Covsiderando z come funzione di x e y definita dal-
I’ equazione della superficie o abbiamo per conseguenza

duJy JvIn
) 2wy A7 = — [ SRR ) dx da
J[(t Fof-wy) .ﬂ,( 3 3y Y

se la direzione positiva della normale a o & quella che
fa un angolo acuto coll’asse z e o, & la proiezione di o

sul piano z y; ammetteremo che questa proiezioue copra
una sola volta il piano » y.

Se ne dedace se la fanzione z & monodroma e s é il
contorno della sueperficie o

f(ua—f-vﬁ—i-?foy)do—_—fyqlzds
- g Us

Ora se u, v, w ammeltono un potenziale V, avremo
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formula analoga ad una nota della teoria delle variabili
complesse perché collega integrale esteso ad una super-

s 0V : .
ficie di 5, valori che prendono al contorno di essa le

funzioni che ci danno le linee di forza.

Supposto nella linea chiusa s una corrente elettrica
di cui U sia il potenziale elettromagnetico e o, una su-
perficie chiusa che include s, avremo

essendo m il momento della superficie magnetica che ha
lo stesso potenziale della corrente.
Ne segue che

,
[(Uﬁ-—vﬁ)dq=4ﬂmfp.l’ds.
/ n us O

Applichiamo questa formola al caso delle funzioni
potenziali simmetriche . Prendiamo per s un cerchio col
centro sull’ asse e ad esso perpendicolare; sia v 1I’angolo
che un piano che passa per I'asse fa con un piano fisso.
Avremo posto 4mwm = 1

1 2V U
u=2_ﬂ£<(Ub—;_vm>da

e le equazioni v=cost e p=cost ci daranno le linee di
forza corrispondenti alla funzione potenziale V.

La equazione precedente pud scriversi anche osser-
vando che
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dos=rdsd?8

se s & la curva weridiana di o,

®== ?"(UE-—Y-——VB—I—J—>LKS.
s\ dn dn

Come siamo passati dalla (2) alia (2) si potrebbe
passare senza alcuna difficoltd ad altre formule analoghe
a quelle trovate nel §. precedente.

Per le funzioni W, che soddisfano alle (3) e (3) &
facile dimostrare delle proprictd reciproche analoghe a
quelle dimostrate nel §. prededente.*Sarcbbe pure facile
in qualche caso trovare il significato fisico di tali pro-
prietd. Si vedrebbe che in alcuni casi esse rientrereb-
bero nel teorema che si deduce subito da uno noto di
Helmbhotz sulla distribuzione delle correnti elettriche.

Se in un liquido definito o indefinito in cui sono o no
immersi dei solidi si ha un filetto vorticoso A, la quan-
tita di liquido che in un dato istante passa per una super-
ficie B sta alla quantitd. di liquido che passerebbe entro A,
se invece del filetto A si avesse al contorno di B un filetto
vorticoso, nello stesso rapporto della circolazione dei due
filetti .

§. IV. Distribuzione della elettricita in superficie
conduttrici non omogenee.

Abbiamo trovato per le formule (7) del §. 1. che le
V e W zcquistavano questo significato. Esse rappresens
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tavano le linee di livello e di flusso dell’elettricita sopra
una superficie p,—cost quando la conducibilitd era rap-
presentata dalla funzione H,. Cosi ogni problema che da
Inogo ad una funzione potenziale simmetrica intorno ad
un asse corrisponde ad un altro di distribuzione di correnti
in un piano in cui la conducibilitd varia proporzionalmente
alla distanza da una retta.

Ora poiché le 2==cost , w=cost sono linee isoterme
della superficie p,==cost, la forma delle (7) non cambia
se si sostituisce alle coordinate ), p le alire 2y e py de-
finite dalla relazione:

WA te =2 ip).

Questa osservazione aggiunta all’ altra giad fatta ci
permette di determinare in varii casi la distribuzione di
correnti elettriche stazionarie sopra delle superficie con-
duttrici non omogenee partendo da fanzioni potenziali indi-
pendenti da una coordinata.

Come applicazione studiamo il caso che risulta dalle
funzioni potenziali simmetricho.

Se I’ asse di simmetria & 1’ asse z e prendiamo le
coordinate cilindriche (7, 6, 2) si hanno per equazioni
della funzione potenziale simwmetrica V e della sua as-
sociata W

d » d z dz
) (LW, o (LW
dr 7'?) Yz\rdz )

¢ se 2, p ¢ un sistema di coordinate isoterme nel
piano



5 (0o p>§—¥)+ Ge m)%i)=0

d 1 W d 1 YW
% (rowm‘b‘f)‘kﬁ(r(z,uﬂ?) =0

Vediamo quali sono le linee isoterme del piano le
quali colla rotazione intorno all'asse di simmetria zdanno
luogo ad un sistema di superficie di livello.

Queste linee potranno essere linee di livello nella di-
stribuzione delle correnti nel piano supposto questo omo-
geneo o colla conducibilita in ogni punto proporzionale
alla distanza dall’ asse z.

Per Ja formula (6) del §. 1. dovremo avere affinché
questo si verifichi

r(s 1) = ¢() ¢(1)
e poiché

32)' + 32}.
w0

dovra essere
Yo
Vet f dat = 0
ossia, essendo ¢ una costante,

O] ﬁi=02?’-{:—p=~c’ap.
S. N. L. VI

13
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Integrando si trova

(p—:AeCl—l—A,e—Cl

¢y=DBecos(cu+c)

e quindi

r==Cecmcos(c‘u-}—cg)+C,e_o)'cos(Cp-}—cg)
z==Cecxsen(cy—l—cu2)—-—C,e.—'clsen(oy—}-c,).

Si deduce quindi

@ rpizmo OO Lo 0O Fin) =

=Mcosh[c (X4 ip) 4+ N]

in cui M ed N sono costanti.

Questo ci dimostra che soltanto il sistema di ellissi
ed iperbole omofocali godono della proprietad richiesta ,
oltre al sistema di rette parallele agli assi z e » che si
otterrebbero prendendo nelle (1) la costante ¢=0.

Si abbiano ora due piani, il piano x4-iy e il piano
A+ip. La funzione

®) e 4iy=004ip)

rappresenti conformemente una porzione del piano (x,y)
sul piano (A, p). Sia V una funzione che soddisfa
I’ eqnazione



avremo per la osservazione gia fatia

VW .V
B().(oo,y)hm) b<).(oo,y)b?)

d dy

- 0.

V rappresenta quindi la fanzione potenziale di una
distribuzione di correnti elettriche stazionarie nel piano
(@2, y) in cui la conducibilita é costante lungo un si-
stoma di linee che fa parte di un doppio sistema di linee
isoterme, mentre la condacibilitd varia da linea a linea
con una legge data dalla funzione 4.

Si ha cosi il modo di ricondurre il problema generale
della determinazione delle correnti elettriche n un piano
in cui la conducibilith varia da punto a punto con una
legge data dalla funzione M, y) che verifica ’equazione
A? 3 =0, quando sono note le caratteristiche al contor-
no, alla determinazione di una funzione potenziale sim-
metrica, col rappresentare conformemente la porzione
data di piano in un’ altra in cui alle linee A ==cost
corrispondono delle linee rette.

Quando la conducibilitd varia con questa legge esistono
sempre dei sistemi di linee di livello che possono essere linee
di livello anche supponendo il piano di conducibilitd uni-
forme. Tali sistemi sono quelli che colla rappresentazione
conforme ora studiata danno luogo alle linee espresse
dalle (2) cioé ad un sistema di ellissi ed iperbole omo-
focali .

Oltre a queste esistono le hnee
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A = cost,

le quali godono pure della stessa proprieta .

Partendo dalle funzioni analoghe a quelle dl Green
per i potenziali indipendenti da’ una coordinata di cui
abbiamo parlato al § 1II. & facile introdurre delle fun-
.zioni analoghe nel caso della distribnzione di correnti in
superficie non omogenee, dalle quali possono dedursi i
valori della funzione potenziale che ci danno la legge
della distribuzione delle correnti.

e linee di flusso sono date da

W = cost

in cui-W soddisfa I’ equazione

Nwy)dy =

a( 1 3W>+

d 1 D\V)
ﬁc\)\t;xy)_WA by(

quindi esse corrispondono a linee di livello nel caso in

cui la conducibilith & data da . Anche nel caso

!
Mz y)
in cui la conducibilita sia data da questa funzione il
problema pud quindi ridarsi ad uno di potenziali sim-
metrici ed anche in questo caso introducendo le funzioni
analoghe a quelle di Green studiate nel §. III. per le
funzioni associate alle funzioni potenziali si pud giungere .
in alcuni casi facilmente a determinare le funzioni W
che ci danno la legge di distribuzione delle correnti quando
siano noti i punti del piano per i quali entra ed esce la
corrente e le linee elettromotrici.

Sewpre applicando o stesso processo di rappresenta-
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zione conforme possono essere anche studiati dei casi di
superficie non piane condutirici in cui la conducibilitd
varia da punto a punto, mantenendosi perd costante lungo
un sistema di linee isoterme .

§. IV. Distribuzione delle correnti elettriche in corpi
conduttori non omogenei.

Abbiamo trovato nel §. precedente come da funzioni
potenziali indipendenti da una coordinata si pud dedurre
la soluzione di varii problewi di distribuzione di correnti
in superficie conduttrici non omogenee. Vediamo genera-
lizzando se & possibila risolvere qualche problema ana-
logo nel caso di corpt a tre dimensioni partendo da
funzioni potenziali corrispondenti a spazii a piu di tre
dimensioni.

Sia V una fanzione di @, ,w,...24 € siano p,, py...pn

funzioni di @, , », . . . @, finite e continue insieme alle
loro derivate e tali che

v A\ ? . ~ (ax,-\ bxr>
24,5 m) =Hg , Z‘i 5}2/(0‘0, == 0.

Avremo

~ 3V ‘——V 1 YV \2
Z;(Tx,) L TT2 (\Tm\)

e applicando il noto metodo di Jacobi si ha

Lavy ] B H,HQ...Hﬂﬂf}
Zs(ﬁ?).’cﬁtﬂi...ﬂnzt'ap;_ He 3,/




20K

Se la V & indipendente da Pper s Ppsa - + + Pur SATA

L LH
;gbq( a P \Pu)mo

in cui P sta ad indicare il prodotto
Hpeg Hprg -« . H,, .
Sia p=3 e
H* dp? 4+ H.2 dp.? 4 HY, dp,?
rappresenti 1’ elemento lineare dello spazio euclideo rife-

rito ad un sistema di coordinate p,, py, p;. Avremo allora
che la V, la quale soddisfa I’equazione

0 (H,Hy oV d (HH W d (HH
— P~ 3 P 0,
aPi( H, aPl) +b{’a H, DPQ) +Dp3 H bpa)

sard una funzione potenziale corrispondente ad una distri-
buzione di elettricith in un corpo e tre dimensioni la
cui conducibilitd & rappresentata da

P(Pl)(’?:(’?.)'

Come esempi consideriamo il caso in cui V dipenda
da qualtro coordinate @ , wy , 2y, ;.

Colleghiamo le py , pa, ps, 2, @ queste variabili per
le relazioni

Xy = Py 5, Xg==pg , Xg = P3CO8 2, , &, ==0;8€en py.



Avremo

2‘ dat=d p,’ + dPag + d Pa’ + PS’ d 942)

qundi se V & indipendente da p, soddisfard 1'equazione

p) WV d ( av) d aV)
- + — — — — | = 0.
5?4 < Ps"PA Opy ps e + 3?3( s 2¢3

In questo caso dunque se poniamo

T==D04y 5, Y==p , 2=0p3,

avremo che V corrisponderd al caso in cui la conducibi-

litA in ciascun punto & proporzionale alla distanza dal
piano x y.

Consideriamo il caso in cui V dipenda da 5 coordmafe
%y, g, Ty 5 Ly , Ty € si abbia

Ly==py 5 Lq==P3CO8P, , Wg==p,SeNp, , X0, ==p3COSp; , Ly==pgSeN s,

sara

Zida® =dpd +dp® 4 dp? - p2dpf+ o dpd

e se V & indipendente da p, e p, resultera

d WV
3 (pipsbp,>+39 (P@ P339)+3p <|2 P33P>“‘0

quindi corrisponderd al caso in cui la conducibilitd varia

proporzionalmente al prodotto delle distanze dai piani
xy , Xz,
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@y ==p,COS Py , Ty ==p Senp, , Ty = py COS p,

m‘ == (g sen P:-) N Ly = Ps COS Ps s Qg = ps S€n Pss
la V & indipendente da p, , py , p, Sard

s ene)
DP <P1 Pe PABP + P1 Pq 9339 DP P1 P P3ap

e V corrisponderd ad una conducibilitd proporzionale al
prodotto delle distanze dai piani coordinati .

Vediamo di introdurre anche in questi casi degli ele-
menti che possano servire a risolvere dei problemi ana-
loghi a quelli che si presentano nei casi ordinari in cui
si tratta di corpi omogenei, degli elementi cioé che fac-
ciano 1’ ufficio delle ordinarie funzioni di Green .

E noto che la funzione

— 41

p== [ (0,—2,°) + (0,—2,") + . . . (wp—w0)?) 2

soddisfa 1’ equazione

)2
Z" i: 0,
tducq

che se S, & uno spazio ad » dimensioni e 2(w,.ry.,.2,)
é continua, si ha

Ve }\cpdm,dx,,..dx,.mfl(p,...pﬂ) ooy -pn)Hy. . .Hydp,...dp,
Sn Su
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hEAY \
E Mjx-—n(n——-Q)N?\(oc, y Xg v .. 0p)}
i

se S, & uno spazio a n—1 dimensioni e p & Iele-
mento normale, 2 & una funzione continua dei punti di

Sp—y ©
V=f7.q9dS,,_,,
S .

n-q

V & continua e si ha:

) +<3V> = — n(n—2) N,

in cui le due derivate sono prese rispetto alla normale
allontanandosi dai punti dello spazio S,—;; finalmente se

V‘T:f”Pdan ,

"—I
si ha

() Vg -Vp = n(n—2) N 2

e le derivate prime di V hanno valori eguali dalle due
parti di Sp_, .

Si ha inoltre il teorema analogo a quello di Green,
se la normale p ad S,_, & diretta verso I’ interno di S,

{ (v ____U\\Ddsn‘,_f (Uz W

oSp, P

»U

l

)d S,

il quale conduce, allorchié U==p, all’ equazione
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fs wm+f < )dsn_ =

—-——n(n-—-?)NV, (@, a0 oo 0.

In tutte le formole scritte si ha se n & pari

e se n & dispari

n—1
N=2.(2r)%
3.5..

Se r & uno sp%zno con un numero di dimensioni inferiore
ad n interno ad S,, di cui 'elemento & d z ¢ n & una
funzione continua dei punti di =, avremo evidentemente

posto
fwdf:sb,
T

n—1q

! [ )) EQ-‘—fol S f Vupdr
TN g st S T
in cui ¢, & una funzione che soddisfa I’ equazione

2 ¢
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Se in 7, V & costante ed eguale a V, si avid

V,fy.dr::-
T

5(4’-1—%) _
n(n—-2) N f [V —(¥+4) Sp] -

1 2V
m ‘/;"(‘]/‘i“h) % bei@d S

Senza nessuna difficoliA si potrebbe per mezzo di
queste formule generalizzare agli spazii a pit di tre di-
mensioni le formule trovate nel §. II.

Suppongasi ora di esprimere tutte le diverse quantita
considerate in funzione delle coordinate py py . . . pa. Sia
V indipendente dalle coordinate o, ps . . . pn. lo spazio t
sia lo spazio ad n—3 dimensioni definito dalle relazioni

p, == cost , p, == cost , pg == cost
e p sia tale che anche ¢ resulti indipendente da p,,ps...pn,
la ¢, goda pure della stessa proprietd. Supponiao inol-
tre che il contorno S,-, sia uno spazio ad n—1 dimen-
sioni la cui equazione sia data da

Pr==py (U , V), pg=py (%, V), py=p3 (4, v),

cioé indipendente dalle coordinate p, pg . . . p,.
Avremo, se !’ elemento lineare dello spazio Sy &

ds* =H2dp2+ H2dp?+ ... 4+ H?dp,?
dS1l=I_I1H2"'H"d91dPQ'"dpn
dSu_=VEGH,H,...Updu,dvdp,...dpy
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quando si abbia
E=:H2<£P’) +H < Pa +H2(3Ps>

e, 2p, 2 92 3P, 2 0P4 35
Tl R

Fdudvw
G=Hgp am) 4H (ap2> +H2<393)

Si avra quindi

V,f‘u.drn

T

n(”“Q)NJ{S‘EV A4y (tﬁ—{—\b) Jl/mdudvl?dpédps...dpn—
1 H, H, aV H, H,
T Z)Nf@w,)[bp( >+ap2( i p%)
H, H, bV

+bp3< H, bos]HHHdmdp%d&Pdp‘...d‘n
iu cui si & posto
H4 Hs RIS IIn == P,

Sia p=1, allora

/(Ldrme4H5...H,,dp4...d,a,,.
T T
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e se supponiawo 1" e 11, H,,Hj indipendenti da py--- fn, € che
H2dp 4 H 2 dp® + Hy® dgg?

rappresenti 1’ elemento lineare nello spazio euclideo rife-
rito alle coordinate p; py p3, avremo

1 73(’1”"“5”1) XV
= yvesrmT e, 7Y d
Vi n(n———?)N./C[ +dp ap(‘l’-’r‘h” ¢
T (P2
y _H, TV
G T

in cui & figura come il contorno dello spazio a tre di-
mensioni S in cui si ha

H H Y H H H, H;3¢, y o Hy H, diy
O 1> ) — P_..:.....____)_
5? +BP H, 2, +3P3( Hy g4

B da osservare che lo spazio Sy che abbiamo consi-
derato deve supporsi finito.

La formula trovata, quando V & la funzione poten-
ziale corrispondente alla distribuzicne di correnti elettri-
che in S ove la conducibilith viene data da P, diviene

1 W+g) OV (o
— e VY
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Questa formula & analoga alla formula ordinaria, che
si ha nel caso della conducibilita costante, soltauto all’ele-

1 . . . .
mento - viene sostituita la funzione ¢ chec si calcola fa-

cilmente. Nei diversi problemi che si possouo presentare
deve sostituirsi alla funzione di Green e alle funzioni
analoghe la funzicne ¢, .

Valgono per questa evidentemente i noti teoremi di
reciprocita analoghi a quelli trovati nel §. I

Le formule (1) ci servono insieme alla (2) nei casi
in cui sono nnte le superficie elettromotrici e i punti o
le superficie di entrata ed uscita delle correnti che si
studiano,

Allorché lo spazio S,_, che figura nelle formule scritte
precedentemente é uno spazio sferico la determinazione
della funzione ¢, si eseguisce con grande facilitd, quando
per questa funzione si impone una delle condizioni che si
mettono ordinariamente :

d (Y+¢)

b h=0 , = —0.

Abbiamo detto che la  si ottiene senza difficoltd. Un
caso in cui questa funzione assume una forma molto
semplice si ha quando si tratta di un corpo in cui la
conducibilitd varia proporzionalmente alla distanza da un
piano fisso .

Abbiamo gid veduto che questo caso si ottiene par-
tendo da uno spazio piano a quattro dimensioni (x,a, @, ;)
prendendo delle coordinate analoghe alle coordinate ci-

lindriche o4 pg ps py -
In tal caso la ¢ resulierd data da



~T 1 b E_
do
fo g(P — (o — pa")?+(ps— ps*) + Rpapa’ cos py v
B 2
V(Pa‘P01)2 + (P%‘POQ)Q‘{"(P{'P"&)Q V(Pi‘PODQﬂ (P-)‘Pa)i?‘}‘ (Pa"f‘O:)Q

ovvero indicando con », e s, le distanze dei punti
(Pio ’ P20 ’ Pao) ’ (Plo ) P2y — 930) dal punto Py P2 P5y

avremo

2n
¢ =

7‘1 742 -

La funzione ¢, tale che

Y44 =0

nei punti deila superficie di una sfera col centro nell’ori-
gine degli assi, di raggio R, ci viene fornita immediata-
mente per mezzo della teoria delle immagini, essa resulta
data da

2n R?
ho= N

vy p?

in cui p & la distanza di uno dei punti (p,° ps® ps°) dal-
I’ origine e r,’ , v, le distanze del punto (py P2 P) dalle
immagini dei punti (p,%, p3° 5 ps”) (p1° , ps’» — Pa") Drese
rispetto alla sfera.
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Nel §. IV. sono state trovate le linee che possono
essere linee di livello tanto se il conduttore piano &
omogeueo quanto se la conducibilitd & diversa nei vari
punti.

Vediamo di generalizzare questo ai casi che abbiamo
considerato di corpi solidi non omogenei.

I facile dimostrare il teorema.

Un sistema di ellissoidi o di iperboloidi omofocali pud
essere un sistema di superficie di livello tanto se la condu-
cibilita del mezzo & uniforme, quanto se é variabile proporzio-
nalmente alla distanza da uno, due o tre piani ortogonali.

Infatti abbiasi un sistema di coordinate ortogonali
P, 5 Pas £3 © py==cost siano le superficie di livello. La
funzione che ci da la conducibilita sia ¢( p, py p5 )-

V sia la funzione potenziale indipendente da p, e p;.
Dovremo avere evidentemente

V=1V (p)
e quindi
i( H, H, )V ) 0
e\ Hy 7 TF; 0
08sia

I, H ,
3 = d(fy) 6(pg py)-
H,

Reciprocamente se & verificata questa condizione , si

potrd, prendendo
d Pl
v fLe
¢
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trovare una funzione V della sola p, che sia una funzione
potenziale corrispondente ad una distribuzione di elettri-
citd nel conduttore la cui conducibilith & data da ¢.

Prendiamo per py=u , ps==0 , p,—w, le coordinate
ellittiche definite dall’ equazione

22

x yl - 1
a4 + bE 4. + a4

avremo

e @0 P (B4

(u—vo) (u —w)
M2 e (a"—{—v) (6 +») (¢ +»)
: (o—w) (7—u)
2 — (a’—{—u)(b?—{—w) (C’—}~w)
(0 —u) (w—2)

quindi

IE.I_I_> _ _ @@ o)) (a2 w) (B 10) (e e)

\i ) (@Fu) GFu) (@Fu) (—mw)?

(H5 H,)’z (a9+zu)(h’—{—u)) (*+w) (@ u)(b®Fu)(c? )
H, (@F o) bF20) et o) wtu)’

<H H, > 4(a9+u)(bg—}—u) (*+u) (a*+v) (B*+-0) (o)
0, )~ (@ w) (b 410) (T4 w)(ut-0v)?

Ora poiché

(a2 u) (a*4v) (a4 w)
(a*—0b%) (n*—c?)

xg.—_—:_

S. N. Lib. VI.. “
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o (04u) (P +0) (2+w)
¥ = (b2—c?) (b*—a?)

. (@) (o) ()
CT T (=) (=5

Si ha subito il teorema enuuciato.

Facciamo per ultimo osservare che si possono studiare
partendo da funzioni potenziali a piu di tre dimeusioni
altl problemi oltre quelli considerati di distribuzioni di
correnti stazionarie sopra delle superficie non omogeuee.

Cost si potrebbe studiare il caso di un piano in cui
la conducibilita variasse proporzionalmente alla distanza
di due rette ortogonali, e da questa applicando il metodo
della rappresentazione conforme si potrebbero dedurre
altri casi di superficie eterogenee .

Reciprocamente poi partendo da alcuni di questi casi
si potrebbe tornare alla considsrazione di altri corpi olire
quelli considerati in cui la conducibilitd variasse da punto
a punto .

Per esempio se V & la funzione potenziale delle cor-
renti in un piano in cui la conducibilita & data dalla fun-
zione Mwy) dei vari punti, se facciamo ruotare la por-
zione di piano in cui & definita la V intorno ad una
vetta del piano esterno a quella porzione e consideriamo V
come funzione dei punti del solido di rivoluzione che si
ottiene, essa corrisponderd alla distribuzione di correnti
in questo corpo, quando ia conducibilitd in un punto sia

A, . ) . .
data da ;o incui 7 & la distanza dall’asse di rotazione.
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