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SOPRA ALCUNI PROBLEMI

DELLA

TEORIA DEL POTENZIALE

ESTRATTO DELLA TESI DI ABILITAZIONE

PRESENTATA ALLA R. SCUOLA NORMALE SUPERIORE DI PISI

VITO VOLTERRA





Mi sono proposto lo studio di potenziali indipendenti
da una delle coordinate (*), introducendo delle funzioni
che facciano 1’ ufficio della funzione di Green. Perciò nel

§. 2. ho considerato in generale delle funzioni analo-

ghe alle funzioni di Green, le quali possono servire nei
diversi casi di elettro-statica, di calore, 3 di idrodinamica
e di magnetismo , e mediante le quali è possibile nei
vari problemi che consdero adoperare soltanto due coor-
dinate in luogo di tre. Per queste funzioni ho sempre
trov,-tto veri ficato un principio di reciprocità, di cui è facile
pervenire al signiS alo nsicö.

Ai potenziali indipendenti da una coordinata corri-

spor dono 1e funzioni associate cos  chianmte dal chia-
risdmo Professore E. Beltrami nei suoi dottissimi lavori

’ 

(*) Il considerare in generaln il ca’=o di potenz ali indipendenti da
una ddle coordinate in luogo di quello particolare dei potenziali sim-

metrici non arreca compiicazione nè ditncolta . Mi sono

quiudi attenuto il più possibile al caso generale benché per quanto è a
mia cognizione non sia stata chiarita completamente la questione in-
torno al numero dei casi possibili dei potenziali che ho preso a

considerare.
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sui potenziali simmetrici. Le ho considerate nel §. I , ed
ho trovato che anche nello studio di esse è possibile ~n-
trodurre delle funzioni che facciano l’tifficio delle funzioni
di Green .

Nel §. 3. mi occupo della determ i nazione di tali

funzioni.
I vari problemi stucliati corrispondomo ad altri sulla

distribuzione della elettricità o del calore in mezzi non

omogenei a due dimensioni. Lo stu,lio di tali problemi
viene fatto nel §. 4.

Finalmente nel §. 5. ho fatto vedere 1’ impiego che
può essere fatto di potenziali negli spazi a più di tre

dimensioni alla risoluzione di alcuni problemi sulla distr -

buzione dell’ elettricità in curpi i a tre o a due di mensi oni
non omogenei, quando i potenziali di cui si fa uso sono

indipendenti da una o più coordinate.

§ 1. Funzioni associate.

L’equazione diiferenziale ~2 U-0 trasformata in coor-
dinate orto.onali 01 1 P2 1 P3 prende la forma

quando 1’ elemento lineare assume la forma

Se la V è indipendente da una coordinata, per esem-
pio dalla p,, la equazione (1) diviene
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Tutte le volte che la H, sa~ à uguale al prodotto di
una funzione del la per una funzione H1’ di P e

H
, e il rapporto H2 sarà indipendente da p,, la equazio-H3
ne precedente diverrà

e in essa non comparirà più traccia y quindi se

la (2) arnmetterà degli integrali, questi saranno indipen-
denti dalla coordinata (J~. Questo sarà uno dei casi in cui
potrà dirsi che al sistema di coordinate p, P2 P3 corri-

sponde un sisterna di funzioni potenziali indipendenti da
una delle coordinate .

La (2) prova F esistenza delta funzione associata W
definita dalle equazioni

Siano &#x3E;v e w due funzioni che soddisfano le equazioni
precedenti, avretno per il determinante funzionale rispetto
alle P2 e p3
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o v ) 15
Se lunLjne , , 2013 saranno diversi da zero il deter-

")P3
minante fanzionale sarà pe diverso d,-t zero e poti-eno
considerare p, e Og come funzioni di v e Avremo perciò

Qt iíidi le (3) diventano

onde, poichè il deter--minanto (4) è ditferente t t zeto

Sopra una superficie P1 === consideriamo un sistr-
n1a di linee ortogonali e isoterme
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Avremo

Consideramo P2 e pa come funzíoni 1 e p., sarà

le (3) diventano quindi

e poichè abbiamo supposto di poter esprimere n. e P2
come funzioni di ~ dovrà essere diverso da zero il
determinante
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e per conseguenza

’B .

Affinchè un sistema di linee V ~ cost, W==cost possa
essere un sistema di linee isoterme della superficie 
duvremo avere, scegliendo convenientemente A e lA ,

quindi a causa della relazione

resulterà

cioè la B~ dovrà essere il prodotto di una funzione di À

per una di i ~ , o anche 
.
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Reciprocamente se la H, si potrà mettere sotto la for-
ma (6), si potrà prendere una funzione di 2. e una di j
in modo che soddis6no alle (5), quando le funzioni y e t
siano continue sia diversa da zero .

Basterà infatti prendere .

Sulla superale A, ===== cost consideriamo la linea

(p ( ~ , [J~) ~ cost, di cui 1’ arco sia s. Iudichiamo con n
una normale alla s; avremo

quindi scegliendo convenientemente le direzioni pósitive
di s ed n
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Le dlxe fiinzion  V e W secondochè si considerano
come fi t- zloni di P2 e o, , y v e w , e p., y soddisfano
al1e e(ivi-izioti Ì

Dalle (y) si deduce per le V e W un altro signifi-
cato. Esse rappresentano, eguagliate a delle costanti, le
linee di livello e le linee di flusso della elettricità o del

calore sulla superf cie se in essa la conducibilità

;iene espressa per la funzione H,’?,, ( Vedi al ~. I~V).
Quando la H~ ha la (6), allora oltre i valori

(7) per V e NV, si possono trovare alcune di queste
funzioni che si possoiio esprimere per il prodotto di una

fiitizione di ?, per una funzione di P., o anche per il pro-
dotto di una funzione di V, per una funzione di ivi.

Infatti la prima delle (y) diviene, ponendo
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e supponendo sempre 9(?,) e ~(~) diversi da zero

e questa sarà verificata prendendo

in cui a è una costante.

Analogarnente si ha per la W.
S a K1 (J.. ap) il valore di K~ quando a assume il

valore ap 1 avremo

quindi integrando a tutta la supponendo ehe

questa linea sia chiusa

Analogamente supponendo la linea , chiusa, abbiamo



218

Riprendiamo le equazioni (’() nel caso in cui sia

Hz ~ ~(i~.) ’~(p.). Avremo .

e questa equazione può scriversi, prendendo

in cui con (a.1) e ft({.L) si intende H result codetta so-
stituzione di .(À) e in y().) e §(F).

Ponendo invece

si ottiene

La funzione associata W verifica le equazioni
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Seconrlochè si considera come funzione di )’1 e op-
pure di ?,2 e ~u2

§.11. Funzioni analoghe a ciuella di Green.

In uno spazio a tre dimensioni S si abbia uno spazio
s che possa essere a una, dne o tie dimensioni.

Per il teorema di Green avremo se V rappresenta
una funzione che in S non ha alcuna singolarità e che
verifica 1’ equazione Al V=-0,
..

in cui r rappresenta la distanza del punto x’, y y’, z’

appartenente ad s dal punto x y z della superficie a
contorno di S; í¡ è la normale a a dritta verso l’interno
di S. Sia p una funzione continua dei punti di s. Molti -

plicando ainbo i membri della equazione precedente per
p(s) d s e integrando a tutto lo spazio s, avremo 

Il
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Ora

è la funzione potenziale di una n1assa di densità p distri-

buita nello spazio s , Chiarnando questa [uuz:one p(x,y,z)
avremo

Posto

cioè la massa distribuita nello spazio s, si

avrà, supponendo la massa rn diversa da zero,

* si i ha

(’) Se lo spazio s è a tre o a due dimensioni la ( 1 ) si deduce

subito dalla formula di Green.
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e

in cui V‘ rappresenta la rnedia dei valori che ha la fun-

zione V nello spazio s. Se V è costante (*) ed eguale a
v~ ~ lungo lo spazio s, si trova cornunque sia p

Sia la una funzione finita e continua in- .
sienie alle derivate prima nello spazio S, e nello

spazio stesso all’ equazione differenzíale 2 0.
Ée (2), (3) e (4) dànno luogo subito alle altre

(") Questo caso non si presenterà altro che quando lo spazio s é
a una o due dimensioni , altrimenti la V sarebbe sempre costante.

S. N. L ib. 
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Nella (zi’) la p va considerata cortie costante.

Sia ~~~~) una funzione dei punti del contorno Avremo
evidenieinente che la (T) la quale comprende le (3’.) e

(4’) potrà scriversi

Si abbia

le (2") diverrà

Se in S, oltre lo spazio s abbiamo un altro spazio s,
in cui sia distribuita una massa colla densità P~ e le

e §j sono le funzioni corrispondenti alle 9 e ~ per
questo spaz o e si ha
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Prendiamo nella (2a) V m- § e nella (2b) V ~- ~ ,
avremo

s sottraendo si ottiene, avendo riguardo al teorema di

Green

quindi per le (5) e (5’)

e sono due superficie che comprendono rispet-
tivamente lo spazio s e lo spazio s,, abbiamo
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e applicando alle due superf cie a’ e a/ la formula (i)
avremo

onde

Questa relazione comprende il di Gauss. Se

supponiamo infatti che lo spazio S si estenda indefinita-
mente si avrà che t.¥1 e ~ andranno a zero e la (6) diverrà
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La formula (6) si è dimostrata quando gli spazii s e
s, erano interni ad S, è evidente che essa vale anche

quando sono ambedue esterni.
È facile trovare i diversi significati fisici che può avere

la formula (12).

Supponiamo diviso’ tutto lo spazio mediante le super-
ficie al 2 0’2 ) ... ~~ parti 82 ... Sq. Almeno
una di queste parti si dovrà estendere indefinitamen-
te. Il contorno di Sr sia formato dalle superficie

9 ar ~ ~ ... - 

Se sr, in cui è distribuita una massa mr colla densi-
tà è interno ad Sr potremo applicare a questo spazio la
formola (2’) e avremo

la quale varrà anche se la massa ?1lr sarà uguale a zero.
Se le funzioni § e V e le loro derivate non hanno al-

cuna singolarità i n nessun punto interno agli altri spazii
avremo anche le q equazioni.

Moltiplicando qneste equazioni per i coefficienti costanti

5,t e somiriatitiole colla precedente nioltiplicata per J,r, si

deduce, supponendo V , 9 , ~ continue iu tutto lo spazio
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in cui sono mdicati con S1Id , i due divisi
dalla superficie Gv, con ,

le derivate della funzione prese rispetto alle norrnali
a (Iv dirette rispettivamente verso F interno dei campi

8V,2’ con ?.~,~ e ?.~s~ i coefficíenti i~. corrispondenti
ai 

, 

due campi 
’ 

S~~ .
Supponiamo sopra ogni superficie a’J

In tale ipotesi la (8)~ assume la forma

Se in Sr’, abbiamo un altro spazio sr’, in cui è di-
stribuita una massa di densità di cui la ftitizíoi e
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potenziale è 0/’, è una funzione finita e continua

in tutto lo spazio insieine alle derivate prime, escluse

le superficie a 
v 
ove si ha

e che verifica in tutto lo spazio (escluse le superficie 7 Y)v
alI’ equazione á" ’ ====== (), avremo evidentemente

Poniamo nella (8’)a

e nella (8’)b V  , avremo sottraendo
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onde

Questa equazione è del tutto analoga alla (6). Anche
questa comprende il teoremi, di Gauss ed è facile rica-
varne il signíficato .

Prendiamu Xr - Àr’, essa ci dice che se abbiamo due

corpi A , B elettrizzati in presenza di un numero qua-
, lunque di dielettrici, il potenziale di uno di essi A e della

elettricità iudotta da esso nei dielettrici su B e eguale al
potenziale di B e delle elettricità da esso indotte nei
dielettrici sull’ altro .

A questo teorema ne corrisponde tino analogo per il

magtn eti smo .
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Supposto (10) dà luogo anche all’ altra

analoga alla (6)

Prendlaino ~====1 , ).~====0 per tutti i valori di 1, 1,2...q
(escluso r ) e r ~°’, avremo che le equazioni scritte

divengono 
’

Se lo spazio Sr non si estende indefinitamente per le

(9~), e (9b), avremo
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Se la funzione V invece di verificare 1’ equazione

soddisfa all’ altra

allora le (~~j , (8~j e (8 a),, divengono

Queste formule possono servire a darci i valori di una

funzione incognita V che verifica Inequazione diiferenziale

in S o in tutto lo spazio, quando si conosca al contorno a i
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I 
. d. 

V 
...  

cl 
,

valori 1 V -4- Ocr - o valori a determinare
’ àn )"

la V sapendo i valori di

sopra delle superficie in cui le derivate della funzione in-

cognita non sono continue.
Il problema viene ridotto sempre a trovare delle fun-

zioni 9 e ~ che verificano alle relazioni (5), (cJ~) e (9a),
sopra le superficie in cui sono noti i dati caraneristici

della V. Le funzioni § vengono cos  ad essere determi-

nate in modo analogo alle funzioni di Green. Esse godono
anche di proprietà reciproche pure analoghe alle note

proprietà reciproche della funzione di Green espresse me-
diante le relazioni (6) , (~’) , (10), ( 1 i.~’) , (1°)1, di cui è

stato accennato il significato fis co. ,

Se nel campo s la densità è costante, le (11) ci da-
ranno subito la media dei valori della funzione incognita
nello stesso campo.

È più importante il caso in cui nello spazio s si sap-
pia che la V ha un valore costante. Allora le (11 ) ci

dànno subito il valore costante della funzione incognita
nei punti dello spazio s, l quale, come è già stato os-

servato, deve essere in questo caso a due o una di-

mensione. e

Si presentano spesso dei casi in cui si sa a priori
che lungo date linee il valore della funzione incognita
deve resultare costante ed allora per la 9 potreino con-
siderare la funzione potenziale di masse a una sola di -

mensione distribuite su queste linee 1181 modo il più
conveniente per la delermin,- zioiie della funzione .
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In questo caso rientra il problema della determina-
zione di funzioni potenziali che si sa essere indipendenti
da una coordinata e di ciii sono date delle condizioni
caratteristiche del genere di quelle indicate. Se la fun-

zione potenziale è indipendente dalla coordinata pj, do-
vremo considerare per la p la funzione potenziale di

masse distribuite con una densità qualunque sopra una
delle linee

e determinare convenientemente la ~.~. La legge con cui
deve distribuirsi sulla linea P2 == cost , p3 ::=:::2 cost la den-

sità, si potrà cercare, quanào’sarà possibile, in modo che

la funzione 9 + ~; venga a resultare anche essa indipen-
dente dalla coordinata p, . Il problerna in tal caso può
trattarsi coll’ irnpiegare soltanto due coordinate p, e p3.

Per potere applicare la terza delle (~3) ~ stato neces-

s,, r o ammettere che la massa totale distribuita in s sia

uguale allo zero, quando lo spazio S è fini o.
In tal caso po remo prendere per s due linee

e distribuire su esse due eguali e di segno oppo-
sto ; cos  la terza delle ( 11) ci fornisce la diferenza dei
valori della V lungo le due linee che si considerano e ci
dà quindi i valori (Iella V all’infi ori di una costante.

Se si osserva che nel caso delle coordinate cartesiane

si ha H1 = l, avreino considerando le funzioni potenziali
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indipendenti da ~1 che le funzioni associate corrispondono
sempre alle coordinate isoterme sul e superficie p,=cost,
quindi le considerazioni precedenti portano ai potnziali
lo,-qaritini*ci per lo studio dei problemi di coordinate iso-
terme nel piano

Quando si considerano le coordinate cilindriche

si ha

Si vede quindi come potranno sussistere delle funzioni
potenziali indipendenti dalla coordinata 0; saranno queste
le funzioni. potenziali sinznaet&#x3E;"iche rispetto ad un asse.

In tal caso per la funziorie T sarà da prendersi la funzione
potenziale di una massa omogenea ad una dimensione

distribuita sopra una circonferenza normale all’ asse di

simmetria e col centro su questo asse .

La funzione ~ convenientemente determinata nei vari 
casi sarà da sostituirsi alla ordinaria funzione di Green.

La funzione p può porsi sotto la forma trovata dal

ch. Prof. Bel trami 
°

in cui s è dato da
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)’~ è la radice positiva dell’equazione è il raggio
del cerchio su cui è distribuita la massa M, e zo la
distanza del cerchio dall’ origine.

È da osservare che delle tre formule (11) la prima
serve alla soluzione di problemi sul calore e sulla elet-

trostarica, la seconda ai problemi del magnetismo, e la
terza ai problemi di idrodi[iarnica ed elettrodinamica.

§. HI. Formule e funzioni analoghe a quelle
di Green per le funzioni associate a quelle potenziali.

Riprendiamo le formule (7) del §. l. Supposte due
funzioni associate W, e W~ che in un dato campo a
due dimensioni di a, e F non hanno alcuna singolarità,
avremo

in ctaí s rappresenta l’arco del contorno, n la normale.
Per tutti i punti di s si conducano le linee

e si ottenga cos  una superficie chiusa a, oppure una

superficie aperta indefinita .

La (1) varrà per qualunque sezione prodotta in que-
sta superficie con una superficie Moltiplicando
quindi la (1) per e integrando a tutti i vaieri di p,
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e osservando che l’elemeiito superficiale della superficie .7

è 1-l1 dp, d’s avrem’o

La ( 1 ) può anche porsi sotto un’altra forma ponendo
mente alle equazioni (8) del S. I. Questa forma è

in cui l’integrale è esteso ad un contorno chiuso qualun-
que che non ha nell’interno nessun punto di singolarità.

Di qui potrebbe dedursi che

(in cui la integrazione è estesa ad una linea aperta 1 che
va ad un punto di coordinate a.o , pO ad un punto di coor-
dinate 7 , [1.) è indipendente dalla linea 1 che si per-
corre ma dipende soltanto dai punti estremi ( o , y 
1 ’ , F ) .

In modo analogo a quello con cui si giunge alla (1),
si ha
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che può anche scriversi

quando la ~T1 non ha alcuna singolarità entro il campo
che si considera .

Le formule scritte precedentemente possono dedursi
come conseguenze da questa . Se infatti supponiamo
VI 1 1 V2, W2 monodrome I’ equazione precedente ci
dà per mezzo di una integrazione per parti ,

che non è altro che la (1’) .
Supponiamo ora che giranio intorno ad un punto ct

del campo che si considera la funzione finita V. sia po-
lidroma ed il suo valore cresca di wt ad ogni giro mentre

àv"

la àn p se co 1 ’ 1 a v v i ctna r s i d  s ed a diviene ínfiníta, 1 o

sia di un ordine inferiore all’unità rispetto alla lunghezza
della linea s, ; W. sia mono .lroma .

Se si è una curva qualunque che include a avremo
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Se la curva Si si avvicina indefinitamente ad a si

otterrà

,

in cui W 1 (a) è il valore in a della funzione s

Per le formule scritte precedentemente avremo dun-

que, quando sono verificate le indicate proprietà nel

punto a,

formula che ci dà il valore di Wt t nel punto a in fun-

zione dei valori che essa e la sua derivata rispetto alla
normale n prendono al contorno s, quando questo con-

torno limita un campo nel cui interno si trova c.

Se Wg è nna funzione associata senza alcuna singo-
larità la formula precedente cià luogo subito all’ altra

la quale, secondochè lungo s si ha

oppure
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conduce alle due seguenti

La formula (2) può anche scriversi

e per mezzo di una integrazione per parti

in cui W~ è il valore di W, nel punto di s in cui si
cominciano a contare gli archi nell’eseguire l’inte.razione
indicata nel primo membro .

Suppongasi che la funzione V,’, la cui funzione asso-
ciata è W’~’, goda rispetto al punto T~ interno al campo
che si considera le stes3e proprietà di ~~ rispetto ad a.
Avremo allora evidenteinente
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Sottraendo la (4’) dalla (4) si ottiene

1

Sia Vi la funzione potenziale di masse distribuite so-

pra la superf cie chiusa che si ottiene conducendo per _
tutti punti di s le linee 

Avremo allora, indicando con n’ il protungamento di
n dalla parte opposta di s se esternamente ad s V 2 , V.~

vV 2’ non hanno singolarità

e quindi indicando con p(s) la densità superficiale

La (6) valga per qualunque sezione prodotta sulla su-
perficie or da una superficie Avremo allora
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~n cui c è una costante che si determina facilmente e

Wl (a) e W (0) sono i valori costanti di W, lungo le linee

che passano fra i punti a e b .
La formula (5) ci dà, quando si conosce la funzione

V1 , la sua associata W, all’l ftiot-i di una costante ar-

bitraria per mezzo delle funzioni V 2 , V 2’ , V3 , ’W3
e di una sola quadratura. Vedremo alcuni casi in cni si

possono determinare tali funzioni. Osserviamo intanto che
esse debbono esser tali che la V2 deve resultare poli-
droma e questo ci porta subito a ricercare se per la V,
può prendersi la funzione potenziale delle azioni magne-
tiche di una corrente elettrica, o ciò che è lo stesso, il

potenziale di velocità di un liquido che contiene un filetto
vorticoso. Il

Se è possibile che lungo una linea 
esista una corrente elettrica la cui funzione potenziale
elettro-magnetica sia indipendente da P1 , questa potrà
prendersi per la V 2 e la sua associata per la W2 ogni
qualvolta che per le derivate della V2 in vicinanza dei punti
percorsi dalla corrente siano verificate le condizioni imposte
precedentemente. È facile trovare il significato fisico che
debbono avere V2 e V. quando sono venRcate le (3) ,
(3’) e la v2 si considera come il potenziale di velocità
di un fluido con un filetto vorticoso.

Se le coordinate pò ? p3, 3 sono le coordinate carte-

siane x , y , z, si vede che il filetto vorticoso da con-
siderare sarà il filetto rettilineo indeSnito parallelo all’asse

P-~=~-?~~ , P3~~o )~ . Per la funzione z) si ottiene

quindi la. funzione log r in cui r~ è la distanza del punto
piiiitci ( Jo 



241

Si ha infatti che in questo caso le due funzioni V~ ~ e
W, verificano ad una stessa equazione differenziale.

Passiamo al caso delle funzioni potenziali simmetriche
cioè poniamo

La V2 sarà la funzione potenziale di una corrente

elettrica circolare col centro sull’ asse di simmetria e

normale ad esso; la

ci darà le linee di flusso di un liquido che ba un filetto
vorticoso circolare di sezione infinitesima .

Indichiamo con a il raggio del filetto con zo la di-

stanza del centro dall’ origine.
Helmhohz ha trovato che

Questo integrale piiò trasformarsi in modo analogo a
quello con cui il Prof. Beltranru trasforma il potenziale
di un anello circolare omogeneo .

Posto

si ha
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Questo integrale mediante la trasformazione di Landen

si riduce subito ad un integrale ellittico di seconda specie.
Infatti si ponga

si otterrà

quindi

e integrando fra 0 e 7t,

Quindi abbiatrzo ’~CT~ sotto forma canonica,
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o sotto le altie fortiie

in cui a, o 7, sono le radici posit ve ( Ji ~ a, ) della

equaziorie

e

e Å~ è la radice positiva di 

~ facile ora passare a determinarne la V,,. Partendo
infatti dalla funzione potenziale simmetrica

avremo, supponendo F(9) = 0

quindi se
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e per conseguenza

la quale è la funzione potenziale di una corrente elettrica

circolare. Passando dalla vaiiabile 1 alla variabile a, si

ha

e finalmente alla variabile cp

Per determinare in un altro modo le due funzioni V. e
Wi basta partire dalla funzione potenziale di un disco

omogeneo. Questa è data, se il raggio del disco è a, la
. distanza dell’ origine dal centro è zo, la densità è uguale
ad l, da
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ove

quindi

Derivando rispetto a z,,, ovvero rispetto a z e cam-
biando di sagno si otterrà la funzione potenziale di un

doppio strato omogeno di momento 1, cioè di una cor-

r nte elettrica circolare di raggio il cui centro è in zo.
Quindi

e per conseguenza
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le qnali s  riducono subito alla canonica con ope-
razioni inverse a quelle eseguite precedentemente.

Dalle formule trovate è facile dedurre che nel nostro
caso le particolarità richieste per le derivate della fun-
zione U, in prossimità dei punti dalla corrente sono

verif cate. 
,

Vediamo ora di applicare la formula (5). Perciò bi-

sogna considerare un campo rinchiuso da s nel cui interno

capitino soltanto i due punti di polidromia a e b. Pren-
diamo peroò per s una linea qualunque chiusa posta tutta
da una parte dell’ asse di simrnet,ria, oppure preiidiaino
per s una linea si che tertnini in due punti i dell’asse di

si~nmetria più la porzione di questo asse compresa fra

questi due punti.
Poniamo

si otterrà

- 

in cui le quantità con indice a si riferiscono alla corrente
circolare di raggio ra e distante dall’ origine di Za,

quelle con indice b alla corrente di raggio }-b e distante
di zb dall’ origine.

Poichè 1/1 è zero sull’ asse di simmetria si vede che

gli integrali estesi ad s sono estesi alla curva chiusa o

soltanto alla curva Si.
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Applicando la formola (4) si trova invece

e 1’ integrale rispetto ad s va esteso come è ilid cato

precedentemente.
Queste formule abbastanza semplici ci dànno il modo

di passare subito dalla flinzíoup, potenziale alla sua as-

sociata per mezzo di una quadratura e di integrali
ellittici.

Quando la VI è la funzione potenziale di una massa

distribuita simnietricamente sopra una superflcie di rivo-

luzione intorno a~l un asse la cui curva meridiana è s, la

formula (6) ci dà subito le linee di forza n funzione
della densità superficiale p .

Abbiamo infatti i in tal (-aso

formula che poteva ottenersi anche diversamente.
Osservando che è possibile disporre due linee vorti-

cose circolari in un fluido in modo che siano coassiali ed
esista una sfera nel fluido i punti della quale non ab-

biano velocità normale alla sfera , si vede come appli-
cando le formule (2’) si possono risolvere con facilità i

problemi di determinare le funzioni associate nei punti
interni ad una sfera quando sono note alcune fra le

proprietà caratteristiche [11 contorno.
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Le fortx ule trovate ora possono farsi anche dipendere
da alcuni teorerni generali assai semplici.

Se le quantità u , D , w funzioni finite
e continue insieme al e loro derivate soddisfano alla con-
dizione solenoidale .

è noto che

essendo a una superj&#x26;cie chiusa, a, y i coseni degli
angoli che la normale fa cogli assi.

Segue di qui che se la superficie a è aperta

dipende soltanto dal contorno di a. Vediamo quindi di

esprimere questo i ntegr(de in funzione soltanto di elementi
che dipendono da questo contorno.

Per un teorema di Jacobi è sempre possibile trovare
due funzioni F e 11 che soddisfano le equazioni diiferen-
ziali
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quindi i

Considerando z corre funzione di x e y defiriita dal-

F equazione della superbe a abbiamo per conseguenza

se la direzione positiva della rioritiale a 7 è quella che
fa un angolo acuto e 71 è la proiezione di a
sul piano .r ; ammetteremo ehe questa pruiezioue copra
una sola volta il 

Se ne deduce se funzione a è t ionodroma e s è il
contorno della stiperficie a

Ora se u, v , w ammettono un potenziale V, avremo
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formula analoga a~I una nota della teuria delle variabili

cornplesse perché collega 1’integrale esteso ad una 

ficie coi vTalori che prendono al contorno di essa le
Jn "

funzioni che ci danno le linee di forza.

Supposto nella linea chiusa s una corrente elettrica
di cui U sia i l potenziale elettroinagnetico e a, una su-
perficie chiusa che include Y, avremo

essendo m il rnomento della superficie magnetica che ha
lo stesso potenziale della corrente.

Ne segue che

Appl chiamo questa forcola al caso delle funzioni
potenziali simmetriche . Prendiamo per s un cerchjo col

centro sull’ asse e ad esso perpendicolare; sia 11 l’ angolo
che un piano che passa per- l’asse fa con un piano fisso.
Avrenio posto 4 x 1n == 1

..

e le equazioni /=cost e F-cost ci daranno le linee di
forza corrispondenti alla funzione potenziale V.

La equazione precedente può scriversi anche osser-
vando che
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se s è la curva r:eridiana di cr,

Come siamo p-issati dalla (2) alia (2’) si potrebbe
passare senza alcuna difficoltà ad altre formule analoghe
a quelle trovate nel §. precedente.

Per le funzioni W3 che soddisfano alle (3) e (3’) è
facile dimostrare delle proprietà reciproche analoghe a
quelle dimostrate nel §. prededente."Sarebt)e pure facile
in qualche caso trovare il L significato fisiog di tali pro-
prietà. Si vedrebbe che in alcuni casi esse rientrereb-
bero nel teorema che si deduce subito da uno noto di

Helmhotz sulla distribuzione delle correnti elettriche.
Se in un liquido definito o indefinito in cui sono o no

immersi dei solidi si ha un filetto vorticoso A, la 

tità di liquido che in un dato istante passa per una snper-
ficie B sta alla quantità. di liquido che passerebbe entro A,
se invece del filetto A si avesse al contorno di B un fileito

vorticoso, nello stesso rapporto della circolazione dei due
fil etti .

~ . IV. Distribuzione della elettricità i n superficie
conduttrici non omogenee.

Abbiamo trovato per le forinule (7) del §. I. che le
V e W acquistavano questo sio,llit calo. Esse rappresen-
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tavano le linee di livelio e di flusso dell’elettricità sopra
una superficie quando la conducil)illtà era rap-
presentata dalla funzione 111, Cos  ogni problema che dà
luogo ad una funzione potenziale simmetrica intorno ad
un asse corrisponde ad un altro di distribuzione di correnti i
in un piano in cui la conducibilità varia proporzionalmente
alla distanza da una retta.

Ora poichè le ?,==cost, 4=cost sono linee isoterme
della superficie la forma delle (y) non cambia
se si sostituisce alle coordinate 1, F le altre 5-, e P., de-

fini te dalla relazione :

Questa osservazione aggiunta all’ altra già fatta ci

permette di determinare in vari casi la distribuzione di

correnti elettriche stazionarie sopra delle superficie con-
duntrici non omogenee partendo da funzioni potenziali indi-
pendenti da una coordinata.

Come applicazione studiamo il caso che risulta dalle
funzioni i potenziali simmetricho.

Se 1’ asse di simmetria è 1’ asse z e prendiamo le
coordinate cilindriche ( r , 8 , ~ ~ si hanno per equazioni
della funzione potenziale simmetrica V e della sua as-

sociata W

e se i, , è uii s 2tem,,x di coordiiiate isoternie nel

piano
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Vediamo quali sono le linee isoterme del piano le

quali colla rotazione intorno all’asse di simmotría zdànno

luogo ad un sistema di superficie di livello.

Queste linee potranno essere linee di livello nella di-
stribuzione delle correnti nel piano supposto questo omo-
geneo o colla conducibilità in ogni punto proporzionale
alla distanza dall’ asse z.

Per la formula (6) del 3- l. dovremo avere aflinché

questo si veriRchi .

e poichè

dovrà essere

ossia,, essendo c! una costante
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Integrando si trova

e quindi

Si deduce quindi

in cui M ed N sono costanti. s

Questo ci dimostra che soltanto il sistema di ellissi
ed iperbole omofocali godono della proprietà richiesta ,
oltre al sistema di rette parallele agli assi z e i- che si
otterrebbero prendendo nelle (1) la costante c=0.

Si abbiano ora due piani, il piano e il piano
~+i ~z. La funzione

rappresenti conforinemente una porzione del piano (a7,y)
sul piano ( ~ ~ ). Sia V una funzione che soddisfa
I’ equazione ,
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avremo per la osservazione già fatta

V rappresenta quindi la funzione potenziale d  una
distribuzione di correnti elettriche stazionarie nel piano
( x , ~ ~ in cui la conducibilità è costante lungo un si-
stema di linee che fa part-e di un doppio sistema di linee

isoterme, mentre la coiiducibilità varia da linea a linea

con una legge data dalla funzione
Si ha cos  il modo di ricondurre il problema generale

della deterrninazione delle correnti elettriche 2n un piano
in cui la conducibilità varia da punto a punto con una

legge data dalla funzione a(’~ , y ~ che verifica l’equazione
L1 î, t, quando sono note le caratteristiche al contor-

no, alla determinazione di una funzione potenziale sim-
metrica, col rappresentare conformemente la porzione
data di piano in un’ altra in cui alle linee cost

corrispondono delle linee rette.

Quando la conducibilità varia con questa legge esistono
sempre dei sistemi di linee di livello che possono essere linee

di livello anche supponendo il piano di conducibilità uni-

forme. Tali sistemi sono quelli che colla rappresentazione
conforme ora studiata dànno luogo alle linee espresse
dalle (2) cioè ad un sistema di ellissi ed iperbole 
focali .

Oltre a queste esistono le line,(2,1
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le quali godono pure della stessa proprietà.
Partendo dalle funzioni analoghe a quelle dl Green

per i potenziali indipendenti da’ una coordinata di cui

abbiamo parlato al §. II. è facile ititro(lurre delle fun-
.zioni analoghe nel caso della distribuzione di correnti in

superficie non omogenee, dalle qiiali possono dedursi i

valori della funzione potenziale che ci danno la legge
della distribuzione delle correnti.

I,e linee di flusso sono date da

in cui - W soddisfa ~ equazione

quindi esse corrispondono a linee d i livello nel caso in

L
cui la conducibilità è data da .-720132013 . . Anche nel caso
in cui la conducibilità sia data da questa funzione il

problema può quindi ridursi ad uno di potenziali sim.

metrici ed anche in questo caso introducendo le funzioni

analoghe a quelle di Green stndiate nel §. III. per le

funzioni associate alle funzioni potenziali si può giungere
in alcuni casi facilmente a determinare le funzioni W

che ci danno la legge di distribuzione delle correnti quando
siano noti i punti del piano per i quali entra ed esce la
corrente e le elettrornotrici.

Io stesso processo di rappresenta-
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zione conforme possono essere anche st.udiati de! ili

superficie non piane conduttrici in cui la eo i(lticíbilítà

varia da punto a punto., mantenendosi però costante lungo
un sistema di linee isoterme .

~ . I V . Distribuzione delle correnti elettriche in corpi
conduttori non omogenei.

Abbiamo trovato iiel §. precedente come da funzioni

potenziali indipendenti da una coordinata si può dedurre
la soluzione dmarii problemi di distribuzione di correnti
in superficie conduttrici non omogenee. Vediamo genera-
lizzando se è possibila risolvere qualche problema ana-
logo iiel caso di corpi a tre dimensioni partendo da
funzioni potenziali corrispondenti a spazii a più di tre

dimensioni.
Sia V una funzione di e siano P1, P2 Pn

funzioni di Xt , 072 ... xn finite e continue insieme alle
loro derivate e tali che

Avrerno

e applicando il noto metodo di Jacobi si ha
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Se la V è indipendente da ~~~+1 i ~~,+~ ... p~, sarà

in cui P sta ad indicare il prodotto

Sia p====3 e

rappresenti l’ elemento lineare dello spazio euclideo rife-
rito ad un sistema di coordinate p, , p , p3. Avremo allora
che la V, la quale soddisfa l’equazione

sarà una funzione potenziale corrispondente ad una distri-
buzione di elettricità in un corpo e tre dimensioni la
cui conducibilità è rappresentata da

Come esempi consideriamo il caso in cui V dipenda
da quattro coordinato xi , x~ , x3 , 3 Xi .

Colleghiamo le pi , P2 , 1 P3, p~ a qneste variabili pér
le relazioni
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Avremo

qu’ndi se V è indipendente da P4 soddisfarà l’equazione

In questo caso dunque se poniamo

avremo che V corrisponderà al caso in cui la conducibi-
lità in ciascun punto è proporzionale alla distanza dal

piano x y.
. 

Consideriamo il caso in cui V dipenda da 5 coordinate
abbia

sarà

e se V è indipendente da p, e p. resulterà

quindi corrisponderà al caso in cui la conducibilità varia
proporzionalmente al prodotto delle distanze dai piani
re y , 7 
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Finalmente se le , coordinate sono sei x~ X2 ;~3 X4 
e si ha 

’

la V è indipendente da p ~ , P5 , 9 P6, sarà

e V corrisponderà ad una conrlucibilxtà proporzionale al

prodotto delle distanze dai piani coordinati. e
Vediamo di introdurre anche in questi casi degli ele-

menti che possano servire a risolvere dei problemi ana-
loghi a quelli che si presentano nei casi ordinari in cui

si tratta di corpi omogenea, degti elementi cioè che fac-
ciano 1’ ufficio delle ordinarie fmmioni di Gieeii .

È noto che la funzione

soddisfa i’ equazione

che se 8" è uno spazio ad n diinensioni e .(..,.)
è continua si ha
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se è uno spazio a n-I dimensioni e p è 1’ ele-

rnento ?. è una funzione continua dei punti di 
.

e

V è continua e si ha :

in cui le due derivate sono prese rispetto alla normale

allontanandosi dai punti dello spazio S,,,-i; finalmente se

si i ha

e le derivate prime di V hanno valori eguali dalle due

parti di Sn-~ .
Si ha inoltre il teorema analogo a quello di Green,

se la normale p ad diretta verso 1’ interno di 8ft

il qua e conduce, allor:1&#x3E;è U=, all’ equazione
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In tutte le formole scritte si ha se n è par

e se n è dispari

Se z è uno spazio con un numero di dimensioni inferiore
ad n interno ad Sn, di cui l’elemento è d -r e F é una
funzione continua dei punti di r, avremo evidentemente

posto

in cui ’ft è una funzione che soddisfa 1’ equazione
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Se in -., 5 B,. è costante ed eguale a ~l4 si avrà

Senza nessuna difficoltà si potrebbe per mezzo di

queste formule generalizzare agli spazii a più di tre di-

mensioni le formule trovate nel §. II.
Suppongasi ora di esprimere tutte le diverse quantità

considerate in funzione delle coordinate P1 P2 ... Pn. Sia

V indipendente dalle coordinate o4 ps ... Pn, lo spazio r
sia lo spazio ad n 3 dimensioni definito dalle relazioni

Pi = cost , P1 ~ cost , P3 === cost

e sia tale che anche § resulti indipendente da 
la ft goda pure della stessa proprietà. Supponiaitio inol-
tre che il contorno Sn--~ sia uno spazio ad n-1 dimen-
sioni la cui equazione sia data da

cioè indipendente dalle coordinate p, r)5 ... p~. ·

se 1’ elemento lineare dello spazio Sn è
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quando si abbia

Si avrà quindi

iu cui si è posto

Sia ~. --1, allora
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e se supponiamo P e indipendenti ehe

rappresenti l’ elemento lineare nello spazio euclideo rife-

rito alle coordinate p, P2 1 avremo

in cui m figura còme il contorno de!Io spazio a tre di-

mensioni S in cui si ha

1

~ da osservare che lo spazio 8n che abbiamo consi-
derato deve supporsi Unito.

La formula trovata , quando V è la funzione poten-
ziale corrispon(lente alla disi,ribuziene di correnti elettri-
che in S ove la conducibitità viene data da P, diviene
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QueSfa lormula è analoga alla formula ordinaria ehe
si ha nel caso della conducibilità costante, soltauto ail’ele-

mento 2013 viene sostituita la funzione § che si calcola fa-
r

cilmente. Nei diversi problemi che si possono presentaie
deve sostituirsi alla funzione di Green e alle funzioni

analoghe la funzione ~1.
Valgono per questa evidentemeute i noti teoremi di

reciprocità analoghi a quelli trovati nel §. II.

Le formule (1) ci servono insieme alla (2) nei casi

in cui sono note le superScie e ettromotrici e i punti o
le superf cie di entrata ed tiscita delle correnti che si

studiano,
Allorché lo spazio S,,-, che figura nelle ibrmule scritte

precedentemente è spazio sferico la determinazione
della funzione ’ft si eseguisce con grande facilità, quando
per questa funzione si impone una delle condizioni che si
mettono ordinariamente .

Abbiamo detto che si ottiene senza difficoltà. Un
caso in cui questa funzione assume una forma molto

semplice si ha quando si tratta di un corpo in cui la

conducibilità varia proporzionalmente alla distanza da un
piano fisso .

Abbiamo già veduto che questo caso si ottiene par-
tendo da uno spazio piano a quattro dimensioni (X 1 X2 X3 X4)
prendendo delle coordinàte analoghe alle coordinate ci-

lindriche o1 (11 P3 p;
In tal caso la resulterà data da
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ovvero indicando con r1 1 e 1’"2 le distanze dei punti
(P/~P~P~) ~ (Pi~P~.-P3’) dal punto 11 p  fi5’
avremo

La funzione ~.~ i tale che

nei punti della superficie di una sfera col centro nell’ori-

gine degli assi, di raggio R, ci viene fornita immediata-
mente per n1ezzo della teoria delle immagini, 3 essa resulta
data da

in cui p è la distanza di uno dei punti ( P,° P o dal- -

l’ origine e r1’ , re’ le distanze del punto (Pi P2 P3) dalle

imrna- ni dei punti ( o P2’ , P3") (Pl’ , P20 , - P3’) preseo e punt P1 , P2 , pa P, p , 
- 

3 prese

rispetto alla sfera.
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Nel §. IV, sono state trovate le linee che possono
essere linee di livello tanto se il conduttore piano è

oinogeneo quan to se la conducibilità è diversa nei vari

punti.
Vediamo di generalizzare questo ai casi che abbiamo

considerato di corpi solidi non omogenei.,
È facile dimostrare il teorema.

Un sistema di ellisso di o di iperbolojeli omofocali può
essere un sistema di superficie di livello tanto se la condu-
cibilità del mezzo è uniforme, quanto se è variabile proporzio-
nalmente alla distanza da uno, due o tre piani ortogonali.

Infatti abbiasi un sistema di coordinate ortogonali
P~ , p3 e p, = cost siano le superficie di livello. La

funzione che ci dà la conducibilità sia p, 
V sia la funzione potenziale indipendente da p. e p3.

Dovremo avere evidentemente

e quinlli

ossia

Reciprocamente se è verificata questa condizione, sí

potrà, prendendo .
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trovare una funzione V della sola p, che sia una funzione

potenziale corrispondente ad una distribuzione di elettri-

cità nel conduttore la cui conducibilità è data 

Prendiamo per p,==-u , le coordinate

ellittiche definite dall’ equazione

avremo

quindi

Ora poichè
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Si ha subito il teorema enunciato.

Facciamo per ultimo osservare che si possono studiare

partendo da funzioni potenziai! a piu di tra dimensioni.

akri problemi oltre quelli considerati di distribuzioni di

correnti stazionarie sopra delle superf cie non omogenee.
Cos  si potrebbe studiare il caso di un piano in cui

la conducibilità variasse proporzionalmente alla distanza
di due rette ortogonali, e da questa applicando il metodo

della rappresent,azione conforme si potrebbero dedurre
casi di superficie eterogenee.

Reciprocamente poi partendo da alcuni di quesri casi

si potrebbe tornare alla considerazione di altri corpi oltre

quelli cùnsiderati in cui la conducibilità variasse da punto
a pu nto .

Per esempio se V è la funzione potenziale delle cor-
renti in un piano in cui la conducibilità è data dalla fun-
zione dei vari punti, se facciamo rnotare la por-
zione di piano in cui è definita la V intorno ad una

retta del piano esterno a quella porzione e consideriamo V
come funzione dei punti del solido di rivoluzione che si

ottiene, essa corrisponderà alla distribuzione di correnti
in questo corpo, quando la conducibilità in un punto s a

data in cui  ’ . la distanza dall’asse di .data da 2013 in cui r è la distanza dall’asse di rotazione.


