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SUL MOTO PERTURBATO

DELLE COMETE

g 4.

I. Dai pid recenti studi sul moto perturbato dei corpi celesti
risulta esser pit vantaggioso il calcolo delle perturbazioni delle
coordinate polari di essi, anziché quello delle perturbazioni degli
elementi ellittici. Nondimeno, se trattasi di una cometa anche
questo secondo metodo & inattuabile a causa delle gran-—
di eccentricita e inclinazioni delle orbite di questi corpi cele-
sti, perché siamo condotti a serie lentamente convergenti. 11
metodo che c¢i proponiamo di trattare, dovauto in sostanza ad
Hansen (*) e da noi in varie parti modificato, consiste in un
cangiamento di variabile, pel quale si hanno serie convergenti
" quanto si vuole. Si vedrd che per accrescere la convergenza si
dovra aumentare del pari la lunghezza di alcuni calcoli: ma
tenendo un giusto mezzo, questo metodo & realmente vantag-
gioso, e di pratica applicazione.

IL. Fra le varie specie di equazioni del moto di un corpo
celeste, noi, per la ragione sopra detta, sceglieremo quella che
¢ relativa alle coordinate polari, e propriamente all’ anomalia

(") Sur les perturbations qu'éprouvent les Cométes, Paris, 1848.
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media, al logaritmo del raggio vettore e al seno della Jlatitu-
dine. Tali equazioni del moto furono stabilite dallo stesso
Hansen nella sua teoria generale delle perturbazioni plane-
tarie (*); e limitandole alla 1.7 approssimazione, sono le seguenti:

Fa——fW dt
o

Os=gq senf—p cos f

essendo 32, v, 8s le perturbazioni rispettivamente, dell’ anomalia
media, del logaritmo del raggio vettore e del seno della latitu-
dine: inoltre W, p, ¢ sono tre funzioni date dalle equazioni:

%_ an ( p p
& Vi 2;cos(f——m)—1+2m[cos(f——w)——‘l}%df-l—
an p dQ
)¢ TR el
l m
:;: V{m -cos ¢ sen I sen [ sen(f’ +B)3H
gg an

I Vi W wl isen I cos f sen (f’ —HB)dH

In queste (1) e (2) a, ¢, n, r, f, ¢ indicano il semiasse mag-
giore, I’ eccentricita, il moto medio, il raggio vettore, 1’ ano-
malia vera e 1" inclinazione del corpo perturbato: le stesse lettere
con indiei rappresentano gli elementi stessi relativi al pianeta
pertubatore. Inoltre ¢ & il tempo, @ la funzione perturbatrice,
B la longitudine del perielio del corpo perturbatore contata dalla
intersezione delle due orbite; I & I inclinazione scambievole
di queste orbite, H il coseno dell’ angolo compreso fra r», 7'

(") Auseinandersetzung einer zweckmissigen Methode znr Berechnung der absoluten
Sttrungen der kleinen Planeten v. P. A. Hansen.



—_ 3 —

Infine t & una quantita costante ausiliaria: p, ® son due
funzioni di ¢, composte cogli elementi ellittici e con t come
r,  son composte con detti elementi e con f. La lineetta so-

W, . .. .
vrapposta a W, ed a ddco indica, che ottenuto Wje deriva-

tolo rispetto a t si dee cangiare nelle funzioni cosi ottenute
la 7 in f e conseguentemente p in 7 ed ® in f.

III. Prima di passare all’integrazione delle (2) bisogna
svolgerle in serie ordinate pei seni e coseni dei multipli dell’ano-
malia media ¢' del pianeta perturbatore.

La funzione perturbatrice pud assumere la forma:

3) Q= 1 r%cos (ryr")

A

essendo m’ la massa del pianeta perturbatore, e
) A2==p2-9"2 -2y cos (r, r")=14r"2—2rr'H .

Per aver I’ espressione di H, si osservi che essendo OC, OP
le orbite, C'y P’ i perieli, C, P la posizione dslla cometa e del
pianeta (fig. 1.%) abbiamo:

OP'=3, COP==1
C'C=f PP=f"
e se si pone
0C ==y,
si ha dal triangolo COP:
()  H==cos (f+a)cos (f'+@)+sen(f +o) sen(f ) cos 1

sviluppando ora questa e ponendo:

c0s B==ysen G , — sen =7 sen (&’
cos Isen ==y cos G , cos I cos 3==" cos &

(6)

si trova:
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H=—+ cosfcos ' sen (a-+G )+ sen fcosf' cos(a+G) -
4+ cosfsen f sen (a-+G')-+7 senf senf’ cos (a+G")

o, infine, ponendo,
a—+4G==T, a4-G'=I"

abbiamo

) H= cos f"sen (f-+I)+ ¢ sen f'sen (f+1I")

Le T, TV son costanti in 1.* approssimazione, perché le (6)
danno: ,

cotg G=cos T tgf; cotg G'=— cos Icotg

e a si prende pur costante. Cosi pure son costanti le 7,y
IV. Sviluppiamo ora le derivate di . Dalle (3), (4) abbiamo

dQ m dH m JdH

Fom" AT g

dQ rr rr
(8) —m Aa —m ,,.—’3
dﬂ ,rr'
r As H m A3 ﬁH

ma dalla (7) si dednce;

%Im‘{ cos f' cos (f+T)+7 sen f' cos (f+I")

quindi le precedenti divengono :

aQ ., , , ' '
W:m rr <qu§ — i) {7 cos ' cos (f-+ D)+ sen fcos(f4+TI")}

dg ,rr' rr

EFI "

2

—m rr <A3 - __> {rcosf 'sen(f+I")4-" senf"sen(f4-I") §—m' A3
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Esprimiamo ora f' per 1’ anomalia eccentrica ' col mezzo
delle relazioni:

r' cos f'=a' cos u'—a'e’
' sen f—a’ sen 'V 1—¢3
e ponendo:
1 Vi—ei=y,

sl avra:

65;3 m'a r< L ,3)‘(cos (f+T)(cosu’—e')+,cos(f+I")senu' |

aQ ' rr'

_-_—.=1n e cstrn —_—

@ qa " "
3 ]

d o 1 l ’ ’ ' U ! r
ro=ma r(F— 1_—,) {ysen(f+-T')(cosu'—e)+1,sen(f+I")sen u J—m A3

V. Prima di sostituire le (9) nelle (2), si osservi che nella
1.* di queste, sviluppando, si trova un termine che contiene p
senza sen ® nd& cos . In detto termine, si sostituisca per p il
valore dato da

=a(1—e*)—ep cos ©
che nasce dall’ equazione

a(l—e%)
1—|—e cOos ®

che dev’ essere verificata, per la natura delle funzioni p, »; e
dopo ¢id si sostituiscano le (9) nelle (2). Ponendo in evidenza
le quantita relative al pianeta perturbatore le (2) diverranno:

dW , A/ 1 1 11 1
W"zP(cosu —e )<—A—3—— F>+ Qsenu (F_ '—§> -|—RK§

) , /1 1 /1 1
(10)/ ‘ p =S(cos u'—e )(F—— r_”5>+ T sen u <Z§— 75)

7 1 1
(le =U(cos o e)\Ad ,3>+Vsenu<Ag——rfa>
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ove P, Q, R, S, T, U, V dipendono solo dal corpo celeste per-
turbato, e son date da:

P= :/l;mn 3% cos(T" +w)—3rreos(f+I)-+ lma((c_;)s‘f;%]: [Cos(f —ortee
Q=T prcosl' o)y os(f4 T ) cos(f—o)-es
—2m'anr

R-x-;—/—l——-—f psen(f—w)

m'aa’n
(11) S—-.V*— =senIcosiy’rsen G'sen f
. 1—¢?
—m'aa’'n
T~~—'~V1 = sen I cosiyyrsen G sen f
—¢
m'aa'n
U=17? sen I cos i {'rsen G cos f
—e?

’—WL aaq n -
V=—7=—==-senlcos iy, 7rsen cos f
V1—é ’

ove si & posto per brevita:

=V 1—e*

VI. Bisogna ora svolgere in serie le parti delle (10) eche
dipendono dal pianeta perturbatore. Faremo prima lo svolgi-
mento dei termini che non contengono A, e che rientrano nella
forma

™ cos N U rmsennu

la quale vogliamo sviluppare.
Poniamo lo sviluppo di Fourier:

(12) (rmcosnu=a,-~to0,c080+0,0082¢-. . .o seng-+o'ysen2g--ecc.
rsennu=03"g+p'cosg 4850829 +. .. B seng+3sen2g-ecc.

ove



-1

1 T
(a)\ =) cos nu cos hgd g; o =% fr'"cos nu senhyg dg
—T
(13))
T
{B)\"‘ ~f¢”‘ sen 7 u sen hg dg; B)\ 1[7’”sennucos)\gdg
—%

" Per calcolare questi integrali, si ponga
y_—;eiu z—_—eig

essendo ¢ la base Neperiana ed i=V_1.
Essendo :

r=a (1—e cos u),
se 8' introduce per u la y, e si pone:
e==sen $==tang } o,
8i trova, dopo qualche riduzione:
(14) re=q cos? o (1—¢ ) A—dy~1)

Inoltre

g==u—esen

da cul
(15) e 0 ")
quindi
IN N ol 1 s =
cos )\g::fi_z__:% y)\e @(%/ Y )+y 7(3(9 y )
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ove
en

B_._

Differenziando la (15) e servendosi delle relazioni precedenti,
81 trova:

d 4,
s U (B

e siccome dalla posizione deriva:
dz

Sara:

1 1 R -Nd
dgzicos-;gc(l-—q)y)(l——tpy );‘}-y

VIIL Sostituendo tutto nelle o, B, queste saranno ridotte a
funzioni di y. Ponendo per brevita:
' i
& =w
avremo:

m-1
o= < co:m : f (1*4)/) 1 W) Wy

—1
[yke——p(y—y Y y—rly—y )|

e analogamente per B, B', . Se ora si pone:

w _ . -_—]
(16) T (o, 8, 1) j (1) (1 o0 )gg

w0
¢ facile vedere che si ha:

m  2m-}2
__a cos %gog

A fm ot e, “@)+1(7'l+1,>\—7z,—ﬁ)+%

+I(m+1, n—2B)4-1(m+1,—n—1,p)
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Quanto alle o', B, B’ si pud verificare, che indicando con
1,1, 1,, Iy, rispettivamente le quattro funzioni precedenti,
e ponendo per un momento:

si ha:

. !, =—K(I41,—L,—L,)

¥, =—K(I—L,+1,—1,)
B m=—K(—T,—Ty+Ty)

Per effettuare 1’ integrazione indicata dalla (16), svolgeremo

in serie le funzioni:
1 =1
gy, 7Y, iy )%, 1Y

e moltiplicheremo le due prime serie fra loro, le ultime due
fra loro e poi i risultati ottenuti. Si avrd cosi:

ey —1
A7) A—a)* A—y =1 Do, Oy
D14 Dyy—2—...

ove
D _B B AH—B +9A7

nelle quah

as) ¢, =r}: 1;: 11<> |}?2 <g> <h>d{h
|h+|3 i(3)r s (o (e

Abbiamo dunque :
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\ 1 & 3—1 —2
I(m,?rr):[wic(’yp +01y5+ +Cﬂy§+o+---—Din +D2?JB —
1

dy

w

Ora, se p & diverso da zero, si ha:

w w0
(19) . f yPdy=0 e inoltre f d—yy—;zm'
1 1 .

w

Quando, adunque, B & positivo, abbiamo :
(o0 = (125 D, (2,)
e se B & negativo:
(o, —@,1)=2mi cp(a V1)
e se f=0:

I(2,0,7)=2niC, (,7):

intendendo con D(a,7) e C(z,+)le D, C relative ai parametri
o, che entrano nelle espressioni delle A, B.
Siccome poi, com’d facile vedere dalle (18), si ha :

D, (o ,—1)=(—1)"C,(, 1)

Y R _A{):C (2, 1)
(et —1)=(—1)'D,(x,1) g ° ;

troveremo infine, se 2> n:

m 2m-+-2
a==a COS + >P

C)\__n(m"l_l ag)_i_c)\.{_n (m+1, @)2
(20) 0(')\:3)\:0

By =q" cos‘m_i—g% v

Cy__p(m+1 ,3)—(3)\_{_"(1%—{—1 , p)%

~

Cosi pure, se & invece A< n si troverd:
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y)\-—am cosgm+2§w C (m—1 °)—{—(——l)n—)‘D
71V P n__}\(m-i—l, B)
C(')\—_—BI)\ZO,

m 2m-4-2 .
By=—0a cos 2? % Cy. +n(m+1 B)—(—1)" A D,, _, (m+1) %

Infine, se h==n, abbiamo com’s facile verificare :

et

m 2
“)\=a cos

’ 2% z Oy gplm+1 B 4-Co(m-+1,8) %
o\ =F=0

m 2m+-2 (
B)\ns- —a cos ;3030)\—{—11(“2"}_1 y B)—Cy(m—+1,8)
Gli sviluppi (12) adunque, si ridurranno a
@1) TRy u==ty~0, cos g-+au,c08 29-+. . ..

Yisennu= B seng-+f3, sen 294. ...

ove i coefficienti o« e B sono dati immediatamente dalle formole
precedenti.

VIII. Per mezzo delle (21) noi potremo sviluppar subito le
funzioni:

cos u' —e sen o’
'8

'8

che si trovano nelle (10). Gli sviluppi si ottengono facendo
prima :

m=—3, n=1, poi m=—3, n=0
per la prima funzione; e facendo 900
m=—3, n=1

per la seconda; dunque si porra:



—_ 12 —

CLS;%—;ezio—{—&l cos g' & cos 2¢' . . ..
(22) :
sen U ’ ’
o Yy sen g -Fys sen 29 +....

ove ie £, % son conosciute.
Per mezzo delle stesse formole (20) (21) si possono anche

sviluppare le funzioni cos #', sen #': basta evidentemente fare
nelle (20) (21)

m=0, n=1

e le (18) vengono modificate corrispondentemente, Potremo
dunque porre:

(23) cos u'=p;+p, cos g’} py cos 29"+ .. .
senu'==p, sen ¢'-pysen2g’ . ...
nelle quali le p, v son conosciute.
IX. Bisogna adesso sviluppare la funzione A—3 pei seni e
coseni di g’ per svolgere in serie tutto cid che & relativo al
pianeta perturbatore.

Abbiamo :
(24) A2=p2 1L y'32py' cos (r,r)
ove cos (r,7') & dato dalla (7). Inoltre:

l:: Il_a s ’
@25) r'=a'(1—e’ cos u)

¥'senf=a'V1—e?sen u' , 7' cosf=a cosu'—a'e
sostituendo nells (24) abbiamo:

(26) A2=Gy-}+G, cos -G, cos? ' Gysen v

ove

Go=0a"?+r?+2¢'a'yr sen (f-+1)
G,—=—2 [a'yrsen (f+T)+a'%]
Gy=0%"2

Gz=—2a"ryr sen (f+I").
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Siccome nel caso del pianeta si pud in prima approssima-
zione negligere ¢? cosi & facile ridurre A% in una funzione
periodica e finita di seng’ e di cosg’. Infatti trascurando e
le (23) unite colle (20) e (18) danno:

cos u'=—¢+}cos g’'-}+¢ cos?yg’
sen ' ==sen g'-}1e sen2¢g’

Sostituendo nella (26) e negligendo ¢? si ha facilmente :
(27) A’=Ly+L, cosg’ + Ly cos? '+ Lz sen g'+L, sen g' cos ¢’
ove &:

Ly=a"+v*{-4a’ ¢'yr sen (f4-1)
Li=-—2[a'yr sen (f+I)+a" %]
Ly=—2d'¢'yr sen (f+T)

Lig=—=—2a"1,r sen (f-1")
Ly=—2d¢"y,r sen (f+1")

X. Cerchiamo di sviluppare la (27) in un prodotto di due
fattori binomi. Poniamo:

tanO' M g =

<

da cuil

28

(&%) . 20 , 1—o
sen ' =—— cos ¢' ===

1+0? 14-w?
sostituendo nella (27), essa diviene:

s Myo*4 M o+ M, o? 4+ M; o+ M,
(29) A= 1+ o)

ov

=021 -2a 7 sen (f4-1')4-2[a"r sen (f4+1)4-a?]e
Q g— — da"pyr sen (f1") (1—¢)

(30)  {My= 2[a'2H-r4-6a’ ¢'yr sen (f+1)]

Ms:: - Aa'yprsen (f4 I (1)

M,=a'24-r2—2a’ yr sen (f4-T)+2[a yr sen (f4- -I)—a'®]e

/-—\
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Ponendo ugunale a zero il numeratore della (29) si avranno
quattro radici o; , w; , w3 , ©;, e la stessa (29) diverra:

M
A2— (T—{_—L(]o"—)l (0—0,) (0—0,) (0 —wg) (0—0,)

Supporremo ora che la cometa non possa urtare il pianeta
perturbatore; allora 1’equazione precedente avrd le quattro
radici immaginarie, giacché A? non potrd mai annullarsi. Sieno
0,0, ed w;,0; le due coppie coniugate, si avri:

M
(Bl A= W&? (0?—oyo-f)) (0> —o0-+3)
ove
oy = 0 + 0, Bl =
og == 3 — O Ba == 0z 0

Rimettendo nella (31) il valore di ® dato dalla (28) ed os-
servando che risulta

LI cos® L g
14wl :
si trova, dopo qualche riduzione:
M 1--‘@, ’ 0(1 /%
8= 01 1B )11 5,)1— — 1 cos g — — seng’ ;.
(32) A 4 (1_1'(31)\1'}' Hﬁ) 1_*_;31 g 1—-&-31 g
1—_{3:’ ' ) ’
41 — 178, cos ¢ "1_{_5253“9
se infine si pone
M, ( =H
(33) 1 A4B)4-B2)=
i;gl =%, c0S (:{)1 1—1@[:(‘91 sen @4
1 ¢
%—;}—-SZ:% cos @, ﬁi—a————"pﬁ sen P,
2 P2



dalle quali

tang ¢,=

%
1§, 1—f
(34) Vi—pyte  Vi—g)rter
i its, 7 116,
la (32) diviene

(83)  A’=H{1—p, cos(g'—-P)} | 1—7; cos (' —Dy)}

e cosi A? & ridotto in fattori.
XI. Occupiamoci adesso di esprimere le », & per le (30).
Trascurando ¢, si trovano le due radici o, o, date da

o=(1+eW —1,  oy=——(1+e)V —1
Per avere ©j, o, approssimate smo ad ¢'? escluso dividiame
1’ equazione :

Mo*+M,0?4Myo?+Mgon M =0

pel prodotto

fo—(14+e )W =1} {o-+(14¢ )W —1}=et-(14-¢)
rimarra:
N,0*No | N;=0
ove :
N,=a 2+r24-2a"r sen (f4-T)+2[a"r sen (f+T)+a"]¢
N,=—4a'y,rsen(f+1")(1—e¢’)
Ny=—a">+r2—2a"yr sen (f4-T)—2[2a2++*—3a'yr sen (f+T)]¢

Ora, siccome, a noi occorrono ogw, e wz;+m, queste
posson subito ricavarsi dai coefficienti della precedente equazione
che ha appunto per radici i valori approssimati fino ad ¥
delle 0,3, 0, Abblamo quindi:
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0+ 0= 4ayr sen (f~H1" ) (1—e')

ST 2 L 20"y sen (f4-1)2[a"r sen (f+1)+a'2]e’
a’®+r2—2a'yr sen (f-+1)+2 [3a’yrsen (f+T) —2a3—r?]¢’
a'2+r?4-2a"yr sen (f4-I)+2[a"yr sen (f41) 4 a?]e

sicché si avra :
2a™r sen (f41)4[3a' 24+r2—2a"yrsen(f+T')]e’
a4 —{atrti—da'yrsen (f 1 1)} e

2a’y;7 sen (f4-I")(1—e)
a?ri— {a'2frd—da"yrsen (f41)) ¢

(;)3 Q)4=

g €0s Pg=
(36)

g sen Py=

Inoltre, per le precedenti, si ha :
0F0,=0, o toy=1+2¢
quindi:
¢ cos Py=—¢ ¢, sen &, =0
Finalmente 1' espressione (35) diviene :
(87) A?==H | 1+-¢ cos g'| | 1—p; cos (9'—Py)}
ove
(83)  H—(1+¢) (@131 —¢) +da’yr sen (F4T)e'}

Si pud osservare che ©,< 1, perché essendo w; ed ®, co-
niugate, avranno la forma :

Oz==m-|-in 0=m—in
da cui

o =2m By = m? 4 n?
.eppero ;

o 14-minid-2mn? 4. 2m2—20p0
e 1+ mi i -2m2n®-2m? - 2n2

<1.

epperd anche ¢, < 1.
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XII. Passiamo ora allo sviluppo di A—3%. Ponendo

A?=P

3

—_ . H

basterd sviluppare la funzione P °.
Si faccia ora

(89) g —Py=r—20, g'=2¢&:
avremo :

cos (¢’ —®Py)==-—cos 20.=—1-4-2 sen*
cos g'=1—2 sen%

e la (37) diviene:
A=H {1+4¢'—2 ¢ sen? £} { 14, —2 ¢y sen’ 6}

ossla

’

A2=H(1-+}¢") (1479) 1—~Tz—e~, sen®§ %1-—-%5@& 6 z

+ e
od infine, ponendo:
2¢ 20
i o — — 2 _cvs .2
(40) H (1+e/ (1+‘PQ) Z’ 1 + ¢ € ) 1+(P2 f‘
51 avra:
(41) A2=7,(1—¢? sen? £)(1—1? sen)

ove le ¢2,7® sono minori di 1, perch? tali sono ¢',p,. Si ha
dunque:

3

—3 - % 9 9 —__% 1
(1—e?sen?d) “(1—x?sen®)

(42) A =7
XIII. Svolgiamo in serie il 1.0 fattore; lo stesso svolgimento
potra poi applicarsi al 2.°
Poniamo:
S. N. Lib. VL 9
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—3
43) We=(1—c?sentd)
Applicahdo a W lo sviluppo di Fourier abbiamo:
W=+, cosé+ 13 c0s 28+ ...

la gerie riducendosi ai soli coseni perché
W(—8)=W(S)

I coefficienti son dati da
1 T
Y=~ | Weosifdé
™
—x
ossia:
1 0 1 T
7...=.—ch03£&0[£—{——— Weosifd§
T J—z TJo
o infine, facilmente si trova

2 T
-;.«::—fW cosiédé.
®Jo

Ma possiamo scrivere:

T
2 (3 o (2
Yim==— | Wecositdé—— [ WecosttEd§
TJo *Jr

e mutando § in 7—¢ nel secondo integrale abbiamo :

x n
2 2 2 2 N - £
Ti=~ | Wecosi€d&+— | Wcos(ir—if) dS
T Jo TJo

Ora, per ¢ pari abbiamo:
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T
~2
(44) *[g:é Wcos2i§dé.
TJ0
e per ¢ dispari:
Toip1=0-

Dunque la serie che da W sara

(45) W=+, co8 2§47, cos 4 &4 ...

XIV. Le 7 si riducono agl'integrali ellittici completi. Prima

stabiliremo una ricorrenza fra le 7; a tal fine consideriamo la
funzione :

1 —1
=_ (1—s%en%) Tsen2ié
Differenziandola, si pud facilmente ridurre alla forma :
21 2
¢7lRm'—7§(l~—¢-:a sené) Weog 217§ ‘ZH';T.: sen 27 & sen 28 W d§

ovvero:

(2 )

dR— W cos 2i ¢ de+£eﬂ@‘-;ﬂw cos 2 (i+1)5de

+% e (&;J_—l—)— cos 2(i—1)6& Wk

T

Integrando e limitando fra —= e m, coll'osservare che R
cosi limitata si annulla, otteremo:

(46)  4i(2—2)fa a2 — Draeen+et(2i4-1 Nae—p==0

che & una relazione fra tre y consecutive: basta dunque calco-
lare 7, e 7, per aver tutte le altre.
Si pud intanto esprimere la 7, per 7o. Infatti:
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T

4 f 2 cos2¢dt
To—=— —
TJ0 (1—esen%)?

e
g T
f2 cos 28 d B -fz 2 sen% d &
0 (1—e'zsen’&) ] 0 (1-——e~sen9c)7 —s’slen"E)E
™
2 é
dé 2 1—-e sen?)dé 2 dg
e e e
0 (1-—¢%sen?)? 0 (1 —¢%sen%) Poe 0(1—e%sen?)?

ki3 ™

2 2
ceﬂ_zf & 2 / dt
e Jo (1——e°zsen°"é)% e, (1— e®sen%)”

4 .
e moltiplicando per - s ha:

e2— 8
47) = Tot 3
( 2 (o ()‘(1___: enQ&

e nel secondo membro comparisce I'integrale ellittico completo
di prima specie che possiamo considerare come noto.
XV. Per avere v, prendiamo la funzione:

_t
=(1—e?gen?f) *sen 2¢.
Differenziando, potremo scrivere

2c0s2E dE e* dt 2 cosdédt
dZ= cty Ay 3
(1—¢2sen?t)2 (1—e%sen?§)? (1—e%sen2)T

Integrando e limitando fra 0 e g, se si moltiplica il risul-
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tato per »3 si trova:

L
2
g cos2§ d& 2 e?

T To— 57
®Jo(1— Qsen“l&)z 4'0 4%

Eliminando da questa la v, per mezzo della (46) ove si
faccia =1, diviene

28d¢
48 o8 2 —) 7,
( ) /(l—EJSLn &)I + € 70+(2 )72
Ora, collo stesso metodo tenuto per la determinazione di ¥, si
trova che

T nw ™

2 2 2
2 < , 9 1
COSQECM[:E 22 - g —;+~,f(1—easen9€)2d€
0 (1—¢’sen®t)? & J0 (1—esen%)? 0

S~

Sostituendo nella (48) abbiamo infine

o ™
2 2
(49) 02t o+ (2—H)py - 2 —2) J[ A8 10 cosensglas
TEJ0(1—e%sen? £)2

Questa colla (47), daranno i valori di 7,,¥s in funzione
degl’ integrali ellittici completi di 1.* e 2.* specie che compa-
riscono neile due equazioni. Chiamando F 1 integrale ellittico
completo di 1.2 specie, ed E quello di 2.% si ricava dalla
(A7) , (49):



4 E
[ gy
(50) 4 22 .
=y \2”?:?51%

e siccome gl’integrali ellittici posson ritenersi noti, per le (50)
e (46) saranno note tutte le .

Quanto al 2.9 fattore della (42), indicandolo con V, si
avra, analogamente:

(51) V=vy+vycos208+Fy,cos464 ....

in cui i coefficienti si calcolano con formule analoghe a quelle
che danno le 7. Queste si calcolano immediatamente perchd e
& dato dalle (40) per ¢ e la (45) sara convergentissima per-
che ¢ & piccola. Le v per ora non possono calcolarsi, perché
7% & funzione delle coordinate della cometa; ma si calcoleranno
in seguito.

Si vedra pit avanti che le quantita vy,v decrescono rapi-
damente in valore assolnto; dunque le serie dei moduli dei
termini delle serie W e V sono convergenti, e pel teorema di
Dirichlet, queste sono convergenti indipendentemente dall’‘ordine
dei termini.

XVI. Cosi & facile sviluppare A—3, perche

—3

—3
(52) A =7 VW,
e le (45) , (51) divengono, per le (39):

W=y, + 11,0089 +71,c082¢ +....
V =yy —vgc08 Dy cos g 4 v c0s 2 Dycos29 —. ..
— vy sen P, seng’ +vysen 2 Pysen g’ — L.

Si avrd dunque

(53) VW =04 N,cosg FNgco829 ...~
+ayseng + sysen2g’ ...
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ove, per la teoria della moltiplicazione delle serie:

o0
Ni= "% + 21(—1)"32 Vg, (Yansai + Yan—ai) cOS 12 @y
n=

ad eccezione di

o0
(54) No= 3 (—1)" vgu You cos n ®,
n—0

e inoltre
®

6= }_‘1 (— 1)1 £ van (Youtai — Tan—gi) senn Py
P

colle seguenti avvertenze:
1.0 Quando si presenta y_m, questo sara un simbolo che
s'interpreta coll’eguaglianza:

'[—m = Tm

2.9 Quando in (7a,49i - Yom—ai) 51 presenta 7y, questo dee
cambiarsi in 27,.

Si osservi che'la (53) & rapidamente convergente, perché
le 7 impiccoliscono con rapidita,
Introducendo la (53) nella (52) si avra:
(55) A=3=Xkj {- A cosg +rgcos2¢ +....
+o,seng +oysen2g 4 ....

ove abbiamo

- 1 3 @0
)‘i =17 279‘ Yo + E Z I’ };l(_._l)n You (72"+2" +72u'*‘2') cos 1 (I)o
(56)¢ s
<5¢= 12 % S(_l)" 1 Vo (Yausai — Yan—gi) SE0 1 b,

XVIIL Per lo svolgimento delle (10) mancano tuttora le
funzioni
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. , , 1 , 1
(cos u ——-e)E3 sen ' . 45

Ora cos %' — ¢’ si ha dalla 1.° delle (23): sicchd bastera
moltiplicare le (23) per la (55). Si troverd

’ ’ 1 ’ ’
(57)  (cosu —~e)F=y0+yic0sg + Y0829 + ...
+ x,seng J-xysen2g 4 ...

ove:
1)
yi:(?o“‘el))\i’i‘é E Pn()‘n“‘—l—)‘n—*f)
®=(py—e)3i+} El P (Opri-F0,—i) 1% Z+1 P (Fnsi—Cu—1)

eccezione fatta di
[o o]
Yo=(py—€ N +3 21 Prtn

e in queste, colle avvertenze precedenti, si tenga o,==0.
Analogamente:

(58) :senuAl3 8,12, cos g'+25 cos 29'-. ..
~w, seng’-+- wysen2g’+-. . .
ove:

2 == 3 2 Pons (Gm-o' —Gy—i) - F % Z P'” (Onsit-On—s)

n_ 1 n:@

= N pit E o (s - o) + 5 Z M (osi — i)

n=1 n=1+41

ad eccezione di:
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T AN
2) =3 {}‘ Oy Pn

nx=

colle solite avvertenze, e pn, =0,
XVIIL Col mezzo delle (22), (55), (57) e (58) le (10) di-

vengono:

aw,
(—Z—t—omMo—{—M, cosg' + Mycos2¢g ..

+ N, seng’ -+ N, sen2g ...

d ,
s | = MO MO cosgH M, Vo082 ..
+ N,Wseng’'+ Ny sen2 o'+ .. ..

| gtg = M,® 4 M ®cos g'+M,® cos 2¢'+ ... .

\ + N®seng +N,®sen2g'+....

ove

M= Py; — &) 4-Qz; + R\
N;=Px; + Qw,—y) + Ro;
MW =8 (yi—&) + Tz
(59) N = 8z, + T (wi—)
MO =T (g—8) + V &
N = Uy V (w0~
Nelle (59) i coefficienti son funzioni soltanto delle coor-

dinate della cometa; sicché le coordinate dei due astri restano
separate .

. 2.

I. Dopo aver ridotto le equazioni differenziali del moto
alla forma precedente, sotto la quale saranno usate in seguito,
occorre adesso, per rendere praticamente attuabile la loro in-
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tegrazione, fare un canglamento di variabili. Introduciamo
quindi una nuova variabile k, legata alle antiche variabili dalla
equazione:

(1) sen u=+4p(1— Pcos?k)

essendo #, come avanti, 1’ anomalia eccentrica della cometa, e
p , ! due costanti per ora indeterminate.

Occupiamoci ora di ridurre le quantita relative alla cometa,
a funzioni di k; e prima operiamo per r.

Avendosi, dal moto ellittico:

(2 r=a(l—ecos u)

se sostituiamo per cos u il valore che si deduce da (1), si tro-
va dopo qualche riduzione:

(8) r=a|1—e+ep?(2—2043 ) —ep?® (2—1%) cos 2k-|-{ ep* It cos 4 k|

la quale dico che rappresenta una sola porzione di ellisse com-
presa fra due raggi p; p, arbitrari e che dipendono dai valori
dip,l!.

II. Infatti, si deduce dalla (1) che k deve farsi variare
solo in un quadrante perché facendola variare oltre un qua-
drante, si ritrovano gli stessi valori di » in ordine inverso,
epperd la (3) dard gli stessi punti dell’ellisse, benche percorsi

. . . . . ™
in ordine inverso. Facciamo adunque variare & da 0 a o Po-

nendo in (8) k==0, » prenderd un certo valore p;, dato da

@ b 1—e + 2ept 20 p2 1 — dog?l2)

e che dipende da p,l. Si potranno dunque determinare queste
arbitrarie in modo che p, abbia un dato valore compreso fra
a(l—e) ed a(l4-e). Per cid basta risolvere la (4) rispetto ad I,
ritenendo p, come dato. Si avra:



1 —a(l—e)
izl_‘_; Py 7
) ! P l/ 2ae

Questo valore posto mnella (3) fa si che per k=0 viene da
essa rappresentato il raggio p,, che & quello corrispondente

all’ anomalia eccentrica u, data da:

(6) ;=2 arc sen [p(1—1?)]

ove 12 & dato da (5), e che si ricava facendo k==0 nella (1).
Nella (5) la p resta ancora indeterminata.

. T R
Ponendo ora in (8) kmg la » assumerd un’ altro valore py

dato da:
@ pe—a(l—e-2 ¢ p%)

Da questa potremo quindi determinare la p in modo che
po abbia un dato valore. Si avra:

=

e per questo valore la (3) dara per k:% il raggio p, che cor-

risponde all’ anomalia eccentrica u, data da:

o

9) %, =2arc sen(4p)
2
T
5
II1. Sostituendo la (8) nella (5) abbiamo:

che si ottiene dalla (1) col fare k=

g_)_,__—:a(r—(;)-
pa—a(l—e)

(10) P=lit)/
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e prendendo per p, 12 i valori dati dalle (8), (10), la (3) rappre-

senta la parte di ellisse compresa fra i ragol p, e py, perchd la k

variando con continuita da 0 a /& la u varia pure con continuita

da u, ad u_, epperd tutti 1 raggi compresi fra p, e p; vengono
2

rappresentati.

Se si pone per semplicitd :

(11) - [/ a(1~e)

valendosi di questa e delle (8) (10) la (3) diviene:

(12) r=a{l—e4-§ (P’ 4T 2 pg) +elg®—p®)cos2k + }1 e (pEqg)?cosdk

ove i segni superiori od inferiori debbono prendersi, secondo-
chd in I si prende il segno -+ o il segno —.

Si pud osservare che le p,q sono comprese fra 0 ed 1.
Infatti il massimo e il minimo di p, e py essendo rispettiva-
mente a{l-+e), a(l—e), la proprieta & evidente sostituendo
questi valori nelle (8), (11).

Resta a vedersi ora, quale delle due parti in cui resta di-
visa 1'ellisse da p, pa, sia quella rappresentata da (12).

IV. Per un dato valore di £, la (1) da due valori per u ai
quali corrispondono due raggi simmetrici. Per togliere que-
sta ambiguita, ora che si tratta solo di fissare la posizione di
un raggio vettore, sbabiliremo di contare # da 0 a w e da 0
a —x a partir dal perielio: e inoltre di prendere per « 'arco
positivo o negativo che ha il minimo valore assoluto.

Cid posbo, supponiamo di prendere nella (10) il segno —;
sard allora 12> 1.

Le (6), (9) divengono allora, per le (10), (11):

uy=2arcsen{ Fq) u, =Zarcsen(£p)

2
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Se nella (1) si prende il segno superiore, si ha da queste,
per la convenzione precedente, che p, sard al disotto e p, al
disopra dell’asse maggiore: e l'opposto avviene se nella (1) si
prende il segno inferiore. Ora se p, py son diversi da a(l—e¢),
a(l-t-e), per u==0, la (1) da

0=1—12cos®k

da cul

13) k== arc . cosll

N L L1
e y & reale, perché & ora I2>1 epperd 7<C1. Dunque a

ko corrisponde il perielio, com’& facile verificare dalla (12);
epperd questa, quando nella (10) si prende il 4, da la parte
d’ ellisse compresa fra p; e py che include il perielio, pren-
dendo in essa (12) 1 segni superiori.

V. Supponiamo invece di prendere mella (10) il segno —.

Allora 12 <1, se il radicale <C1; e le (6) (9) divengono

uy=2arcsen (£ ¢q) “rp=2arcsen(+p)
2

epperd se nella (1) si prende il 4, i raggi p, p, saranno en-
trambi situati al disopra dell’ asse maggiore; se nella (1) si
prende il —, 1 raggi suddetti saranno entrambi situati al
disotto. Ma in questi casiil perielio non & rappresentato, per-
chd essendo 12<1 la (13) da per &, un valore immaginario;
e per la posizione di p; py non sard quindi rappresentato nep-
pur 1 afelio.

S1 pud osservare che per avere ! reale bisogna che sia pj <[pa
come si vede dalla (10).

Dunque prendendo nella (10) il segno —, la (12), ove si
prendano i segni inferiori, rappresenta la parte d'ellisse com-
presa nell’ angolo <« che fanno 1 raggl p; e py: e questa
parte sard al di sopra dell’ asse maggiore se in (1) si prende
il 4, al disotto se si prende il —.
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Accenniamo soltanto, che per mezzo della (12) si pud, come
caso particolare, rappresentare la semiellisse superiore, inferio-
re, laterale destra e sinistra.

VI. Il cangiamento di variabile ora effettuato non puo dar
formule che rappresentino una parte d’ ellisse racchiudente
I'afelio. Per far cid bisognera fare un’ altra posizione, cioé
porre

(14) cos yu==4p (1—0%cos? k")

essendo A’ la nuova variabile e p’,!' due arbitrarie che posson
determinarsi in modo che ai 1alori estremi di A" corrispondano
due dati raggi vettori p, e p,. Sostituendo la (14) nella (2) ed
operando come avanti si troverebbe:

(18) r=a{14e—3e(p?-+4°F 3P ¢')—e(q®~p"*)c0s2k’ — ;f e(p'+q Peosdh

ove

S~ Sdlte) —p
(16) p —l/——‘—ZTze v ‘/ 2ae
e si ha
17 AV S
an a(1-+e) —pq

Si vedrebbe, come nei %' IV e V, che se nella (15) si
prendono i segni superiori, essa rappresenta la parte di ellisse
racchiudente 1'afelio, compresa fra i raggi p, e py, dei quali
py & al disopra dell’asse maggiore e p, al di sotto, se in (14)
si prende il 4 ; avviene 'opposto se nella (14) si prende il —.

Inoltre, se nella (15) si prendono i segni inferiori, essa
rappresenta la parte dell’eilisse compresa nell'angolo <= fatto
da py py: e detta parte sard situata al disopra dell’ asse mag-
giore, se nella (14) si prende il —-; al disotto, se si prende
il —.
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VII. Per mezzo delle due nuove variabili k, k' che possia-
mo chiamare rispettivamente anomalia parziale inferiore e su-
periore, si pud rappresentare tutta 1’ ellisse, dividendola non
solo in due parti, come avviene se i raggi p, pa della (12) sono
gli stessi che quelli della (15), ma spezzandola in quante parti
si vuole, rappresentando ciascuna con una formola analoga
alla (12) o alla (15). Si pud mostrare che in queste formule i
coefficienti delle variabili & o k' posson rendersi piccoli quanto
si vuole. Infatti considerando la (12) e in essa i segni supe-
riori: per render piccoli i detti coefficienti basta prendere p, pg
vicini al perielio, perché allora le p; p, essendo minori di a
possiamo porre :

b= a(1—) b = a(1—1)

ove ¢, 7 son comprese fra 0 ed e: e le (8), (11) divengono

_ e _ Je—=
p |/2e 1 I/Qe

il che mostra che le p,q decrescono quanto .pilt p; py son vi-
cine al perielio e cosi i coefficienti di A nella (12) son piccoli
quanto si vuole.

Se invece nella (12) si prendono i segni inferiori, per render
piccoli i soliti coefficienti, basta prendere i raggi p, p; poco
differenti, perche tali saranno pure le p,¢: e 1 detti coeffi-
cienti sono :

1
flg®—p*)  ed e (p—gP

Lo stesso avviene per la (15): nel caso che si prendano i
segni superiori, i coefficienti di £" son tanto piu piccoli quanto
pi le p’', ¢’ son vicine all’ afelio.

Si vede perd, che quanto pitt son piccoli i coefficienti delle
(12), (15) in tanto maggior numero di parti bisogna aver di-
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viso 1'ellisse ; del resto il vantaggio di questo metodo sard
meglio apprezzato pil avanti.

VIIIL. Bisogna ora ridurre le equazioni differenziali del mo-
to, funzioni della nuova variabile. Per brevita, faremo la sosti-
tuzione solo nella prima di dette equazioni, anche perche lo
stesso metodo deve tenersi colle altre.

Si ha

aW, dW,dt

(as) aE = ar

sicché la prima delle (59) a cui limitiamo il calcolo, diverra

19) %’:AO—{—A,cosg'-{—A.gcos2g'—}—...
+ B,seng + B,sen2g 4 ...
ove
dt di
20 Ai:Mid_;i’ B,=N; T

Ma dalle formule del moto ellittico si ha

ndt= r du
a
sicch@
dt_rdu
"k dk

Differenziando la (1) ed eliminando la u si trova, col ba-
dare alla (10)

at r +2(ptqg)sen 2k
" dk T a V1—p+(ptq)cos’k V1tp—(p+q) cos*k

(21)

Sostituendo questa nella (20) e badando alla forma delle



P,Q,R date dalle (11) ove le p,0,I',7 debbono ritenersi co-
stantl, & facile vedere che le A;, B; prendono la forma

(22) A;=Xpr+4+X,rosenf+X 11'cos}"—|—‘(4(1cos]")2
+}x5r005frsenf—i—XG(7 sen [ )2

ove le X sono funzioni delle costanti e delle stesse quantita
r,rsenf,rcosf.

Infatti, le X contengono le X\,o,x,y,#,w che entrano
nelle M; N; (60); e le dette &, 5 ,ec., dipendono dalle v, che,
come risulta dal n.9 XTI e segg., sono funzioni di * epperd di p,.
Ora dalle (36) & chiaro che ¢, & funzione di #?,rcosf, rsenf:
epperd anche®le X saranno funzioni di queste quantita, e po-
tremo scrivere

A,=F¥(r,rsenf,rcosf)

essendo F il simbolo di funzione: e forma analoga hanno
16 B{ .

IX. Per ridurre ora le A, B a funzioni di % o di ¥/, sic-
come la 7 & gid espressa per queste quantita mediante le (12)
(15), resta solo ad esprimere per k, o k', rcosf,r senf.

Pel moto ellittico, si ha

rceosf=acosu —ac
(28) % rsenf=qsenu} 1 — ¢

Se da queste eliminiamo % mediante la (1), abbiamo:

el cos f==a {1—e— (P +2Fipg)—(Q*—pHcos 2k — | (p9)*cosdk}

rsenf=tal’'1-2[(pF¢)—(p+q)cos2k ¥ 1. ——D+(Z)+O)COSQAI’ 1+p (p£q)cosk,
e se invece eliminiamo u servendoci della (14) avremo:

(reosf==af —1—e+-}(0"*+qFip' V(g2 —p Heos2k 4 1(p +q')Peos 4k’

(rsenf=%aV 1-2{(pFq¢)— (p'+q") cos 2k']

V1—p' +(p' ¢ Ycosh Vl—}—l)’——-——(—]J'i q)cos*k
3

(25)

8. N. Lib. VL
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Se poi nelle (18),(19),(20) invece di &, prendiamo £, la (21}

diviene :

dt 7 F2Ap'+q)sen 2k’
(26) n = ; — e
Ak aVI—p+(p'+q) co?k V14 p —(p'+q) cos® k

In tutte queste formule, il doppio segno interno & relative
a quello delle (10) (17); e 1"esterno ha relazione con quello
delle (1) (14).

Si pud osservare che anche in queste formule 1 eoefficient:
di &,k possono rendersi piccoli gunanto si vuole, per le ra-
gioni esposte al n.o VIL § 2.

Per mezzo ora delle precedenti relazioni not possiamo ri-
durre i coefficienti della (19) a funzioni di & o di k.

Dopo di c¢id, resta da ridurre in funzione di & o di " an-

e¢he la ¢’ che comparisce nella (19). Ecco come cid pud
effetbuarsi. Si ha

"=nt+ ¢

essendo ¢ la longitudine media del perielio; quindi la (19}
diviene:

(27} g?o:(}o +C,cos¢ 4+ Cyeos2¢+. ...
4+ D,senc +Dysen2c'+....

ove

(28) Ci=A;conin ¢t -+ Bisenin' ¢

D;,=DB;cosin't—A;senin ¢
Ora le A, B son gia ridotte a funzioni di /; per ridur tale
anche £, non si ha che ad integrare la (21) e si troverd, indi-

cando con F il simbole di funzione

t—F (k)



Sostituendo infine questa espressione di ¢ nella (28), il secondo
membro della (27) pud ritenersi espresso in funzione di k, e
tenendo un metodo analogo si potrebbe esprimere in funzione
di k',

X. Effettuiamo ora la trasformazione delle A; B, sinora
semplicemente accennata, ed anche quella di ¢'. Bisogna percio

sviluppare in serie i radicali che entrano nelle (21), (24) ec.
Poniamo

R=191—p - (ptq) cos’ k

(29)
8 =V 14p —(p+q) cos? k
ossia
B = (1) [1— " senr 1 11
+q
(30)

I + 1
8 = (14p)* [1—E=7 cos® 1]

Svolgiamo in serie R—1, S—!, ponendo

-3
H-‘H—
IR
[
%

PEyq 2

T —°
e adoperando lo sviluppo di Fourier.
Per R—* si ponga:

(31) (1—nPsen® k) * =1y, cos 2 k41, cos 4 k...

ove

-

2 -7
(32) t%:é [ cosZzlxd_,li
z Jo V1—u2sen?k

e la forma di questi coefficienti come anche 1'annullarsi delle
Tyiey Si posson dimostrare come al n.® XIII del §. 1.
Per S—! si ponga invece
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—1
(83)  (1—<cos®h) *=C;4L cos 2 h-4-L, cos 4 kit ...
essendo

COS2l]i dk
(4 j L

1—e2cos?h

XI. Per calcolare le ©, { stabiliremo una relazione fra tre
{ successive, e poi si vedrd che le t si deducono facilmente
dalle . Prendiamo la funzione

e==(1—e2 cos?® 7c)z sen2ik
differenziandola, potremo scrivere:

AW 24(1—=? cos”)cosszd.'"_‘_ezsenZHcsondek
(1—s? cos?k)* (1—¢2 cos?k)?

Sostituendo ai prodotti dei seni e coseni le somme di cose-

.. . . T .
ni, integrando, limitando fra 0 e 51 siccome

T

[WE —

sl avra:

(35) 44— lu— (2i41) Gy — (27— 1)Ly =0
che ci fa conoscere tuthi i coefficienti, dati che sieno §, e 053

e questi si ottengono mediante integrali ellittici completi.
Infatti

™

4 ("2 dk
S e
0 (1—=ecos*k)?
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essa diviene

mutando in questa 1» k in T k,
S dk

4/2
=g o (1—e?sen’ k)

che & 'integrale ellittico completo di prima specie
Facendo poi lo stesso cangiamento nella equazione

cos2kdk

CZZJL_/‘ (1—6‘2 (3OSQ k)2

si ottiene
1 ,.7; cos2kdk
_/ (1—¢? sen? A)

CQZ‘—‘“

N\.—

™
2 e2sen2kdk +dk—dl
I

ma E‘ fﬂ;ﬂﬂe Vedere Clle S1 ha
2 f——— 9
O (1—‘: sen I’C)

s
2 ak
c?

cos2hdk
L= 1
0 (1—e?sen? k)?

ff
0 (1 —e? sen?k)?
¢ quindi

T 29 e 2
L = (1——5 senel()20llm
& Jo (l— e‘senell E

per cui ¢, & espresso per mezzo degli integrali ellittici com-
pleti di prima e seconda specie. Quindi (§. 1. n.” XV.)) abbiamo




4
< CG-'——--:F

36 (3
(36) 9

—e?

4
( CQ:T—C c2 F—

e2x
talche le ¢ posson considerarsi come note.

XII Per dedurre le = dalle ¢ si cambi nella (34) % ing -k

si troverd, per ¢ pari:
T
‘ 4f§ cos 24k dlk
2i == — X
TJO (1—e?sen? 1)®

i

4 72 cos2ikdk
Loi==— — T i

14
TJO (1—s?sen?})?

e per ¢ dispari

sicche indicando con £(a2), © (3?) le funzioni £, t quando il mo-
dulo sia o2 ,(?, potremo scrivere, per la (32):

(37) ti (1%) == =& Gai (1)
epperd le t si calcolano come le .

Si pud osservare che nel caso che sia 2=

1

—

decrescono rapidissimamente. Infatti si trova per 2 =
5 = 0,0000004
e mostreremo che si pud sempre rendere contemporaneamente

N 1
2, &? poco diversi da 3
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Nella (21) comparisce il prodotto (R .S)~'; per ottenerlo
in serie, si moltiplichino le (31) (33) e si avra:

(33 (B S)_1=[(1+p) (1)) 2wy g cos2h-t-04c08 4+ ..

ove &

1 o0
(39) Wy; == Ty Cai + ‘2‘ E Ton (Cgmzi t an—gy)

m==]

ad eccezione di

1 o0
(’)@:to CO +‘2" 2 Ton Cv_)n

a—1

XTII. Sviluppiamo ora il prodetto R S che comparisce nella
(24). Per la R, si ponga:

L
(40) (1= sen® k)* =w;trycos 2k 474 cwsdk+ ...
ove &

™
1 [2 L
41 roi = (1—rP?sen®k)* cos 24k dk
0

e per la S sl pud porre:

(42) (1—22 cos? k)%zso—j—sz cos 2k + s cosdk ...

in cul avremo:

™
2 11
(43) sgi=%/ (1—e2cos? k)* cos 2ikd k.
“J0
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Le # si calecolano, vedremo, come le s e queste ultime si
deducono con facilita dalle £. Infatti eseguendo per parti l'in-
tegrazione della (43) avremo :

™
2 [2sen2iksen2kdk

Sai == — — v
FJO0 (1—e?cos?h)?
ossia
. .
¢? 2¢os 271 —1) k—cos 2(++1)k ,
821' = — 2 " T (,l ]t
tTJo {(1—e%cos?k)?

o infine, badando alla (34):

E)

N e”
(4:4) Szi = —8—7: (C.QHQ - CQJ—Q)

e cosi le s son date per le £, La sy non & che 1’ integrale
ellittico completo di seconda specie, come si vede mutando k
T

i#2—k.

Con dimostrazione analoga a quella fatta al n.® XIII. si
troverebbe

(45) Yoi ("12) = I Sy ('ﬂg)
e in questa e nella (37) il & & relativo ai valori pari o dispa-
ri di 4.
Effettuando ora il prodotto R . S abbiamo:
(46) RS=[(14p)(1+q)]* té+bscos 2k + &, cos 4k + ...}
ove:
o

(47) df"ll =10 S +i 2‘ Yan (&_gn@: + S:W—Qi)

n=—
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ad eccezione di
©

Z

({)0 — 7'0 30 + é El 7‘0,1,8:2”;
n=

in queste e nelle (39) debbonsi tenere le stesse avvertenze
fatte avanti: cioé si dee porre

Sm == Suc e =L
ed ove si trova s,,(, si dee sostituire 2s,,2¢,.
. i 1

Tutte queste serie son convergentissime se 772 , € sono <—2;
ora & sempre possibile vender piccole quanto si vuole le 72, ¢,
er 'osservazione fatta al n.0 VIL
P

XIV. Merita qui speciale menzione un caso particolare co-
modissimo in prabica, cioé¢ quando i raggi estremi, da bande
opposte dell’ asse maggiore sone uguali fra loro. In questo

caso & p==q e bisogna prendere i segni superiori nelle (29).
Con facili trasformazioni, da queste si ottiene

(48) .Rszvl_pgl%«cos‘ik

5)

-]

e con un secondo cangiamento di variabile si possono svolgere
direttarnente i prodotti RS, (R S)~!. Si ponga:

1+4-cosdk
1toosdk sen? h

2
essendo % una nuova variabile: da questa equazione si ha

senfh=+cos2k
ossia

(49) Oh—4h+=

e di qui risuita che, mentre 4 varia in un quadranie, la %
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deve variare in due: epperd diremo la h anomalia doppia. Con
questa posizione la (48) diviene

1
RS = (1 — p?sen?h)?
e sl ha
(50) RS=p,+ ncos2h-}pcosdh}...

ove

R

o e [ = psen? i)t cos 28k d
TJo

e queste si calcolano come le ry del numero precedente, giac-
ché si vede subito che

(51) . pai == 19 (p?)

Pel prodotto (R S)~! possiamo porre

(52) MRS)~t =10, +oco82h+cosdh -+ ...

id
o [ 2 cos2ihdh
Poi = — N
Y0 (1—p?sen® h)?

ove

le quali non son che le t ove invece di 4* sia posto p% e perd:
(53) ai = 7ai (p%)

Ma per le (37), (44),(45) abbiamo:

Pai. = i 18]—;:<C27’+2 (pg) - CQ,:____Q (pg) >
€ = + &, (p?)

e cosl, calcolate le ¢, si hanno subito i due sviluppi (50) (52).
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Vedremo in seguito la grande importanza pratica di questo
caso: s’ intende perd, che usando questo metodo, bisogna sosti-
tuire in tutte le formule il valore di & desunto dalla (49).

XV. Ritornando al caso generale, ed occupandoci per ora
esclusivamente dell’apomalia inferiore, possiamo ritenere svolte
in serie le formule di trasformazione (21) (24); giacché sosti-
tuendo in queste le espressioni date dalle (38), (46) ed unen-
dovi anche la (12), esse prendono la forma:

r=ay+4 aycos 2k +a,cosdk 4 ...
reosf==1by+bycos 2k +b,cos 4k + ..

(54)< 7'senf—-c0—}-cgc032k+c4cos4k+060056k—}—

(5—1{=clgsen2k—{—disen4k—}—d6sen6k+....

ove 1 coefficienti son costanti e calcolabili preventivamente
perché dipendono esclusivamente dalle p, ¢ . Le serie inoltre

son convergentissime se &* 7* sono poco diversi da~12, cosa
sempre possibile.

Ed ora bisogna occuparsi di svolgere in serie i coefficienti
(28) della prima equazione del moto, per mezzo delle prece-
denti (54). Ricordiamo, che nelle (28) le A,B dipendono, come
risulta dalla (22),da »,r cos f, r senf e anche dalle X,5,2,¥,2,w
che pur dipendono da queste qnantitd . Per conseguenza biso-
gnerd prima svolgere in serie le 72, @, dei num. XI, XII. §. 1.9,
dalle quali dipendono i coefficienti della (22).

XVIL Dalle (36) del §. 1. si vede che le quantita
g cos Dy , vy sen @y hanno la forma

Ar®+Brsenf+Crecosf+D
ErttFisenf 4 Greosf+-H
Krsenf+ Lrecosf
Er2 - Frsenf+ Grceosf+ H

< 0, cos Py =
(65). Z

P2 SN Po ==

Servendosi delle (54) si ha
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0 08 D _ Py+Pycos2k 4 Pycosdk4-Preos 6k ..

Q-+ Qacos 2k 4 Qycosd k4 Qgeos 6k .
R,+ Rycos 2k +Rycos 4k 4 Rgeos6k+4....
Qy+ Qacos2k 4+ Queosdk+Qgeosb6k+ ...

©y Sen (I),z =

e siccome il quoziente di due serie trigonometriche come le

N

precedenti & un’ altra serie della stessa forma cosi avremo:

g cos Py =10, + Mycos 2%k 4+ Mycos 4k 4. ...

56
(56) pysen Py =N, +Nycos 2k Nycesdk +....
Dividendo queste eguaglianze una per 1'altra, si trova, per
1" osservazione precedente, la equazione

(57) tang ®g =Ly, + Lycos 2k + Lycos 4 k+....

Quadrando le serie (56), sommando i quadrati ed estraendo
dalla serie risultante la radice quadrata, si troverd com’e
facile assicurarsi, una serie della medesima forma: talche
potremo porre:

(58) =K +Kycos 2k Kycosdk+4....

Le (57) (58) ci danno gli svolgimenti delle &g, ¢, dalle
quali dipendono i coefficienti della (22), poiché contengono le
quantita A,0,7,y,2,w.

XVIIL Ogcorre dunque sviluppare le quantity X, s ec. le cui
espressioni si trovano nei numeri XVI-XVII del §. 1. Ma le
dette quantith dipendon tutte dalle v date nel numero XV;
epperd ¢l occuperemo di queste.

Faremo prima due osservazioni:

1.2 Le v posson ridursi a serie ordinate per 1& potenze
di 7% poichg, coms risulta dal numero XV, le v dipendono da-
gl’ integrali ellittici, che si possono svolgere in serie ordinate
come abbiamo detto.

2.* Facendo le operazioni algebriche su serie trigonome-
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triche della forma di quelle considerate nel numero precedente,
si ottiene sempre una serie della stessa forma. Di cid & facile
assicurarsi, applicando le regole delle dette operazioni.

Cid premesso, ricordiamo che

22,
.f“}'! — T2

144,

per la (40) del § 1; per la (58) e per la seconda osservazione
precedente, si avra :

(59) M =H,+Hycos2h +H,cosd /i +....

e siccome le v dipendono da 72 come si & detto nella prima

osservazione, cosi per 1’ osservazione seconda applicata alla (59)
AYremO per v, e vy:

vo=G,y -+ Gycos 2% 4 G,cosd k4 ....
vge—=Q&' G5 c08 2k + G’y cosdn+ ...

-

Ora, le altre v dipendono algebricamente da queste: si
potra dunque scrivere in generale:

(60) vei==0 4G cos 2k4G,® cos 4k . . ..

XVIII. Per mezzo di guesta formula e della (57) & facile

sviluppare le h,s,z,y, 2, w, perchd queste (V. numeri
XVI-XVII, §. 1) dipendono dalle v, da @y e da Z. Ma questa
sl pud ridurre colle osservazioni precedenti alla forma:

3
(61) 7 *=H',--H',cos 2k+H', cos 4k} . ...

come pud rilevarsi dalla (40) e dalla (38) del §. 1..
Quanto alle funzioni sen n ®, , cos n P, che compariscono
nelle X, 5, osserviamo che si ha:
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n(n—1) o 5
cos 1 Py = cos" P, — 13 cos" 2 Py gen? Py + . ...
(62) '
-1VY(n-~
senn®y=ncos" 1 P, send,— n(’i L ;m—s—z-)cos”—ml)zsenﬁq)g—lm.

per la formula di Moivre: e inoltre

tg P,
sen (1)2 —_—
V1+tg2d,
PN
O = e,
Introducendo in queste la (57), per la seconda osservazione
del numero precedente, avremo

sen Gye=M' +M', cos 2k-FM’, cos 4h+
608 Py==N" -+ N’y cos 2h+N', cos 4A-+

(63)

e per I’ osservazione medesima, le (62) per mezzo delle (63),
assumono la forma:

sen n®y=—M (M, cos 2k4+M ) cos 4k} . . ..

64
(64) 2 cos n®y=N " 4-N,™ cos 2k-+N " cos 4k+ ..

Infine, siccome le v son gia state sviluppate, abbiamo nelle
(60),(61), (64) tutti gli elementi per lo sviluppo delle A,s date
dalle (56) del §. 1; e troveremo subito la forma:

N==h®D + 2D cos 2k +1Dcosdk....
6; =6," 4 6, Vcos 2 k + 05D cos 4 k.. ..

(65) %

col mezzo di quests si.potranno avere le altre (V. numero

XVII, § 1.):
Ti=xy® 2,V cos 2k + .. ..
(66) . yi=yo” +ysOcos 2k . ...
=294 2,"cos 2k 4 ....

wi=wOfw,Mecos 2k . ...



(69) Q=(m&m,yi~+mgz;—+ mgh;)
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XIX. Ora ricordiamo che i coefficienti A; hanno la forma:

(67) As==X,0r 4+ X,Or.r senf+ X1 cosf + X ,O(r cos f)? +
+ X;Orcosf.rsenf -+ Xg(r senf)?

e le X hanno la forma

(68) XD =9Q, + 2 psenw -+ Qpcos

in cui &

o +2(ptq)sen2k

V1—p— (ptq) cokV 1+4p—(p+q)cosk
§

essendo le m funzioni delle costanti note a,e,m' ,v,T, v, 1"

come risulta dalle (11) e (60), quindi sono costanti esse pure;

perd alcune di esse possono essere nulle.

Badando ora alle (29) (388) & facile vedere che si troverd
I equazione

+2(ptg)sen2k -
V1—p+F (h+q) cos iV 14 p — (p+g) cos? ko
=D,sen2% -+ Dysend k -+ Dgsenb6k - ....

(70)

Inoltre essendosi gia trovata lg forma delle &,y ,2,A, non &
difficile assicurarsi che sard:

(71) Q=0,0sen 2%+4Q,Osen 4 5+QOsen 6% +....

Infine sostituendo nella (67) per le X le loro espressioni, or-
dinando rispetto a pcosw ed a psenw e ponendo poiin luogo
dir,rsenf rcosf i loro sviluppi dati dalle (54) avremo la
forma delle A, :

A= (A0 sen 2 hk4-Ay, O sen 4 kA ;O sen 6 k4. .. .)
(72) +peosw (A, ,,Osen2kFA Osend k- ....)
+pseno(Ay,Osen 254+AOsend k4. ...)
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Col medesimo procedimento sinora tenuto, si troverebbe
B: =B,p9 sen 2 £ -+ B, sen 4 7 | ec.)

(73) 4 p cos o (B @ sen 2k 4 By,;Vsen 4 k + ec.)
+ pseno (By,,Wsen 2k 4+ By, O sen 4 & 4+ ec. )

e in queste i coefficienti A® e B® son funzioni delle costanti
note a,e.m' ,y,v,, ', ", e posson ritenersi come noti.
XX. Ma il nostro ultimo scopo & quello di trovare le espres-
sioni delle C;, D, date dalle (28).
L’ultima de'le (54) da:
dt=dysen 2k dk +dgsend bdl—+....
‘Integrando, abbiumo la forma:

(74) t=Qy+ Qeos2k 4 Queosd k4 ....

essendo Q la costante arbitraria che determineremo in seguito.
Ora si ha:

cosin t= 1 —

., L (in? (in' 8P
sentn t==in {— 133 Ti9345 ec.
ed essendo ¢n't della forma (74), saranno pur tali le potenze

di ¢’ ¢, per I’ osservazione fatta al numero XVII; sicche potre-
mo scrivere:

75) 08 i 0’ t==CpyitCyyi €OS 2h-}-cy cos 4hi4- ec.
send n' t==8,i-+8,,i cos 2hi+-sy, cos 4/} ec.

Introducendo ora mnelle (28) ghi sviluppi dati dalle (72) (73)
e (75) si trova subito:
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Ce=(Cy,y sen 2k-1-CO,,, sen 4%-|-ec.)
—+p cos o (CO,, sen 24-CO,,, sen 4%--ec.)
—+p senw (CO,,; sen 254CO,,, sen 4k-+-ec.)
D=(D®,,, sen 2k+D®,,, sen 4k-}-ec.)
~+p cos o (DO, 5 sen2k+4-DO,,, sen 4k+-ec.)
+p senw (DO, sen 25Dy, sen 45k+-ec.).

Sostituendo ora queste espressioni nella (27) e ponendo:

[ar & o " o
L oa 3 [COy, sen 2 k+-C®y,, sen 4k+-ec.] cosic

=)

<O
+3 [D®,,3 sen 2+DO, sen 4k—+ec.] sen ¢’

=1

a®_G reo LY/ RN : T
EZZ [CO,,, sen 2£--CO, sen 4k-}-ec.Jeos ¢
-an / i=0
(76) 0 .
-+ Y [D®, 4 sen 2k4-DW, . sen 4k+-ec.] sen i ¢’
=1
dE 2 _ .
F) [CO,; sen 2h+C1,,; sen 4k +-ec.] cosi ¢

=0

= :
-+ 3 [DW,,,; sen 2k-+DO,,, sen 4 k4-ec.] seni ¢

=1

essa (27) diviene:

dW, dY dd d=
(7 W_ﬁ+p cos wﬂ—{—p sen o o

e le p, o essendo costanbi, potremo integrare separatamente
ciascuna delle (76).

Analoghe espressioni si troverebbero per le altre due equa-
S. N Lib. VI 4
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zioni del moto (10) del §. 1; ma non contenendo queste p, né w,
si avrebbe:

W__§ [50, sen 21:+T0, sen 4k i ¢
Z;:“E[ o Sen 2k+4EO, sen 45+, . . Jcos i¢

(78) =0
(o8]
—+ 3 [F®, sen 2k-+F®, sen 4h+-.. .. ] seni ¢

=1

e cosi per ﬁ
P gk

XXI. Quando le equazioni del nioto sieno ridotte alla
forma precedente, la loro integrazione si pud immediatamente
effettuare. Ma la determinazione dei coefficienti in funzione
delle costanti, &, con questo metodo, praticamente quasi im-
possibile, come si vede dalle operazioni che abbiamo dovute
indicare per giungere a trovare la forma ultima delle dette
equazioni. Bisognerd dunque calcolare numericamente i coeffi-
cienti delle (76), (78) per mezzo dei valori numerici delle
costanti, servendoci di un altro metodo che c¢i fornira valori
sufficientemente approssimati pei coefficienti che cerchiamo.

Prenderemo soltanto a considerare la prima delle (76) le
altre trattandosi analogamente; e la scriveremo pilt semplice-
mente cosi:

00
g—;czzz [C%y sen 2k+CO, sen 4k-+-ec.] cos ¢ ¢’

(79) =0
0's]
-+ Y [D®, sen 2k+D®, sen 4k+-ec.]sen ¢’

=1

Se ora, generalmente, A & una funzione di p sen o,
pcosw® come la (77), indicheremo con A, la parte di A indi-
pendente da pcoso® e da psen w. Quindi badando alle (20),
(27) e (28) di questo paragrafo e alle (60) del §. 1, e ricor-
dando che P, Q, R sono funzioni di pcosw, psenw, si ha
subito:



CO,ysen 2k 4 C,Dsen 4 k- ec. =
. . b,
== Po(yi—8) +QpziHRyhi] % cosin [ Por,4Qu(w,~ L)+ Rosi]%sen in't

(80) D@sen2k +D@send k 4 ec. =

at . i .,
=[P,z;-4-Q,(wi-y)+Rysi] gcosin t“[Po(yi_Ei)+Qozi+Ro)‘i]§ijc senin't

i valori di Py,Q,, Ry deducendosi dalle (11) del §. 1.

XXII. Le serie coefficienti di cosi¢’,senic nella (79) sono
convergentissime se la divisione dell’orbita & fatta in modo che
1% ,¢* sieno poco differenti da ; perché in questo caso abbiam
veduto che-le serie dipendenti da 72, ¢? son rapidamente con-
vergenti, e da queste derivano gli sviluppi delle C;, D;. Pos-
siamo dunque considerare clascuna di quelle serie coefficienti,
come un polinomio, rigettando tutti 1 termini successivi ad
uno p'ceolissimo che si sceglie ¢ome ultimo. Ora, siccome la

somma di clascuna di queste serie & data dalle (80), se ci
arrestiamo al termine /"™ avremo:

(81)  C9,sen 2k-+C,0 sen 4k ... .4-Cy sen 2k=1

ove abbiamo per la prima delle (80):

1)+

(82) I'==[Py(yi—&)+ QO#L—}—RO)\f]g%cosin't—{—[P“mi—l—Qo(wi

di .
_{_Rogi]()_lﬁ sen in't.

Cid posto, noi possianio calcolare la I' per un valore qua-
lunque di L senza difficoltd, perché basta calcolare le singole
parti della (82), P, Q4 Ry, %, & ec.; e le ), 5, y ec., si pre-
stano al calcolo numerico, perché dato £, si ha subito ¢, P, e 7?2
e la serie che danno A 5, ec., shno convergentissime. Calcolata
quindi T, e introducendo lo stesso valore di % nel primo
membro della (31), avremo un’equazione sensibilmente esatta
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fra le C® e indicando con I';, 'y ec. 1 valori calcolati delle T,
pei valori £y, &, ec. di £, avremo il sistema :

[0, sen 2k, 00, sen 4k} . .. .00, sen 21 k,—T',
(83) C, sen 2k,-+C0 )4 sen 44,1+ .. —I—C(’) ;i sen 2] ln——I')

C( k, sen OAZ—I—C(‘) sen 4/11-1— —{—C(') ; sen °l Al—lz

Le C son le stesse in ogni equazione perché indipendenti
da k; esse son le sole jncognite, essendosi calcolati anche
sen 2k, sen 4/, ec. ; inoltre abbiamo tante equazioni quante in-
cognite ; quindi il sistema (83) servird a darci i valori delle C
con sufficiente approssimazione.

XXIIL Si pud osservare che la risoluzione del sistema (83)
si agevola in pratica colle seguenti avvertenze:

Si prenda ! potenza di 2, e si ponga dapprima [—=2n.
Inoltre degli I valori delle & si tengaio per ora indeterminati
i primi », e si prendano gli altri » come segue:

(84) Feney—4 +ky, Fnsg=Zthe ... h=54k,

Sostituendo questi valori nelle (83) e sommando e sottraendo
le equazioni 1.* ed (n4-1)%, 2.* e (n-F2),.... n® ed 1% il si-
stema si scinde negli altri due:

(85) CO, sen 2k, 4-CO; sen 6k, 4. . . .-COy_y sen (21—2)k,=
e
(26) CO, sen 4k,+COg sen 8%,+-. .. . 4COy sen 27 k=B,
in clascuno dei quali r==1,2,3....n.
Quest’ ultimo sistema pud scindersi in due altri; poiche

per ipotesi si pud porre n==2n', e si possono determinare le
En'ers Byregy oo by, in modo che sia

T T ™
Fwaps L'I+ki’ 7>'n'+2:; thgy oo -/"n:;“*‘]"vl'
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Sostituendo mnella (86), ed operando come gia si & fatto,
questo sistema si scinde negli altri due:

CO, sen 4%,—+CO,, sen 12k,-4-..4-C%,;_, sen (21—4) k,=C,
(87) Cgsen 8k,—+-CO ; sen 16k,- . . ..C0,; sen 21 k,=D,

ove r==1, 2,3....%

Analogamente procedendo nel sistema (87), e determinando
altre #'" delle I, se n'=2n"", col porre:

t . ™
I‘,ﬂ”{q:;"l_kl. . .]1“'———‘8—}—76%”

quel sistema si scinde ancora in dme. Cosi continuando, si
giungera, se & [=2" al sistema:

Ci,, sen 27 f,+CO ., sen 27+ ==X,
2 2

per r==1, 2.
Se ora si pone finalmente

T
/‘9:2;71,-1_}‘.[

quel sistema si scinde nelle due equazioni:

CO  sen2m =Y C&  sen 214 ;="
21

9m 2

e resta arbitraria £ . Tutte le altre % si trovano con successive
sostituzioni espresse da

, 2 1—1
kl,ka;, kl_{-_zc-,....,izl—l—_z_,t

Prendiamo ora ln’i:{l[ poiché cosi non si annulla nelle (83)



— 54 —

alcun termine e le I risultano fra loro equidistanti: si avrd
allora: )

7 - 9 —3

R T

¢ questi saranno i valori delle L da prendersi affinché il si-

stema (83) si scinda in molti altri, ciascuno con un numero

minore d’incognite. ‘
XXIV. Per mezzo di questo metodo si possono ritenere cal-

colati tutti i coefficienti delle equazioni del moto, e in modo

relativamente spedito, poiché il calcolo delle I', (82), dipende
da quello delle P, Q, R, X, o;y @4y i, 24y wy, g—;—, cosin't,esenin't.

Dato un valore k, di k, si calcola subito la %2 del numero XII
§. 1, da cui dipendono gl’integrali ellittici e perd le &, y,a,#,w,\ 0
che si trovano facilmente calco'ate, essendo espresse per serie
convergentissime. Le P, Q, R dipendono da rsenf, »cosf: e
questi elementi si calcolano numericamente senza troppa diffi-
colta per mezzo delle serie (54) che posson rendersi convergenti
a piacere: infine Z—Z si calcola coll’ultima delle (54) e cos¢n't
si ottiene per mezzo del valor numerico di ¢ calcolato colla
(74), lasciando indeterminata la costante arbitraria.

Abbiamo dunque, come ci eravamo proposti in questo pa-
ragrafo, svolte in serie le equazioni del moto, in funzione della
nuova variabile, per mezzo della quale ci & stato possibile di
calcolare 1 coefficienti delle serie medesime con sufficiente fa-
cilita. ad onta delle grandi eccentricita ed inclinazioni delle
orbite cometarie.

S. 8.

I. In questo ultimo paragrafo ci occuperemo dell'integra-
zione delle equazioni del moto, gia ridotte ad una forma a
cui & applicabile I'integrazione immediata.
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Bisogna dapprima determinare la costante arbitraria che
entra nelle equazioni da integrarsi, e che fu introdotta nella
espressione del tempo data dalla (74) del § 2. Si prendera
percid per origine del tempo I'istante in cui k=0, ciod
quando la cometa passa pel punto dell’orbita che ha per

cordinate pj, wuy. (V. n0 IL § 2.9). Allora la (74) diviene per
t=0, 1=0:

O?‘Qo +Q9+QH‘ e

da cui

(M Q= — ¥ Qu

7::1

e cosi la costante & determinata: quindi i coefficienti delle
equazioni del moto posson ritenersi interamente conosciuti.

Prima ancora di pas-are alle integrazioni, bisogna dividere
Porbita in varie parti, per calcolare con formule analoghe a
quelle stabilite nel paragrafo precedente, le perturbazioni in
tutta 1’ orbita. Questo modo di divisione & arbitrario: abbiamo
perd gid osservato, che quanto pitt piccole si prendono le
varie parti dell’ orbita, tanto pill convergenti riescono le serie
che servono al calcolo numerico dei coefficienti.

D’ altra parte perd, pit sono le parti dell’orbita e pint
bisogna ripetere i calcoli sinora indicati: converra dunque
tenere un giusto mezzo per conciliare una sufficiente conver-
genza delle serie con un numero piuttosto piccolo di punti di
divisione.

II. Per effettuare le integrazioni noi sceglieremo il caso
particolare in cui si prendano due soli punti di divisione si-
tuati agli estremi dell’ asse minore. Questo caso corrisponde
all’ anomalia doppia di cui si parld nel numero XIV del §. 2.9,
ed in pratica & sufficientissimo, poicheé ora i raggi estremi che
dividono le due parti sono:

fr===a
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epperd la p? data dalla (8) §. 2.9, diviene

PP =

-

C , 1 . .
per 1’ anomalia inferiore ed anche p'2= 5 per la superiore: sic-

cha tutte le serie in questo caso dipendendo da p? o da p'? come
si vede al numero XIV, esse sono convergentissime il che
risulta dal n.0 XII.

Adottando dunque le anomalie doppie, bisogna supporre

di avere trasformate le formule differenziali, colla equazione
(49) §. 2.9 che &

(@) Qh=4k+=

™
a _:ela

Prendendo il segno inferiore, la % andra da -g o

(79) prende la forma

2717}: y [COy cosh | W, sen 2hC0, cos Bl . . . .] cos z"c'o

@
+3 [D®, cosh++D@y sen2h ++ DOycos8h. .. ] senic,

1=1

ove le C, D si deducono subito da quelle della (79); supposte
perd, queste, calcolate per p,=py==a.
Analogamente, per I’anomalia superiore, si troverebbe:

f%;...}:o[r ©, cosh'+T0, sen 2h'--TO, cos 3h' ... cosic

(4)
—-|—E [AD, cosh'+AD, sen 2h'+AD, cos 31/, . .] seni ¢’

=]
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e nella precedente, ¢’ indica 1’anomalia media del pianeta per
I’ origine del tempo che abbiamo scelta.
Tutte le altre formule differenziali relative a W, E, p, ¢
sono analoghe alle precedenti epperd tratteremo solo le (3), (4).
III. Avendo preso nella (1) del §. 2 il segno superiore, a

.. T . N . .
k=0, cio& ora ad h:—g, corrisponderd Pestremo inferiore del-

I’asse minore: ivi & 1’ origine e la indicheremo con 7. Rispetto

. . < . 4 T
poi alla (4) si pud far variare 2’ da, a 3, | e avendo preso

nella (14) §. 2, il segno inferiore, si ha che a

1" estremo superiore del detto asse, estremo, che indicheremo

eon 7. Si pud infine concepire una cometa fittizia che percorra

1" orbita con moto ellitico, essendo le sue posizioni determinate

dalle A, 1': e allora per ogni posizione della cometa fittizia,

le formule del moto ¢i daranno il luogo veale della vera cometa.
Integrando ora le (3), (4) abbiamo:

corrisponde

() Y=C+ ¥ F(h)cosic+3 fi(h)senicy
—0 =1
(6) Y==C'+% @yk) cos i o+ ¥ ) sen i o

ove le C, C' son le costanti arbitrarie da determinarsi; e

™) F.(h)=C®, sen h—1 C"y cos 2k} 10O, sen 8h—. . ..
fu(h)y=D®, sen h— D", cos 27+ L1DOy sen 3h—. . . .

e le ®, o; sono analoghe a queste rispetto ad 7' ed alle I', A.
La (5) da le perturbazioni di ¥ nella metd inferiore del-
I’ orbita, e la (6) le da nella superiore.
IV. Per determinare la costante C si indichi con Y il va-

lore di T per ¢==0; essendo allora h:—g, avremo :

Yy ==C4-BF (—3 Jeos icy - Sf.(— 5 )sen ic',
=y

=) =
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donde

C=T, ZF(—— Jeos ic'— f(—)senzco

e la (5) diviene

®  r=Y,—XF (-3 coszco—Ef(~ )seniec,

t—)

—|—‘§)Fi (h) cos i ¢y -+ glf (k) seni ¢y

Quanto alla (6), bisogna prima determinare la costante che
entra nell’ espressione del tempo. Sia ¢, il tempo in cui la co-
meta fittizia giunge in v": allora abbiamo

™
2

t:’:t[ h”: Y

e facendo tali sostituzioni nella espressione di ¢ per A/, ana-
loga alla (74), la costante vien determinata. Indicando inoltre

. < T o,
con ¢’y il valore di ¢’ per t=t,, e facendo nella (6) h'—,, ¢'=¢',

e T=1, essendo T, cid che diviene Y per ¢=t, si avra
I=C —l—?‘b( )00“01*1— ch,( )senw,,
epperd la (6) diverrebbe
9 I'_-Y——E(I) (ﬂcowc,—)cp,(‘)senzci
+ 2 D, (F)cosicy + 2 ¢ (') senic’y

Si pud perd esprimere 1, per 1.
Infatti osservando che Y, non & che il valore (8) d1 Y

per k=7 perche l'istante iniziale della (6) coincide coll'istante
finale della (5), si trova, facendo in (R) h,’—_—g;
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_]0+S‘[F( F(—3) ]coswo—{—Z[f, (3)— —fi(—5% )]%enzco

=0

sicche il valore (9) di Y nella seconda metd dell’ orbita, di-
viene:

=T0+E[Ff(2ﬂ)_F‘( _";) cosi ¢’y filg)—(—5 )]senic,
(10) =3 ®i(5)cosici—N o (5)senic,
—l‘E D, (W) cos ¢ 0'1—}—}: w: (R)senic

V. Terminata la prima rivoluzione, e la cometa ripassando
per ¥, bisogna tornare a determinare le costanti per la seconda
rivoluzione. Cid si fa nello stesso modo: solo osserveremo che il
valore di T della (5) in quell’istante sard T, e quello di ¢'sard ¢y,
Si pud poi eliminare Yy per mezzo della (10) poiche la Y, si ot-

tiene da quella equazione col farvi &’ :%‘E per la solita os-

servazione. Quanto alla (6), si fard lo stesso col chiamare ¢’g
il valore di ¢’ quando la cometa fittizia ripassa per ¥, e Y
il valore corrispondente di Y, che pud eliminarsi nel solito
modo.

Continuando con questo metodo, si trovera per la (2s41)*
semirivoluzione :

TY=",+3[F(5) Fi(——;i)]{cosic'o—}—cosic'ﬁ—{—...—]-cosz’c'gs—e3

1—0

+3[ i(3)— fi(—z) ] { senic’ j+-senic’y 4-..4-senic’se—s3
i:]
~-E[‘D(2£) —--(Pe(—g') { cosic, }-cosic’y}..4-cosic'gs—y )

=0
(11) —E["a( ) wi ( )] { senic’--senic’s -|-..~senic’ge—y
=1
—-EP ( )COS@C 28 S fi(:)senicvgt
=0

+ S F (R)cosic’ 2,—P—?f,(h)eem( an

1».:0 1\1



— 60 —
e per la semirivoluzione (2s-4-2)":
T=T0—{—EF,[(§) ——Fi(—g)jfco«ic'0+cosic'2+....+cosic'gsg
=0
—l—-E[ﬁ(;—)——f,(—g)] {senic’j-Fsenic’yt-....4~senic’y, }
=i
——EO[(I)I(QL) ——(bz(~z:)] | cosic’;}cosic’ ...~ cosic o v,g
(12) -—}:[zgl(gﬁ——%(——g—);senic'1+senic'3 ot sem‘c'%_ﬁS
=1 X

T . r ~ .7
——E@,(g)cosw QSJ,‘-—};@{;)semc a5t
1=0 b

=1
4 2 Pi(h Yeosic gsu—+ Sz (1 )senic’yen
=0 =1

VI T valori ¢'yc¢’y¢’;. ... si possono esprimere pei valori
estremi. Poiché la cometa fiittizia fa una r.voluzione sia a
partire da ¢ che da ¢ impiegando lo stesso tempo, segue che
occorrera lo stesso tempo t, affinche 1’ anomalia media passi da
cgacyedacy,ac, e. BHssendo quindi T 1’aumento che
l'anomalia media del pianeta acquista nel tempo 1, avremo:

Co=cy+T ¢;,=cy3+T=c,+2T ec
cos=0c¢y+sT

e inoltre, analogamente
’ ’ ’
cg=c,+T.... Cpoy=¢,+(—1)T
Quindi

cos ¢’y 4 cos ic'gf .. A cosicyg=

=cosicy[1+cosiT 4 cos2iT 4...-+cos(s—1)¢T]
—senic [sensT +sen2¢T ... Fsen(s—1)iT ]

e poiché per note formule trigonometriche si ha
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1+cosiT+cos2iTH...+cos(s—1)iT=
=1t Lsen(isT)cotg 54T — jcos(isT)

seniT 4 sen2iT 4 ... Fsen(s—1)iT =

=1lcotg LiT— lcos(isT)cotgjiT — Lsen(isT)

osservando che ¢’y + s T =¢ 5, abhiamo:

cosicy+ +Feosicy—+ ...+ cosicyy=

LT i ot . Cem ) ey iy
= I[cosico—senic cotg §iT—cotg T sen ic'ys— cos ic'y ]

Nello stesso modo, si troverebbero i valori delle altre som-
me di seni e coseni, ciod:

senicy+ senicy ...} senicy o=
. ’ . . ’ . ’ . ’ ..
= L[ senic'y4-cotg L i T cosic'y—cotg 57T cos ¢'os—sen i ¢'as ]
6081 ¢ o+ cosicy ... cosicy=
=4[ cosicy—cotg LT senic,tcotgsiT senicytcosicys]
senic o+ senicy ... senicy ==
P . « 1 . . .
Tlsenic'y+cotg L iTcosicy —cotg L iT cosic'y+-seni ¢'ys]
o8¢y 4 cosic'y -+ ... COSC ==
= L[ cosic',—cotg LiT seni ¢’ |+ cobg i T sen i €554y —C087 a5, |
senicy 4 senicy ...+ senicosy =

.« N . . - .
— I[senic4cotgfiTeosic—cotgi Tcosic osy—senic g ]

|

VII. Introducendo queste espressioni nelle precedenti for-
mule, per la (25-4-1)* semirivoluzione avremo la forma:

(13) r:T0+A+E B,‘COS ic 98 + E Cl sent ¢ gs—'}-E DL‘COS i C'Qs+1 '+'
i=0 =] i=0

=1 = =1

=

+ ¥ Biseni 'y + NI (h)cosicys W fi(h)seni Cgs
i==0

eper la (254 2):
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(14) Y=Y+ G-}—E H; cos i ¢'ys + N Kisenic'y - N Licosic o,
=0 =1 1=0

+ SMiseni ¢ g0y - ¥ ik’ cos i ¢'gseq + N i (W) sen i ¢ 5oy

=1 =0 =1

e in queste, le A, B,C....L, M sono funzioni dei coefficienti
delle (3),(4) di ¢’y,¢’, e di T; epperd sono completamente
conosciute. Determinando la Y, coll’ osservazione, la funzio-
ne Y risulta determinata da'le (13),(14) in tutta I’ orbita.

Nello stesso modo si determinerebbero le altre funzioni
W e Z, che prenderebbero la stessa forma delle (18) (14): solo,
invece di T, si avrebbe rispettivamente Wy e E;. I coefficienti
di ¥, E potranno indicarsi colle stesse lettere A, B ... ..
unendovi un’apice o due in alto; e cosi per le funzioni
Fosfi, @i, 0.

VIIL Integrando la (77) del §. 2.° si ha

(15) Wi=TT+4pcosoW¥ 4pseno =

senz’ aggiungere costanti arbitrarie essendo gia state aggiunte
alle Y,W¥, = ed anche determinate.

Ricordando ora che p,® son formate con T, come 7,/ son
composte con £, si avranno le equazioni:

peos®w=acosn—ace
(16)

psen o =—a ¥V1-¢2.sen
corrispondendo 7 all’ anomalia eccentrica: sicché

(17) nto=n—eseny

Si ha anche

_a(1—e?)

(18) p'==a (l—ecos ) p—ﬁl_{_ecosm
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Le (16) danno

; ,
f.?g:i‘i’=_a sen 'GZT‘ga
(19) d ' d
apsen® — adl
T aV'1 €. 008 o

e dalle (17) e (18) si ha

dn  na
— e
dr P

Sostituendo questa mnelle (19) ed eliminandovi senn e cos
per mezzo delle (16) si trova

dpcosm an sen ®
dt V1—e?
(20) d n e

¥

Derivando ora la (15) rispetto a t, e servendosi delle (20)
abbiamo:

aw, an 1— ¢

e =Ty Ysenow — W (peosw-fae)

Ma dalla seconda delle (18) si ha

a(l—e?)
P

=1-4ecosw

sicchd la precedente diviene

dW,  an \. .
(21) e Vite Ysenow-— W (coso-+e)
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IX. Si pud ora passare alla determinazione delle perturba-
zioni. Le due prime equazioni (1) del §. 1, possono scriversi
come segue:

ddz —_—
=N
dv (AW,
dt — *\dr
la linea sovrapposta indicando che si dee mutare t in ¢ e quindi
dW

p,o in 7, f nelle funzioni W, e 9, Ora, facendo 1'accen-

dr
nato cambiamento nelle (15) e (21) si ha:
asz -
7 =Y+ Wrcosf-+Ersenf
v
dy an

3 57— Lo =W Coos o)

Per effettuare queste integrazioni, bisogna anzitutto cam-
biar variabile, come si & fatto per le W, , p, ¢. Nel nostro
caso, introdurremo la A: si ha

de'_ ddzdt dv__dvdt
dhk — dt dh ' dh o dtdh
sicche
ddz flt
(22) = dh—i—lehrcosf—F.adhrsenf
dv an dt .
(23) ﬁ 2V1 dhsenf g ](cosf—l—e)

e analogamente per 1’ anomalia superiore.
Ricordando che ora

2h=414h —=
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12 (21) del §. II. diviene

dt r 2pcosh
n? e i A
dk a @ V1—p?sen? h

giacché & chiaro doversi, nell’attual modo di divisione pren-
dere 1 segni superiori in detta (21): e allora le (22) (23) di-
vengono :

doz__ At Lzt

7= dh+\l fj—_%7senf

dy 1 pcosh g _Poos h /
e S en — g T 1 Ccos el

dh V1 TVI—-p sen”’h senf 1— ( + )

X. Cio fatto, I'integrazione delle precedenti non offre alcuna

altra difficolth. Infatti, dalle (54) §. II. si deducono subito, con
dt

opportuni cambiamenti, gli sviluppi di +,#cosf,»senf, ¥/
pcosh

V'1—p2sen®h

per la (52) del §. IL. abbiamo:

non offre maggiori difficolta. Infatti

La funzione

lm‘gz»—“ 0—'}—'09 COS = 2h —t— 400S4:h~1—
—P°8

si avrad quindi la forma

peosh . =)y cosh -+ D3cos3h 4 d5co85hH. ...

Vi;-—?sengh

Con tutti questi sviluppi, e col ricordare le espressioni

&

delle Y,¥ o E, non & difficile trovare per ld. 7 la forma se-

S. N. Lib. VI 5
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guente, relativa alla (2 s-+1)* semirivoluzione :

S
o2

2z

h=®(P,cogh—}—chos3h+....).

_41_.&,

APysen2h 4 Prsendh4....)
4+ WX, cosh - Xo,isen 2 - Xy, 08 3 7 4 ... Je0s i ¢ 5

=0

(24) + [V icos b+ Yy,isen 24 + Y, cos 3 1 +...] sen i ¢ o

=1

+N[Viicosh + Vo,sen 2k + Vi cos 3 hf-...] cos ¢ ¢ g5y
1=0

+ N[ Wiicosh + Wy, sen 2k Wy, cos 370 +4-...] sen i ¢4
i=1

ove ® e A contengono gli elementi Y, W, e Z, da determi-
narsi coll’esperienza. Gli altri coefficienti son noti.

dv .
Per a7, S troverebbe una forma completamente analoga :

e cosi pure per 1’anomalia superiore h'.

®)
XI. Indicando in generale con F (%) la funzione:
a

(25)  FO,(hy=A |, ;senh—L Agicos2h - L Ayisen 3h —...

ed integrando la precedente, si ha

P o P,
S2=C+40 3,2 sen (2u+1Dh— A 2 cos2nh
°e i:ozn—l—lsn( )h 2an

(26) +2F,<f>(h)cosic'Qs+}]Fy«v(k)senic'eerEom(h)cosic'W
=0 =1 =
+SF,O (h)senic sy

si ha un’ altra espressione analoga per la parte superiore del-
I" orbita *
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Abbiamo poi da determinare la costante C che entra nella
(26) e quella che entra nell ospressione di ¢z relativa ad 7' .
Tal determinazione si fa in modo perfettamente simile a quello
tenuto per determinare la costante di T. Tutto dipendera
adunque da un certo valore iniziale di 2 che diremo 2z, ep-
perd la (26) dopo la determinazione di C, conterrz la quan-
tita €2,,Y,, Py, Z, di cui bisogna conoscere i valori nume-
rici

B facile assicurarsi che, determinata la C, la (26) pud porsi
sotto la forma

Be=—102+R4+V, S+ U, THEZ ULV

essendo R una costante determinata, perché funzione di ¢y, ¢’y
ec.:S,T, U,V funzioni di & espresse per serie trigonowetri-
che. Ora il valore numerico di dz, si ha subito, osservando che
esso & la differenza fra 'anomalia media ellittica della cometa
e quella realmente osservata in quell’istante.

I valori di Yy, ¥,,E, si otterranno con tre osservazioni
che dieno tre valori di ¢z. Indicandoli con ¢2,,82,,025 e
supponendo che essi abbian luogo in una data semirivoluzione,
pei valori Ay, kg, hy, di &, si troverd la forma

By =A) + A Y+ AW+ AL E,
82g¢:B0+B1YO+BQW0+BSEO
Dy =Cy+ C, Yy +C, ¥, +C, T,

ove le A, B, C son costanti numeriche note. Da queste tre
equazioni, si hanno i valori di Y, , ¥, Z,.

XIIL. Cosi la dz risulta completamente determinata.

In modo perfettamente analogo si determinerebbero le fun-
zioni v e Js: quest’ ultima poi pitt facilmente delle altre per-
ché non richiede una seconda integrazione.

Possiamo dunque ritenere risoluto il problema della deter-
minazione delle perturbazioni del moto d'una cometa in 1*
approssimazione.
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Pag. 21 linea penultima: la prima somma va estesa da 1 ad 4
> 25 le ultime formule vanuno segnate col numero 60.
> 34 linea 15 leggasi

g =a"t+¢
> 35 linea 15 leggasi
'ﬂ'—':pi—- {!
)] iq

o
- 58 penultima linea leggasi b= N

T . =
> 89 formula (11) linea penultima invece di Ji (5) legguSIf;(—— ‘;)

63 nella seconda delle formule (19) leggasi yll — g2 invece di Vi—e



