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DELLE

SUPERFICIE POLARI INCLINATE

ESTRATTO DELLA TESI DI ABILITAZIONE

PRESENTATA ALLA R. SCUOLA MEMALE SUPERIORE DI PIEL

SCIPIONE RINDI





Nel des sciences mathéinatíques et

astronorrtiques, 2.e Série, t. II, 1878, si trova una

memoria di Ed. intitolata: Essai 

théorie des polaires Dewulf

chiama polare inclinata di un punto P rispetto ad
una curva C il luogo di un punto M, la cui retta

polare ordinaria rispetto a C fa un angolo co-
stante a col raggio vettore P M, e dopo avere
stabiliti i fo.,-idainenti di questa teoria, ne fa ele-

ganti applicazioni alla ricerca di alcune pro-

prietà importanti dei fasci di curve, delle svi-

luppate oblique, e finalmente al caso particolare
delle coniche.

In questo lavoro ho tentato di estendere la

teoria delle polari inclinate alle superficie, e di

esaminare poi particolarmente il caso delle su-

perficie del 2.° ordine.





DELLE POL.BRI INCLINATE

1. Chiamiamo inclinata di un punto P (polo),
per un angolo dato oc, rispetto ad una superficie fonda-
mentale S’~ generale dell’ordine ?~, il luogo di un punto ~f
il cui piano polare rispetto ad Sn fa l’àn-olo « col rag-
gio vettore P M .

II. I piani polari (*) dei punti di una retta arbitra-
ria r rispetto ad Sn formano una sviluppabile della clas-
se n-1 ; quindi ve ne sono che toccano una cur-
va della classe ~.; dunque il luogo dei punti i cui piani
polari toccano una curva Cp. della classe p. è una super-
ficie dell’ 1fa i piani i inclinati di uno
stesso angolo sopra una retta t sono tutti tangenti ad
una conica K200 situata nel piano E. , perciò : :, il luogo
dei punti i cui piani polari fanno 1’ angolo « con una

retta fissa è una superfieie S2(n-1) deli’ ordine 2 (n-1) .
Qualunque sia t e qualunque sia il valore dei a, il piano
E~ appartiene sempre al sistema dei piani inclinati 

.

(*) Quando in seguito diremo polare e piano polare sen-
z’ altra specificazione si deve xempre intendere polare prima ordinaria e
piano polare ordinario rispetto alla superf cie fondamentale generale
dell’ 
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di cr sopra t, o m altre parole una retta si può consi-

derare come inclinata di un angolo qualunque sopra E.
onde la superficie trovata passa per gli (n -1)3
centri di 8ft. Inoltre osservando che il piano all’Cp deve
considerarsi come piano tangente doppio alla conica 
se si prende una retta arbitraria per uno dei poli Q
del piano all’ co , due delle intersezioni di questa colla

superficie trovata della retta t, devono essere riu-
nite in Q, ossia fa superficie trovata ha nei centri di Sn

altrettanti punti doppi.
Osserviamo pure che il luogo dei poli dei piani in-

clinati di un ango o costante 9 sopra un piano déàto a é
pure uria superficie S2(n-,) e avente le stesse proprietà di
q ie’Lla trovata, y giacchè iutti questi piani sono inclinati

sulla norma e a a..

III. Preri(liarno ora una retta arbitraria p; ogni suo
punto m determina un raggio vettore Px e quindi una
superficie luogo dei punti i ciii piani polari fanno
l’angolo « con Px; chiai-nii;mo y le 2 (n-l) íntersezion

di p con St(n-1), ogni pnnto y ha un piano polare n ri-

spetto ad Sn; le rette che passano per P e sono incli-

nate di « sopra il piano r~ formano un cono del 2.° grado
che incontra la retta p in due punti .r. La corrispondenza
è dunque "[2, 2(n- 1) ], e vi sono 2 n punti uniti. Onde
il luogo in questione è una superf cie dell’orditia 2 n.

Presa ora una retta t arl) traria passante pel polo P,
le sue intersezioni colla polare inclinata, fuori del punto
P, sono i 2(n-1) punti di t, i cui piani pol ari fanno
con t 1’ angolo « ~~. 11. Dunque due intet-sez;oni dí 1

colla polare inclinaLa sono riunite in P, ossia questa ha
in P un punto doppio . Ora. quando anthè una delle

2( -l) LiltetTiolli n F, la retta diVtèü6
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osculatrice nel punto doppio, e deve anche essere inclinate.
di 2 sui piano polare di P. Dunque:

« La polare inc):nata di un poio P rispetto ad una
c superfi;ie d’ ordine n è una superficie dell’ordlt e 9-’n,
« che ha nel polo un punto doppio, il cui cono osculatore
« è formato dalle rette inelin,ito (li x sul piano polare
« di P » .

Se ne conclude .

« I piedi delle oblique condotte da un punto ad una
« superficie ed inclinate su di essa di uno
« stesso angolo stanno sopra una curva dell’ ordine
4 2 n2 »

Osserviamo qui che il cono oscnlatore nel punto rlop-
pio P della polare ín,,,Iln,, ta è il luogo dei punti le cui

polari inclinate passano per P, pfiichè per un punto qua-
lunque R di questo cono il raggio vettore R P fa l’ an-

noto a col piano polare di P. Si può chiaiiiare questo
cono, il cono polare del punto P con denomi-
nazione analoga a quella di Dewulf per le curve pia-
ne (~). Si vede facilmente che il luogo dei punti i cui

coni polari inclinati passano per un dato punto R è la

polare inclinata. di 1".

Se o:=~0 prendiamo ancora una retta p. Ogni punto x
determina un raggio vettore Px. Il luogo dei punti i cui

piani polari souo parrallelli a è la polare pr t ia del
punto di se luidichiatflo con y le inter-

sezioni di essa con p, si vede pure che ogni punto z~
determina un piano polare n; le rette per P paral-
lele ad ; formano un piano che taglia p in un sol pun-
to x. La corrispondenza è dunque adesso [ 1 , e

vi sono n punti uniti, cioè la polare inclinata in questo
caso si riduce ad una superficie dell’ ordine n.

p.C) cit. p. :3T7.
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Ogni retta t che passa per P incontra altrove questa
polare inclinata negli n-1 punti d’ intersezione della
retta stessa colla polare prima del suo punto all’CG. Onde
una intersezione di t colla polare inclinata cade sempre
in P. Quando anche uno degli altri n 1 punti cade in
P la retta t diviene tangente alla polare inclinata e deve
essere anche parallela al piano polare di P. Dunque
chiamando pnla&#x3E;.e pai-allela la polare inclinata per «
si ha che :

« La polare parallela è una superfLie dell’ ordine !i
« che passa pel polo e il cui piano tangente nel polo è
« parallelo al piano polare di esso ~ .

La intersezione di questa colla superficie fondamentale
consta della curva di contatto del cono tangente che ha
il vertice in P, e della curva piana intersezione di ~~~

con E~ . Si vede inoltre che il piano tangente nel polo
P alla polare parallela è il luogo dei punti le cui polari
parallele passano per P. Chiamiamo questo piano il piano
polai-e pai-allelo di P ed osserviamo che si vedrebbe
facilmente che il luogo punti i cui piani polari paral-
leli passano per un punto dato è la polare parallela di

questo punto .

Se « == 7r (*) consideriamo la stelia s dei piani che

passano per P. Ogni piano z di questa stella sega E~ se-
condo una retta la quale ha un polo T~ rispetto a C-’ 00
 circolo immaginario Ogni punto Tx ha una

polare prima rispetto ad S’, e va riando il piano r le

polari prime dei punti T. generano una rete Rn-1 pro-

(*) Di questa dimostrazione geometrica sono debitore alla genti-
del mio carissimo rnaestro Prof Piccarlo De Pao is. fo era giiiiito

allo resultato analiticamente.
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jettiva a X. Presa ora una retta 1’" per P, i piani per r
formano un fascio F e i punti T~ corrispondenti ai piani
per ;^ stanno sopra la retta s~ , polare del punto 
di r rispetto a C~; le polari prime dei punti T~ formano
quel fascio che nelia rete corrisponde al fascio
F di E. Ogni punto della curva bise di lTn-1 è dunque
tale che il suo piano polare contiene la retta cioe è

normale ad r. Ora un punto P nel quale la retta r e la
curva base del fascio corrispondente s’ incontrano ha il

piano polare normale al raggio vettore. La polare incli~-

nata di un punto per « ’~ si riduce dunque al luogo

delle intersezioni delle curve basi dei fasci corrispondenti
in due reti projettive àegli ordini 1 ed n-1. Questa è
una curva dell’ordine (*),
che passa per le basi delle due reti , cioè per P e per

gli (n-1)3 poli del piano Ex . La retta che unisce P al
suo punto infinitamente vicino sopra questa curva è tan-

gente alla curva , e deve pure essere normale al piano
polare di P. Quindi

« Per’ eX - i la polare inclinata si riduce ad una

_ 

2
« curva dell’ ordine che passa pel polo e la

« cui tangente nel polo è normale al piano polare di
« esso » .

Chiameremo questa curva la curva polare normale
di i P rispetto ad ~n.

La tangenze in P a questa curva è il luogo dei punti
le cai curve polari normali passano per P e si può chia-
mare la retta polare normcxle d~ P. Osserviarno inoltre

Ç’) Cremona. Grundzüge allgemeinen der 

Barlin 1870, p. 10’1
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come da ciò che precede resulta che la curva polare nor-
niale di un dato punto è il luogo dei punti le cui rette

polari normali passano per questo punto.
Gli punti d’intersezione della curva tro-

vata colla superficie fondamentale sono i piedi delle nor-

mali alla superficie condotte da P. E poichè la curva

passa per P, il cono che la projetta da questo punto è
dell’ ordine n(n-1). Onde

« Da un punto si possono condurre ad superficie
« d’ ordine n, n ( n’-&#x3E;i+ 1 ) normali (*) e queste stanno

« sopra un cono deli’ ordine n(n-1) ».
La curva e come conseguenza il numero delle

norí ialí per un punto ad una superficie dell’ ordine, n, le
proprietà di questa curva esposte di sopra e qualche altra
ancora erano state trovate -per altra via da 

( Crelle ’s Journal f. d. Math. Bd. XLIX. pp. 344-45).
Qui lo Steiner (p. 346 ) dice anche che (**)
trovò il primo che 6 nornaali si possono condurre da u u

punto ad una quadrica e che queste stanno sopra un cono
del 2. o grado .

IV. Poniamo che nella ricerca del §. 111 la retta

arbitraria p passi per un polo Q del p~ano E~ . Qualun-
que sia P e qualunque sia il raggio Px la S2(n-l) di questó
raggio ossia la superficie luogo dei punti i cui piani

(*) Sturm ( Math. Ann. Bd. VII. pag. 567 ) trova questo niimero
sotto la forma n+m+r, dove ni è la classe ed r la classe della sezione
piana di S 11; questa forma dà il numero delle normali anche quando la
8ft non è generale .

(°°) Nella memoria citata dello Sturm a pag 572 si trova una

nota nella quale è detto che Terquem il primo ( Jo ;rnal de Liouville .
Série I. t. V. p. 1 ?’S) trovò il numero delle normali per un punto ad una
superficie generale. Nella stessa nota sono pure date altre índ cazioni

bibliog-t afiche relative allo stesso argomento.
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pol.-ti-1 fanno l’ar -olo ot col rasoio stesso (;or) ha in Q un

punto doppio (,S. (1), e quindi in Q cadono dae puiiti utiti
della corrispondenza [2 , 2(1? - 1)] del §. 111 ctoe Q è un

punto doppio per la polaue inclina1-a.
Poi supponiamo p sia una retta del piano 

1"’o,chè la S2Cn-1) è la stessa per tuLte le relte parallele
fra loro, si vede che qualunque sia il polo P, se l’ango-
lo a rinane invariat,o, la corrispondenza di sopra

p rimane identicamente la e conscguentemente si
hanno sempre g.li i st essi punti iiniti; onde se « non varia,
qualunque sia il una retta arbitraria del piano E
incontra sempre la polare inclinata negli stessi 2 n

punti. Dunque :
« Le polari inclinate di tutti i punti dello spazio

« hanno neg i i (n--l)3 centri della superf cie fotidamen-
c tale altretranti punti. doppi e passano tutte per una
« curva fissa d’ordine 2 n siinat,a nel piano E » .

Si vede pure facilmente quando x=0 che le polari
parallele passano tutte per gli (n-1)3 centri di Sn, è

inoltre passano luffe per la sezione (li sn col piano Eoo,
poiché per ogni punto di questa il piano polare (tangente,
in quel punto alla Sn ) è parallelo al raggio vettore
qualnnqne sia P. s

qualunque sia il polo, la curva del §. 111

passa per gli (n-1)3 centri di Sn e per gli n2 - ~2~--1
punti fissi di Ero, 5 che hanno la stessa retta polare 

.

spetto alla sezione di quel piano colla Sn e rjspetto a

C~. Ossia le curve polari normali i di tutti i punti dello

spazio hanno gli asintoti respettivamente paralleli (**) .

(’) In seguito diremo qualche volta per brevità, la S!C/~-~) di una
retta, per indicare questo luogo, di un piano per
indicare il luogo dei punti i cui piani polari fanno un angolo dato
eol piano,

(") Steint-1r. Mem. cit. pp, :1-~3 e 345.
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Se il polo è un punto P 00 di E, la polare inclinata
consta del piano E~ (contato due volte) e della superficie
d’ordine 2(n-l), luogo dei punti i cui piani polar  fanno
l’augolo x colla direzioiie determinata da [J 00. La polare
parallela consta di E~ e della polare prima di P 00’ L a
curva polare normale di P 00 si spezza nella curva piana

, , 
7r 

,

d °l’d"1?e ?1 (*) polare inclinata per di P 00 rispetto
alla sezione di Sn con E~ , 9 e nella curva d’ordine (n-l)2
luogo dei punti i cui piani polari passano per la retta

polare di P 0Cl rispetto al circolo imtnaginario C~.
V. Supponiamo fisso il polo P e variabile Fangolo z;

avremo un certo sistema di polari inclinate. Preso un

punto arbitrario R dello spazio, il raggio P R fa un an-
golo detei-iiiinato oc’ col piano polare di R; quindi una sola
superficie del sistema (quella determinata da P e da 2")
passa per R. Onde:

« Le polari inclinate di un punto fisso, al variare di
« a formano un fascio /I.

VI. Consideriamo le polari inclinate di tutti i punti
dello spazio per lo stesso valore di «. Abbiamo veduto
che ogni punto determina una polare inclinata. Dunque
esse formano un sistema 0)3. Presi tre punti arbitrari
A , B , C dello spazio, il luogo dei punti le cui polari
inclinate passano per A è un cono del 2.° grado, cioè il
cono polare inclinato di A ( ~. III.) e similmente per B
e per C . 

’

Dunque vi saranno 8 poli le cui polari inclinate pas-
sano per ~~ , , B , C. O in altre parole:

« Le polari inclinate di tutti i punti dello spazio for-
« mano un sistema col d’ indice 8 ».

(") Dewn f. cit. §. II.
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Le polari inclinate dei punti di una retta i" formano

un sístema d’ indice 2, poiché il cono polare inclinato di

un punto arbitrario dello spazio taglia r in due punti .
Tutte queste superficie oltre a passare per gli (n 1)3
centri di Sn e per una curva fissa d’ ordine 2n del piano
E~ passano anche evidentemente per i 2 punti ltl

cui la della reita i- taglia la retta stessa . Questi
2(n-l) punti fissi di r si possono chiamare i punti po-

inclinati della retta, con denominazione usata da
Dewulf nel piano (*).

Quando il polo scorrendo sopra r viene a cadere in
uno di questi 2(n-1) punti, la retta r resulta inclinata
di « sul piano polare di esso, e quindi ( . III.) oscula-
trice nel pnnto doppio alla polare inclinata. Se il polo
cade nel punto all’ 00 di r) i raggi vettori sono tutti

paralleli ad r, e quindi la di r fa parte della polare
inclinata; l’altra parte è il piano E~ contato due volte.

Se a=0, osservisi che i piani polari paralleli di tre

punti arbitrarj dello spazio, cioè i piani tangenti in quei
punti alle loro respettive polari parallele, determinano un
solo punto. Dunque 

’

« Le polari parallele di tutti i punti dello spazio for-
« mano un sistema lineare cos3 ».

Le polari parallele dei punti di una retta r formano
un fascio, poichè il piano polare parallelo di un punto
arbitrarío taglia r in un solo punto.

VII. Chiamiamo incli1ata di una retta t (retta
polare) il luogo di un punto 1f il cui piano polare è
inclinato di un angolo costat te T sul piano vetiore t M.

(") Mem. c t. §. IX.
Osserviamo ancora che per ciascuna delle rette che pacano per

un punto fisso 01 i 2 (n- 1 punti polari inclinati sono le intersezioni

ulteriori colla polare inclinata di 0~, oltre le 2 riunite in 01.
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Presa una retta (1 arbitraria nello spazio ogui suo
punto x determina un piano vettore tx . Ora il luogo
dei punti i cui piani p )lar~  fanno 1’ con t x, è

una superfieie S’(n-~) (§. Il.) che incontrerà (1 in 2(~20131)
punti y. Ogni punto zO determina un piano polare n e per

p passano 2 piani inclinati sopra n, i quali tagliano
~ in 2 punti x. La corrispondenza fra x ed y è

[ 2 , 2(n- 1) ] e vi sono 2 n punti uniti. Se d si prende
in modo che incontri la retia t, il. piano vettore t x ,
qualunque sia il punto x, coincide seinpre col piano t ~.
La s~(n-() del piano t d taglia d in 2(&#x3E;1-1) punti, dun-
que le altre 2 intersezioni di d colla polare inclinata sono
riunite nel punto d’ in(.,-ontro delle rette t, d. La retta t

dunque è doppia per la superficie truvata. Se si fa scor-
rere un pnnto N sopra qiiest,-t superficie in modo da av-

vicinai-s; inde6nitamente ad un punto D della ietta t, il

piano vettore t N si avvicinerà indefinitamente ad uno

dei due piani tangenti nel punto biplatlare D, e dovrà

sempre mantenersi inclinato dí 9 sul piano polare di N;
e questa proprietà dovrà aver Iuobo anche al limite

quando N cade in D. Si può qnindi atferi are che:
« La polare inclinata di una retta è una superficie

« dell’ ordine 2 n che contiene la retta come retta dop-
« pia, e i due piani tangenti in ciascun punto della
« retta doppia sono inclipati di 9 sul piano polare di

« questo punto » -
I due piani tangenti coincidono per quei punti della

retta t, il cui piano polare è inclinato di 9 sopra t.

Dunque vi sono §C(n- 1 ) punti uniplanari.
Si deduce da ciò che precede che
« Il luogo dei punti nei quali i i piani passanti per

« una retta fissa tagliano una data superfieie d’ ordine
« &#x3E;i sotto 1111 angolo costante è una curva 
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~ che ha n punti doppi nelle n interseziuni della retta
« colla superficie ».

D’ onde resulta che una sezione di Sn fatta con un

p ano a passante per t, e conseguentetnente una sezione

piana qualunque, possiede 2 n’ - 2 n = 2 n (n-1) punti
nei quali il piano della. sezione taglia la superficie sotto

un angolo dato p. Questi punti sono anche le interse-

zioni della sezione piana colla superficie del piano
s, per 1’ angolo ,

la polare inclinata di t si può chiamare po-I i puo e
normale. Prendiamo ancora una retta arbitraria d.

Ogni punto x di d determina un vettore che

taglia il piano E., secondo una retta t~ ; i piani normali
a t -i-, passano pe! punto T~ polo di too rispetto a C200;
dunque i loro poli stanno sopra la polare prima di T 00 , 3
che taglia la retta d in n-1 punti y. Ogni punto y ha
un piano polare che dermina un piano per t normale ad
esso, e quindi un punto x° di d. La corrispondenza è
[ 1 ~ ii-1 ], e si hanno n punti uniti . Prendendo la d

in rnodo da incontrare la retta t si vede facilrnente che

un punto unito della corrispondenza, cioè un punto
della polare normale, cade nella intersezione di quelle
due rette; ossia la superficie polare normale contiene la
retta t. Inoltre quando un punto N muovendosi sopra
la polare normale si avvicina indefinitamente ad un pun-
to V di t, il piano vettore che si mantiene sempre nor-
male al piano polare di N, si avvicina indefinitamente al

piano tangente in V. Si conclude:
« La polare normale di una retta è una superficie

« dell’ ordine che contiene la retta , e i  cui piano
« tangente in ciascun punto di normale al piano
« polare del pnnto stesso ~ .
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La curva di i ordine n2, intersezione di questa super-
ficie colla fondamentale, è la curva luogo dei piedi delle
normali che incontrano t; I’ordine di essa fu già trovato
da Sturm (*) sotto la forma che serve anche quando
Sn non è generale. Sturm ha trovato pure nella stessa

memoria la classe e alcune proprietà di questa cnrva.
Quando p--0, osserviamo che gli n 1 punti d’ in-

tersezione colla polare prinia del sno punto all’oo
hanno i loro piani polari paralleli a t e quindi sono punti
del luogo. Inoltre un piano qualunque or passante per t

incontra il’ piano all’OO secondo una retta s ; la curva

base del fascio delle polari prime dei punti di 800 
tra in (n-I)2 punti il piano 7. Dunque ogni piano per t
ha col luogo cercato 1 -- n --~- (n---1 )2 n (n-1 ) i nter-

sezioni ; vale a dire, chiamando questo luogo curva po-
lai-e parallela della retta t, .

« La curva polare parallela di una retta è dell’ or-
« dine ed incontra la retta in n- 1 punti ».

Le ~~~ (n 1) n (n 1 )~ -+- n (n 1 ) intersezioni di

essa colla Sn sono g)i n(n-l) punti di contatto dei piani
tangenti per t, e gli n(n 1 ) punti comuni alla sezione di

Sn con E~ ed alla cur va polare prima rispetto ad essa
del punto all’co di t.

La curva polare parallela di una retta t è evidente-

mentre il luogo dei punti i cui piani polari paralleli pas-
sano per t.

VIII. Facendo passare la retta arbitraria r] presa al

principio del §. precedente per un centro Q di S~ ed
osservando che questo è punto doppio per la S2(n-l) di i
un piano qualunque, avremo che in Q cadono due punti
uniti della corrispondenza [ 2 , 2 (n- L) ] trovata nel 3.

(") cit. p. 567. s ,
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stesso, cioè la polare inclinata ha ivi un punto dOppl0.
E po;,,chè ciò sussiste qualunque sia la retta polare, si

può dire che: .

« Le polari inclinate di tutte le rette dello spazio
« hanno negli (n-1)3 centri di Sn altrettanti punti
« doppi » .

Cosi pure osservanlo che il piano Eí,, si può riguar-
dare coine inclinato di un angolo qualunque sopra un
piano qualunque, si ha:

« Le superficie polari normali, e le curve polari pa-
« rallele di tutte le rette dello spazio passano per gli
« ( n 1 )3 centri di Sn ».

IX. Presa una retta fissa t, ogni punto I’ dello spazio
determina un piano polare, il quale fa un angolo deter-
minato col piano vettore P t. Dunque

« Le polari inclinate di nna retta al variare di
« formano un fascio.

X. Se la polare inclinata di una retta s deve passare
per un punto ii, il piano polare di A deve essere incli-

nato di q sul piano vettore s A, cioè la retta s deve
essere tangente al cono polare inclinato del punto A . "

Dunque per quattro punti dello spazio passeranno tante

polari inclinate di rette quante sono le tangenti comuni

a 4 coni del 2.° grado. Ma le tangenti ad un cono del
2.° formano un complesso particolare grado
e le rette comuni a 4 complessi del 2.° grado sono 32. ~
Quindi

« Le polari inclinate di tutte le rette dello spazio
« formano un sistema (D4 d’ indice 32 ».

Per- == 2’ se la polare normale di una retta s

deve passare per un punto arbitrario l) dello spazio, è
necessario incontri la normale p condotta da P al
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suo piano cioè appartenga al complesso del l.fl

grado costituito dalle rette che incentrano quattro
complessi del 1.1 grado hanno 2 rette comuni onde.2

polari normali passano pe~o 4 punti arbitrari dello spazio,
ossia

« Le polari notmali di tutte le rette dello spazio for-
« mano un sistetna d’ indice 2 » .

XI. Abbiasi una gobba C~, e cerchiamo la classe
dell’ inviluppo dei piani x condotti 1 dati punti di questa
curva parallelamente ai respettivi polari, cioè l’in-

viluppo dei piani polari paralleli dei punti di C-., - Il luogo
dei punti i cui piani polari paralleli passano per un pun-
to P dato arbitrariamente nello spazio è la polare paral-
lela di P ( ~. III ), dunque per P passano tanti piani 7r

dell’ inviluppo quante sono le intersezioni della polare pa-
rallela di P colla curva C1I. Cioè

« L’ inviluppo cercato è una sv iluppabile della classe
« ,

Ogni punto di una generatrice di questa sviluppabile
appartiene ai piani polari paralleli di due punti infinita-
mente vicini della curva, quindi la sviluppabile stessa è
anche il luogo dei punti le cui polari parallele toccano Cv.

Se la curva data è 1’ intersezione completa C nin2 di
di ’due superbie degli ord ni n1 , n2 ricordiamo che le

polari parallele d’una retta arbitraria r formano un
fascio dell’ ordine n ( . VI ) , e quindi ve ne sono

n~ n~ ( ~z~--~-n~-~--~ ~~ (*) tangenti a en in2, ossia que-
sio è il numero delle intersezioni di r coll’ inviluppo.
Onde :

« In questo caso 1’ inviluppo cercato è dell’ ordine

(*) Cremoaa. Grundzüge p. 117.
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cioè q u1,ndo Cv è una rel,ta s , si ha una

sv luppabile della classe n e dej!’ ordine 2( n-1 ). Per
ciascuna delle n-1 inteisezion  di s colla polare prima
del suo pnnto all’ co il piano polare è parallelo ad s.
Quindi vi sono n 1 piani dell’’ inviluppo che passano
per s, ossia per ogni punto di s si ha u~~ solo piano va-
riabile dell’ inviluppo. Onde la sviluppabile trovata è uni-
versale, e perciò conoscendone la classe e l’ordine se ne

potrebbero determinare tutte le sinaolarità ordinarie (*).
I&#x3E;e rette tangenti a questa sviluppabile formano un com-
plesso del grado n. Infatti quelle che stanno in un piano
inviluppano la sezione della sviluppabile (curva della
classe n ); quelle che passano per un punto costituiscono
li n piani tangenti della sviluppabile passanti per esso

( cono particolare del grado n). Per ciascuna di queste
rette la curva polare parallela incontra la retta s, perchè
per ciascuna di esse passa un piano 7r parallelo al piano
polare del punto 7t s. Onde :

« Le rette le cui curve polari parallele incontrano una
« retta fissa formano un complesso del 

Allora intendendo per indice di un sistema di

curve gobbe il nninero di quelle che incontrano r rette

fisse, e osservando che 4 complessi del grado r~ hanno

2 n rette comune si ha un altro resultato da aggiun-
gersi a quelli del §. .:

« Le curve polari parallele di tutte le rette dello spa-
« zio formano un sistema col d’ 

XII. Si abbia ancora una curva Ca e cerchiamo il

luogo generato dalle rette condotte dai punti di Cv nor-
malmente ai respettivi piani polari (rette polari normali).
Presa una retta arbitraria r ogni punto B di C1J deter-

(1) Salmon. Analyt c Geometry of three Dublin 1862.
p. 238.

S. N. VI. 
~,i4
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mina un piano vettore B r, il quale diviene perpendico-
lare al piano polare ~3 di B quando la normale condotta
da B a j3 incontra la retta r. Dunque vi saranno tante

rette del luogo che incontrano r, quante sono le inter-

sezioni di C- colla polare normale di r, cioè n v. Inoltre
si osservi che per ogni punto di Cv passa una sola ge-
neratrice del luogo perchè ogni punto ha un solo piano
polare e una sola normale sopra di esso. Dunque:

« Il luogo cercato è una rigata del grado n v che
« contiene semplicemente la curva CY N .

Per ogni punto della retta polare normale di un punto
dato Q si ha la proprietà che la sua curva polare nor-

inale passa pel punto Q; dunque la rigata trovata prece-
dentemente è il luogo dei punti le cui curve polari nor-

mali incontrano Cv .
Se »=1 si ottiene che:
« I punti le cui curve polari normali incontrano una

« retta fissa stanno sopra una superficie rigata del gra-
« do n ».

C ò permette d  aggiungere il seguente resultato a
. quelli del §. VI.

« Le curve polari normali di tutti i punti dello spa-
« zio formano un sistema ool d’indice n3 ».

XIII. Ogni punto di una curva C-, ha una polare in-
clinata per un dato angolo p. Variando P sopra Cv la

polare inclinàta inviluppa una certa superficie. Un pun-
to P dell’ inviluppo deve esser tale che per esso passino
le polari inclinate di due punti consecutivi P1 P2 di Cv,
cioè tale che il suo cono polare inclinato sia tangente in
Pi a Cv. Considerando le tangenti di C~.. e le loro polari
inclinate per 1’ angolo T, un punto Q dell’ inviluppo di

queste ha la proprietà di apparienere alle pjlari inclinate
di due tangenti di CY. Dunque queste
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tangenti dovranno toccare il cono polare inclinato di Q,
e poichè esse sono infinitamente vicine, questo cono dovrà
toccare Cy nel pmto di contatto di t1. Onde 1’ inviluppo
delle polari inclinate delle tangenti di è ancora il

luogo dei punti i cui coni polari inclinati toccano Cl1.
Possiamo concludere:
« L’ inviluppo delle polari inclinate dei punti di una

« curva per un dato angolo, è lo stesso di quello delle
« polari inclinate delle sue tangenti per lo stesso angolo,
« ed è il luogo dei punti, i cui coni polari inclinati sono
« tangenti alla curva » .

Ne discende immediatamente che l’itiviltippo del siste-
ma co d’ indice 3 delle polari inclinate dei punti di una

retta è la polare inclinata della retta stessa.
Si abbia una curva Cp della classe p e un punto P~ 1

sopra di essa. Ogni punto ~VI della polare parallela di P,
ha la proprietà che il suo piano polare parallelo passa

per P,. Se M è anche comune alla polare parallela del
punto P2 consecutivo a P1 , quel piano passerà anche per
P~ , cioè conterrà la tangente in P~ alla curva . Onde
1’ inviluppo delle polari parallele dei punti di una curva

è il luogo dei punti i cui piani polari paralleli sono tan-
genti alla curva stessa. 

’

Ma i piani polari paralleli dei punti di una retta ge-
nerano una sviluppabile della classe n ( ~. XI ) la quale
ha n p piani tangenti comuni colla curva Cp . Dunque
1’ inviluppo cercato è dell’ ordine n p. Consideriamo la

sezione dell’inviluppo trovato col piano E~ . Un punto P
di questa deve esser tale che il piano condotto per esso

parallelamente al suo piano polare sia tangente alla cur-
va. Quindi è necessario anzitutto che P sia situato sopra
l’intersezione del suo piano polare col piano E~ , cioè sia
un punto della curva C§§ sezione di E~ colla superficie
fòndamentale.
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Ogni punto Q di questa sezione è pplo per l’inviluppo,
poichè per la tangente in Q a C~ passano p piani tan-

genti a C14. Dunque si può concludere:
« L’ iuviluppo delle polari parallele dei punti di una

« curva della classe p, ossia il luogo dei punti i cui

« piani polari paralleli toccano la curva, è una superficie
« dell’ ord:ne n p che ha per curva la sezione del
« piano E~ colla superf cie fondamentale ».

Abbiamo veduto che le polari p-raHele di due punti
infinitamente vicini Pi P, di Cp. si tagliano secondo una
curva i cui punti hanno la proprietà che i loro piani polari
paralleli passano per la tangente in P~ a Cp . Dunque
1’inviluppo trovato coincide colla superf cie generata dalle
curve polari parallele delle tangenti di Cp .

Se v è 1’ ordine dai Cp si può enunciare il seguente
teorema :

« Vi p punti di una curva dell’ordine i, e

« della classe p tali che il piano condotto per ciascuno
« di essi parallelamente al respettivo piano polare tocca
« la curva».

La sezione dell’ inviluppo trovato colla superficie fon-
damentale Sn è una curva dell’ordine n~ p. Se da questa
togliamo la curva C~ contata p volte, resta una curva

dell’ ordine n(n-1) p , luogo dei punti per ciascuno dei
qllali il piano ivi tangente ad Sn tocca anche C . Questo
risultato poteva anche ottenersi osservando che i piani
tangenti ad Sn lungo’una sez one piana generano una svi-
luppabile della classe n(n-1) la quale ha p piani
tangenti comuni con Cp . 1

Se invece di una curva Cp si prende una retta p,
p è =0; ma allora le polari parallele dei plinti di p for-
mano un fascio (§. Vl ) La curva base Cn di questo
fascio consta:



193

1.° Della curva Inn&#x3E;-’&#x3E; polare parallela di p, per-
chè il piano polare parallelo di un suo punto qualunque
contiene la retta ~.

2.° Della cirva C;~ J perché per essa passano le po-
lari parallele di tutti i punti dello spazio ( ~. IV ).

Si abbia ancora una curva C" dell’ ordine v, e sia p
la sua classe. Il sisteina co delle polari normali delle sue
tangenti è d’indice p, come si potrebbe facilmente de-

durre da ciò che si è detto nel §. X. Questo sistema in-
vilupperà una certa superficie.

sono due tangenti consecutive~ e Q un punto
della intersezione delle loro polari normali , i piani
t1 Q , t,2 Q devono essere normali al piano polare di Q;
ossia 1’ i -viluppo è anche il luoggo dei punti tali che le

loro rette polari norm.ali incontrano la curva. Questo in-

viluppo contiene la curva data, perché la polare normale
di una retta contiene la retta stessa. e quindi il punto
comune è ur1 punto dell’ inviluppo. Presa una
retta ar bi traria d le norinali condotte respettivamente dai
suoi punti sui loro piani polari generano una rigata del
grado n (~. XII) la quale è incontrata dalla curva data

punti. Dunque:
« L’ invi uppo delle polari normali delle tangenti di

« una curva dell" ordine v, od anche il luogo dei punti
« le cui rette polari norrnali incontrano la curva è una
« superficie dell’oidine n v, che contiene la curva stessa 1&#x3E;.

Ne segue che:
« 1 punti di una superficie dell’ ordine n, pei quali

« le rette ivi normali alla superficie incontrano una

« curva dell’ ordine v, stanno sopra una curva dell’ or-
« dine n’l v ».

La superficie rigata generata dalle normale, lungo
questa curva dell’ ordine n2 1, cioè dalle normali che iii-
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contrano la C~~, può trovarsi con metodo analogo a quello
seguito da nella memoria citata, pel caso di v===1.
S’ indichi con rn la classe, con r la classe della sezione

piana della superficie Sn dell’ ordine n. La rigata gene-
rata dalle normali nei pnnti di una sezione piana di Sn
è del grado (*); vi sono quindi v ( n+r ) normali
che incontrano C’ e i cui piedi stanno in Liii piano arbi-

trario ; questo numero è l’ordine della curva B luogo dei
piedi delle norm’di che incontrano C~~.

La rigata generata dalle normali nei pmnti della linea
di contatto del cono tangente K che ha per vertice Uil

punto arbitrario, è del grado r-~-~rz (**); onde v ( r-~.-m )
normali nei punti di questa curva di contatto incontrano

C 11, cioè per un punto arbitrario passa questo numero di

piani tangenti ad Sn in punti di B, ossia la svíluppabile
circoscritta ad Sn lungo la curva B è della classe 
questa è dunque la classe della sezione da E, nella
svilupparle, e quindi anche 1’ ordine della curva polare
reciproca di questa sezione rispetto al circolo immagina-
rio C~ . Questa curva polare reciproca e la B si corri-

spondono univocamente; quindi applicando un teorema di

Chasles (*~~) le congiungenti dei punti corrispon lenti, cioè

r) Sturm. Mem. cit. p. 567.

(’*) Sturm. Ivi.

(*°) Comptes rendus. V. 62. p. 5s 1.
’« Si 1’on a dans 1’espace deux courbes, gauches on plaRes, U U , im m

« d’ ordres m et r, dont les points a , a’ se déterminent individuelle-
« ment et se correspondent anharmoniquement, les droites a a’ qui
« joignenLt ces points deux à deux, forment une surface d’ordre 

Questo teorema però è vero anche quando le due curve non sono
razionali, piirchè i loro punti si possano far corrispondere individual-
mente, cioè purché le due curve sieno dello stesso genere. Per es. nel

caso al quale lo ha applicato lo Sturm. ( mem. cit. ) le due curve non

xono necessariamente razionali .
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le norrnali ad S’~ nei punti di B, generano una rigata
del graÜo 11 r--~-~~a). Se la S" è generale questo nu-
mero si può scri vere 11 n~.

Ricordiamo che ogm punto delia intersezione delle

polari normaH di due tangenti inf r itarnente vicine t, te
di C" ha la proprietà che la sua retta polare normale

passa pel punto di contatto di ti. Di qui si trae che 1’in-

viluppo trovato di sopra coincide colla superficie gene-
rata delle curve polari normali dei punti di C;~. a Come
caso particolare:

« Le curve polari norrnali dei punti di una retta

« (puntegg iata) generano la polare normale della retta».
XIV. Sia dato un fascio di rette di centro U e nel

piano o). Il cono polare inclinato di un punto arbitrario
R per un dato angolo ~, sega il piano (ù secondo una
conica alla quale si po~sono condurre due tangenti per U.
Cos  vi sono due del fascio tali che i piani
vettori t1 R, 2 t, R sono inclinati di y sul piano polare
di R, ossia tali che le loro polari inclinate per l’ati-olo 9
passano pel punto R. Quindi:

« Le polari inclinate delle rette di un fascio formano
« un sistema oo d’indice 2 ».

Presa una retta t1 del fascio e la sua infinitamente

vicina 1,., un punto Q della intersezione delle loro polari
inclinate ha la propriet,à che i piani vettori t1 Q
infinitamente vicini sono inclinati di uno stesso angolo rp
sopra il piano polare di Q, cioè il cono polare incli nato
di Q è tangente if U a t, . Quindi facendo ruotare la

rett,a t si vede che l’inviluppo della polare inclinata
è il luogo dei punti i cui coni polari inclinati passano
per U, cioè la polare inclinata di U. Dunque:

~c L’ inviluppo delle polari inclinate delle rette di un

« fascio, è la polare inclinata (per lo stesso angolo) del
« centro del fascio.
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Osservando che il resultato è indipendente dalla posi-
zione del piano m, purché questo passi per U, si può dire
più generalmente :

« Le polari inclinate dpl Ie rette di i una stella invi-

« luppano tutte una stessa superficie, che è la polare ind
« clinata del centro della stella».

S e 9 =-~ 7r notiamo che le polari normali delle rette

del fascio dato formano un fascio. Infatti un punto arbi-
trario R dello spazio deterinina un potare p, e se

R non è sulla curva polare normale di U vi ha un

solo piano x che passa per la retta U P ed è normale
a p, il quale tagl a il p’ano co secondo una sola retta del

fascio. La curva base del fascio di queste polari normali
è il luogo dei punti N per ognuno dei quali tutti i piani
vettori determinati da N e dalle diverse rette del fascio

dato sono normali al piano polare di N. Onde questa curva
base si spezza;

Nella curva polare normale del centro
del fascio .

2.° Néll,,-t intersezione del piano del fascio colla
polare prima del punto all’cxJ comune alle rette normali
a quel piano.

La seconda curva incontra la prima nelle n~ n ~-+-1
intersezioni di qiiesta col piano del fascio e varia col

piano stesso, mentre la prima resta fissa quando è fisso
il centro.

Ora osserviamo che le polari normali delle rette di

una stella formano una rete, poichè due punti arbitrari
dello spazio determinano due piani polari , e una sola

retta della stella incontra le normali condotte respettiva-
mente dai due panti sui loro piani polari . Avremo

quindi :
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« Le polari norrnali della retta di una stella formano
« una rete ed hanno tutte a comune una curva d’ordine
« 2013-- la curva polare normale del centro della
« stella .

le curve polari parallele delle rette del
fascio di centro U, e situato nel piano co generano una

superficie; un punto qualunque R di essa deve esser tale
che si possa condurre per U un piano che contenga R e
sia parallelo al piano polare di R; ma perchè ciò avvenga
è necessario che il raggio vettore U R sia parallelo al

piano polare di R onde la superficie cercata è la polare
parallela di U. Poi osservando che il resultato nun di-

pende dalla posizione di ~, ma solo dal centro U, si può
dire che

« Le curve polari parallele delle rette di una stella
« generano la polire parallela del centro della stella.

XV. Se il polo P è un punto della superficie fonda-

mentale S~, si può ripetere senza alterazione la dimostra-
zione del §. III, vale a dire la polare inclinata è ancora
dell’ ordine 2 iz ed ha un punto doppio in P. Il cono oscu-
latore nel punto doppio è formato dalle rette inclinate di
a sul piano tangente in P ad sn. Onde :

« I piedi delle oblique inclinate di un angolo costante
« sopra una superficie d’or.di ne n e passanti per un punto
« P di essa stanno sopra una curva d’ ordine 2 n" che
« ha un punto doppio in P, e per conseguenza le obli-
« que stesse formano un cono dell’ordine ».

Per x==0 si può dimostrare ancora come nel §. 111
che si ha una superficie d’ordine n. Il piano tangente ad
essa in P coincide col piano iv1 tangente alla Sn. Quindi
ta intersezione della polare parallela colla S’~ ha in P un

punto doppio. Le rette che passano per P e incontrano
altrove sotto l’angolo 0 la S~~ debbono dunque costituire un
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cono dell’ ordine n. Questo si spezza nel cono d’ 0rdi-

ne n che projetta la sezione e in quello d’ ordine
n (n-1 )-2 generato dalle rette che passano per P e toc-
cano altrove Sn.

Per OC== - la dimostrazione data nel §. 111 pure non

varia. Onde da un punto P di una superficie d’ ordine n
si posson condurre ’n2-n -+- L iivrinali alla superficie, 
piesa quella ehe è normale in P.

CASO PARTICOLARE

D I n= 2

I. Se la superficie fondamentale è una quadrica Sf,
la polare inclinata di un punto P per un angolo dato 7. è

una superficie del 4.° ordine Si. con due punti doppi,
l’uno nel polo P, l’altro nel centro 0 di S’. Il cono oscu-

latore in P è formato dalle rette inclinate di « sul piano
diametrale coniugato ad O P.

Si può assegnare un modo per costruire questa super-
ficie. Tiriamo una retta qualunque r pel polo P. Questa
determina insieme con O un piano diametrale O r; chia-
miamo r’ il diametro coniugato ad 0 r. Per r’ passano 2
piani 1(1 x, inclinati di a sopra r. I diametri p, p, coniugati
respettivamente a 7r1 re 2 incontrano evidentemente la retta

r, perchè giacciono nel piano 0 r, e le due intersezioni

M~ sono punti della superficie cercata, giacchè il piano
polare di uno di essi per es. di 1 è parallelo al piano dia-
metrale coniugato al diametro 0 Al, ossia è inclinato di a
sul raggio vettore P NII .

Se a:-=O la polare parallela rispetto alla quadrica fonda-
mentale SI è ur1 altra quadrica che passa per P per O e per



199

la sezione di E, con SI. Il piano tangente ad essa nel polo
P dovendo essere parallelo al piano polare di P rispetto ad
82, sarà parallelo al piano diametrale coniugato al diame-
tro 0 P. La quadrica polare parallela si può immaginare
generata dalla intersezione di una retta che passa per P

col piano diametrale coniugato alla sua direzione.
Consideriamo una sezione fatta con un piano per O P,

e chiamiaty o Q , R le intersezioni di 0 P colla conica KQ,
sezione di SI. Se prendiamo un raggio qualunque r per P,
il diametro di KI coniugato alla direzione di r incontra r

in un punto M’ della sezione della polare parallela. Da (~ ~
tiriamo una parallela a P M’ che incontrerà in M la co-
nica K2 e congiungiamo M con R. Inoltre tiriamo M M’

che incontrerà 0 P in S. Poichè di due corde supplemeen-
tari l’una è parallela al diametro coniugato alla direzione
dell’ altra, R M è parallela ad 0 M’ e i triangoli Q R M,
P 0 M’ sono simili; ma anche i due triangoli SQLVI , SPM’
sono sirnili, avremo dunque

e il punto S è fisso sopra 0 P.

Le due coniche sono dunque omotetiche, e i centri
d’ ornotetia S ed S’ sono sulla retta 0 P. S è determi-
nato dalla relazione

si vedrebbe facilmente che 1° altro è determinato dalla
relazione
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Facendo ruotare il plano secante attorno ad O P si

può concludere che
« La polare parallela di un punto è una quadrica orno..

« tetica alla quadrica fondao1entale ».
La qnadrica polare paraileta si può dunque costruire

per punti per rnezzo di una ornotet a i cui elementi ea-

ratteristici sono individuati da P e da S3.
Il ragionamento precedente suppone che la quadrica

fond,,t nenlale abbia il centr,)èt distanza finita. Se 82 è un

paraboloide ellittico od la 0 P non è altro
che la parallela all’asse di S2 condotta per P. Chiamia.
mo R il 1 pnnto d’intersezione a distanza finita di qupsta
retta con SI, e immaginiamo un piano secante rr per P R,
che taglierà SI secondo una parabola K2 avente 1’ asse

parallelo a P R. La sezione di 1t colla polare parallela si
può costruire cos : conducendo un raggio i per P e tro-
vando Fintersezione di questo col diametro conjngato alla
direzione di t potremo condurre per R una parallela a t
che incontrerà la parabola K2 in un altro punto dal

punto di rnerzo U di R 11 eondurremo una parallela a
P R, che incontrerà il raggio t in un punto della po-
lare p:trallela. Tiriamo M 1’ che incontrerà iu S la P R.
Allora osserviamo che

~~a
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Facendo ruotare attorno a P R il piano x, si può
dunque concludere che il centro d’ omotet a del parabo-
loide fondamentale e della polare parallela è deterniinato
dalla relazione

"1 L,. 
S m 

r.) De il rapporto S M’ = 2. Dunque se la quadrica
fondamentale SI ha il centro all’OO, la quadrica polare
parallela si può costruire nel modo seguente in&#x3E;1o sem-

plice. Si conduce dal polo P una parallela alI’asse di SI
che incontrerà SI a distanza finita in un punt,o R. Dalla

parte opposta ad R si prende un segmento P S ~ P R.
Allora basta dividere per metà i raggi vettori che cla S
vanno a punti di S-’ per avere altrettanti punti della po-
lare parallela.

Da ciò che precede, od anche dall’ osservare che la

polare parallela contiene la sezione di E colla superficie
fondamentale, resulta evidentemente che

« La quadrica polare parallela è della stessa specie
« della foticlarnentale ».

ir

Se ot la curva polare normale è in questo caso

una cubica gobba che passa pel polo P pel centro C di
S2 e pei 3 punti d’intersezione degli assi di SI con E .
La tangente in P è normale al piano diametrale coniu-
gato a P 0 .

Questa cubica si può costruire nel modo seguente .
Conduciamo un piano x per 0 P, che taglierà SI secondo
una conica KI col centro in 0, e sia p il diametro coniu-

gato a 7r. Il piano y condotto per p perpendicolarinente a 1t
sega x secondo un diarnetro s di Kf. Conduciamo per P
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una perpendicolare ad s; 1’ intersezione di questa perpen-
dicolare col diametro coniugato ad s rispeito a KI è il

terzo panto d’ intersezione di 7! colla curva cercata oltre
i due C~ e P. Infatti il piano diametrale coniugato ad 0 M
e perciò anche il piano polare di i%1 è perpendicolare al
raggio vettóre ~) M. facen~_lo ruotare il piano re at-

torno ad 0 P si può costruire per punti la cubica polare
normale .

Il punto M cade in O quando il diametro è nor-

mala a P 0. Ma allora il diametro M 0 coniugato ad s

rispetto a I~’ diviene tangente in 0 alla cubica. Onde
« La cubica polare noi-male ha per tangente in O il

« diametro coniugato al piano diametrale normale a 
I tre punti di E~ che hanno la stessa retta polare

rispetto alla sezione di E. con SI e rispetto al circolo im-

maginario en 00 sono reali.

Infatti se la SI ha il centro a distanza fiuita essi sono
le tre intersezioni di E~ cogli assi di S~ . Se SI ha il

centro all’oD uno dei tre punti in questione è il punto
all’co dell’asse di SI. Per gli altri due punti, osserviamo
che le direzioni principali sono le stesse per tutte le coni-
che sezioni di SI coi piani normali all’ asse, e queste dire-
zioni determinano due punti R~ R’ 00 di E,,,, che sono

quelli cercati, poichè il piano polare di ciascuno di essi,
per es. di R~ è normale al raggio vettore P R~ . Sappia-
mo ora che la cubica polare normale deve contenere quei
tre punti di EOO , Dunque :

« La cubica polare normale è senipre una iperbole
« cubíca che ha i tre asintoti paralleli agli assi della
« quadrica S’, quando questa ha il centro a distanza
« finita; e se il centro è un asintoto è parallelo
« all’ asse di S~, e gli altri due paralleli alle direzioni
« principali delle sezioni normali all’ asse ».
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Se SI è una superficie di rivoluzione, osserviamo che
il piano polare di un punto qualunque T 00 della retta too
comune a tutti i piani dei circoli paralleli, è normale alla

direzione determinata da T 00. Quindi :
« In questo caso la cubica si scompone nella retta to

« e in una conica ~ . 
_ 

~’

Questa conica dovendo avere per tangente in P la
retta t normale al piano polare di P e dovendo passare
per 0 giace nel piano 0 t, ossia nel piano meridiano de-
terminato da P, che chiameremo «. Se si chiama DI la

intersezione di 7r con 82, si vede che la conica in que-
stione non è altro che la curva polare inclinata per «-90°
del polo P rispetto alla conica D2; ma questa qualunque
sia la natura di DI è sempre tina iperbole equilatera che
ha gli asintoti paralleli agli assi di D2 (*). Dunque :

« La conica cercata e sempre una iperbole 
« ter-a situata nel piano meridiano che passa pel polo e
« cogli asintoti 1’ uno parallelo 1’ altro perpendicolare
« all’ asse di rivoluzione » .

Questa conica si sa cost,ruire perchè si conoscono due
dei suoi punti ( P ed 0 ), le tangenti in essi e la dire-

zioue degli asintoti ; si può anche costruire come luogo
delle ii&#x3E;tersezioni dei raggi corrispondenti nei due fasci

projettivi di raggi , il primo col centro in P, il secondo
col centro in 0 e formato dai diametri respettivarnente
coniugati alle direzioni normali ai raggi del primo fascio.

II. Il luogo dei punti i cui piani polari rispetto ad S2
fanno un angolo p con un piano fisso a ( particolarizzando
i resultati del §. Il della 1. a parte ) si trova essere un

cono del 2.0 ordine col vertice in 0. Però questo luogo si
può anche trovare direttamente osservando che i poli di

O Dew. §. XXVII.
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tutt! i piani panalleli ad uno stesso piano diametrale r f;ono
i punti del diametro coniugalo a ’. Onde se si costrui-

sce il cono che ha il vertice in O ed è inviluppato dai

piani inclinati dell’angolo q sul piano x, il luogo cercato
sarà il cono formato dai diametri coniugati a questi piani.

La polare inclinata di una retta t rispetto ad SI è una
superficie del 4.° ordine che contiene come retta doppia
ed ha un punto doppio nel centro 0 di S2. La seziune di

questa superficie oon un piano 1t per t consta della retta t
contata due volte, e di una conica. Questa conica si può
costruire osservando che essa è Fintersezioue di n col cono
trovato di sopra. In questo modo si ha una costruzione per

punti della polare inclinata di una retta.

Il piano 0 I ta,Ila la polare inclinata seoondo t contata
due volte, e secondo due altre rette, che sono i diametri

coniugati ai piani diametrali inclinati di 9 sopra e

passanti per il diametro coniugato ad O t.

Per 9 ~ ~ si ha che la polare normale della retta t

è una superficie rigala del 2,1 ordine che passa per t.

Questa passa per i tre punti V, V, V, che deter-
minano la direzione degli assi principali di S% e pel punto
all’ co T~ della retta t, poiché contiene tutta questa
retta .

Inoltre se si chiama t’~ la polare di T 00 rispetto al

circolo immaginario all’oo, e T’~ il polo di t’~ rispetto
alla sezione di S- col piano si vede che la polara
normale passa anche per T’,,,, perché il piano polare di

’T’ 00 rispetto ad S2 passa per t’~ , ossia è normale a t,
e perciò anche al piano vettore t ‘T"~ . Si hanno cos  5

punti del piano all’co, che determinano la conica sezione
di questo piano colla polare normale di t. Di questi punti ve
ne saranno 3 in linea retta soltanto nel caso che la retta t
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sia normale ad una delle c ireziotii principali, poiché sol-

tanto in questo caso Too è in linea retta con LI ue dei punti
vi V2 v 3* ~ poi facile dimostrare che se T~ è in linea

retta con due dei punti V, anche T’oo deve stare sulla

stessa retta. Supponiamo per es. che T 00 sia sulla ret a

V, t’oo passerà per V3, poichè V3 è il polo di Vi V2.
rispetto al circolo immaginario. Allora T’~ sarà sulla retta
V~ 1 BT 2’ poichè V3 è anche il polo di V~ 1 V, rispetto alla
sezione di 82. Similmente s  dimostrerebbe che se T’~ è
in linea retta con dne dei punti V, anche T, stà sulla.
medesima retta. Ma se 3 dei 5 punti sopradde ti sono in
linea retta la sezione di E., colla polare normale si spezza
iii 2 rette. Dunque:~ 

«La polare norimale cl i una retta t rispetto ad S’ è
« un iperboloide ad una falda. Se t è normale alla di-
« rezione di un asse di 82, è invece un paraboloide iper-
« bolico ».

Facciamo passare un piano z per t; i punti di questo
piano i cui piani polari sono normali al piano stesso ap-
partengono anche al piano polare del punto all’ m co-

mune alle rette normali a r . Dunque se si conduce dal
centro 0 di S’ una retta p normale al piano T, il piano
diametrale coniugato a p taglia r secondo una generatrice
della polare normale. Cos  si può costruire la polare nor-
male come luogo delle intersezioni dei piani corrispondenti ’
nei due fasci projettivi, 1’ uno avente per asse la retta t,
l’altro avente per asse il diametro coniugato al piano dia-
metrale normale a f, e formato dai piani diametrali co-

niugati respettivamente alle norrnali ai piani del primo
fascio .

Se t giace in uno dei piani diametrali principali di

SQ, gli assi dei due fasci proiettivi s’ incontrano e la po-
lare normale è un cono.

S.N. Lib. VI. 
15
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Per 9_-0 la curva polare parallela di t è una conica
che incontra la retta t nel punto T in cui questa è ta-

gliata dal piano diametrale T coniugato alla sua direzio-
ne. Conducendo un piano v per t , una intersezione di

questo colla curva polare parallela è T, l’altra è il punto
in cui il piano a è tagliato dal diametro coniugato ad
esso, poichè il piano poiare di questo punto è parallelo
a a. Dunque:

« La conica polare parallela della ret ta t è situata
c nel piano diametrale coniu-,-tlo alla dirczione di t ».

Da ciò che precede resulta che questa conica si può
costruíre mediante due fasci proiettivi situati nel piano ~r:

Se si chiama D2 la sezione di r con S’l, i fasci proiettivi
sono, l’uno col centro in ’1’, l’altro col centro in 0,le for-
mato dai diametri di D- coniugati respettivamente ai raggi
del primo fascio.

Con dimostrazione analoga a quella fatta nel §. I si
vedrebbe che la conica generata da quei due fasci proiet-
tivi è on&#x3E;otetica a D2- Ossia :

« La conica polare parallela d’una retta t è omote-
« tica alla conica sezione di Sg col piano diametrale co-
« niugato alla direzione di t ».

Lucea, Giugno 1882.


