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’ RICERCHE

SULLE SUPERFICIE ELICOIDALIL

SULLE SUPERAICIE A CORVATURA COSTANTE

INTRODUZIONE

Le ricerche seguenti hanno specialmente per iscopo lo
studio delle elicoidi e trovano la loro base nelle teorie, che
ho svolte nella mia tesi di laurea. (*)

L’ evoluta di una superficie qualunque & composta di
due falde, che sono in generale superficie distinte. Io le
chiamo superficie complementar: 1’ una della altra.

Data una superficie, la sua complementare risulta de-
terminata, quando sia noto sulla prima quel sistema di
geoletiche , le cui tangenti debbono essere le normali
della evolvente.

Quando parlo di una superficie applicabile sopra una su-
perficie di rivoluzione, intendo sempre, che il sistema di
geodetiche in discorso sia quello delle deformate dei meri-
diani. Fatta questa restrizione, dimostro che ad una serie
di superficie applicabili I’ una sopra I’ altra e sopra una su-
perficie di rivoluzione corrispondono, come superficie com-

'

(") Le citazioni, che si riferiscono a questo lavoro, saranno segnate
con (m. t.).
S. N. Lib. IV. : 20
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plementari, superficie applicabili pure 1’ una sull’ altra e
sopra una superficie di rivoluzione.

Naturalmente, se si tratta di una superficie a curvatura
costante, la restrizione precedente non individua un solo
sistema di geodetiche, ma ne caratterizza iufiniti sistemi,
poiché le superficie di questa natura godono della proprieta
che ogni loro porzione pud applicarsi sopra qualunque altra
porzione delle superficie stesse.

Particolarmente interessante & la considerazione delle
superficie complementari per le superficie a curvatura co-
stante negativa. Su queste superficie, come hanno dimo-
strato i professori Dini e Beltrami, esistono infiniti sistemi
di geodetiche, che, presi per linee coordinate insieme alle
loro traiettorie ortogonali, danno all’ elemento lineare tre
forme diverse appartenenti-tutte tre a superficie di rivolu-
zione. Queste tre forme sono le seguenti:

Ru
ds®> =du® 4 e A dv?

ds? = du®, + A? cosh? %’ dv®

ds* = du?, 4+ A*senh? %2 dv®y,

e come & stato sopra osservato, esistono infiniti sistemi di
geodetiche, sia della natura delle v == cost, sia di quella
delle v, = cost, o finalinente delle v, = cost.

Dal teorema di Weingarten risulta facilmente, che la
superficie complementare di una superficie a curvatura

. | . .
costante negativa — A2 rispetto ad un sistema di geode-

tiche di 1.* specie (v==cost) & ancora a curvatura costante
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negativa — e invece la superficie complementare rispetto

ad un sistema di geodetiche della 2.* specie (v, = cost) &
applicabile sulla superficie di rivoluzione, il cui meridiano
¢ la curva logaritmica.

Da ultimo la complementare rispetto ad nn sistema di
geodetiche di 3.* specie (v, = cost) & applicabile sulla
superficie di rivoluzione, che ha per meridiano una curva,
derivata dalla trattrice come l’ellisse dal cerchio, e propria-
mente proiettando la trattrice sopra un piano passante per
I’ assintoto. A questa curva do il nome di ¢rattrice accor-
clata.

Ora, noto uno dei sistemi di geodetiche di 1.* specie, si
possono stabilire formole, che danno tutti gli altri infiniti
sistemi della stessa specie ed anche tutti quelli di 2.% e 3.*
specie; da cio risulta che, data una superficie a curvatura
costante negativa, sulla quale si conosca un sistema di
geodetiche deformate dei meridiani della pseudosfera e le
traiettorie ortogonali, possono dedursene senza calcoli di
integrazione infinite superficie pure a curvatura costante
negativa, infinite superficie applicabili su quella di rivolu-
zione logaritmica, ed infimte applicabili sulla superficie di
rivoluzione, che ha per meridiano una trattrice accorciata.

Cosi dalla pseudosfera stessa ho dedotto una superficie
a curvatura costante negativa ed una classe di superficie
applicabili su quella di rivoluzione, che ha per meridiano
una trattrice accorciata. Perd in causa della complicazione
delle formole non ho potuto trovarne una generazione geo-
metrica.

Ad un risultato pin interessante mi ha condotto la con-
siderazione dei sistemi di geodetiche di 2.* specie.

Ho ottenuto cost dalla pseudosfera una singolare super-
ficie applicabile su quella logaritmica di rivoluzione; le tra-
sformate dei paralleli di questa superficie sono catenarie
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tutte eguali piegate sopra cilindri circolari concentrici, cia-
scuno di raggio eguale al raggio del parallelo corrispon-
dente. Le sezioni prodotte nella superficie da piauni normali
alle generatrici dei cilindri sono spirali iperboliche di pa-
rametro variabile; la spirale iperbolica di parametro mi-
nimo & deformata di un meridiano. Ho dimostrato poi che
questa proprietd della catenaria non appartiene ad alcuna
altra curva, risolvendo cosi negativamente la questione,
se di questa specie i deformazione erano suscettibili altre
superficie di rivoluzione oltre la logaritmica, quando si
sostituisse alla catenaria curve di diversa specie.

Fatte queste applicazioni del primo teorema, passo a
dimostrare i teoremi fondamentali per le ricerche successive
sulle elicoidi, e cioé che le evolute, le evolventi e le com-
plementari delle elicoidi, rispetto alle traiettorie ortogonali
delle eliche, sono nuove elicoidi, dello stesso asse e dello
stesso passo.

Mi volgo quindi alle ricerche particolari e dimostro,
che I’ elicoide complementare di un’ elicoide rigata é pure
rigata ed applicabile sopra di essa.

Trovo I’ evoluta dell’ elicoide gobba ad area minim»; su
questa evoluta esisie un sistema semplicemente infinito di
curve gobbe del 4.° ordine con un punto doppio nel punto
all’ infinito dell’ asse.

Procedo alla ricerca delle elicoidi a linee di curvatura
piane e ritrovo le notevoli elicoidi a curvatura costante ne-
gativa, che il professor Dini pel primo fece conoscere. Ne
determino le elicéidi complementari, le quali hanno una
relazione notevole colle elicoidi ad area minima e sono ap-
plicabili sulla saperficie di rivoluzione logaritmica. Dalle
elicoidi stesse del Dini deduco una classe di superficie non
elicoidali, che hanno costante la ditferenza fra i raggi di
curvatura ed hanno per falde della evoluta due elicoidi del
Dini identiche di forma e ditferenti fra loro solo per una
trasiazione lungo I’ asse.
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Stabilito poi il concetto di superficie dei centiri geodetic
delle linee di curvatura, come & stato posto in un recente
lavoro da un egregio mio amico il Prof. Gremigni, (¥)
dimostro che la superficie dei centri geodetici delle elicoidi,
sono nuove elicoidi dello stesso asse e dello stesso passo.
Trovo 1’ elicoide dei centri geodetici di quelle a curvature
costante negativa del Dini.

Questa nuova elicoide ha una relazione ben semplice
con quelle generali ad area minima, potendo essere gene-
rate da una me:lesima curva, cioé da un’elica di un cilindro
avente per base una catenaria, differendone solo per il pas-
so. Determino poi la superficie di rivoluzione applicabile
sopra. di essa.

Da ultimo do un modo di generazione di una classe di
elicoidi applicabili sulle superficie di rivoluzione a curva-
tura media costante.

§. L. (**) Consideriamo sopra una superficie qualunque
S un sistema semplicemeate infinito di geodetiche e condu-
ciamo tutte le tangenti a gueste linee. Questa serie doppia-
mente infinita di retle ammette una serie semplicemente
infinita di superficie parallele ortogonali a tutte le retle
della serie. Fissiamo una di gueste superficie e indichiamola
con Z.

Allora S & una falda dell’evoluta di 2, e il segmento
di tangente A B, compreso fra il punto A di partenza da
S e il punto B, ove incontra ortogonalmente 2, & uno dei
raggi di curvatara di 2, chiamiamolo r,. L’ evoluta S’ di =

(") Sulla teoria delle limee di curvatura. Tesi inserita in questo
stesso volume degli Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa.

('*) La parte di queste ricerche, che si riferisce alle elicoidi, & gid
stata pubblicata nel XVII vol. del Giornale di Matematiche diretto dal
Prof. G. Battaglini.
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rispetto all’altro raggio di curvatura », & la superficie,
che chiameremo complementare di S. Insieme con S essa
costituisce l'evoluta completa di =.

Data S ed il sistema di geodetiche, rispetto a cui S8’ ne
é complementare, si pud trovare quest’ultima senza previa
conoscenza dell” evolvente 3.

E evidente infatti che S’ pud generarsi da S, portando
su ciascuna tangente a partire dal punto di contatto una
porzione eguale alla differenza »,—, dei raggi di curva-
tura di 2. Ora questa differenza & eguale al raggio di cur-
vatura geodetica della traiettoria ortogonale delle geo-
detiche, uscente da gquel punto di contatto. (*) Possiamo
quindi dare la seguente generazione per S':

Sopra ciascuna tangente alle geodetiche del sistema
st stacchi una porzione equale al raggio di curvatura
geodetica della traietioria ortogonale delle geodetiche
wm quel punto. Il luogo dei nuove estrems é la super-
ficie S' complementare di S.

Questa generazione di S' ci di il modo di trovarla
effettivamente, quando sia data S ed il sistema di geode-
tiche, senza calcoli di integrazione, perché non ne occor-
rono per determinare la curvatura geodetica delle traie(-
torie ortogonali.

Un altro modo di generazione di S’ si ricava da un
teorema sulla costruzione del raggio di curvatura geode-
tica dovuto al Prof. Beltrami (**). Si consideri il sistema
di linee L a tangenti coniugate colle geodetiche G. Le
tangenti alle geodetiche G nei punti d’incontro con una
medesima linea L godono della proprieta, che ciascuna
incontra la successiva, inviluppando cosi una nuova linea

(*) Dini. Ricerche sopra la teoria delle superficie, § 6.
("*) Ricerche di Analisi applicata alla Geowmetria — Giornale di
Battaglini: Vol. III, p. 17. § XVIIL
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L', la quale vavia al variare di L e descrive la superficie
S’ complementare di S.

La costruzione precedente rende manifesto, che le tan-
genti al sistema di geodetiche G, ossia le normali di 2,
inviluppano S lungo le lines L', le quali sono quindi
geodetiche di §'.

§. II. Riprendiamo le considerazioni del §. precedente
relative ad S, alla evolvente = ed ai segmenti A B di
tangente. Supponiamo, che la superficie S, flessibile ed
inestendibile, s1 deformi seco trasportando i segmenti di
tangente A B. Il luogo degli estremi B non cessa mai di
essere una superficie ortogonale a tutte le tangenti AB ).
Ad ogni nuova forma, che assume S, corrisponde una nuo-
va superficie 2; perd i raggi di curvatura r, #, di = non
variano. In quanto al primo, essendo rappresentato dalla
lunghezza A B, che resta inalterata, la cosa & evidente
Per il secondo poi si osservi che, essendo 7,—#, il raggio
di curvatura geodetica delle traiettorie ortogonali delle
geodetiche, quuntita, che non varia al flettersi di S, anche
€SS0 non varia.

Supponiamo ora, che S sia applicabile sopra una sn-
perficie di rivoluzione, e che le geodetiche G siano le tras-
formate dei meridiani. In tal caso »,, », sono funzioni
I’uno dell’altro, e possiamo considerare r, come funzione
di »,, a meno che non sia: »;==cost, caso che & da esclu-
dersi, perché allora I sarebbe una superficie canale ed S
si ridurrebbe ad una linea.

Per un noto teorema di Weingarten I’elemento lineare

della §', evoluta di ¥ rispetto al raggio »,, sard dato
dalla formola-

(") Ricerche di Analisi applicata alla Geometria — Giornale di
Battaglini: Vol. 1I. p. 282,
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Zf r 10‘{1:1’"2

ds* = dr? + ¢ dv?,

la quale & indipendente dalle flessioni di S, poiché durante
queste r, rimane sempre la stessa funzione di r,. Possiamo
duanque enunciare il teorema:

Se una superficie di rivoluzione si deforma, la se-
rie delle superficie complementari delle deformate e
composta di snperficie applicabili sopra una medesima
superficie di rwoluzione .

In particolare per es. ad una serie di elicoidi appli-
cabili corrispondono, come superficte complementari, eli-
coidi pure applicabili fra loro ( vedasi 8. X).

Quando la superficie S ha la forma di superficie di
rivoluzione, la complementare S' si riduce ad una linea,
I'asse di S, che pud considerarsi come una superficie in-
finitamente ristretta, limite delle superficie complenentari
delle forme di S, quando per forme successive, per es. eli-
coidali di passo indefinitamente decrescente, si avvicina
alla forma di superficie di rivoluzione.

Per il teorema superiore ad ogni superficie di rivolu-
zione ne corrisponde un’altra, come applicabile sulle
superficie complementari delle infinite forme, che la prima
pud assumere. Propriamente ve ne corrispondono infinite
deformate P'una dell’altra, ma basterd considerarne una.
In geunerale una superticie di rivoluzione corrisponde a sé
medesima, quando la relazione, che lega i ragg: di curva-
- tura della evolvente & simmetrica rispetto ai due raggi.
Per es. lalisseide, evoluta della pseudosfera corrisponde
a sé medesima,

Facciamo ancora la seguente osservazione, che ha im-
portanza in seguito. Fra due superficie complementari S, S’
viene stabilita pel modo stesso di generazione una corri-
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spondenza di punto a punto, essendo corrispondenti due
punti, che segnano gli estremi dei due raggi di curvatura
della superficie evolvente. Allora, se S e qunindi anche §'
& applicabile sopra una superficie di rivoluzione, le rispet-
tive deformate dei paralleli saranno linee corrispondenti
sopra S ed S'. Infatti sopra S queste deformate sono le
ry==cost e sopra S'le r,—cost, ma, essendo r, funzione
di »,, quando I’uno & costante, & costante anche I'altro.

§. [II. Applichiamo ora le considerazioni generali pre-
cedenti ad una superficie S a curvatura costante negativa

1 . . -
— e considerando le tre forme speciali :

2u

) de—dut e N
(2)  ds® = du,® + A? cosh ® %i dog,
(3)  d9=—du? 4 A?senh? doy?

che il suo elemento lineare pud assumere.
I raggi di curvatura delle evolventi di S rispetto alle
geodetiche v == cost sono legati dalla relazione (*):

ry—1ry=A,

sicché, per il teorema di Weingarten ricordato al §. pre-
cedente, I’ elemento lineare della complementare S’ di S
rispetto alle geodetiche v==cost sard dato dalla formola:

(") Dini — Sulle superficie di curvatura costante. Giornale di
Napoli, Vol. III. — Beltrami 1. ec.
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2"
dst=dr? + e A dv?;
¢id dimostra appunto, che questa complementare é anche
essa a curvatura costante negativa — Ae
Invece i raggi di curvatura delle evolventi di S ri-

spetto alle geodetiche di 2.* specie v, = cost sono legati
dalla relazione:

ry — 7y ==A coth

ry ¢
A )
dove ¢ & una costante. Da questa relazione si ricava:

19-bc
dr, = cot h? QA dry,
e quindi, in virtd del solito teorema, I’ elemento lineare
della complementare §', di S, rispeito alle geodetiche
v, == cos\ sard dato dalla formola:

: 2
_ds? — cotht 2 to dr + ——dU——

A ry+ ¢
9 2
senh A

Questo elemento lineare si riduce alla forma ordinaria:
ds?=1{ 1 492 (r) | dr? 4 k2 r2d »?
delle superficie di rivoluzione, ponendo
1
senh TQZ- c

Per determinare I’equazione z=g(r) della curva me-
ridiana si ottiene quindi I'equazione differenziale:
A'z
oS,

7-4

kr=—
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e, prendendo I’ arbitraria k = }K :

d
z = q;(r)=Af/}—fA——Alogr,

che & I’equazione della curva logaritmica.
Un calcolo perfettamente arnalogo pud farsi per il terzo

caso; allora 1 raggi di curvatura delle evolventi sono le-
gati dalla relazione:

ro—r, = A tangh

ro—+c
2 A J
quindi per I’ elemento lineare delle complementari S', ri-
spetto alle geodetiche v, = cost si trova:

dv?
ry-+¢
i
Per 1’ equazione z==g(r) della curva meridiana della

superficie di rivoluzione, su cai S’y ¢ applicabile, si trova
quindi: ‘

c
ds?* = tanght TQZ— +
cosh 2

N — 2 7.2
/VA2 & B

i

2 =0q(r)= ,

quindi se si pone:
A
7= W—l sen g,
si trova:

. .
z_——A% log tang 3 6+ cos 6

Ora se si confrontano queste formole colle altre:

’

1
r=Asenb , z = A %logtang—g@-{—cose

che danno la trattrice di tangente costante = A (la quale,
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rotando attorno all’ assintoto z, genera appunto la pseu-
dosfera applicabile sulla superficie S a curvalura ccstante
. Iy . \
negativa — A:) St vede, che la nuova curva non & altro
Az

cke la proiezione ortogonale della trattrice sopra un piano
passante per 1’ assintoto e che fa col piano della trattrice
un angolo « dato da:

1
VAR 417
Ora, siccome & & una costante arbitraria, che pud as-
sumere qualunque valore positivo, « potrd assumcre qua-

COS «

T :
lunque valore fra O e > (1 limiti esclusi). Queste curve

proiezioni della trattrice, cui darewo il nome di ¢rattrice
accorciate hanno evidentemente una forina analoga alla
trattrice stessa, avendo I'asse delle z per assintoto. Cosi,
nello stesso tempo che abbiamo trovato la curva meridiana
cercata, abbiamo anche dimostrato questa singolare pro-
prietd della traitrice:

Le proieziont di questa curva sopra piant passants
per Uassinioto generano, ruotando attorno a quest’ as-
sintoto altrettante superficie di rivoluzione applicab.li
U una sull altra (V).

I risultati precedenti possono enunciarsi brevemente,
quando si abbia riguardo alle seguenti proprietd, dimo-
strate dal prof. Beltrami nel suo Saggio di interpreta-
zione della Geometria non-euclidea e ciod: le geodetiche
di 1.* specie v = cost sono caratterizzate dall’avere un

(*) La trattrice gode anche di un’ altra proprietd analoga, che
non credo sia stata osservata. Essa e la seguente: La superficie di rivo-
luzione generata da una traltrice ruotando intorno ad alirettante paral-
lele all’ assintato, poste dalla stessa banda di questo, sono applicabili I’ una
sull altra .
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punto comune a distanza infinita: le geodeliche di 2." spe-
cie v, == cost sono caratterizzate da cio, che sono ortogo-
nali ad una medesima geodetica della superficie: le geo-
detiche di 3.% specie v, = cost escono da un punto reale a
distanza finita della superficie.

Potremo quindi enunciare i teoremi seguenti

1.° La superficie complementare di wna superfi-
cie a curvatura costante neyatiwa rispetto ad un siste-
ma di geodetiche uscenti da un punto allinfinito ha la
stessa curvatura costante negativa.

R.° La superficie compleinentare dv una superficie
a cwrvatura costante negativa rispelto ad un sistema di
geodetiche, ortogonals ad una medesima geodetica, é
applicabile sulla superficie logaritinica di riwolusione.

3." La superficie complementare di una superficie
a curvatura costante negativa rispetto ad un sistema di
geodetiche,. uscents da un punto reale a distanza finita
della superficie, & applicabile sopra la superficie di »i-
voluzione, generata da una tratirice accorciata, che
ruota attorno all’ assintoto.

§. IV. Supponiamo noto sopra una data superficie a
curvatura costante negativa S un sistema di geodetiche di
1.* specie e le loro traiettorie ortogonali. Le formole, sta-
bilite dal Prof. Beltrami nel suo Saggio ec. sopra citato,
permettono di dedurre tutti i sistemi possibili di 1.7, 2.
e 3.% specie (*). Allora senza calcoli di integrazione ne
dedurremo le superficie complementari di 1.*, 2.* e 3.*
specie, le quali saranno rispettivamente applicabili sulla
pseudosfera, sulla superficie logaritmica di rivoluzione e
sopra la superficie di rivoluzione, che ha per meridiano la
trattrice accorciata.

Consideriamo in particolare una superficie comple-

() V. nel detto lavoro le formole (15) e (16) e la Nota IL
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mentare §' di 1.* specie a curvalura costante negativa.
Su questa superficie ( §. II.) conosciamo un sistema di
traiettorie ortogonali di geodetiche di 1.* specie, corrispon-
dente al sistema noto di traiettorie ortogonali di geodetiche
di 1.* specie della superficie S, da cui siamo partiti. Per
determinare adunque sopra S’ quel sistema di geodetiche
di 1.* specie non si avrd che ad integrare un’equazione
ditferenziale del 1.° ordine e allora saremo con S’ nelle
stesse coundizioni, in cui eravamo con S. Potreiio quindi
dedurre da 8’ tre nuove serie di infinite superficie, come
" le precedenti, e cosi di seguito. In tal modo con successive
integrazioni di equazioni differenziali del 1.% ordine potre-
mo moltiplicare all’ infinito i risultati.

Sarebbe molto interessante vedere, se ogui superficie
a curvatura costante negativa pud dedursi col processo
precedente partendo dalla pseudosfera e quindi anche da
ogni altra superficie a curvatura costante negativa.

§. V. Ho accennato dianzi alla possibilitd di dedurre da .
un noto sistema di geodetiche di 1. specie e delle loro tra-
iettorie ortogonali tutti ¢li infiniti sistemi di 1.%, 2.* e 3.%spe-
cie. Del resto cio risulta anche dalle considerazioni segventi.

Nelle ammesse condizioni I’equazione generale ditfe-
renziale delle geoletiche siintegra immediatamente e allora,
per ottenere tutti i sistemi possibili di geodetiche di 2.*
specie, basterd considerare il sistema di geodetiche orto-
gonali ad una stessa geodetica e far variare quest’ ultima.
Per ottenere poi i sistemi di 3.* specie basta far uscire le
geodetiche del sistema da un medesimo punto reale ad
arbitrio della superficie. Resta solo a vedersi, come si pos-
sano ottenere tutti i sistemi di geodetiche di 1.* specie. Per
cid0 mi servird di un metodo, che & stato gia usato da
Liouville (*) e che spesso pud applicarsi con successo. ¢

(*) Monge-Applications de I"Analysc & la Géométrie Note IV.



— 209 —

1l problema da risolversi & il seguente: dato I’ elemento
lineare:

2u

(4) ds® =du’4 e A dv?
trovare le trasformazioni pit generali: u=—=u (6, w), v=2(8, w),
che non ne alterano la forma, cioé tali che si abbia ancora:
20
2 2 A 2
®) ds* = d? 4 e ™ do

Riducendo le (4), (D) ai parametri isometrici, ponendo:
u ]

U=Ae & 0—=ac A

)

il problema si riduee alla stessa questione fra i due elementi
lineari:

2
(4) cls9=a%,(dU9+dve)

2
®") dsg=l—g~2(d®"2-‘rdw9).

Trasformiamolo ancora in coordinate simmetriche immagi-
narie, pouendo

Uditv=0c , O4to=yw

6
© U—iv=f , O—tw=y;

allora (4), (©) divengono:

o) ds%-—( wy )zdde
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Il modo piu gencrale di trasformare la (47) nella 5")
cousiste nel porre.

a=¢(@) , =1y

ovvero:
a=9(y) , L=dx);
ma, siccome il 2.% caso si deduce evidentemente dal 1.°
cangiando » in —wo, possiamo limitarci al 1.°.
Per le condizioni del problema dovremo avere:
0 oYy 1
. . 2 7 2
Le(r)+d) P (oty)
Se in questa formola si fa y==cost, si pud integrave imme-
diatamente rispe:to ad « e si trova:

) 1
?’w)ﬂm-i-c

dove @, b, ¢ sono tre costanti. Medesimamente

1 :
W) =g, 5o 11

con d, e, [ nuove coslanti (*). Sostituendo allora nella
(7) si vede che, per soddisfarla effettivamente, si deve
avere: :

d=a ,e=—0b, [=—c,
quindi:

(") Il ragionamento seguente puo essere in difetto, solo quando nella
formola:
ot _dtcaz+ch
G iy e e iy N
si ponga a=0 e si dia a ¢ un valore infinito, in modo che ca resti
finito; ma allora U 4v & una funzione lineare di 6} iw e si veds
facilmente, che in tal caso non vengono cambiate le linee U, v, giac-
che si ha:
U=a0.+v=0aw-10.
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1 1
a=g(@)= ot P )=,

e introducendo ora le U, v; ©® , w per mezzo delle (6):

) 1
UFir=(otinfs™*

i 1
U—io=o—im—5 ¢

le costanti @, b, ¢ debbono supporsi per piit generalita
complesse e perd scriveremo:

. 1 .
Utiv= Riay@4ie) $540p T 00

. 1
YT At A) O0—i0)—(B+B)

U —

C—iC.

Ma perché la trasformazione sia reale, bisogna che la 2.
formola nasca dalla 1.* cangiando ¢ in —<. Si trova quindi
facilmente, che deve aversi:

A'—0 , B=0 , C=0

Separando allora le parti reale ed immaginaria, e dando
a v il doppio segno per la ragione suesposta, si trova:

0 w-b

U=xogr@ror > T°~ Kjorwtoy T

dove per semplicitd si & posto B'=A b. Queste sono
adunque le formole pit generali, che trasformano la (4')
nella (5') cambiando le coordinate.

Se si risolvono rispetto a ©, w si trova:
S. N. Lib. IV. 20
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U ) + v—C' .
A{UF (v—C} w+$::A{U%+@—4Tﬁ§ O

O—

8. V1. Applichiamo le formole precedenti alla pseudo-
sfera, sulla quale conosciamo gid un sistema di geodeti-
che di 1.% specie (i meridiani) e le traiettorie ortogo-
nali (i paralleli). Osservando le formole sopra stabilite,
si vede subito, che dalla pseudosfera non si pud ottenere
che unma sola superficie a curvatura costante negativa.
Percid basterd prendere le formole pit semplici, caso par-
ticolare delle precedenti:

U @ o (0]
T T e
U ;
©

v
=Tan 0 O Tas 0
U2 U4o

e, ripristinando le antiche coordinate:

6
v A
A € o )
® ¢ =35 " 26
w?4A%e A w'+A%e A
u
_% me v
@ e "= y W=
A, A vpAze D

(") Osservazione. Se si considerano U, v come coordinate carte-
siane ortogonali in un piano ponendo U=z, v=y. si ha della superficie a
curvatura coslante negativa una rappresentazione piana, in cui gli an-
goli sono conservati, e le formole precedenti dimostrano, c¢he ad un
sistema qualunque di geodetiche di 1.* specie e alle traiettorie ortogo-
nali corrisponde sul piano un doppio sistema ortogonale di cerchi, di
cui i primi toccano in un medesimo punto dell’ asse y una parallela
all’asse x, e i secondi toccano nello stesso punto I’ asse y.
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Le coordinate x, v , = della pseudosfera espresse per i
parametri %, » dei meridiani e dei paralleli sono:

>l

X==e COS?

D>'§

=€ 8senv

— l/ 2u
VAR~ A —
1 A A A— 2 _
Z:Kf A% — eAdu=§ log é_e_—[—l/ —2{—6

l/ gﬁ A2— ¢
A4V Ar—cA

Dobbiamo trovarne la superficie complementare rispetto
al sistema di geodetiche » = cost, quindi in primo luogo
calcolare i coseni di direzione X, Y, Z delle tangenti a
queste linee. Avremo:

10y <7

do dy dz

X=w > Y= =5

quando nelle (10) si siano espresse a,y, 2 per 6, w
mediante le (8). Non volendo effettuare questa sostitu-
zione converra calcolarle colle formole:

de du  doe do
du d6+% do
dy du | dy dv
du d6 ™" dv db
dz dz dv

L= du d6+do 6’
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avendo riguardo alle formole:

u 2u
Lllﬁ____v%-—AQe A @:2A ve A
P 2w’ ds - 20
272+A2(3 A vﬂ_}_Aﬂe A

che discendono dalle (8) (9). Cosi operando, si trova:

L %
X= }K rAte ;uezcos v—2A ve 5, Sen v
v?4-A? e_ A vi4 Al e—*
R, _u
Yz!A?w—i"’K senv42 A ve 5,, 08 ®
v24-A? e—_K v - A2 e_“ A
— ?i‘ 2u
g LAY ; \/A?_ oA
V24 A? e—K

Il raggio p di curvatura geodetica delle 6= cost & dato
da p==A, quindi le coordinate &, »n, ¢ della superficie
complementare cercata si otterranno colle formole:

b=x—AX , =y—AY , t=z—AZ;

effettuando i calcoli, e, ponendo per semplicita:
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Pl

€ =—Aseng,

sl trovera:

sen g
E=2A m(cos v} sen v)
sen ¢
(ll) n=2A m(sen V—0 COS?))
1 2cos g
‘=Ajlogtangs e + T rsan g

Queste equazioni definiscono una superficie a curvatura

costante negativa -— é Inoltre (V. §. 11 in fine) su que-

sta superficie conosciamo un sistema di linee deformate

dei paralleli della pseudosfera; esse sono le linee 6 = cost,
seng :

50 senp == cost.

In causa della complicazione delle (11) non mi &
riuscito trovare di questa superficie una generazione geo-
metrica semplice. .

§ VIIL. Consideriamo ora sulla pseudosfera un sistema
di geodetiche di 3.* specie, ciod un sistema di geode-
tiche uscenti da un punto reale della superficie. Eviden-
temente, per la simmetria della pseudosfera intorno all’asse
possiamo supporre che questo punto sia nel meridiano

=0. Allora per formole di trasformazione per passare
dall’ elemento lineare:

ossia

2u

ds*=du* -+ e A dv?
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all’ altro:

ds?=du,? + A?senh? %2 dv,?

possiamo prendere le seguenti (*):

>l

ve ==Asenh %sen Vg
(12)

A_Al @)
e =y (senhAcosvg-{—coshA ,

essendo % il raggio del parallelo, che col meridiano v=o

determina il punto di partenza delle geodetiche v,— cost.
Dalle (12) si ottiene facilmente:

2u
o™ (o) A2

u

QkAeA

{(13) cosh X—z———

Allora, osservando che il raggio p di curvatura geodetica
delle u, ==rcost & dato da

p=Atgh"2,

effettuando i calcoli come al §. precedente, si otterranno
per le coordinate &, n4, & della superficie complemen-

(") A queste formole si giunge con alcuni calcoli preliminari,
che qui sopprimo.
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tare della pseudosfera rispetto alle v,==cost le formole
seguenti:

9 sen @

= R2A T (@ +o)sen'y (cosv +4vsenv)
14) ) . 5. sen g e
(14) n,==2A [ (B o) sei go\senv v COSD)

, 1 2cosy
& =A jlog ta“gg ?+ 1+ (B 0% sen’o

Su questa superficie le deformate dei paralleli della su-
perficie di rivoluzione applicabile su di essa sono le
seno
L - (k2 4-2*)seno
L’ analogia delle (14) colle (11) & evidente; queste ci
definiscono una superficie applicabile sulla superficie di
rivoluzione, che ha per meridiano la trattrice (pseudosfera),
quelle una classe di superficie (contenendo la costante ar-
bitraria %) applicabili le une sulle altre e sopra una
medesima superficie di rivoluzione, avente a meridiano
una trattrice accorciata. Le (11) poi provengono dalle (14)

facendovi £ =0.

§. VIII. Andiamo ora a counsiderare i sistemi di geo-
detiche di 2.* specie v, ==cost, cid che ci condurrd a
risultati pitt interessanti. Queste geodetiche debbono essere
ortogonali ad una medesima geodetica della superficie
iniziale (pseudosfera); prese per linee coordinate insieme
colle traiettorie ortogonali w,==cost danno all’elemento
lineare la forma:

uy,==cost, ossia per la (13) le

== cost

ds? = du? + A?cosh? %’ dv2.

Per geodetica, a cul tuite le v, = cost sono ortogonali,
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prendiamo il meridiano » =0; allora si trova facilmente,
che le formole di trasformazione sono le seguenti:

u = A log cosh %’ + Aw,
(1)

.__’L?‘

T ——N T

v=Alog t_anghu—{ e

dalle quali segue:

=l

(15) Asenh l—ve

Allora, osservando che il raggio di curvatura geodetica
delle u,==cost & dato da;

u
p==A coth 7{
ed effettuando i calcoli, si troverd per le coordinate

&,n', ¢ della superficie complementare della pseudosfera
(10) rispetto alle geodetiche »,==cost:

o Asenv y Acosv

_ ,} T —
vseng ’ vseng
u

, 1
y ¢ =A10gtg§? ’

dove si & posto e © =A sen ¢. Evidentemente, senza al-
terare la superficie, possiamo scriverne le coordinate cosi:

(16) == A Cosv , Y=

1
= g = o.
o senv , 2 Alogchp

@semp

Se introduciamo le coordinate cilindriche #», 8, z ponendo:
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re=y W’ tgh = <,

avremo per le (16):

A
(17 r=vsenq: , b=0v

e, siccome da

1
z=Alogig 59

segue:
. 1
1 1+1g 2°? 2
= = cosh — ,
sengp 2 tg l'? A
2

si vede che I’ equazione della superficie (16) in coordinate
cilindriche sara:

(18) 76 = A cosh %

Dunque: juesta superficie & generata da una spirale
wperbolica, il cui polo percorre I asse z e il cui piano
rimane normale all’ asse stesso, mentre la spirale varia
dt grondezza colla legge assegnata dalla formola pre-
cedentz. La superficie & evidentemente simmetrica rispetto
al piano ay.
Le trasformate dei paralleli della superficie logaritmica
di rivoluzione, sulla quale la superficie (16) & applicabile
sono le u, ==cost, ossia per la (15') le » senp = cost. Ma
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per la 1.* delle (17) le »sen p = cost non sono altro che
le 7 ==cost; ora, se si considera uno qualungne dei ci-
lindri circolari # == cost e si distende sopra un piano, la
curva della nostra superficie, che giace su di esso, si
dispone per la (18) secondo una catenaria comune di
parametro A indipendente dal raggio del cilindro. Di
piu si vede, che le direttrici di queste catenarie celindri-
che sono tutte in un piano per 1’ asse comune dei cilindri
e i loro vertici sono sopra un piano normale a quest’asse
(i1 piano wy) (*). Possiamo dunque dire che: Quando la
superficie logaritmica di rivoluzione si applica sulla
superficie (16) ¢ paralleli divengono catenarie eguali
piegate sopra cilindre circolari concentrict.

Osserviamo poi, che tutte queste catenarie cilindriche
escono dal piano @ y normalmente alla spirale iperbolica
lnogo dei loro vertici; questa spirale iperbolica & dunque
deformata di un meridiano.

Vogliamo ora ridurre direttamente I’ elemento lineare
della nostra superficie a quello ordinario della superficie
logaritmica di rivoluzione, il che, mentre servird di con-
ferma ai risultati ottenuti, dard anche lnogo ad un’ ulte-
riore proprietd di questa singolare deformazione. Se si
calcola 1’ elemento lineare della superficie (16) in coor-
dinate v egsi trova;

A? cos?p -+ v?sen?o -Jf-? "2
2 — 2 2
ds* = v sen? @ sen’g dg*+2 oseu dp+—z—dv
Ora, se si pone
19) vsenp==1=¢, vcoSQ =

(®) Queste proprietd renderebbero facile la costruzione effettiva
di un modello di questa superficie.
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la formola precedente si trasforma nell’ altra:

2
ds? — A? 1+t g Lawe s
e ponendo
A o
2 _—
(~0) ¢ P ) A*“’P)

si ottiene:

~

ds? = (H— )dp +ed ¢

che & la forma ordinaria dell’ elemento lineare della
superficie logaritmica di vivoluzione z==A log p. Dalle
(20), (19) confrontate colla (17) si trae.

p=r,

dunque ogni catenaria cilindrca della superficie (16),
diventando un parallelo della superficie logaritmica di
rivoluzione assume un raggio eyuale a quello del
cilindro, su cui & descritia.

Osserviamo da ultimo che, analogamente a quello che
accade quando le elicoidi si applicano sulle superficie di
rivoluzione, colla superficie (16) si ricoprira infinite volte
la superficie logaritmica di rivoluzione, avvolgendo con-
tinnamente ciascuna catenaria cilindrica sul parallelo cor=
rispondente. Se poi vogliamo riferirci unicamente alla
superficie (16), possiamo dire, che questa superficie gode
della proprietd di essere distendibile sopra sé medesima,
in modo, che qualunque porzione di una ad arbitrio delle
sue catenarie cilindriche si avvolga su qualunque altra
porzione della medesima catenaria.
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§. IX. La proprietd, che nel §. precedente abbiamo
visto appartenere alla catenaria, da luogo naturalmente
alla domanda, se essa sia comune ad altre curve, od
esclusiva alla catenaria. In altre parole: con una curva
diversa dalla catenaria si pud, come colla catenaria si
genera la superficie (16), generare una superficie appli-
cabile sopra una superficie di rivoluzione, e tale che le
deformate dei paralleli siano precisamente le posizioni di
quella curva, piegata sui cilindri circolari concentrici?

Le coordinate di queste superficie generalizzate sareb-
bero:

x=rcosf,y=rsenb, 2=Q(r0),

dove Q (79) indica una funzione arbitraria di »9. L’ele-
mento lineare di queste superficie in coordinate »,6 si
trova dato da:

ds? = Edr? +2 Fdrdf+ Gd 62,
dove B, I, G hanno i valori seguenti:
=14-0°Q% (r9) , F==r6 Q% r0), G=02 {14-Q"2(r6)].

Ma, per ipotesi, le linee » = cost sono deformate dei
paralleli di una superficie di rivoluzione, quindi debbono
essere geodeticamente parallele fra loro. Ora & noto essere
necessario per questo, che:

EG — F? I O
G T TG

sia indipendente da 6. Sostituendo i valori di E, F, G
si ottiene:
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F? 6202 (r6)
E—G5 =1t igay

dunque:
Q' (r6)
6 Ry e ——
V14-Q7(r6)

deve essere indipendente da 6. Derivando rispetto a 6 si
ricava:

b

Q' (»9) Q' (r6) '
P e —— rf % —_———
VIQT06) V14 02(ro)

da cui integrando:

Q" (r6) A
V1I+Qi(re) 0

essendo A una costante. Se ne deduce:

, A
B0 ="ymg —ar

e integrando di nuovo, omettendo la costante additiva,
che non influisce sul risultato:

76

Q (r 6) = A sett cosh A

dunque di superficie della classe assegnata, che godano
della proprietd voluta, non vi pud essere che la seguente:

v 6 == A cosh Z—
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Siamo cosi ricondotti alla superficie (18) e resta quindi
dimostrato, che quella proprietad appartiene esclusivamente
alla catenaria.

8. X. Fatte queste applicazioni delle proprieta delle
superficie complementari alle superficie a curvatura co-
stante negativa, passo ad occuparmi delle superficie eli-
coidali.

I teoremi fondamentali sulle evolute e sulle evolventi
delle elicoidi si possono dimostrare geometricamente, fon-
dandosi sull’ osservazione semplicissima, che dando ad
un’ elicoide E intorno all’asse quel moto elicoidale, che
I’ ha generata, o il moto retrogrado, essa non fa altro,
che scorrere sopra sé stessa.

Ora se si suppone tracciata sull’ elicoide I una linea
di curvatura C, e si da a questa linea intorno all’asse
il moto elicoidale, che ha generato E, essa si manterrd
sempre sull’ elicoide, e sard sempre nelle sue diverse po-
sizioni linea di curvatura di E; poiché, se le normali ad E
lungo la posizione primitiva di C si suppongono traspor-
tate insieme con questa linea, esse si conservano sempre
normali all’elicoide per 1’ osservazione fondamentale fatta
sopra. Ora nella loro posizione primitiva inviluppavano
una linea G, e quindi nelle nuove posizioni successive
inviluppano le pesizioni successive della linea G, il che
dimostra evidentemente, che le posizioni successive di C
sono linee di curvatura di E.

Risulta inoltre da queste considerazioni, che 1'evoluta
dell’ elicoide E, rispetto al sistema C di linee di curva-
tura, & un’ elicoide dello stesso asse e dello stesso passo,
generata dallo spigolo di regresso G della sviluppabile
Inogo delle normali all’elicoide E lungo una linea di cur-
vatura C. Si ha quindi il teorema, che altrove ho dimo-
strato per altra via: () L’evoluta d’ un elicoide & un’al-

(") M. T. pag. 49.
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tra elicoide, avente a comune colla prima U asse ed
il passo.

§. XI. Considerazioni affatto analoghe alle precedenti
mostrano, che sull’ elicoide E le traiettorie ortogonali delle
eliche, ossia le trasformate dei meridiani della superficie
di rivoluzione su cui I’ elicoide & applicabile, sono curve
identiche, che si ottengono da una di esse, dandole at-
torno all’ asse quel moto elicoidale, che ha generato E.

Questa osservazione ci servira a determinare 1’ evol-
vente di E rispetto a quelle geodetiche g traiettorie orto-
gonali delle eliche.

Consideriamo una di queste geodetiche ed il sistema
delle sue tangenti e sulla sviluppabile luogo di queste rette
tracciamo una curva ¢ traiettoria ortogonale di queste
tangenti, cioé una evolvente della ¢.

Dico, che Velicoide E', generata da ¢ intorno all’asse
di B collo stesso moto elicoidale, che ha generato K, &
una delle evolventi di E.

Insieme con ¢ durante il moto supponiamo traspor-
tata la g col sistema delle sue tangenti; allora g verra
ad occupare sopra E le posizioni successive di tutte le
traiettorie ortogonali delle eliche e le tangenti quelle delle
tangenti, sicché il teorema sard dimostrato, quando si
provi, che ognuna di queste tangenti & normale ad E'

Nella posizione primitiva sia A B una di queste tan-
genti, essendo A il punto di contatto con g e B il punto
ove incontra ¢. Consideriamo un elemento infinitesimo
del moto elicoidale; per questo moto infinitesimo il punto A
descrive un elemento di elica di E, il quale & normale
alla retta A B, poiché g sega ortogonalmente tutte le
eliche di E. Quindi, per una nota proprietd, (*), tutti i
punti di A B e in particolare il punto B descriveranno

(") V. De-Jonquiéres. Mélanges de Géometrie pure, p. 15.
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elementi di traietlorie normali alla posizione atinale di A B.
Adunque essendo A B normale a due diverse direzioni
uscenti da B sull’ elicoide E’, cioé alla curva ¢ ed alla
traiettoria di B, & normale all’ elicoide stessa.

Abbiamo dunque il teorema:

Le evoloenti delle elicoidi sono elicoidi, aventi a
comune colle prime U asse ed il passo.

Come conseguenza necessaria di questo teorema e di
quello del §. precedente abbiamo ’altro:

La superficie complementare di un’ elicoide & una
nuova elicoide dello stesso asse e dello stesso passo.

Questo teorema potrebbe anche dimostrarsi diretta-
mente con considerazioni analoghe.

8. XII. Dalle considerazioni geometriche dei §§. pre-
cedenti scaturiscono spontaneamente alcune conseguenze
che ¢ utile notare, cioé:

Le eliche di un’elicoide sono traiettorie delle sue linee
di curvatura. Conseguentemente I’ elemento lineare di
un’ elicoide, riferito alle linee di curvatura u, v deve
assumere la forma (*):

ds? =2 (u 4 v) du® + ¢* (u4v) dv?.

Lungo le eliche (u-v==cost) non variano i raggi di
curvatura di un’elicoide, i quali sono quindi funzioni
I’ uno dell’ altro.

Se si fa la rappresentazione di Gauss di un’ elicoide
sulla sfera, le immagini delle linee di curvatura di un
medesimo sistema sono curve eguali, che si ottengono da
una di esse, facendola ruotare attorno al diametro della
sfera parallela all’asse dell’ elicoide; questo diametro &

(*) Dini sulle superficie di curvatura costante. Giornale di Napoli,
Vol. III. pag. 241.
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perpendicolare ai piani dei paralleli della sfera, immagini
delle eliche. Questi paralleli sono quindi traiettorie delle
immagini delle linee di curvatura, e percid I’elemento sfe-
rico ds, in coordinate u, v assume la forma:

as,?=[* (u+4v) du® + 9.2 (u+4v) do?.

Se un elicoide ha una linea di curvatura piana, tutte
le altre linee di curvatura dello stesso sistema sono piane;
1 loro piani tagliano elicoide tutti sotto uno stesso angolo
e segano l'asse pure sotto un medesimo angolo.

Se un’ elicoide ha una linea di curvatura sferica, tutte
le altre linee di curvatura dello stesso sistema sone sferi-
che, le sfere, su cui giacciono hanno tutte lo stesso raggio,
tagliano I’ elicoide sotto un medesimo angolo, e il luogo -
dei loro centri & un’elica circolare, avente lo stesso asse
dell’ elicoide ed il medesimo passo.

§. XIII. Andiamo ora alle ricerche particolari e cer-
chiamo in primo luogo 1’ elicoide complementare di un’ eli-
coide rigata.

Sia @ la minima distanza della generatrice dall’asse, «
I’ angolo che queste due rette fanno tra loro, m il parame~
tro del moto elicoidale. Le coordinate @ , y , z dell’elicoide
saranno date dalle formole:

&= ¢ COS ¥ — U Sen & Sen v

Y == @ sen v - % sen z COS v

Z=u% cosa +mo,
‘dove u indica la lunghezza della generatrice contata dal
piede della perpendicolare all’asse.

Per I’ espressione dell’ elemento lineare in coordinate
u, v si trova facilmente:

(21) ds*=du®<4-2(mcosatasena)dudv--(a®+m*4u?sene) do?
S. N. Lib. I'V. 21
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Quest’ espressione si riduce alla forma ordinaria dell’ ele-
mento lineare della superficie di rivoluzione colle sostitu-
zioni (7).
: +( + ) ) du
=0v-4(m cos « asenocj 3
a®+ m*+4u? sen? «
fV a? 4 m? 4 u? sen® a— (m cos a—+-a sen «)?
W—=
Va® + m? 4 u?sen’ a

du,

poiché essa diventa allora:
ds? = dw? 4 (a® 4 m® +usen®«) d ¢*

Pel raggio p di curvatura ‘geodetica delle w=cost si
trova:

V(o> m24-u?sen®a) a® + m24-u?sena— (m cosa-asena)?)
==
u sen? a

P

Con queste formole, eseguendo i calcoli, si trova per le
coordinate &, n, ¢ dell’ elicoide complementare:

m(m sen &« —a cos a)

= — M COt « COS ¥ sen v
2 \ + u sen? «
: m (m sen a—a cos a)
n==-— m cot asen v — 3 cos v
% sen? «
a(m sen & —a cos «)
L == +mw

% sen? a

Queste equazioni definiscono un’altra elicoide rigata,
che ha per generatrice la retta:

(Hmt § 4
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m a
L = — 1 cot & Y wmwm o —mm——— Y, T Uy
> Y Vmriar Vm2+a?

Indicando c¢on a,, «, le quantitdh analoghe ad a, « per
questa seconda elicoide, si avra:

(22) ay=mcota, tga =

88

by

Queste relazioni, come ¢ naturale, sono reversibili, cioé:

m
a==m cot «, , tga:a—

1

Ora servendosi della (21) per calcolare |’elemento lineare
di questa elicoide ed avendo riguardo alle (22) si trova
facilmente che essa & applicabile sulla primitiva, sicché
possiamo enunciare il teorema:

L’ elicoide complementare di un' elicoide rigata &
pure rigata ed applicabile sopra Ji essa.

Notiamo, che dalle (22) discende, che, se I’ elicoide

primitiva & a direttrice rettilinea, la complementare & a
piano direttore e viceversa. In particolare, se la primitiva

& l'elicoide gobba ad area minima (a==0, a=%), la com-

plementare coincide con essa, come del resto & evidente di
per s& poiché in questo caso le tangenti alle deformate
dei meridiani coincidono colle generatrici stesse. E notevole

il caso in cui si abbia tg « = z—?, poiché allora le (22) dan-

no a;==a , a;==x, L’ elicoide primitiva & allora identica
colla complementare; ne ditferisce perd per la posizione ,

ottenendosi da questa con una rotazione di due angoli retti
intorno all’ asse .
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§. XIV. Le evolute delle elicoidi generali rigate sono
complicate, e percid mi limito a trovare I’ evoluta dell’eli-
coide gobba ad area minima.

Le coordinate di questa elicoide sono date dalle for-
mole ;

r=%ucosv , y=usenv , s=mvo,

N

per i coseni di direzione X ,Y ,Z della normale si trova

m sen v M COS v u
T Vifm® T T Vw7 Viet?

X

Siccome poi si ha

ds? = du® + (w4 m®) d 22,

la curvatura sard:

179
1 m2

7y 7y _ (u 4-m* )? ;

ma r—+7ry=0, quindi:

u?+-m? u?+m?
Vo= — """, W=
m n

le coordinate &,n,¢ dell’ evoluta rispetto al reggio »,
per es. si trovano date da
E=wucosv 4+ Vu:4m?senv
n=1wusen v — Vyif;? cos v
uV 2 —+ m?

m

4 + mo.
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Queste equazioni definiscono un’ elicoide generata at-
torno all’ asse z dalla curva:

uV i 4m?
R

=Y , Y—=—m— 2 2 Z =
) Y Vwrdm? "

la quale & I intersezione delle due superficie seguenti:

mz+oy=0 , y?—at=m.

-
Py

La prima & un paraboloide iperbolico equilatero, la
seconda un cilindro parallelo all’asse z, avente per sezione
retta uu’ iperbola equilatera, i cui assi sono paralleli alle
due rette x==0, y==0, che il paraboloide ha sul piano = y.
Il punto all’infinito dell’ asse z appartiene tanto al para-
boloide quanto al cilindro, ed & percid un punto doppio
della loro intersezione. Quindi:

L’evoluta di un' elicoide gobba ad area minima &
un’ elicoide generata da una curva gobba del 4.° ordine
con un punto dopprio nel punto all’infinito dell’asse.

E da notarsi, che pel teorema di Weingarten questa
evoluta elicoidale & applicabile sull’ evoluta dell’alisseide.

§. XV. Cerchiamo ora se esistono elicoidi, che abbiano
una linea di curvatura piana e quindi (§. XII') un intero
sistema di linee di curvatura piane. Il sistema accennato
sia quello delle linee ». Allora sulla sfera rappresentativa
le linee v saranno cerchi eguali (§. XII), cioé linee aventi
la stessa curvatura geodetica costante.

Ora I’elemento lineare della sfera sard dato in coor-
dinate u , v dalla formola:

(23) ds? = f* (u+v) d ut 4 9* (u4v) d v .

Se indichiamo con Va? —1 la curvatura geodetica delle
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linee v (per semplicitd del calcolo ulteriore) ed v con «,

si dovra quindi avere:

1 df
T V1 do

Esprimendo, che la curvatura della superficie, il cui
elemento lineare ¢ dato dalla (23) & 'unitd positiva, avre-
mo per determinare f la equazione ditferenziale:

! (ZZZ)
d}‘dw
dx

Questa equazione, non contenendo la variabile indipen-
« dente, si integra con noti processi e si trova:

af
uto=f VCitef—at [?

dove C, ¢ sono nuove costanti.
Limitandoci al caso di ¢=0, troveremo:

fluto) = v)

e cambiando Cu, C v, rispettivamente in », v, potremo
anche scrivere:

1
@4 fluto)= acoshw i)’ Pt )=y gh(ut)

Per i raggi ry, r, della superficie richiesta trovere-
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mo facilmente dalle note equazioni differenziali , che li
legano ad f/,9 (%):

A

(25) ry=Asenh (uto) , r,—— senh (u4v)’

dove A & una costante arbitraria e Valtra si é tralasciata,
perché comparendo additivamente siin », che in »y, non
darebbe che delle elicoidi parallele alle precedenti.

Queste elicoidi sono per le (20) a curvatura costante

1
_A—Q‘ .

Per le (15) I’elemento lineare della sfera in coordi-
nate » , v assume la forma:

negativa —

1 1
ds* = 2 coshe (u+v) i+ 25 tebt (o) e,

che si deduce dall’ ordinaria:

ds? = d6* -+ sen? § dw?

colle sostituzioni:

1 v tgh (u-t-v)
0T qwsh(uto) T yE—1T 8\ ves] )

Quindi le coordinate X, Y, Z dei punti della sfera, che
espresse per 6, » scno:

X=senfcosw , Y=senfsenw , Z==cos 0,

quando si esprimano per u , v diverranno:

() Dini. Sopra alcuni punti della teoria delle superficie: §. 24.
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Vai—1 v 1 v
X = T 0S—m— —{—&tgh (u+v)sen Vi
Va2 —1 v 1
(26) = a sen Var —1 ; tgh (u—4v) CQS V?—‘:—:l
1
7 —

a cosh (u+v)

Le coordinate a, v , z dell’ elicoide verranno quindi date
dalle formole:

x~—f(r = du + ,’;de>
_-f<r2d du+7,;§de>
z==f<r2 du—{—“'——dv)

Avendo riguardo alle (25), (26), ed eseguen’'ole de-
rivazioni e le quadrature, si trovera:

A ! sen—
" a cosh (udv)  Va2—1

27) — A1 v
7] Y="14 cosh (u—+v0) 608 Va2 1

z = é tgh (u+v) — (u-t-v) —{—éz’

L4
Questa elicoide ha per profilo meridiano la curva delle

tangenti costanti — g . Tali profili (trattrici) sono le linee

di curvatura del sistema 2.
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Le linee di corvatura dell’altro sistema % sono trac-

ciate sopra sfere di raggio PR che tagliano ortogonalmens-

te Ielicoide ed hanno i loro centri sull’asse (¥).
§. XVI. Troviamo ora elicoide complementare della
(27); percid osserviamo, che I’elemento lineare delle (27)

in coordinate u, v, in causa delle (24), (25) assume la
forma:

At 1

A?
9 1 2___ T 2 2 *
| (27) ds -~ tgh? (ut-0) du® 4 a2~ 1 cosh®(u--0) dv®.

Per ridurlo alla forma ordinaria delle superficie di ri-
voluzione, basta porre (™).

A f senh o d w A settsenh |
= cosh w ¥'1 4-(a*—1) cosh? w serisen coshoV a?—1

tgh ©
a /) a’

dove per brevild si & posto u-v=w. Con queste sostitu-
zioni 'elemento lineare (27') assume infatti la forma:

28)

1 » senh?wdow
t———a v——(a%*—1) j I %zzsett tgh(

+(a?—1)cosh*w

(29) ds®—du® + A cosh L d 2.

Cid mostra intanto, che I’ elicoide complementare cer-
cata & applicabile sulla superficie logaritmica di rivoluzione
(V. §. II). Per mezzo delle formole precedenti si trova poi
per le coordinate &, n, & dell’elicoide complementare:

(*) Sono queste le notevoli elicoidi trovate la prima volta dal
Prof. Dini. V. Ricerche sopra la teoria delle superfivie .
(") m. t. § 4
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AVii— Lienhweos == +A@P=D hwsen e
g AV 1 v A(a®—1) v
- (29 = p senh wsenV‘——aQ S cosh wcos Vo

g::»—aAw—{—aA—w).

Queste elicoidi sono generate attorno all’asse z dalla curva:
g

_AVET A(a—1)

o= senh w , y=— cosh v , F=—u,

la quale si proietta sul piano oy secondo una curva, che
deriva dalla catenaria, come 1’ ellisse del cerchio. L’ana-
logia di queste superficie con quelle elicoidali ad area mi-
nima () & evidente.

Vi & poi un caso, in cui esse ammettono il medesimo
profilo ed hanno inoltre il medesimo passo, differendo sol-
tanto pel senso in cui girano le eliche, che sono destrorse
per le une, sinstrorse per le altre. Si pud infatti enunciare
il teorema:

La curve:

c=msenhw , y=mcoshw , z2=mo

con un moto elicoidale di parametro -+ m intorno al-
U asse z genera un’ elicoide ad area minima { applica-
bile sull’alisseide); con un moto elicoidale di parametro
—m genera uw elicoide complementare di un’elicoide
a curvatura costante negativa (applicabile sulla super-

ficie logaritmica di rivoluzione ). Questa curva & elica
del cilindro, che la proietta sul piano v z, cilindro la cui

() m. t. §. %.
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sezione retta & una catenaria, e ne taglia le generatrici
sotto un angolo di 45.°

§. XVII Dalle elicoidi (27) a curvatura costante ne-
gativa potremmo dedurre tre classi di superficie comple-
mentari, come abbiamo fatto nei §3. VI, VII, VIII colla
pseudosfera; qui perd mi limiterd ad una sola ricerca, che
dard una proprietd notevole di queste elicoidi.

Consideriamo su queste elicoidi un sistema di geodeti-
che di 1.* specie; e precisamente quel sistema speciale, di
cui le eliche sono traiettorie (*). Per formole di trasfor-
mazione si hanno le seguenti:

U=Alogcosh%)—{—At

w —
V=Atgh A°
dove V==cost sono le geodetiche di 1.* specie accennate,

che colle traiettorie ortogonali U==cost danno all’elemeuto
lineare la forma:

20

dst—=dUt4e? gve.

Siccome le V==cost hanno per traiettorie le eliche, ne
segue, che si ottengono tutte da una di esse, dandole at-
torno all” asse quel moto elicoidale, che ha generato I’ eli-
coide stessa. Dalle considerazioni dei §§. X, Xl risulta
quindi, che la superficie complementare di quell’ elicoide
rispetto alle V==cost & una nuova elicoide, avente a co-
mune colla primitiva I’asse ed il passo. Inoltre questa eli-
coide (§. 1IL.) é a curvatura costante negativa .

(") Dini. Sulle superficie di curvatura costante 1. ¢,
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Ora per mezzo delle formole precedenti, si ottiene per le
coordinate x, , ¥, , 2, di quesia elicoide complementare:

A Var—1 v

Lymme—m e —— TGOS T
! a seuthw4acoshw  Vai—I1

V(ﬂ_..i v

A
Y174 seuh w—a cosh w S e
A

cosh w4a senh
z,= ——————— ——y—q = .
" a (senh w4acoshw + a

Ma, se si pone:

Vat—1 1
senh w—+-acosh w~ cosh 6’

ne risulta:

1
cosh w-a senh w E,+ tgh o
h ot acosho
senh w-- @ cosh ]+&—tghw

tgh 0= =tgh (04« ,

dove si é posto
tgh o = —2 s
il che da un valore reale per «, pciché a>>1. Avremo
quindi:
0=w-+ «
Allora, se nelle formole precedenti, che danno w,¥;,%;,

LT .
di 5 Si ottiene:

. )
SI anmenta Va1
a*—1
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A G
T ="y cosh § S Vg2
A v
Y=g cosh 6 Sy 21

A mVa?—1)
= tfrhe 9+v+a~a+l/ %

Se si confrontano queste equazioni colle (27), si vede
subito, che esse rappresentano la medesima elicoide, spo-

¥ V2 —
stata lungo 1’ asse della quantit&% (a—wa—}——%——l )
Le coordinate &, 0, ¢ delle evolventi delle elicoidi (27)
rispetto alle geodetiche V ==cost si ottengono con note
formole che richiedono una sola quadratura (). Eseguen-
dola si ottengono le formole seguenti:

AV 1 v

Z:*_af"ﬁﬁsenh w+a cosh w%C—{—v——m-{—alog(a—}—tghw} §COS Var—1
A v
+ m) %C—‘"CL*‘—’U“—(’)—*’G) 10g ((1/+ tgh C!)) sen Vaﬂ—

AV a2 1 v
= S f e
(30) ! a®*  senhw--acosh w%C—]—v o--alog(a-igh m));senv a?—1

A oo
—_ m%C——-a+v— a+talog(a--tghw){ cos Vi

' A
a%osh w(senh w—-a cosh w) % C+v—o+-alog (a-tgh ) g

_g% C—tghw+talog (a4tgh w)g ,

dove C & una costante arbitraria, variando la quale si ha
un sistema di superficie parallele.

(*) Beltrami. Ricerche di Analisi ete. L. c.
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Le equazioni precedenti definiscono una classe di su-
perficie, che certamente non Sono elicoidali, poiché altri-
menti sull’ elicoidi (27) le V == cost dovrebbero essere le
traiettorie ortogonali delle eliche (V. §§. X, XI); inoltre
i raggi di curvatura delle superficie di questa classe sono
legati fra loro dalla relazione (V. §. 1II):

ry—1ry = A

Possiamo dunque dire:

Le superficie (30) hanno costante ed eguale ad A
la differenza fra i ragge di curvatura; wnoltre le due
falde dell’ evoluta sono elicoidi identiche a curvatura
1 .
Ao Gventi a profilo una trat-
trice, le quali differiscono fra loro solo per una tra-
slazione lungo U asse.

costante negativa —

v

Se nelle formole precedenti si cambia Vi

inve
a?

si passa al limite per a==1, si ottiene la superficie di
rivoluzione, che ha per meridiano I’ evolvente della trat-
trice.

§. XVIII. Data una superficie qualunque, le tangenti
alle linee di curvatura di uno stesso sistema lungo i
punti di una linea di curvatura qualunque dell’ altro si-
stema formano una sviluppabile, e le porzioni di dette
tangenti, comprese fra la linea di curvatura considerata
e lo spigolo di regresso della sviluppabile, sono i raggi
di curvatura geodetica della stessa linea di curvatura.
Questa proprietd, che il Gremigni nel lavero citato dimo-
stra per via puramente geometrica, risulta anche, come
caso particolare, da una costruzione generale, pel raggio
di curvatura geodetica di una linea qualunque, dovuta
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al Prof. Beltrami, cosiruzione, che ho giad avuto occasione
di richiamare al §. 1.

Variando la linea di curvatura accennata nel suo si-
stema, lo spigolo di regresso di quella sviluppabile genera
una superficie, che il Gremigni ha chiamato superficie
det centri geodetict di quel sistema di linee di curvatura.

Le semplici considerazioni geometriche, di cui ho fatto
uso al §§. X, XI conducono immediatamente a stabilire
il teorema:

Le superficie dei centri geodetici div un’ elicoide sono
elicoidi, aventt a comune colla prima U’ asse ed il passo.

Supponiamo infafti nei punti di una linea di curvatura
C di un’ elicoide condotte le tangenti alle linee di curva-
tura dell” altro sistema. Per la proprietd suesposta queste
rette invilupperanno una linea G, che sard il luogo dei
centri geodetici della C. Diamo ora alla linea di curva-
tura C ed al sistema delle tangenti considerate quel moto
elicoidale, col quale I’ elicoide stessa ¢ stata generata.
La C occuperd successivamente le posizioni delle linee
di curvatura del suo sistema (C), il sistema delle tangenti
le posizioni dei sistemi analoghi per le altre linee di cur-
vatura del sistema (C), e la linea G quelle dei successtvi
luoghi dei centri geodetici delle linee di curvatura stesse.
La G generera quindi la superficie dei centri geodetici del
sistema C di linee di curvatura. Adunque questa superficie
¢ un’ elicoide, avente a comune colla primitiva 1’ asse
ed il passo e per profilo una evoluta G della linea di
curvatura C.

§. XIX. Per dare un esempio consideriamo I’ elicoide
(27) a curvatura costante negativa e cerchiamone la
superficie dei centri geodetici relativa al sistema di linee
di curvatura piane (trattrici). (%)

(") [n quanto alla superficie dei centri geodetici relativa all® altro



— 332 —

Vedremo che questa elicoide dei centri geodetici pud
essere generata dalla stessa curva (elica di un cilindro
a base catenaria) che genera ! elicoide ad area minima,
differendo da quest’ ultima solo per il moto elicoidale, e
invero si per il passo delle eliche che pel loro senso.

Parte di questi risultati possono prevedersi geometri-
camente, osservando, che la superficie elicoidale dei cen-
tri geodetici ammette, come profilo, una evoluta della
linea di curvatura, a cui i centri geodetici sono relativi
(§. precedente). Nel nostro caso ammetterd quindi, come
profilo, una evoluta della trattrice; ma la trattrice ha per
evoluta piana la catenaria, quindi, per un noto teorema (%)
ogni altra sua evoluta & un’elica del cilindro retto, che
ha per base la catenaria stessa.

Converrad perd condurre la ricerca anche analitica-
mente, poiché, ottenute le coordinate di queste nuove eli-
coidi, potremo anche ricercare quali sono le superficie di
rivoluzione applicabili sopra di essa, ricerca che ci con-
durrd a semplici risultati.

Le coordinate &, n, & di queste elicoidi dei centri geo-
detici saranno date da:

E:x‘—Pv Xu ) 71=?/"‘9qu , E=3—py Zu,
dove @, y, z hanno i valori (27), p, & il raggio di
curvatura geodetica delle v==cost. quindi per la (27")

A
P =ya senh (u4v),

sistema di linee di curvatura sferica e facile accertarsi, che si riduce
all’ asse dell’ elicoide.
(") V. p. e. Serret Calcul. Différentiel. §. 298.
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ed X, Y,, Z, sono i coseni di direzione delle tangenti
alle u = cost. Effettuando i calcoli si trova:

A v
- 4cosh(u+v) seny-—"——‘—

senh(u--v) cosV v T

21

A
gzaVaQ—l

A A
(3 n_m/ T senh(uJ,—v)sen -}-Ecosh(u—l—v) COSV -

A

Queste sono adunque le elicoidi cercate. Esse ammettono
come profilo la curva:

A A
wzaﬁsenhm , y:Ecoshm ) B=—0,

la quale & un’elica del cilindro, che la proietta sul piano
yz , cilindro a base catenaria, come si era previsto geo-
metricamente. L’ angolo, che quest’ elica forma colle ge-

. 1
neratrici ha per coseno Pk

Confrontando queste formole con quelle relative alle
elicoidi ad area minima (m. t. § 24), si vede facil-
mente, che hanno luogo le proprietd enunciate sopra. Se
poi si confrontano queste formole colle (79) del §. X VI,
si vede che, quando ¢/42 —1=1 , cioé quando il passo
dell’elicoide a curvatura costante negativa & eguale alla
circonferenza, che ha per raggio la distanza della cu-
spide della trattrice dall’assintoto, le formole confrontate
non differiscono, che pei segni delle due prime coordinate
Cid mostra che: nel caso <upposto la superficie com-
plementare e la superficie dei centri geodetici delle
tratirict per le elicoidi a curvatura costante negativa
8. N. Lib. IV. 26

L
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sono elicoids identiche, che si ottengono I’ una dall’altra
con una rotazione di due angoii retts intorno allasse.

§. XX. Cerchiamo ora la superficie di rivoluzione appli-
cabile sopra 1’elicoide (31). Prendendo a linee coordinate
le u+v=w e le v, si trova con un semplice caicolo la
formola:

2 AQ A2
dsgzmcosh%dme—,?%ﬁdwdv—}-ﬁ senh®w—-a?—1 do?
che di P’elemento lineare dell’ elicoide (31). Prendendo

invece a linee coordinate le w e le traiettorie ortogonali
t, siotterrd (m. t. §. 4):

A% senh?w(senh?w4-a?)

QS
ds a*—1 senh’w-4-a?—1

dw? 4 (senh2w 4 a?— 1) d¢.

Confrontando questo elemento lineare coll’ ordinario:
ds? = {142 ("M} dr2+k22de?

delle superficie di rivoluzione, si avri, per determinare
la curva meridiana z==9 (r), I’ equaziocne differenziale:

} A% 12 (722 4 1)
IO = @R =

e prendendo:

Va2 -1
(32) =Y

si avra:
\ dr d(kr)
(33)z=?<7“)=Va2—1fym=A Vidrr—(a*—2)'
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Ora giova distinguere due casi, quello in cui a?>—2>0
e quello in cui a?—2 < 0. Rispetto all’ elicoide del
Dini (27) questi due casi si distinguono in cid6. Nel 1.°
caso il passo dell’ elicoide & maggiore della circonferenza,
che ha per raggio la distanza della cuspide della trat-
trice dall’ assintoto, nel 2.° minore.

Se siamo nel 1.° caso, la (33) da:

A sott cosh — "
& — Se COS Vm,

ossia per la (32):

‘/G,2 —2 z
(34) r=A @:COShK .

Questa curva deriva dalla catenaria come !’ ellisse dal
. . . z
cerchio. Basta proiettare la catenaria comune r=—=A cosh N

sopra un piano, che passa per ’asse z ed & inclinato

1
sul piano della catenaria di un angolo a==arc tg S
a*—z

Nel primo caso adunque 1’ elicoide (31) & applica=
bile sulla superficie di rivoluzione, che ha per meridiano
la curva (34) e quindi (m. ¢. §. 7) é anche applicabile
sull’ elicoide, la cui sezione normale all’asse é una spi-
rale logaritmica.

Nel 2.° caso si trova invece:

V‘?,——a2 -
e A seph &
7 A Va1 sen A

Questa curva & il meridiano della superficie di rivolu-
zione applicabile sull’ elicoide (31) nel caso, che ora con-
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sileriamo. Si vede facilmente, che essa & composta di
un solo ramo estendentesi all’intinito dalle due parti
dell’ asse di rotazione, al quale volge sempre la sua
convessitd, flettendosi nel punto ove 1’ incontra. Da ultimo
osserviamo, che nel caso intermedio in cui a* — 2=0,

la (33) da:
z=Alogr ,

che & la stessa curva logaritmica, meridiano della super-
ficie di rivoluzione applicabile sull’ elicoide complementare
dell’ elicoide del Dini (V. §. XVI). Cid & ben naturale
dopo quanto abbiamo detto al §. precedente.

§. XXI. Per bene intendere la generazione seguente
di una classe di elicoidi applicabili sulla superficie di rivolu-
zione a curvatura media costante ( superficie, che ha per
meridiano la curva generata dal fuoco di un’ ellisse o di un
iperbola, che rotola senza strisciare sull’ asse), & d’ uopo
premettere alcune considerazioni sulle deformazioni di su-
perficie di rivoluzione, che si conservano di rivoluzione (*).

Quando due superficie di rivoluzicne sono applicabili
I’ una sull’ altra & impossibile coprire coll’una interamente
1" altra .

Se I’ elemento lineare della prima S é:
ds® = du?® + r? dv?
e quello della seconda S':
ds? = du® + 22 r? dv,?
e si suppone 2> 1, per trasformare S’ in S conviene ta-

() V. Bour-Théorie de la déformation des surfaces. Journal de
I’ Ecole Polytechnique Tome XXIL
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gliare da S' una porzione compresa fra due meridiani, indi
flettendo S' ricongiungere gli orli del taglio, dandole di

nuovo la forma di superficie di rivoluzione. Allora S' di-
venta S'.

E infatti, per trasformare i due elementi lineari I'uno
nell’altro, conviene porre v==>~v,, e quando I’angolo v &

gia diventato 2 = , v, non & che ')—ﬂ < 2w, poiché A>1.
Cid posto, csrchiamo delle elicoidi applicabili sulla su-
L : . 1
perficie di rivoluzione a curvatura media costante o> super-

ficie il cui elemento lineare si riduce facilmente alla forma
(m. t. §. 26):

ds? = du? + (1 —a? sen? §c> dv?, dove a<1.

Per trovarle effettivamente converrd determinarne il

profilo meridiano z=g(p), il che si fard per mezzo della
condizione, che I’ elemento lineare (m.t. §. 7):

Zo%(p)
2 - 9 (o212 dp
ds %1 + 2 mgg d p®+k? (p*4m?) dv

sia trasformabile nel precedente.

Con un processo ben noto si troverd, per determinare
o(p), la equazione differenziale;

14 270 4ct 2 p?
pm? {aP—1+42 (PP m?)} | L — k(P m?) |

e, disponendo delle arbitrarie m , & in modo, che si abbia:

a’*—14+12 m*=0 , 4 2 M—14-k> m*=0,
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ossia prendendo
(35) ke 5— , m—

avremo :

iy R )
¥ Tl — 2 @+4m?)

Quindi, indicando con u I’arco della curva z:=9(p),

du 1
dp Vl—kg(p"z—i—m?) ’

da cui integrando:
, Vi—iEm?
(36) p==—— sen (ku).
Considerando questa curva, come meridiano di una su-
perficie di rivoluzione, fra le sue deformate vi é certamente
il cerchio:

Il modulo X per passare dalla curva (36) a questo cer-

chio & 2= > 1. E, siccome per le (34) delle

VI1I—k* it
cinque quantitd @, ¢, m, k, x due sono arbitrarie, ma le al-
tre ne conseguono, possiamo enunciare il teorema seguente:

Da una sfera di raggio qualunque, supposta fles-
sibile ed inestendibile, st tayle una porzione compresa



fra due meridiani, facenti fra loro un angolo arbi-
trario. Indi, flettendo la sfera, le si dia di nuovo la
forma div superficie div rivoluzione, ricongiungendo gli
orli det tagli. Se al meridiano cosi ottenuto si da un
moto elicoidale conveniente intorno all’asse, si genererd
un’ elicorde applicabile sopra una superficie di rivo-
luzione a curvatura media costante.

Se R & il raggio della sfera, « 1'angolo del fuso
sferico, che si toglie, avremo:

1 2
= k.:_——
n--a ’

k b

ed il parametro m del moto elicoidale e la curvatura

1
media Z della superficie di rivoluzione, applicabile sul-

I’ elicoide generata, saranno dati dalle formole:

RV—_—9 1 4r
Mm="g,V dna—a ¢~ R@2r—a) °

Questo modo di generazione di una classe di elicoidi
applicabili sulla superficie di rivoluzione a curvatura media
costante mi sembra tanto pit notevole, in quanto che &
precisamente dai profili meridiani delle deformate di rivo-
luzione della sfera, che si pud partire per ottenere il meri-
diano di una superficie di rivoluzione a curvatura media
costante (Bour — I. ¢.).

Questo meridiano & una curva parallela ai precedenti
profili e distante da essi del raggio della sfera. Fondan-
dosi su questa proprietd, & facile persvadersi, che si pud
dare dei profili derivati della sfera la seguente elegante
generazione:

Intorno ad uno dei fuochi di un’ ellisse o di un’ iper-
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bola, come centro, st descriva un cerchio di raggio
equale all’ asse maggiore dell’ellisse, o all’ asse trasverso
dell’ iperbola; wndi si faccia rotolare senza strisciare
U ellisse o U wperbola sopra una retta. La superficie di
rivoluzione che ha per asse questa retta e per meridia~
-no Pinviluppo del cerchio descritio intorno al fuoco, &
applicabile sulla sfera, vl cui cerchio massimo é ol cer-
chio stesso.



Pag. 296 Nota leggasi: Le superficie di rivoluzione generate ec.
» 308 linea 1 aggiungasi questa osservazione:

Se si prendesse a considerare un sistema qualunque di
geodetiche di 2.* specie non ortogonali ad un medesimo
meridiano, si otterrebbero per le superficie complementari
formole, che non differirebbero dalle (14) altro che pel
segno di k*. Possiamo dunque dire che mutando k? in —A?
nelle (14) si ottiene una classe di superficie applicabili
sulla superficie di rivoluzione logaritmica. Si vede quindi
che le formole (14) compendiano in se le tre classi di su-
perficie complementari, di cui abbiamo parlato al § IIL
La prima classe corrisponde a k=0, la seconda a %
puramente immaginario, la terza a % reale.

u —
» 308. linea 4 leggasi v=A tangh X‘ e
» 317 I'ultimo termine della formecla (21) va letto cosi

(a® 4+ m? 4 u? sen® «) do?



